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ResumoNesta dissertação de mestrado estudamos numeri
amente a propagação de on-das a
ústi
as em meios não periódi
os unidimensionais. Nós nos 
on
entramosem dois tipos de meios: (1) 
om distribuição da elasti
idade possuindo 
orrelaçãode longo al
an
e e (2) 
om distribuição aperiódi
a pseudo-aleatória. No primeiro
aso, a elasti
idade da distribuição aleatória é assumida ter um espe
tro de potên-
ia S(k) ∼ 1/kα. Usando o método de matriz de transferên
ia resolvemos a versãodis
reta da equação da onda es
alar e 
al
ulamos o 
omprimento de lo
alização.Além disso, apli
amos o método de diferença �nita de segunda ordem para as var-iáveis temporal e espa
ial e estudamos a natureza das ondas que se propagam na
adeia.Nossos dados numéri
os indi
am a presença de ondas a
ústi
as estendidas paraalto grau de 
orrelação. Em 
ontraste 
om 
orrelação lo
al, demonstramos numeri-
amente que 
orrelações de livre-es
ala promovem uma fase estável 
om ondasa
ústi
as livre no limite termodinâmi
o. No outro 
aso, a distribuição das 
on-stantes elásti
as foram geradas usando uma função senoidal 
uja fase varia 
omouma lei de potên
ia, φ ∝ nν , onde n rotula as posições ao longo da rede. Ao
onsiderar novamente uma versão unidimensional dis
retizada da equação de ondae uma reformulação da matriz re
ursiva nós 
al
ulamos o 
omprimento de lo
al-ização dentro da faixa de freqüên
ias permitidas. Nossos dados numéri
os indi
ama presença de ondas a
ústi
as propagantes 
om freqüên
ia diferente de zero paraum su�
iente grau de aperiodi
idade. v



viPalavras-
have: Ondas A
ústi
as - Lo
alização, Aperiodi
idade, Correlação,Desordem, Sistemas A
ústi
os.



Abstra
tIn this Master degree thesis we numeri
ally study the propagation of a
ousti
waves in one-dimensional nonperiodi
s medium. We fo
us on two kinds of medium:(1) a media with s
ale-free long-range 
orrelated elasti
ity distribution and (2)medium with an aperiodi
 pseudo-random elasti
ity distribution. In the �rst 
ase,the random elasti
ity distribution is assumed to have a power spe
trum S(k) ∼

1/kα. By using a transfer matrix method we solve the dis
rete version of thes
alar wave equation and 
ompute the lo
alization length. In addition, we apply ase
ond-order �nite-di�eren
e method for both the time and spatial variables andstudy the nature of the waves that propagate in the 
hain.Our numeri
al data indi
ate the presen
e of extended a
ousti
 waves for highdegree of 
orrelations. In 
ontrast with lo
al 
orrelations, we numeri
ally demon-strated that s
ale-free 
orrelations promote a stable phase of free a
ousti
 wavesin the thermodynami
 limit. In the another 
ase, elasti
ity distribution was gen-erated by using a sinusoidal fun
tion whose phase varies as a power-law, φ ∝ nν ,where n labels the positions along the media. By 
onsidering again a dis
rete one-dimensional version of the wave equation and a matrix re
ursive reformulationwe 
ompute the lo
alization length within the band of allowed frequen
ies. Ournumeri
al data indi
ates the presen
e of extended a
ousti
 waves with non-zerofrequen
y for su�
ient degree of aperiodi
ity.Keywords: A
ousti
 Waves - Lo
alization, Aperiodi
ity, Correlation, Disor-der, A
ousti
 Systems. vii
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Capítulo 1
INTRODUÇ�O
No sé
ulo XX, as propriedades eletr�ni
as motivaram o estudo da 
ondução deelétrons em diversos sistemas, 
ulminando 
om o surgimento dos transístores querevolu
ionaram a eletr�ni
a e trouxeram enormes benefí
ios à so
iedade. Ander-son [1; 2℄, nesse mesmo sé
ulo, impulsionou os estudos da lo
alização eletr�ni
aao prever que todos estados em meios desordenados são lo
alizados para sistemasde baixa dimensionalidade, independente do grau de desordem. Em bus
a da �vio-lação� da Teoria de Anderson, realizada por inúmeros 
ientistas, pode-se a�rmar,hoje, que 
orrelação [3�5℄ e aperiodi
idade [6�8℄, na desordem, são formas 
on-venientes de tornar 
ondutores sistemas uni e bidimensionais. Algo mais pe
uliare interessante foi a observação de que o fen�meno de lo
alização eletr�ni
a se deveà 
ara
terísti
a ondulatória do elétron [9℄, o que in
entivou e estimulou o estudoda lo
alização em outras 
lasses de sistemas.Nas últimas duas dé
adas tem 
res
ido o interesse pelo estudo de propagação deondas 
lássi
as em meios heterogêneos [10�14℄. Nos anos 80, 
res
eu o interesseem 
ontrolar as propriedades óti
as e a
ústi
as dos materiais, o que possiblitou3



1.1. Ondas A
ústi
as 4o surgimento de novos 
on
eitos 
omo 
ristais fot�ni
os [15℄ e 
ristais fon�ni
os[16℄, que exploram as propriedades ondulatórias da luz e do som, para 
ontrolara propagação nesses materiais. Nesse 
ontexto, lo
alização de ondas tem sidoestudada no âmbito de ondas a
ústi
as [17�20℄ e eletromagnéti
as [21℄ , permitindoutilizar essas ondas, ditas 
lássi
as, para a 
ara
terização de materiais, assim 
omopara apli
ação te
nológi
a. Podemos 
itar 
omo exemplo a 
riação de dispositivosfot�ni
os e fon�ni
os que graças à propriedade da lo
alização de ondas, des
ritapor Anderson, �ltram 
ertas frequên
ias impossibilitando sua propagação.A partir das 
onsiderações feitas a
ima, nosso interesse reside na investigaçãode duas 
lasses de sistemas: aperiódi
os e 
om 
orrelação de longo al
an
e; ambosamplamente estudados no modelo eletr�ni
o exibindo transição de Anderson noregime de d ≤ 2.Dando 
ontinuidade a esse 
apítulo, apresentaremos a equação a
ústi
a donosso modelo, faremos uma revisão da teoria de Anderson e dos prin
ipais resul-tados da in
orporação de 
orrelação e aperiodi
idade em sistemas desordenados.1.1 Ondas A
ústi
asNessa seção formularemos o problema de propagação de ondas a
ústi
as em sis-temas elásti
os unidimensionais [10�13℄ . É didati
amente, interessante abordaro 
aso da propagação de ondas em 
ordas esti
adas antes de des
rever, de formageral, o 
aso a
ústi
o. Esse simples e usual exemplo, nos forne
e resultados im-portantes para a 
ompreensão de diversos outros sistemas 
omo por exemplo, apropagação de ondas a
ústi
as em sólidos e em membranas elásti
as [22℄.Consideremos que uma 
orda possui densidade 
onstante ρ (massa/
omprimento).
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Figura 1.1: Uma porção ds de uma 
orda �xa em ambos os lados. O deslo
amentodo equilíbrio no lado esquerdo é ψ e no lado direito ψ + dψ.Seja ds um 
omprimento da 
orda des
rita por s(x,t). Veja a representação da
orda na �gura 1.1. A tensão ~τ varia 
om a posição x. O deslo
amento ψ(x) épequeno e perpendi
ular à direção x. A massa dm do 
omprimento do seguimendode 
orda ds é ρds. As 
omponentes horizontais das tensões são aproximadamenteiguais e opostas, sendo assim, iremos negligen
iar o movimento da 
orda na direção
x. A força na direção ψ(x) é:

∆F = ρds
∂2ψ(x,t)

∂t2
, (1.1)em que ∆F representa a diferença da tensão em x e x+ dx.A força pode ser en
ontrada através do 
ál
ulo da diferença da 
omponente y



1.2. Matriz de Transferên
ia e 
omprimento de lo
alização 6da tensão:
(∆F )y = −τ(x) sin(θ1) + τ(x+ dx) sin(θ2)

= −τ(x) tan(θ1) + τ(x+ dx) tan(θ2)

= −

(

τ(x)
∂ψ(x,t)

∂x

)

x

+

(

τ(x)
∂ψ(x,t)

∂x

)

x+dx

=
∂

∂x

[

τ(x)
∂ψ(x,t)

∂x

]

dx. (1.2)assumindo que θ é pequeno para pequenos deslo
amentos, 
onsideramos sin θ ≈

tan θ.Agora igualando as equações 1.1 e 1.2, para ds ≈ dx:
∂2ψ(x,t)

∂t2
=

∂

∂x

[

τ(x)

ρ

∂ψ(x,t)

∂x

]

. (1.3)Para o 
aso em que τ(x) = τ , ou seja, para 
ordas homogêneas temos a equaçãoda onda 
omumente 
onhe
ida:
∂2ψ(x,t)

∂t2
=
τ

ρ

∂2ψ(x,t)

∂x2
, (1.4)em que a velo
idade da propagação da onda é v =
√

τ/ρ.1.2 Matriz de Transferên
ia e 
omprimento de lo-
alizaçãoNo 
ontexto de lo
alização de ondas, uma maneira simples de pro
eder é formularo problema em termos matri
iais, visando por �m 
al
ular o 
omprimento de lo
a-



1.2. Matriz de Transferên
ia e 
omprimento de lo
alização 7lização do sistema. Com essa �nalidade, bus
aremos uma representação matri
ialpara a equação de ondas a
ústi
as unidimensionais apresentada na seção anterior.A partir de então, 
onsideraremos a massa de 
ada segmento igual a 1 e portanto
τ(x)/ρ 
omo sendo uma medida efetiva das propriedades elásti
as lo
ais do meio(
onstante elásti
a efetiva η(x)).Vamos 
onsiderar que ψ tem dependên
ia temporal harm�ni
a da forma exp−iωt.Podemos, portanto, es
rever ψ(x,t) = ψ(x) exp−iωt sendo ω a frequên
ia da onda.Assim, a equação da onda a
ústi
a em uma dimensão é es
rita:

∂

∂x
[η(x)

∂ψ(x)

∂x
] + ω2ψ(x) = 0. (1.5)Considerando uma dis
retização uniforme da rede 
om espaçamento∆x e sendo

i o número do sítio ao longo da 
adeia, as posições x passam a ser múltiplos de
∆x, ou seja, x = i∆x para um modelo dis
retizado. Usando que:

∂

∂x
[η(x)

∂ψ(x)

∂x
]≈[ηi(ψi+1 − ψi)−ηi−1(ψi − ψi−1)]. (1.6)e seguindo a referên
ia [10℄, vamos 
onsiderar ∆x = 1. Assim temos:

ηi(ψi+1 − ψi)− ηi−1(ψi − ψi−1) + ω2ψi = 0. (1.7)Podemos rearranjar os termos e es
rever na forma matri
ial:






ψi+1

ψi






=







−ω2+ηi+ηi−1

ηi
−ηi−1

ηi

1 0













ψi

ψi−1






=Ti







ψi

ψi−1






(1.8)A matriz Ti é a matriz de transferên
ia lo
al que 
one
ta a amplitude da onda
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0 1 2 3 4
ω

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

λ/
Ν N=2

14

N=2
17

Figura 1.2: λ/N para um sistema totalmente desordenado. Observe que apenasem ω = 0 há uma superposição das 
urvas.no sítio i+1 
om os sítios i e i−1. Para uma 
adeia que possui N sítios, a matrizde transferên
ia total que 
one
ta a amplitude no �m da 
adeia 
om as amplitudesini
ias é QN =
∏N

i=1 Ti. Dessa forma, dada um 
ondição ini
ialC0 =
(

ψ1

ψ0

), podemosen
ontrar CN =
(

ψN+1

ψN

), uma vez que CN = QNC0.O expoente de Lyapunov, ou inverso do 
omprimento de lo
alização λ, éde�nido por:
γ(ω) =

1

λ
= lim

N→∞

1

N
ln

|QNC0|

|C0|
. (1.9)Consideremos duas redes 
om N = 214 e N = 217 sítios que possui 
onstantes



1.3. O Modelo de Anderson 9elásti
as aleatórias, 
om valores igualmente distribuídos no intervalo [1.5,2.5] evejamos o 
omportamento do 
omprimento de lo
alização para esse sistema. A�gura 1.2, mostra que apenas para ω = 0 o 
omprimento de lo
alização diverge nolimite termodinâmi
o; esse resultado sugere a existên
ia de estado deslo
alizadoapenas para a frequên
ia ω = 0, isso representa que para ω 6= 0, todos os estadosa
ústi
os são lo
alizados. Esse resultado simples, demonstra o efeito da desordemna propagação a
ústi
a em uma dimensão.Como já antes tínhamos 
omentado, efeitos de desordem é um tópi
o de grandeinteresse na Físi
a da Matéria Condensada, sendo bastante 
ompreendido parasistemas eletr�ni
os. Por essa razão, vamos nos situar nesse 
ontexto apresentandoos prin
ipais resultados. Na próxima seção é apresentado o modelo de Anderson,que permitiu grandes des
obertas na dé
ada de 60 sobre lo
alização eletr�ni
a.1.3 O Modelo de AndersonEm 1958, P. W. Anderson [1; 2℄ apresentou um modelo que permitiu investigara natureza dos estados eletr�ni
os em sistemas desordenados. Mostrou que napresença de desordem a natureza da função de onda pode mudar de estendida,
omo no 
aso das ondas de Blo
h [23℄, para lo
alizada. Além disso, pela primeiravez, estimou quantitativamente a largura da desordem ne
essária para a o
orrên
iadessa transição que hoje é 
onhe
ida 
omo Transição de Anderson. O Hamiltonianode Anderson, na representação de segunda quantização, é expresso por:
Ĥ =

∑

i

EiĈ
†
i Ĉi +

∑

i 6=j

TijĈ
†
i Ĉj. (1.10)



1.3. O Modelo de Anderson 10Nessa expressão, Ei é a energia do i-ésimo sítio, Tij é a intregral de trans-ferên
ia entre os sítios i e j (também 
onhe
ida por amplitude hopping) e Ĉ† e
Ĉ são, respe
tivamente, os operadores de 
riação e destruição do elétron no sítio
i. É importante desta
ar que, nesse Hamiltoniano as interações Coulombianasentre os elétrons são desprezadas. A desordem 
ara
terísti
a do modelo é intro-duzida es
olhendo-se Ei para 
ada sítio i de forma aleatória dentro de um intervalo
[−W/2,W/2]. O grau de desordem do sistema é 
ontrolado pelo parâmetroW , 
o-nhe
ido 
omo largura da distribuição de desordem. Quando W = 0 é obtido umsistema ordenado, no qual todos os sítios possui a mesma energia.O modelo tridimensional de Anderson, prevê a existên
ia de estados estendi-dos, para um grau de desordem menor que o grau 
ríti
o Wc, ou seja, em que
W < Wc. Utilizando-se desse modelo, Anderson mostrou a existên
ia da 
hamada�lo
alização da função de onda eletr�ni
a� pela desordem.Um modo simples de dis
utir o modelo de Anderson é es
revendo os auto-estados do Hamiltoniano Ĥ 
om energia E em termos da expansão ψ =

∑

i aiφiem que φi é a função de onda de um elétron lo
alizado no sítio i. Assim temos:
Eai = Eiai +

∑

j

Tijaj. (1.11)Sendo ψ um estado não esta
ionário, os 
oe�
ientes ai's dependentes do tempo,obede
erão à equação:
− i~

dai
dt

= Eiai +
∑

j

Tijaj . (1.12)Vamos investigar o 
aso sem desordem, ou seja, em que W=0. Podemos suporque os poten
iais estão distribuídos sobre uma rede regular, na qual só existem os



1.3. O Modelo de Anderson 11termos de hopping entre os z primeiros vizinhos para 
ada sítio i, sendo esses demesma magnitude T . Dessa forma a equação 1.12 de S
hödinger dependente dotempo, torna-se
Eai = Eiai + T

j=z
∑

j=1

ai+j , (1.13)em que T é o termo de hopping entre qualquer par de sítios da rede. Por simpli-
idade, sabendo que a energia Ei é a mesma em todos os sítios, 
onsideremos quepossui valor Ei = 0. Para uma 
adeia unidimensional, a equação 1.13 se reduz a
Eai = T (ai−1 + ai+1), (1.14)que pode ser solu
ionada es
olhendo an = a0 exp

ink. Assim, obtemos a relação dedispersão para uma rede unidimensional:
E = 2T cos k. (1.15)Portanto, a banda permitida é dada por: −2T < E < 2T , 
om largura de banda

B = 4T . De maneira geral, para uma rede de dimensão d 
om número de primeirosvizinhos z, a largura de banda é B = 2zT . O 
aso geral, sem simpli�
ações, em que
W 6= 0 e T 6= 0, foi abordado por Anderson utilizando métodos perturbativos para
W e T . Anderson demostrou 
om esse modelo que se W/B for su�
ientementegrande, o
orre um transição metal-isolante em que todos os estados na bandasão expone
ialmente lo
alizados. O 
ritério qualitativo para existên
ia de estadosdeslo
alizados é dado por:

W > B. (1.16)
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Figura 1.3: Transição de Anderson. a) Poten
ial periódi
o 
om largura de banda
B. b) Poten
ial aleatório 
om largura de desordem W . Quando a largura de de-sordemW superar a largura de banda B, o
orre lo
alização induzida por desordem.Vamos apresentar quantitativamente a origem da lo
alização. Consideremos omodelo de Blo
h [23℄ 
om poten
ial periódi
o, por 
onveniên
ia o poten
ial 
rista-lino U(r) = 0, ou seja, uma situação de elétron livre. Caso seja introduzida umabarreira de poten
ial, a esse elétron, a função de onda será par
ialmente transmi-tida e re�etida; se for introduzida duas barreiras a onda eletr�ni
a será re�etidaduas vezes, havendo interferên
ia 
onstrutiva ou destrutiva, que dependerá dadiferença de fase entre as ondas. O padrão de interferên
ia pode ser bastante al-terado, ao 
onsiderar várias barreiras 
om poten
iais aleatórios ou espaçadas deforma aleatória, a onda sofrerá várias re�exões sem manter 
oerên
ia de fase. Es-sas re�exões 
ausam interferên
ias destrutivas, tornando a onda exponen
ialmentelo
alizada. A função de onda passa a �
ar lo
alizada em um pequena região dosólido, assumindo valores desprezíveis em qualquer outra região.Para um grau de desordem forte, Anderson mostrou que a função de onda é
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Figura 1.4: Função de onda lo
alizada. O parâmetro λ mede a largura típi
a dafunção de onda e é também 
onhe
ido 
omo 
omprimento de lo
alização.lo
alizada exponen
ialmente em uma pequena região. A probabilidade de en
ontaro elétron de
ai exponen
ialmente 
om a distân
ia, ou seja, |ψ| ∼ e−|~r−~r0|/λ. Aquantidade λ, 
onhe
ida 
omo 
omprimento de lo
alização, pode ser usada para
ara
terizar um estado eletr�ni
o 
omo sendo lo
alizado ou deslo
alizado. Emgeral, para um estado deslo
alizado, no limite termodinâmi
o λ→ ∞.1.4 Teoria de Es
ala para a Transição de AndersonVamos agora apresentar a teoria de es
ala [24℄ que nos permite en
ontrar a de-pendên
ia da transição de Anderson 
om a dimensão. A hipótese bási
a dessateoria é que uma úni
a quantidade 
ara
terísti
a, rotulada de 
ondutân
ia ge-neralizada g, 
ontrola a transição metal-isolante de Anderson para a temperatura
T = 0. Nessa abordagem, a teoria de es
ala foi apli
ada na reformulação do mo-delo de Anderson feita por Thoules [25℄. Na reformulação de Thoules, as unidadefundamentais deixam de ser os sítidos at�mi
os i, passando a ser hiper
ubos devolume Ld. Dessa forma, um sólido 
ristalino passa a ser formado por várias 
aixasa
opladas. As energias W e T , do modelo de Anderson, agora são mapeadas res-
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tivamente no espaçamento médio entre os níveis ∆E e em δE que representao deslo
amento 
ausado por mudanças nas 
ondições de 
ontorno.Utilizando o prin
ípio de in
erteza, podemos rela
ionar δE 
om a 
ondutividade
σ no limite ma
ros
ópi
o. Através do prin
ípio da in
erteza temos [26℄:

δE = ~/tD, (1.17)supondo que o elétron difunde até os 
ontornos de uma 
aixa de lado L des
revendoum movimento aleatório ou Browniano em um tempo tD, temos a relação:
tD = L2/D, (1.18)em que D é a 
onstante de difusão. Com o uso da relação de Einstein entre a
ondutividade e as propriedades de difusão:
σ = eDn(E), (1.19)e 
ombinando as equações 1.17, 1.18 e 1.19 temos:

δE =
σ~

e2(L2n(E))
. (1.20)A densidade de estados:

n(E) =
1

Ld∆E
. (1.21)A razão ∆E/δE nesse 
ontexto é agora vista 
omo sendo a força de desordemdo sistema, análogo a razãoW/B do tradi
ional modelo de Anderson. O parâmetro
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Figura 1.5: Comportamento qualitativo de β(g) para uma, duas e três dimensões.Apresentado por Abrahams, Anderson, Li

iardello e Ramakrishnam em 1979.de desordem, denotado por g−1, possui dependên
ia 
om a es
ala e é de�nido por:
1

g(L)
≡

∆E

δE
. (1.22)Substituindo a equação equação 1.20 e 1.21 na 1.22 , obteremos a dependên
iado parâmetro de ordem 
om a es
ala:

g(L) = (~/e2)σLd−2. (1.23)A equação 1.23 é válida para o limite ma
ros
ópi
o, uma vez que a equação 1.17é verdadeira nesse limite. O parâmetro g pode ser visto 
omo uma 
ondutân
ia
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ala para a Transição de Anderson 16generalizada em unidades de e2/~, tendo o termo Ld−2σ de�nido 
omo a 
ondutân-
ia de um 
ubo d-dimensional de lado L e 
ondutividade σ. Vamos investigar adependên
ia de g(L) 
om o 
omprimento de es
ala utilizado. Com essa �nalidadesupondo que g0 = g(L0) = δE(L0)/∆E(L0) seja a 
ondutân
ia generalizada paraum sistema 
om vários hiper
ubos a
oplados de volume Ld0. A teoria de es
alaassume que, dado g0 em uma es
ala 
om 
omprimento L0, podemos obter g emuma es
ala maior L = bL0. Na nova es
ala L, o parâmetro g é 
ompletamentedeterminado 
onhe
endo g0 e o fator de es
ala b. Para explorar o 
omportamentodo parâmetro g 
om a es
ala, vamos obter a derivada logarítimi
a de g, denotadapor β e expressa por:
β(g) =

dlng(L)

dlnL
. (1.24)A �gura 1.5 representa o 
omportamento qualitativo da função β para uma,duas e três dimensões. Para β positivo o parâmetro g 
res
e 
om o 
res
imentode L e para β negativo g de
res
e 
om o 
res
imento de L. Vamos des
rever o
omportamento de β, observando o 
omportamento de g em seus limites assintóti-
os, ou seja, em g → ∞ e g → 0. Para o limite ma
ros
ópi
o, em que g é grande,podemos usar a equação 1.23 e partindo dessa relação, obtermos β em g → ∞:

lim
g→∞

β(g) = d− 2, (1.25)ou seja,
β(∞) =























+1 em d = 3

0 em d = 2

−1 em d = 1

(1.26)Para o 
aso em que g << 1, ou seja, fra
o a
oplamento e forte desordem, o
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ala para a Transição de Anderson 17modelo de Anderson prevê que todos os estados são lo
alizados e de
aem exponen-
ialmente 
om a distân
ia. Nos 
ontornos de uma 
aixa de dimensão linear L, aamplitude da função de onda de um elétron lo
alizado dentro da 
aixa é da ordemde e−γL, em que 1/γ é o 
omprimento de lo
alização. Como o a
oplamento entreas 
aixas também possui a mesma dependên
ia exponen
ial 
om L, a 
ondutân
iageneralizada g de
ai exponen
ialmente, portanto, usando a equação 1.24 temosque:
lim
g→0

β(g) = ln(g), (1.27)portanto, temos o seguinte resultado que independente da dimensão,
lim
g→0

β(g) = −∞. (1.28)Assumindo que a função β(g) é monot�ni
a entre os limites de g → ∞ e
g → 0, podemos reproduzir fa
ilmente a �gura 1.5. Observemos atentamente o
omportamento de β para d = 3. Podemos notar que, para essa dimensão existeum ponto �xo instável em β = 0 
om g = gc. Em gc, a 
ondutân
ia independenteda es
ala, 
ara
terizando uma transição metal-isolante de Anderson. A prin
ipal
on
lusão da teoria de es
ala é que para d < 3, em espe
ial em d = 1 e d = 2, nãoexiste transição metal-isolante e todos estados são lo
alizados, pois a 
ondutân
iavai sempre a zero quando L→ ∞. Em analogia 
om as teorias de transições de fasede segunda ordem, a 
ondutividade em 
orrente 
ontínua σDC e o 
omprimentode lo
alização λ, próximos da energia 
ríti
a de transição (mobility edge) tem um
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omportamento tipo lei de potên
ia:
σDC ∝ (E −Ec)

s

λ ∝ (E − Ec)
−ν . (1.29)Os valores dos expoentes s = ν = 1 foram numeri
amente obtidos usando umaexpansão em d+ǫ por Wegner [2℄ e também por té
ni
as de expansão diagramáti
apor Vollhard e Wl�e [2℄. Re
entemente, 
onsiderações sistemáti
as de variáveisirrelevantes e 
orreções não lineares na teoria de es
ala têm re�nado os resultados,obtendo o expoente 
ríti
o 
om maior pre
isão numéri
a ν ≈ 1.57 [2℄.1.5 Violação da Teoria de Es
alaAté então, vimos que a teoria de es
ala para o modelo de Anderson prevê quetodos os estados são lo
alizados em sistemas de baixa dimensionalidade, ou seja,em d ≤ 2 para qualquer grau de desordem; e também, prevê a possibilidade deuma transição metal-isolante para um sistema tridimensional. Entretanto, váriostrabalhos re
entes têm apresentado transições metal-isolante em sistemas de baixadimensionalidade, para sistemas 
om desordem 
orrela
ionada ou sistemas pseudo-aleatórios, resultados não previstos pelo modelo de Anderson original.Em meados da dé
ada de 80, vários trabalhos envolvendo modelos tight-bindingunidimensionais 
om poten
iais in
omensuráveis revelaram a presença de umatransição metal-isolante. Por exemplo, um poten
ial do tipo ǫn = V cos k|n|νonde k = 2πα e α é um número irra
ional entre 0 e 1 apresenta vários aspe
-tos interessantes [6�8℄. Para 0 < ν < 1 existem estados estendidos na faixa
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−2 + V < E < 2 − V e estados lo
alizados nas faixas 2 − V < E < 2 + V e
−2−V < E < −2+V para V < 2, enquanto que todos os estados são lo
alizadospara V > 2. Para ν = 1 os estados eletr�ni
os são lo
alizados se V > 2 e estendi-dos se V < 2. Para 1 < ν < 2 todos os estados são lo
alizados, mas o 
oe�
ientede Lyapunov se aproxima de zero no 
entro da banda. Finalmente, para ν > 2o sistema se 
omporta 
omo um modelo de Anderson unidimensional e todos osestados são expone
ialmente lo
alizados.Em 1990, Dunlap e 
olaboradores [3℄ através do modelo de tight-binding unidi-mensional, estudaram uma 
adeia 
omposta por uma liga binária. As energias dossítios, nesse modelo, podem assumir valores ǫa e ǫb. Os sítios de energia ǫa sempreapare
em em pares , tendo probabilidade p de apare
er enquanto ǫb probabilidade
1− p. O termo de hopping entre os primeiros vizinhos é 
onstante e igual a t. Foimostrado nesse trabalho que se −2t < ǫa − ǫb < 2t o sistema apresenta uma ener-gia ressonante em que a função de onda é deslo
alizada. Uma série de trabalhosenvolvendo 
orrelações tipo dímeros surgiram desde então sempre 
om os mesmosresultados: divergên
ia do 
omprimento de lo
alização em algumas energias 
ríti-
as [27�32℄. A diferença fundamental entre o modelo de Anderson original e osmodelos de dímeros é a existên
ia de 
orrelações nas energias dos sítios. Wu ePhillips [27℄ mostraram que a distribuição de desordem na polianilina é des
ritaexatamente por este modelo de dímeros aleatórios. A existên
ia desses estadosestendidos ressonantes foram veri�
adas por Bellani et al [33℄ em experimentos
om super-redes de dímeros aleatórios (GaAs-AlGaAs).Em 1998, Moura e Lyra [4℄ estudaram um modelo de Anderson unidimensionalsubstituindo a desordem típi
a do modelo de Anderson por desordem 
orrela-
ionada. Neste trabalho o poten
ial foi es
olhido a possuir um traço 
ara
terísti
o
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ala 20de um movimento Browniano fra
ionário, 
ujo a densidade espe
tral é dada por:
S(k) ∝

1

kα
, (1.30)em que S(k) é a transformada de Fourier da função 
orrelação entre dois pontos

< ǫiǫj >. O parâmetro α mede o grau de 
orrelação da sequên
ia. Para α = 0re
upera-se uma sequên
ia 
ompletamente des
orrela
ionada. Através do forma-lismo de grupo de renormalização, Moura e Lyra [34℄, mostraram que para α > 2este sistema pode exibir uma fase de estados estendidos no 
entro da banda. Essesresultados são importantes, pois pela primeira vez foi apresentada uma verdadeiratransição metal-isolante em sistemas unidimensionais. Na mesma épo
a, em 1999,Izrailev e Krokhin [35℄ mostraram também a existên
ia de transição de Andersonpara sistemas unidimensionais possuindo 
orrelação de longo al
an
e, através douso da teoria de perturbação de segunda ordem. Ainda em 1999, resultados seme-lhantes a esses foram obtidos pelo grupo de Izrailev e Krokhin [5℄. Utilizando umateoria de perturbação de segunda ordem obtiveram uma transição metal-isolanteem sistemas 
om desordem 
orrela
ionada. A presença de uma verdadeira fasemetáli
a em sistemas 
om 
orrelações de longo al
an
e na distribuição de desor-dem vem 
hamando a atenção da 
omunidade 
ientí�
a e motivando muitos estudosteóri
os e experimentais. Podemos 
itar a observação experimental de transmis-são de mi
ro-ondas em guias retangulares 
om espalhadores 
orrela
ionados [36℄.Nesse experimento, os espalhadores 
olo
ados no guia de ondas, são parafusos mi-
rométri
os (ver �gura 1.6)
ujas dimensões são 
orrela
ionadas. Eles en
ontraramuma faixa de frequên
ias [ω1
c ,ω

2
c ℄ onde os modos são transmitidos.No 
ontexto de ondas 
lássi
as, uma série de trabalhos tem sido apresentados
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Figura 1.6: Aparato experimental do guia de onda usado na referên
ia [36℄.mostrando a presença de transição de Anderson em sistemas unidimensionais. Em2008, Sahimi e 
olaboradores [10℄, apresentaram resultados para a propagaçãode ondas a
ústi
as em sistemas unidimensionais 
om 
orrelações tipo dímeros nadistribuição de desordem. Através do método da matriz transferên
ia, 
ál
uloanalíti
o e diferença �nita, mostraram a existên
ia de um estado estendido parauma frequên
ia de ressonân
ia ωc. O valor de ωc depende diretamente do tipode dímero utilizado. Propagação de ondas a
ústi
as em meios 
om 
orrelaçõestipo lei de potên
ia também vêm sendo estudadas através de métodos de grupode renormalização bem 
omo métodos numéri
os [11�14℄. Resultados indi
am aexistên
ia de estados a
ústi
os estendidos para quaisquer dimensões topológi
as.Considerando esse 
ontexto, nessa dissertação, estudamos através do métododa matriz transferên
ia e diferença �nita, os efeitos das distribuições de elasti
i-dades não-periódi
as nas propriedades de transmissão a
ústi
a em baixa dimen-sionalidade. Vamos adaptar distribuições não periódi
as já estudadas previamenteem sistemas quânti
os eletr�ni
os e magnéti
os [4; 37; 38℄ para sistemas elásti-
os unidimensionais. Estamos interessados em duas 
lasses espe
í�
as: sequên
ias
om 
orrelações de longo al
an
e tipo movimento Browniano fra
ionário e bem
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omo sistemas aperiódi
os. No 
apítulo 2, vamos apresentar nossa análise sobretransporte de ondas a
ústi
as em sistemas 
om 
orrelações de longo al
an
e e no
apítulo 3 em sistemas aperiódi
os. Por �m, um breve 
apítulo 
om as 
on
lusões eperspe
tivas, e um anexo 
ontendo os artigos produzidos durante esta dissertação.



Capítulo 2
LOCALIZAÇ�O DE ONDASACÚSTICAS EM POTENCIAISCOM CORRELAÇ�O DE LONGOALCANCE
No 
apítulo anterior, explanamos a importân
ia do estudo sobre o efeito de desor-dem em diversos sistemas. Neste 
apítulo apresentaremos um estudo numéri
o daequação de onda a
ústi
a na presença de uma distribuição de elasti
idade 
om 
or-relações de longo al
an
e. Em nosso estudo vamos gerar a 
onstante elásti
a efetivado meio através do traço de um movimento Browniano fra
ionário. Basi
amentevamos 
onstruir uma distribuição que possui densidade espe
tral S(k) = k−α, emque k = 1/λ e λ é o 
omprimento de onda das modulações da distribuição. Oparâmetro α mede o grau de 
orrelação da distribuição. S(k) é obtido tomando atransformada de Fourier entre dois pontos < ǫiǫj >. Uma das formas mais simples23
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om 
orrelação de longo al
an
e 24de gerar esse tipo de distribuição é através do movimento Browniano fra
ionário(MBF) que será apresentando na próxima seção. Após entender 
omo gerar nu-meri
amente uma distribuição 
om 
orrelações de longo al
an
e vamos introduzir amesma, 
omo sendo as 
onstantes elásti
as na equação de onda a
ústi
a e estudaro efeito desta 
orrelação usando métodos numéri
os usuais [10℄.2.1 Distribuição aleatória 
om 
orrelação de longoal
an
eGeneralizando o 
on
eito de função aleatória x(t), Mandelbrot [39; 40℄ introduziuo 
on
eito de movimento Browniano fra
ionário (MBF) que tem sido utilizado paragerar sequên
ias aleatórias 
orrela
ionadas. Considerando que BH(t) representa aposição da partí
ula que des
reve um movimento Browniano fra
ionário em uminstante t e 
onsiderando que BH(t = 0) = 0, temos que a função C(t) que mede a
orrelação entre os in
rementos (BH(0)−BH(−t)) e (BH(t)−BH(0)), é rela
ionada
om o expoente de Hust, 
omo a seguir:
C(t) = [

< −BH(−t)BH(t) >

BH(t)2
] = (22H−1 − 1). (2.1)Observe que C(t) = 0 para todo instante de tempo quando H = 1/2, ou seja,para o 
aso de um movimento Browniano simples. Para H 6= 1/2, os in
remen-tos entre os eventos possui 
orrelação diferente de zero para qualquer instante detempo. Quando temos que H > 1/2 o movimento é persistente, ou seja, se a
aminhada sofreu 
res
imento no passado então os in
rementos no futuro tendema ser positivos. Já para a situação em que H < 1/2, o movimento é antipersis-
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om 
orrelação de longo al
an
e 25tente indi
ando que in
rementos negativos no passado impli
am em in
rementospositivos no futuro e vi
e-versa.Para gerar uma série temporal aleatória 
om espe
tro bem de�nido, váriosautores [41�45℄ tem usado a transformada de Fourier dis
reta, obtendo a relação:
xi =

N/2
∑

k=1

(S(ωk)∆ω)
1/2 cos(ωktn + φk). (2.2)É importante salientar que o ruído na série xi é originado ao 
onsiderar queas N/2 fases φk assumem valores uniformemente distribuidos de forma aleatóriano intervalo [0,2π]. As frequên
ias ωk, são múltiplas da frequên
ia fundamental

∆ω = 2π/T , ou seja, ωk = k∆ω. Considerando que a partí
ula seja observadano tempo ti = iτ , e que tenha N valores em um período T , assim T = Nτ .Assumindo que S(ωk) = 1/ωαk e es
olhendo por 
onveniên
ia τ = 1, obtemos:
xi =

N/2
∑

k=1

[

k−α
∣

∣

∣

∣

2π

N

∣

∣

∣

∣

1−α
]

cos

(

2πik

N
+ φk

)

. (2.3)O parâmetro α 
ontrola o grau de 
orrelação da distribuição e está rela
ionado
om o expoente de Hust da forma α = 2H+1. Quando temos α = 0, a sequên
ia éaleatória, 
om ruído bran
o, ou seja, sem 
orrelações entre os eventos. Para o 
asoespe
ial em que α = 2 re
uperamos a sequên
ia típi
a de movimento Brownianosimples. Para simular sistemas elásti
os que possuem distribuição de elasti
idade
om 
orrelações de longo al
an
e, vamos utilizar a sequên
ia xi através do usode uma transformada hiperbóli
a que não altera o 
omportamento típi
o de leide potên
ia da densidade espe
tral da série. Desta forma geramos xi restrita ao
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om 
orrelação de longo al
an
e 26intervalo −1 ≤ xi ≤ 1,
xi = tanh





N/2
∑

k=1

1

kα/2
cos

(

2πik

N
+ φk

)



 . (2.4)As N/2 fases φk são geradas de forma uniforme em um intervalo [0,2π], φk é o úni
otermo esto
ásti
o da série. É importante lembrar que o parâmetro α é o termoque 
ontrola o grau de 
orrelação da sequên
ia. Para obtermos uma sequên
ia 
omvariân
ia independente do tamanho do sistema, as 
onstantes elásti
as ηi forames
olhidas de maneira a manter ∆ηi = constante e evitar valores negativos nadistribuição, para os primeiros estudos, 
onsideramos ∆ηi = 1. Para satisfazer aessas 
ondições, es
olhemos ηi da forma:
ηi = 2 +

xi
∆x

. (2.5)Na �gura 2.1 é mostrado ηi × i para diferentes graus de desordem (α =

0.0, 1.0, 2.0 e 3.0) para 
adeias de tamanho N = 214. Após ter de�nido ηi va-mos estudar numeri
amente a propagação de modos a
ústi
os através da soluçãonuméri
a da equação de onda 1.5. Vamos apli
ar além do método de matriz detransferên
ia, apli
ado no 
apítulo anterior, um formalismo de diferença �nita quepermite a solução numéri
a direta da equação para uma 
ondição ini
ial geral. Ométodo será des
rito a seguir.
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Figura 2.1: Sequên
ias geradas pela equação 2.5 
om N = 214 e parâmetros de
orrelação α = 0, 1, 2 e 3.0 .2.2 Diferença FinitaUma dis
retização da função ψ(x,t) é obtida 
onsiderando apenas os valores ψniem um �nito número de pontos (xi,tn) em que x = i∆x e t = n∆t, sendo ∆x e ∆to espaçamento da rede no espaço da posição e no tempo, respe
tivamente. Para ades
rição matemáti
a de ψ no tempo e no espaço, usamos a denotação de sendo ireferente ao espaço e n ao tempo.Considerando uma expansão em série de Taylor e desprezando termos de altaordem temos:
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Figura 2.2: Dis
retização do espaço e tempo.
∂2

∂t2
ψ(x,t) ≈

ψn+1
i − 2ψni + ψn−1

i

∆t2
, (2.6)e para a derivada espa
ial,

∂

∂x
[η(x)

∂ψ(x,t)

∂x
]≈

1

∆x2
[ηi(ψ

n
i+1 − ψni )−ηi−1(ψ

n
i − ψni−1)]. (2.7)Em nossas simulações o espaçamento entre os sítios vizinhos é ∆x = 1. Paragarantir estabilidade usamos ∆t ≤ ∆x/100.A �gura 2.3 exibe a representação do espaço e do tempo em �nita diferença.2.3 ResultadosNesta seção vamos apresentar nossos prin
ipais resultados a respeito do 
ompor-tamento dos modos a
ústi
os em meios que possuem 
orrelação de longo al
an
e.A �m de investigar a natureza dos estados a
ústi
os em meios 
om 
orrelação
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Figura 2.3: Amplitude de uma onda in
idente senoidal ao longo de um meio ho-mogêneo (ηi = 2 para qualquer valor de i) em t = 105∆t.de longo al
an
e, 
al
ulamos o 
omprimento de lo
alização para diversos graus de
orrelação utilizando o método da Matriz Transferên
ia já apresentado. Utilizamos
105 desordens 
on�gura
ionais para obter o 
omprimento de lo
alização em funçãoda frequên
ia, denotado por λ(ω).Em geral, no 
ontexto de lo
alização de ondas, o 
ál
ulo do 
omprimento delo
alização tem permitido mapear regiões espe
trais em que o meio se 
omportade forma metáli
a ou isolante. Por isso, é 
onveniente analisarmos λ(ω)/N .Vejamos a �gura 2.4, temos λ/N versus ω para N = 214 e N = 217 
om3 diferentes graus de 
orrelação: α = 0.0, 1.0 e 3.0. Podemos notar que, em
ω = 0, independentemente do tamanho do sistema e do grau de 
orrelação, nessafrequên
ia, todos os 
omprimentos de lo
alização 
oin
idem. Com α = 0.0 e 1.0
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Figura 2.4: Comprimento de lo
alização es
alado λ/N versus ω para α = 0, 1 e 3.Os 
ál
ulos foram feitos para N = 214 e N = 217.em ω 6= 0 não notamos uma dependên
ia de λ 
om N , portanto, para ω 6= 0esses graus de 
orrelação não favore
em a existên
ia de estados deslo
alizados nosistema. Já para α = 3.0, na faixa de ω < ωc ∝ 1.6, λ ∝ N , indi
ando a existên
iade modos propagantes.Com o objetivo de investigar em torno de qual valor do parâmetro α, surgemregiões de estados a
ústi
os deslo
alizados, 
al
ulamos o valor médio do 
ompri-mento de lo
alização normalizado 
om frequên
ia 
entrada em ω = 1. Basi
amentenos limitamos a 
al
ular < λ > /N em um intervalo [0.5,1.5] de frequên
ia. Dessa
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Figura 2.5: Comprimento de lo
alização es
alado médio < λ > /N versus ω para
α = 0, 1 e 3.maneira, de�nimos < λ > /N 
omo a seguir:

< λ > /N =
1

NNf

1.5
∑

0.5

λ(ω), (2.8)em que Nf é o número de estados 
om frequên
ia ω dentro do intervalo de [0.5,1.5].Usamos Nf = 500 e assim en
ontramos < λ > /N para diversos parâmetros dedesordem α 
om valores entre 0 e 3 e dis
retização de tamanho ∆α = 0.25. Na�gura 2.5 temos < λ > /N versus α para dois tamanhos de rede: N = 214e N = 217. Claramente podemos notar que, a partir de α = αc ≈ 1.75 há
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Figura 2.6: Lei de es
ala de < λ > /N para α = 0.5, 1.5, 2.5 e 3.uma superposição das 
urvas, ou seja, λ ∝ N . Essa investigação sugere que,para N → ∞ o 
omprimento de lo
alização normalizado λ/N → 0, indi
ando aexistên
ia de estados deslo
alizados para α > αc, em que αc é o parâmetro 
ríti
ode desordem.A �gura 2.6, exibe o resultado de < λ > /N versus N para N = 214 até
N = 222 para diversos valores do parâmetro α. Dentro de nossa pre
isão numéri
a,en
ontramos < λ >∝ N0,98(2) para forte 
orrelação. Esse resultado indi
a que, nolimite termodinâmi
o para forte 
orrelação, existem estados estendidos.Nem sempre a divergên
ia do 
omprimento de lo
alização garante a existên
ia
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Figura 2.7: Amplitude da onda durante a propagação através do meio 
orrela-
ionado para o tempo t = 500000∆t. A onda in
idente é uma função seno 
omfrequên
ia ω = 1. Em (a) 
onsideramos o 
aso não 
orrela
ionado α = 0 e (b)para o regime de forte 
orrelação α = 3.0.de estados estendidos. Assim, resolvemos estudar através do método de diferença�nita a dinâmi
a da propagação. Resolvemos numeri
amente a equação da ondaa
ústi
a, 
onsiderando ∆x = 1 e ∆t ≤ ∆x/100, por questões de estabilidadenuméri
a. Consideramos a in
idên
ia de uma onda senoidal ψ(0,t) = sin(ω0t),
om frequên
ia ω0 = 1 ao longo de uma rede de tamanho N = 215, para doisparâmetros de desordem: α = 1.0 e α = 3.0. A �gura 2.7 exibe o resultado de
ψ no instante de tempo t = 5000000∆t propagando em uma rede 
om α = 1.00parte a) da �gura e em α = 3.0 parte b) da �gura. Claramente podemos observar
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Figura 2.8: Amplitude da onda para os tempos t1 = 50000, t2 = 100000, t3 =
200000 e t4 = 300000, 
onsiderando a in
idên
ia de um pulso de�nido por Ψ0 =
exp[−(t− t0)

2/2σ2
t ] cos(ω0t) 
om σt = 20 e frequên
ia ω = 1.0.que, para o regime de forte 
orrelação o meio se torna 
ondutor, permitindo apropagação da onda a
ústi
a ao longo da 
adeia, já para α = 1.0 regime de baixa
orrelação, toda onda é re�etida no iní
io da rede.Variamos também o tipo de onda in
idente, 
onsideramos a in
idên
ia de umpulso ψ(0,t) = exp[−(t−t0)

2/2σ2
t ] cos(ω0t) 
om σt = 1/σω = 20 e ω = 1.0. A �gura2.8 representa a propagação para instantes de tempo t1 = 50000∆t, t2 = 100000∆t,

t3 = 200000∆t e t4 = 300000∆t a parte a) para um meio em que α = 0.0 e b) para
α = 3.0. Notamos que, para α = 0.0, situação de desordem sem 
orrelação, não
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Figura 2.9: Intensidade espe
tral A(ω) de ψ na posição L = 20000 
al
uladosusando 20 realizações de desordem.há propagação, 
omo já esperávamos, e para α = 3.0 a onda a
ústi
a propaga-seno meio fortemente 
orrela
ionado, 
orroborando o resultado da onda in
identesenoidal.Bus
ando através da dinâmi
a do sistema, en
ontrar a frequên
ia 
ríti
a ωc quesepara os modos propagantes dos lo
alizados, 
al
ulamos a intensidade espe
tral
A(ω) da in
idên
ia de vários pulsos de onda em uma posição �xa na rede. A função
A(ω) = (1/2)|ψL(ω)|

2 em que ψ(ω) é obtida tomando a transformada de Fourier de
ψ(x,t) a uma distân
ia L = 20000 em redes de tamanho N = 215. Consideramos
20 
on�gurações 
omputa
ionais das redes, para obter A(ω).A �gura 2.9 exibe o resultado da intensidade A versus ω para dois graus de
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Figura 2.10: a) b) Comprimento de lo
alização es
alado médio em uma janela defrequên
ia [0.5,1.5] versus α para ∆η = 0.5 e ∆η = 0.75.desordem dos sistema, α = 0.0 e α = 3.0. In
idimos vários pulsos 
om frequên
iasdentro do intervalo [0,3] e 
al
ulamos a intensidade espe
tral na posição L = 20000.Podemos notar que todos os modos 
om frequên
ia ω > ωc de
aem e o meio se
omporta 
omo um �ltro, transmitindo apenas frequên
ias a baixo de ω ≈ 1.6.Esses resultados estão em total 
on
ordân
ia 
om os obtidos anteriormente, atravésdo método do 
ál
ulo do 
omprimento de lo
alização.Para �nalizar nossos estudos, 
onsideramos o efeito da largura de desordemsobre o parâmetro 
ríti
o αc. Na �gura 2.10 temos < λ > /N para N = 217,
N = 219 e N = 221 e distintas largura de desordem ∆η = 0.5 e ∆η = 0.75.
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ontramos novamente que αc = 2, mostrando que a largura da desordem nãoin�uen
ia no valor do parâmetro αc, ou seja, αc não depende de ∆η.Em suma, vimos que o efeito de 
orrelação na distribuição das 
onstantes elásti-
as do meio, in�uen
iam no 
omportamento da propagação a
ústi
a. Considerandosistemas que possuem densidade espe
tral tipo lei de potên
ia S(k) ∝ 1/kα, nossosresultados numéri
os indi
am que, para forte 
orrelação, ou seja, α > 2 existem es-tados propagantes e para α < 2 todos os estados são lo
alizados. Nossa metodolo-gia mostrou a existên
ia de uma frequên
ia 
ríti
a separando estados lo
alizadose deslo
alizados bem 
omo mostrou que o valor 
ríti
o αc = 2 independe da forçada desordem ∆ηi. Os prin
ipais resultados desse 
apítulo foram publi
ados noJournal of Physi
s : Condensed Matter (ver anexo ou a referên
ia [46℄).



Capítulo 3
LOCALIZAÇ�O DE ONDASACÚSTICAS EM POTENCIAISCOM MODULAÇ�OAPERIÓDICA
Sequên
ias aperiódi
as (quasi-periódi
as), desde a dé
ada de 80, têm desper-tado grande interesse na 
omunidade 
ientí�
a por apresentarem 
ara
terísti
asintermediárias entre sistemas periódi
os e desordenados. Em sequên
ias quasi-periódi
os, não há simetria transla
ional, essa 
ara
terísti
a as tornam semelhantesa sequên
ias desordenadas. No entanto, esses sistemas são gerados seguindo regrasdeterminísti
as o que 
ontraria o 
aso desordenado. As sequên
ias Thue-Morse, Fi-bona

i e poten
iais 
om modulação aperiódi
a, são sequên
ias que seguem regrasdeterminísti
as.M. A. Azbel [47℄, em 1979, utilizando o modelo de Kromig-Penney mostrou38



39que poten
iais in
omensuráveis podem forne
er a existên
ia de estados lo
alizadose estendidos separados por um mobility-edge para sistemas unidimensionais. Noano seguinte, J. B. Sokolo� [48℄, fundamentado nos trabalhos de Azbel [47℄ eAubry, estudou a lo
alização eletr�ni
a em uma rede quasi-periódi
a 
om o usodo modelo de tight-binding. Assim, a equação de S
rodinger 
om poten
ial on-site
Vn = V0(cos(qn)) em que q é es
olhido 
omo sendo um múltiplo de π, tornando opoten
ial in
omensurável. Um trabalho posterior de Soukoulis e E
onomou [49℄,
om o estudo do 
oe�
iente de transmissão e a dependên
ia espa
ial dos auto-estados, mostrou que até mesmo sistemas unidimensionais poderiam apresentartransição de Anderson tendo poten
ial in
omensurável.Em 1988, M. Griniasty e S. Fishman [6�8; 50℄ utilizaram o modelo de tight-binding 
om poten
ial pseudo-aleatório, para investigar a natureza da lo
alizaçãoeletr�ni
a em uma dimensão. No modelo de tight-binding, os autores 
onsideraramo poten
ial on-site Vn = λ cos(πα|n|ν) 
om α sendo um número irra
ional, ou seja,um poten
ial in
omensurável, 
uja fase da modulação segue uma lei de potên
iaem n. Através de 
ál
ulos numéri
os e por método perturbativo para λ ≪ 1en
ontraram o 
omprimento de lo
alização para diferentes valores de ν.Os resultados obtidos nessas investigações são que para ν ≫ 2 todos os estadossão lo
alizados e 
om 0 < ν ≤ 1 existem estados estendidos. Nesse 
apítulo vamosestudar os efeitos de distribuições de elasti
idade aperiódi
as sobre as propriedadesa
ústi
as de sistemas unidimensionais. Para gerar sequên
ias de 
onstantes elásti-
as aperiódi
as vamos seguir as referên
ias [6�8; 50℄ e de�nir ηi usando uma funçãosenoidal 
uja fase varia 
om uma lei de potên
ia. Após apresentar o modelo emdetalhes vamos utilizar os métodos de matriz de transferên
ia de diferença �nitapara estudar a propagação de modos elásti
os.



3.1. Modelo 403.1 ModeloVimos que, poten
iais aperiódi
os podem lo
alizar ou deslo
alizar as funções eletr�ni-
as ao longo de 
adeias unidimensionais. Efeitos semelhantes têm sido observadosem sistemas óti
os e 
adeias vibra
ionais [51℄. Motivados por essas observações,vamos investigar os efeitos desse poten
ial sobre os estados a
ústi
os.Para introduzir uma sequên
ia aperiódi
a, assumimos que as 
ontantes elásti
assão geradas da forma a seguir:
ηi = η0 + cos(βπiν). (3.1)

Essa regra determina um poten
ial, 
uja fase do termo 
ossenoidal segue umalei de potên
ia, ou seja, φ ∝ iν , em que i representa a posição ao longo da 
adeia.O termo ν 
ontrola o grau de aperiodi
idade do sistema. Em nossos estudos, va-mos 
onsiderar que η0 = 2, evitando valores negativos e nulos na distribuição das
onstantes elásti
a do meio. Vamos denotar por α, a relação α = βπ e 
onsider-aremos que α = 0.1 tornando, por �m, β um número irra
ional. Um grá�
o de
ηi versus i é mostrado na �gura 3.1. Para β ra
ional e ν = 1, tem-se na equação3.1 um poten
ial 
ristalino. Podemos também observar que, para ν = 0, todas as
onstantes elásti
as do meio, assumem o mesmo valor.Nosso interesse é veri�
ar a existên
ia de transição de Anderson em uma di-mensão para ondas a
ústi
as propagando-se em um poten
ial gerado pela equação3.1. Com essa �nalidade vamos pro
eder de forma semelhante ao estudo feito no
apítulo anterior, no qual investigamos a natureza dos estados a
ústi
os através
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Figura 3.1: Poten
ial aperiódi
o gerado pela equação 3.1 para uma rede detamanho N = 214 
om α = 0.1 e V0 = 2 para ν = 0.0, ν = 0.5, ν = 1.0 e
ν = 1.5.do 
ál
ulo do 
omprimento de lo
alização e da dinâmi
a no sistema.3.2 ResultadosVimos a utilidade do 
ál
ulo do 
omprimento de lo
alização em 
apítulos pas-sados. Com a obtenção do 
omprimento de lo
alização investigamos a naturezados estados a
ústi
os em meios 
om 
orrelação de longo al
an
e, semelhantementeutilizamos os mesmos pro
edimentos para investigar a natureza dos estados a
ús-
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Figura 3.2: Comprimento de lo
alização es
alado λ/N versus ω para ν = 0.5. .ti
os em meios aperiódi
os. Cal
ulamos λ(ω) do sistema para diversos graus deaperiodi
idade ν. A �gura 3.2 mostra o 
omportamento de λ/N em função dafrequên
ia ω para ν = 0.5 
om sistemas de tamanhos: N = 217 e N = 221. Observeque existe uma mudança da relação entre as 
urvas de N = 217 e N = 221 para
ωc ≈ 2. De forma análoga, o
orre no grá�
o representado pela �gura 3.3 que tam-bém representa o 
omportamento de λ/N mas tendo ν = 1.0. Em ambos regimesde aperiodi
idade ν, ν = 0.5 e ν = 1.0, o 
omprimento de lo
alização es
aladoindepende do tamanho do sistema para frequên
ias ω < 2, ou seja, λ ∝ N . Essas
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Figura 3.3: Comprimento de lo
alização es
alado λ/N versus ω para ν = 1.0. .observações sugerem que, no limite termodinâmi
o λ→ ∞ indi
ando a existên
iade estados estendidos para ω < 2.Agora vejamos uma fato interessante dessa sequên
ia aperiódi
a. Cal
ulamoso 
omprimento de lo
alização para os mesmo tamanhos de sistemas das �guras3.2 e 3.3, mas agora 
onsideramos ν > 1. As �guras 3.4 e 3.5 representam o 
asoem que ν = 1.5 e ν = 2.0. Claramente podemos notar que algo diferente o
orreao 
ompararmos esses grá�
os 
om os das �guras 3.2 e 3.3. As 
urvas 
oin
idemapenas em ω = 0 o que indi
a que no limite termodinâmi
o para ω 6= 0 todos
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Figura 3.4: Comprimento de lo
alização es
alado λ/N versus ω para ν = 1.5..os estados são lo
alizados, resultado 
ompletamente diferente da situação em que
ν = 0.5 e ν = 1.0.Já sabemos que a depender do grau de aperiodi
idade, ou seja, do valor assum-ido por ν, existe ou não estados estendidos na rede aperiódi
a. O que desejamosé 
onhe
er o valor de ν que separa esses sistemas tão diferentes. Com essa �nali-dade, vamos novamente re
orrer ao 
ál
ulo do 
omprimento de lo
alização médionormalizado, de�nido pela equação 3.2, para investigarmos a dependên
ia da na-tureza dos estados a
ústi
os 
om o grau de aperiodi
idade do meio. Denotando o
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Figura 3.5: Comprimento de lo
alização es
alado λ/N versus ω para ν = 2.0.número de estados a
ústi
os por Nf , de�nimos < λ > /N :
< λ > /N =

1

NNf

1.5
∑

0.5

λ(ω). (3.2)Considerando a equação 3.2 
al
ulamos < λ > /N para N = 217 e N = 221 emque N representa o tamanho do sistema. O 
ál
ulo do 
omprimento de lo
alizaçãomédio < λ >, foi realizado 
al
ulando a média de λ(ω) 
omputando Nf = 500estados 
om frequên
ia ω 
om valores dentro do intervalo [0.5,1.5].
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Figura 3.6: Comprimento de lo
alização es
alado médio < λ > /N versus ν para
N = 217 e N = 221.O grá�
o 3.6 mostra a dependên
ia de < λ > /N 
om N e 
om o grau deaperiodi
idade do meio ν. Claramente podemos notar que para ν < 1, < λ > /Nindepende do tamanho do sistema, já para ν > 1 a função < λ > /N de
res
e 
omo aumento do tamanho do sistema, sinalizando a existên
ia de uma transição deAnderson em ν = 1. Nossos resultados sugerem que para ν < 1 existem estadosdeslo
alizados em um intervalo de frequên
ias e para ν > 1 todos os estados para
ω 6= 0 são lo
alizados.Além dessa análise através da matriz de transferên
ia, vamos apli
ar o for-
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Figura 3.7: Intensidade espe
tral A(ω) de ψ na posição L = 20000.malismo de diferença �nita para estudar diretamente a propagação de um pulsoini
ialmente lo
alizado no iní
io da 
adeia. O formalismo numéri
o é exatamente omesmo que foi utilizado no 
apítulo 2. Na �gura 3.7 mostramos A(ω)×ω para umsistema aperiódi
o ν = 0.5. O tamanho da rede foi N = 215 e ∆t < 1/100. O for-malismo dinâmi
o de diferença �nita forne
e qualitativamente o mesmo resultadoda matriz de transferên
ia, estados a
ústi
os estendidos para ω < 2. Portanto,nosso formalismo numéri
o forne
e forte indí
ios que poten
iais aperiódi
os po-dem induzir propagação livre de modos elásti
os em sistemas unidimensionais. Os
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ipais resultados desse 
apítulo foram publi
ados no The European Physi
alJournal B (ver anexo ou a referên
ia [52℄).



Capítulo 4
CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS
Nessa dissertação, estudamos os efeitos de duas 
lasses distintas de distribuiçõesde elasti
idades não periódi
as sobre as propriedades de transmissão a
ústi
ade sistemas unidimensionais. Nossa metodologia numéri
a baseou-se na soluçãonuméri
a da equação de onda 
lássi
a através dos métodos de matriz transferên
iae de diferença �nita. Através desses métodos tivemos a possibilidade de estudarduas grandes 
lasses de sistemas não periódi
os : sistemas desordenados e sis-temas determinísti
os aperiódi
os. No 
aso desordenado, 
onsideramos sistemas
om 
orrelações de longo al
an
e na distribuição de elasti
idade. A 
onstanteelásti
a efetiva do meio foi gerada através do traço de um movimento Brownianofra
ionário, que possui densidade espe
tral S(k) = k−α. Esse tipo de sequên
iaaleatória foi amplamente estudado em outros sistemas físi
os de interesse. Foi tam-bém demonstrado numeri
amente que distribuições de elasti
idade que seguem otraço de um movimento Browniano fra
ionário modi�
am drasti
amente as pro-priedades de transporte elásti
o em baixa dimensionalidade. Em 
ontraste 
omo 
aso não 
orrela
ionado, onde apenas o modo de frequên
ia ω = 0 é propa-49



50gante, en
ontramos fortes indí
ios que 
orrelações de longo al
an
e podem induziruma faixa �nita de frequên
ias propagantes. De fato nossos resultados numéri
osapontam para uma verdadeira transição de estados a
ústi
os não propagantes (lo-
alizados) para estados propagantes (estendidos). Esses resultados apresentadosno 
apítulo 2, foram publi
ados no Journal of Physi
s : Condensed Matter (veranexo ou a referên
ia [46℄).No 
apítulo 3 estudamos sistemas aperiódi
os, uma outra importante 
lasse desistema unidimensional 
om elasti
idade não periódi
a. A metodologia empregadafoi exatamente a mesma, solução da equação de onda elásti
a 
lássi
a através dematriz de transferên
ia e diferença �nita. As sequên
ias de 
onstantes elásti
asaperiódi
as foram geradas usando uma função 
ossenoidal 
uja fase varia 
om umalei de potên
ia. Nossos resultados numéri
os novamente apresentam que, depen-dendo do grau de aperiodi
idade do meio podemos induzir estados propagantesmesmo na região de frequên
ia alta ω >> 0.Uma questão importante nesses temas, 
onsiste no entendimento do papel deoutros tipos de 
orrelações na distribuição de elasti
idade, bem 
omo no papelda dimensão topológi
a nesse tipo de transição. Outra 
lasse de sistemas nãoperiódi
os 
om 
orrelações são os sistemas diluídos [30; 53℄. Re
entes estudostêm mostrado que sistemas eletr�ni
os 
om desordem diluída podem apresentaruma verdadeira transição metal-isolante em d = 2. Essas propriedades não usuaisasso
iadas à desordem diluída têm atraído 
onsideravelmente o interesse da 
omu-nidade sobre esse tipo de 
orrelação. A generalização desses estudos para d > 1
onsiste num desa�o a
adêmi
o importante. Consideremos essas questões 
omoperspe
tivas futuras
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