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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado estudamos numericamente a propagacao de on-
das acusticas em meios nao periédicos unidimensionais. N6s nos concentramos
em dois tipos de meios: (1) com distribui¢ao da elasticidade possuindo correlagao
de longo alcance e (2) com distribui¢do aperiddica pseudo-aleatoria. No primeiro
caso, a elasticidade da distribuicao aleatéria é assumida ter um espectro de potén-
cia S(k) ~ 1/k“. Usando o método de matriz de transferéncia resolvemos a versiao
discreta da equacao da onda escalar e calculamos o comprimento de localizacao.
Além disso, aplicamos o método de diferenca finita de segunda ordem para as var-
iaveis temporal e espacial e estudamos a natureza das ondas que se propagam na
cadeia.

Nossos dados numéricos indicam a presenca de ondas actisticas estendidas para
alto grau de correlacao. Em contraste com correlacao local, demonstramos numeri-
camente que correlagoes de livre-escala promovem uma fase estavel com ondas
acusticas livre no limite termodinamico. No outro caso, a distribuicao das con-
stantes elasticas foram geradas usando uma funcao senoidal cuja fase varia como
uma lei de poténcia, ¢ o« n”, onde n rotula as posicoes ao longo da rede. Ao
considerar novamente uma versao unidimensional discretizada da equacao de onda
e uma reformulacao da matriz recursiva nés calculamos o comprimento de local-
izacao dentro da faixa de freqiiéncias permitidas. Nossos dados numéricos indicam
a presenca de ondas acusticas propagantes com freqiiéncia diferente de zero para

um suficiente grau de aperiodicidade.
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Abstract

In this Master degree thesis we numerically study the propagation of acoustic
waves in one-dimensional nonperiodics medium. We focus on two kinds of medium:
(1) a media with scale-free long-range correlated elasticity distribution and (2)
medium with an aperiodic pseudo-random elasticity distribution. In the first case,
the random elasticity distribution is assumed to have a power spectrum S(k) ~
1/k*. By using a transfer matrix method we solve the discrete version of the
scalar wave equation and compute the localization length. In addition, we apply a
second-order finite-difference method for both the time and spatial variables and
study the nature of the waves that propagate in the chain.

Our numerical data indicate the presence of extended acoustic waves for high
degree of correlations. In contrast with local correlations, we numerically demon-
strated that scale-free correlations promote a stable phase of free acoustic waves
in the thermodynamic limit. In the another case, elasticity distribution was gen-
erated by using a sinusoidal function whose phase varies as a power-law, ¢ o n",
where n labels the positions along the media. By considering again a discrete one-
dimensional version of the wave equation and a matrix recursive reformulation
we compute the localization length within the band of allowed frequencies. Our
numerical data indicates the presence of extended acoustic waves with non-zero

frequency for sufficient degree of aperiodicity.

Keywords: Acoustic Waves - Localization, Aperiodicity, Correlation, Disor-

der, Acoustic Systems.
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INTRODUCAO

No século XX, as propriedades eletronicas motivaram o estudo da conducao de
elétrons em diversos sistemas, culminando com o surgimento dos transistores que
revolucionaram a eletronica e trouxeram enormes beneficios a sociedade. Ander-
son [1; 2], nesse mesmo século, impulsionou os estudos da localizacao eletronica
ao prever que todos estados em meios desordenados sao localizados para sistemas
de baixa dimensionalidade, independente do grau de desordem. Em busca da “vio-
lacao“ da Teoria de Anderson, realizada por iniimeros cientistas, pode-se afirmar,
hoje, que correlagdo [3-5] e aperiodicidade [6-8|, na desordem, sdo formas con-
venientes de tornar condutores sistemas uni e bidimensionais. Algo mais peculiar
e interessante foi a observacao de que o fenomeno de localizagao eletronica se deve
a caracteristica ondulatoria do elétron [9], o que incentivou e estimulou o estudo
da localizacao em outras classes de sistemas.

Nas ultimas duas décadas tem crescido o interesse pelo estudo de propagacao de
ondas classicas em meios heterogéneos [10-14]. Nos anos 80, cresceu o interesse

em controlar as propriedades Oticas e actsticas dos materiais, o que possiblitou
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o surgimento de novos conceitos como cristais fotonicos [15] e cristais fononicos
[16], que exploram as propriedades ondulatorias da luz e do som, para controlar
a propagacao nesses materiais. Nesse contexto, localizacao de ondas tem sido
estudada no ambito de ondas actsticas [17-20] e eletromagnéticas [21] , permitindo
utilizar essas ondas, ditas classicas, para a caracterizagao de materiais, assim como
para aplicagao tecnologica. Podemos citar como exemplo a criacao de dispositivos
fotonicos e fononicos que gracas a propriedade da localizacao de ondas, descrita
por Anderson, filtram certas frequéncias impossibilitando sua propagacao.

A partir das consideragoes feitas acima, nosso interesse reside na investigacao
de duas classes de sistemas: aperiddicos e com correlacao de longo alcance; ambos
amplamente estudados no modelo eletronico exibindo transi¢cao de Anderson no
regime de d < 2.

Dando continuidade a esse capitulo, apresentaremos a equacao acustica do
nosso modelo, faremos uma revisao da teoria de Anderson e dos principais resul-

tados da incorporacao de correlacao e aperiodicidade em sistemas desordenados.

1.1 Ondas Acusticas

Nessa secao formularemos o problema de propagacao de ondas actsticas em sis-
temas eldsticos unidimensionais [10-13] . E didaticamente, interessante abordar
o caso da propagacao de ondas em cordas esticadas antes de descrever, de forma
geral, o caso acustico. Esse simples e usual exemplo, nos fornece resultados im-
portantes para a compreensao de diversos outros sistemas como por exemplo, a
propagagao de ondas actsticas em solidos e em membranas elasticas [22].

Consideremos que uma corda possui densidade constante p (massa/comprimento).
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)

0, ds \9 w+dy

ax

~|

X x+dx

Figura 1.1: Uma porc¢ao ds de uma corda fixa em ambos os lados. O deslocamento
do equilibrio no lado esquerdo ¢ ¥ e no lado direito ¥ + d.

Seja ds um comprimento da corda descrita por s(z,t). Veja a representacao da
corda na figura 1.1. A tensdo T varia com a posicao z. O deslocamento ¥ (x) é
pequeno e perpendicular & direcao x. A massa dm do comprimento do seguimendo
de corda ds é pds. As componentes horizontais das tensdes sao aproximadamente
iguais e opostas, sendo assim, iremos negligenciar o movimento da corda na direcao
z. A forga na diregao ¥(z) é:

O (x,t)

AF = pds——" 1.1
pds—2 7 (1.1)

em que AF representa a diferenca da tensao em z e x + dx.

A forca pode ser encontrada através do cédlculo da diferenca da componente y
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da tensao:

(AF), = —7(x)sin(6y) + 7(x + dz) sin(6,)
= —7(x)tan(0y) + 7(z + dz) tan(6s)

() ()

= % [T(x)%] dz. (1.2)

assumindo que 6 é pequeno para pequenos deslocamentos, consideramos sin ) ~
tan 6.

Agora igualando as equacoes 1.1 e 1.2, para ds =~ dx:

o2 Ox

p Ox

P(xt) 0 [T(Jf) 81/1(%)} (1.3)

Para o caso em que 7(z) = 7, ou seja, para cordas homogéneas temos a equagao

da onda comumente conhecida:

Pp(at)  7PY(ait)
o2 p 022

(1.4)

em que a velocidade da propagacao da onda é v = \/7/p.

1.2 Matriz de Transferéncia e comprimento de lo-
calizacao

No contexto de localizacao de ondas, uma maneira simples de proceder é formular

o problema em termos matriciais, visando por fim calcular o comprimento de loca-
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lizacao do sistema. Com essa finalidade, buscaremos uma representacao matricial
para a equacao de ondas actuisticas unidimensionais apresentada na secao anterior.
A partir de entao, consideraremos a massa de cada segmento igual a 1 e portanto
7(x)/p como sendo uma medida efetiva das propriedades elésticas locais do meio
(constante elastica efetiva n(x)).

Vamos considerar que 1) tem dependéncia temporal harmonica da forma exp ™",

Podemos, portanto, escrever ¢(x,t) = 1)(z) exp~™! sendo w a frequéncia da onda.

Assim, a equacao da onda actstica em uma dimensao é escrita:

Oy 25 4 ) =0 (15)

Considerando uma discretizagao uniforme da rede com espacamento Ax e sendo
¢ o numero do sitio ao longo da cadeia, as posicoes x passam a ser miiltiplos de

Ax, ou seja, r = iAx para um modelo discretizado. Usando que:

2 P s — 0 = mics (85— ) (16)

e seguindo a referéncia [10], vamos considerar Az = 1. Assim temos:

Ni(Vis1 — i) — M1 (¥ — io1) + W = 0. (L.7)

Podemos rearranjar os termos e escrever na forma matricial:

) —wltmitnici nica 0, 0,
Yis1 _ i i —T, (1.8)
wi 1 0 ¢i—1 ¢i—1

A matriz T; é a matriz de transferéncia local que conecta a amplitude da onda
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102 T T T T

4

10°F R !
'6 1 | 1 | 1 | 1

1079 1 2 3 4

Figura 1.2: A/N para um sistema totalmente desordenado. Observe que apenas
em w = 0 h4 uma superposicao das curvas.

no sitio ¢+ 1 com os sitios ¢ e ¢ — 1. Para uma cadeia que possui N sitios, a matriz
de transferéncia total que conecta a amplitude no fim da cadeia com as amplitudes
inicias é QN = Hfil T;. Dessa forma, dada um condicao inicial Cy = (Z;), podemos
encontrar C'y = (wgy), uma vez que C'y = QnC.
O expoente de Lyapunov, ou inverso do comprimento de localizacao A, é
definido por:
|QnCol

1 . 1

Consideremos duas redes com N = 2% e N = 2!7 sitios que possui constantes
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elasticas aleatorias, com valores igualmente distribuidos no intervalo [1.5,2.5] e
vejamos o comportamento do comprimento de localizagao para esse sistema. A
figura 1.2, mostra que apenas para w = 0 o comprimento de localizagao diverge no
limite termodinamico; esse resultado sugere a existéncia de estado deslocalizado
apenas para a frequéncia w = 0, isso representa que para w # 0, todos os estados
acusticos sao localizados. Esse resultado simples, demonstra o efeito da desordem
na propagacgao acustica em uma dimensao.

Como ja antes tinhamos comentado, efeitos de desordem ¢ um topico de grande
interesse na Fisica da Matéria Condensada, sendo bastante compreendido para
sistemas eletronicos. Por essa razao, vamos nos situar nesse contexto apresentando
os principais resultados. Na proxima secao é apresentado o modelo de Anderson,

que permitiu grandes descobertas na década de 60 sobre localizagao eletronica.

1.3 O Modelo de Anderson

Em 1958, P. W. Anderson [1; 2] apresentou um modelo que permitiu investigar
a natureza dos estados eletronicos em sistemas desordenados. Mostrou que na
presenca de desordem a natureza da funcao de onda pode mudar de estendida,
como no caso das ondas de Bloch [23], para localizada. Além disso, pela primeira
vez, estimou quantitativamente a largura da desordem necessaria para a ocorréncia
dessa transicao que hoje é conhecida como Transicao de Anderson. O Hamiltoniano

de Anderson, na representacao de segunda quantizacao, é expresso por:

H=> ECICi+) T,C/C; (1.10)
i i#j
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Nessa expressao, F; é a energia do i-ésimo sitio, 7;; é a intregral de trans-
feréncia entre os sitios i e j (também conhecida por amplitude hopping) e Ct e
C sao, respectivamente, os operadores de criacao e destruicao do elétron no sitio
i. E importante destacar que, nesse Hamiltoniano as interacoes Coulombianas
entre os elétrons sao desprezadas. A desordem caracteristica do modelo é intro-
duzida escolhendo-se F; para cada sitio ¢ de forma aleatoria dentro de um intervalo
[—W/2,W/2]. O grau de desordem do sistema é controlado pelo parametro W, co-
nhecido como largura da distribuicao de desordem. Quando W = 0 é obtido um
sistema ordenado, no qual todos os sitios possui a mesma energia.

O modelo tridimensional de Anderson, prevé a existéncia de estados estendi-
dos, para um grau de desordem menor que o grau critico W,, ou seja, em que
W < W.. Utilizando-se desse modelo, Anderson mostrou a existéncia da chamada
“localizacao da funcao de onda eletronica” pela desordem.

Um modo simples de discutir o modelo de Anderson é escrevendo os auto-
estados do Hamiltoniano H com energia F em termos da expansao ¢ = >, a;¢;

em que ¢; é a funcao de onda de um elétron localizado no sitio 7. Assim temos:

ECI,Z‘ = Eiai+ZTijaj. (].].].)
J
Sendo 1 um estado nao estacionério, os coeficientes a;’s dependentes do tempo,
obedecerao a equagao:

—1h

dai
o= Eia; + ;Tijaj. (1.12)

Vamos investigar o caso sem desordem, ou seja, em que W=0. Podemos supor

que os potenciais estao distribuidos sobre uma rede regular, na qual s6 existem os
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termos de hopping entre os z primeiros vizinhos para cada sitio ¢, sendo esses de
mesma magnitude 7. Dessa forma a equacao 1.12 de Schodinger dependente do
tempo, torna-se

j=z

Eai = Eiai + TZ Aitj, (]_]_3)

Jj=1
em que 71" é o termo de hopping entre qualquer par de sitios da rede. Por simpli-
cidade, sabendo que a energia E; é a mesma em todos os sitios, consideremos que

possui valor F; = 0. Para uma cadeia unidimensional, a equacao 1.13 se reduz a
ECLZ' = T(CLl;l + ai+1), (114)

que pode ser solucionada escolhendo a, = agexp™. Assim, obtemos a relaciao de

dispersao para uma rede unidimensional:
E = 2T cosk. (1.15)

Portanto, a banda permitida é dada por: —27 < E < 2T, com largura de banda
B = 4T. De maneira geral, para uma rede de dimensao d com niimero de primeiros
vizinhos z, a largura de banda é B = 22T'. O caso geral, sem simplificacoes, em que
W #0eT # 0, foi abordado por Anderson utilizando métodos perturbativos para
W e T. Anderson demostrou com esse modelo que se W/B for suficientemente
grande, ocorre um transicao metal-isolante em que todos os estados na banda
sao exponecialmente localizados. O critério qualitativo para existéncia de estados
deslocalizados é dado por:

W > B. (1.16)
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STV

Transicio de
Anderson

(b)qunt ﬂ i H ljpa.:w

Figura 1.3: Transi¢ao de Anderson. a) Potencial periodico com largura de banda
B. b) Potencial aleatério com largura de desordem W. Quando a largura de de-
sordem W superar a largura de banda B, ocorre localizagao induzida por desordem.

Vamos apresentar quantitativamente a origem da localizacao. Consideremos o
modelo de Bloch [23] com potencial periddico, por conveniéncia o potencial crista-
lino U(r) = 0, ou seja, uma situacao de elétron livre. Caso seja introduzida uma
barreira de potencial, a esse elétron, a funcao de onda serd parcialmente transmi-
tida e refletida; se for introduzida duas barreiras a onda eletronica sera refletida
duas vezes, havendo interferéncia construtiva ou destrutiva, que dependera da
diferenca de fase entre as ondas. O padrao de interferéncia pode ser bastante al-
terado, ao considerar varias barreiras com potenciais aleatérios ou espacadas de
forma aleatoria, a onda sofrera varias reflexoes sem manter coeréncia de fase. Es-
sas reflexdes causam interferéncias destrutivas, tornando a onda exponencialmente
localizada. A funcao de onda passa a ficar localizada em um pequena regiao do
solido, assumindo valores despreziveis em qualquer outra regiao.

Para um grau de desordem forte, Anderson mostrou que a funcao de onda é
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Figura 1.4: Funcao de onda localizada. O parametro A mede a largura tipica da
funcao de onda e é também conhecido como comprimento de localizacao.

localizada exponencialmente em uma pequena regiao. A probabilidade de encontar
o elétron decai exponencialmente com a distancia, ou seja, ¢ ~ e~ I™=mol/A A
quantidade A, conhecida como comprimento de localizacao, pode ser usada para

caracterizar um estado eletronico como sendo localizado ou deslocalizado. Em

geral, para um estado deslocalizado, no limite termodinamico A — oo.

1.4 Teoria de Escala para a Transicao de Anderson

Vamos agora apresentar a teoria de escala [24]| que nos permite encontrar a de-
pendéncia da transicao de Anderson com a dimensao. A hipotese bésica dessa
teoria é que uma unica quantidade caracteristica, rotulada de condutancia ge-
neralizada g, controla a transicao metal-isolante de Anderson para a temperatura,
T = 0. Nessa abordagem, a teoria de escala foi aplicada na reformulagao do mo-
delo de Anderson feita por Thoules [25]. Na reformulagao de Thoules, as unidade
fundamentais deixam de ser os sitidos atomicos i, passando a ser hipercubos de
volume L?. Dessa forma, um solido cristalino passa a ser formado por vérias caixas

acopladas. As energias W e T, do modelo de Anderson, agora sao mapeadas res-
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pectivamente no espacamento médio entre os niveis AE e em 0F que representa
o deslocamento causado por mudancas nas condicoes de contorno.
Utilizando o principio de incerteza, podemos relacionar 6 E com a condutividade

o no limite macroscopico. Através do principio da incerteza temos [26]:

SE = h/tp, (1.17)

supondo que o elétron difunde até os contornos de uma caixa de lado L descrevendo

um movimento aleatério ou Browniano em um tempo tp, temos a relacao:

tp = L?/D, (1.18)

em que D é a constante de difusao. Com o uso da relacao de Einstein entre a

condutividade e as propriedades de difusao:

o=eDn(E), (1.19)

e combinando as equagoes 1.17, 1.18 e 1.19 temos:

oh
= ——. 1.20
(120 (E)) (1.20)
A densidade de estados:
1

A razdo AE/JFE nesse contexto ¢ agora vista como sendo a for¢a de desordem

do sistema, analogo a razao W/ B do tradicional modelo de Anderson. O parametro
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T f,. 2:(8,,b) B

Condutincia Generalizada §g——

Figura 1.5: Comportamento qualitativo de 5(g) para uma, duas e trés dimensoes.
Apresentado por Abrahams, Anderson, Licciardello e Ramakrishnam em 1979.

de desordem, denotado por g~!, possui dependéncia com a escala e é definido por:

L _AE
g(L) — OE

(1.22)

Substituindo a equacao equacao 1.20 e 1.21 na 1.22 , obteremos a dependéncia,

do parametro de ordem com a escala:

g(L) = (h/e*)o L472. (1.23)

A equacao 1.23 é valida para o limite macroscopico, uma vez que a equacao 1.17

é verdadeira nesse limite. O parametro g pode ser visto como uma condutancia
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generalizada em unidades de €?/A, tendo o termo L9~2¢ definido como a condutan-
cia de um cubo d-dimensional de lado L e condutividade o. Vamos investigar a
dependéncia de g(L) com o comprimento de escala utilizado. Com essa finalidade
supondo que gy = g(Lo) = dE(Lo)/AE(Lp) seja a condutancia generalizada para
um sistema com vérios hipercubos acoplados de volume LZ. A teoria de escala
assume que, dado gy em uma escala com comprimento g, podemos obter g em
uma escala maior L = bLy. Na nova escala L, o parametro g é completamente
determinado conhecendo gy e o fator de escala b. Para explorar o comportamento
do parametro g com a escala, vamos obter a derivada logaritimica de g, denotada
por [3 e expressa por:

_ ding(L)

Blg) = — (1.24)

A figura 1.5 representa o comportamento qualitativo da funcao [ para uma,
duas e trés dimensoes. Para [ positivo o parametro g cresce com o crescimento
de L e para [ negativo g decresce com o crescimento de L. Vamos descrever o
comportamento de 3, observando o comportamento de g em seus limites assintoti-
cos, ou seja, em g — oo e g — 0. Para o limite macroscopico, em que g é grande,

podemos usar a equacao 1.23 e partindo dessa relacao, obtermos 5 em g — oc:

lim 5(g) = d =2 (1.25)
ou seja,
+1 em d=3
B(o0) = 0 em d=2 (1.26)
—1 em d=1

Para o caso em que g << 1, ou seja, fraco acoplamento e forte desordem, o
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modelo de Anderson prevé que todos os estados sao localizados e decaem exponen-
cialmente com a distancia. Nos contornos de uma caixa de dimensao linear L, a
amplitude da funcao de onda de um elétron localizado dentro da caixa é da ordem
de e™% em que 1/7 é o comprimento de localizacio. Como o acoplamento entre
as caixas também possui a mesma dependéncia exponencial com L, a condutancia
generalizada g decai exponencialmente, portanto, usando a equacao 1.24 temos
que:

lim 3(g) = In(g), (1.27)

g—0

portanto, temos o seguinte resultado que independente da dimensao,

lim 5(g) = —oc. (1.28)

g—0

Assumindo que a fun¢do [(g) é monotonica entre os limites de g — oo e
g — 0, podemos reproduzir facilmente a figura 1.5. Observemos atentamente o
comportamento de § para d = 3. Podemos notar que, para essa dimensao existe
um ponto fixo instavel em 8 =0 com g = g.. Em g., a condutancia independente
da escala, caracterizando uma transicao metal-isolante de Anderson. A principal
conclusao da teoria de escala é que para d < 3, em especial em d =1 e d = 2, nao
existe transicao metal-isolante e todos estados sao localizados, pois a condutancia
vai sempre a zero quando L — co. Em analogia com as teorias de transicoes de fase
de segunda ordem, a condutividade em corrente continua opc e o comprimento

de localizacao A, proximos da energia critica de transi¢ao (mobility edge) tem um
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comportamento tipo lei de poténcia:

Opc X (E — Ec)s

Ax (E—E)™". (1.29)

Os valores dos expoentes s = v = 1 foram numericamente obtidos usando uma
expansao em d+¢€ por Wegner [2] e também por técnicas de expansiao diagramatica
por Vollhard e Wlfle [2]. Recentemente, consideragtes sistematicas de variaveis
irrelevantes e corregoes nao lineares na teoria de escala tém refinado os resultados,

obtendo o expoente critico com maior precisdo numeérica v ~ 1.57 [2].

1.5 Violacao da Teoria de Escala

Até entao, vimos que a teoria de escala para o modelo de Anderson prevé que
todos os estados sao localizados em sistemas de baixa dimensionalidade, ou seja,
em d < 2 para qualquer grau de desordem; e também, prevé a possibilidade de
uma transicao metal-isolante para um sistema tridimensional. Entretanto, varios
trabalhos recentes tém apresentado transi¢oes metal-isolante em sistemas de baixa
dimensionalidade, para sistemas com desordem correlacionada ou sistemas pseudo-
aleatorios, resultados nao previstos pelo modelo de Anderson original.

Em meados da década de 80, varios trabalhos envolvendo modelos tight-binding
unidimensionais com potenciais incomensuraveis revelaram a presenca de uma
transicdo metal-isolante. Por exemplo, um potencial do tipo €, = V cosk|n|”
onde £k = 27ma e a € um namero irracional entre 0 e 1 apresenta vérios aspec-

tos interessantes [6-8]. Para 0 < v < 1 existem estados estendidos na faixa
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—2+V < F <2 -1V e estados localizados nas faixas 2 —V < E <2+ V e
—2-V < E < -=2+V paraV < 2, enquanto que todos os estados sao localizados
para V > 2. Para v = 1 os estados eletronicos sao localizados se V' > 2 e estendi-
dos se V < 2. Para 1 < v < 2 todos os estados sao localizados, mas o coeficiente
de Lyapunov se aproxima de zero no centro da banda. Finalmente, para v > 2
o sistema se comporta como um modelo de Anderson unidimensional e todos os
estados sao exponecialmente localizados.

Em 1990, Dunlap e colaboradores [3] através do modelo de tight-binding unidi-
mensional, estudaram uma cadeia composta por uma liga binaria. As energias dos
sitios, nesse modelo, podem assumir valores €, e €,. Os sitios de energia €, sempre
aparecem em pares , tendo probabilidade p de aparecer enquanto ¢, probabilidade
1 —p. O termo de hopping entre os primeiros vizinhos é constante e igual a ¢. Foi
mostrado nesse trabalho que se —2t < ¢, — ¢, < 2t o sistema apresenta uma ener-
gia ressonante em que a funcao de onda é deslocalizada. Uma série de trabalhos
envolvendo correlagoes tipo dimeros surgiram desde entao sempre com os mesmos
resultados: divergéncia do comprimento de localizacao em algumas energias criti-
cas [27-32]. A diferenca fundamental entre o modelo de Anderson original e os
modelos de dimeros é a existéncia de correlagoes nas energias dos sitios. Wu e
Phillips [27] mostraram que a distribui¢do de desordem na polianilina é descrita
exatamente por este modelo de dimeros aleatorios. A existéncia desses estados
estendidos ressonantes foram verificadas por Bellani et al [33] em experimentos
com super-redes de dimeros aleatorios (GaAs-AlGaAs).

Em 1998, Moura e Lyra [4] estudaram um modelo de Anderson unidimensional
substituindo a desordem tipica do modelo de Anderson por desordem correla-

cionada. Neste trabalho o potencial foi escolhido a possuir um traco caracteristico
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de um movimento Browniano fracionario, cujo a densidade espectral é dada por:

S(k) o — (1.30)

em que S(k) é a transformada de Fourier da funcdo correlacao entre dois pontos
< €€; >. O parametro o mede o grau de correlacao da sequéncia. Para o = 0
recupera-se uma sequéncia completamente descorrelacionada. Através do forma-
lismo de grupo de renormalizagdo, Moura e Lyra [34], mostraram que para a > 2
este sistema pode exibir uma fase de estados estendidos no centro da banda. Esses
resultados sao importantes, pois pela primeira vez foi apresentada uma verdadeira
transicao metal-isolante em sistemas unidimensionais. Na mesma época, em 1999,
Izrailev e Krokhin [35] mostraram também a existéncia de transi¢ao de Anderson
para sistemas unidimensionais possuindo correlacao de longo alcance, através do
uso da teoria de perturbacao de segunda ordem. Ainda em 1999, resultados seme-
lhantes a esses foram obtidos pelo grupo de Izrailev e Krokhin [5]. Utilizando uma
teoria de perturbacao de segunda ordem obtiveram uma transicao metal-isolante
em sistemas com desordem correlacionada. A presenca de uma verdadeira fase
metalica em sistemas com correlacoes de longo alcance na distribuicao de desor-
dem vem chamando a aten¢ao da comunidade cientifica e motivando muitos estudos
teoricos e experimentais. Podemos citar a observagao experimental de transmis-
sao de micro-ondas em guias retangulares com espalhadores correlacionados [36].
Nesse experimento, os espalhadores colocados no guia de ondas, sao parafusos mi-
crométricos (ver figura 1.6)cujas dimensoes sao correlacionadas. Eles encontraram
uma faixa de frequéncias |w! w?| onde os modos sdo transmitidos.

No contexto de ondas classicas, uma série de trabalhos tem sido apresentados
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Figura 1.6: Aparato experimental do guia de onda usado na referéncia [36].

mostrando a presenca de transicao de Anderson em sistemas unidimensionais. Em
2008, Sahimi e colaboradores [10], apresentaram resultados para a propagacao
de ondas actisticas em sistemas unidimensionais com correlacoes tipo dimeros na
distribuicao de desordem. Através do método da matriz transferéncia, calculo
analitico e diferenca finita, mostraram a existéncia de um estado estendido para
uma frequéncia de ressonancia w.. O valor de w,. depende diretamente do tipo
de dimero utilizado. Propagacao de ondas actsticas em meios com correlagoes
tipo lei de poténcia também vém sendo estudadas através de métodos de grupo
de renormaliza¢do bem como métodos numéricos [11-14]. Resultados indicam a
existéncia de estados actsticos estendidos para quaisquer dimensoes topologicas.

Considerando esse contexto, nessa dissertacao, estudamos através do método
da matriz transferéncia e diferenca finita, os efeitos das distribuicoes de elastici-
dades nao-periddicas nas propriedades de transmissao acustica em baixa dimen-
sionalidade. Vamos adaptar distribuicoes nao periddicas ja estudadas previamente
em sistemas quanticos eletronicos e magnéticos [4; 37; 38| para sistemas elasti-
cos unidimensionais. Estamos interessados em duas classes especificas: sequéncias

com correlagoes de longo alcance tipo movimento Browniano fracionario e bem
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como sistemas aperiddicos. No capitulo 2, vamos apresentar nossa anélise sobre
transporte de ondas actisticas em sistemas com correlacoes de longo alcance e no
capitulo 3 em sistemas aperioédicos. Por fim, um breve capitulo com as conclusoes e

perspectivas, e um anexo contendo os artigos produzidos durante esta dissertagao.




LOCALIZACAO DE ONDAS
ACUSTICAS EM POTENCIAIS
COM CORRELACAO DE LONGO
ALCANCE

No capitulo anterior, explanamos a importancia do estudo sobre o efeito de desor-
dem em diversos sistemas. Neste capitulo apresentaremos um estudo numérico da
equacao de onda actustica na presenca de uma distribuicao de elasticidade com cor-
relacoes de longo alcance. Em nosso estudo vamos gerar a constante elastica efetiva
do meio através do traco de um movimento Browniano fracionario. Basicamente
vamos construir uma distribuigdo que possui densidade espectral S(k) = k=%, em
que k = 1/XA e A é o comprimento de onda das modulagoes da distribui¢ao. O
parametro o mede o grau de correlagao da distribui¢ao. S(k) é obtido tomando a

transformada de Fourier entre dois pontos < €;6; >. Uma das formas mais simples

23
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de gerar esse tipo de distribuicao é através do movimento Browniano fracionario
(MBF) que seré apresentando na proxima secdo. Apos entender como gerar nu-
mericamente uma distribui¢ao com correlacoes de longo alcance vamos introduzir a
mesma, como sendo as constantes eldsticas na equacao de onda actstica e estudar

o efeito desta correlagao usando métodos numéricos usuais [10].

2.1 Distribuicao aleatéria com correlacao de longo
alcance

Generalizando o conceito de fungao aleatoria x(t), Mandelbrot [39; 40] introduziu
o conceito de movimento Browniano fracionario (MBF) que tem sido utilizado para
gerar sequéncias aleatorias correlacionadas. Considerando que By (t) representa a
posicao da particula que descreve um movimento Browniano fracionario em um
instante ¢ e considerando que By (t = 0) = 0, temos que a funcao C(¢) que mede a
correlacao entre os incrementos (By(0)— By (—t)) e (By(t)— By(0)), é relacionada

com o expoente de Hust, como a seguir:

< —By(—t)By(t) >
By (t)?

Ct) =1 =@ -1 (2.1)

Observe que C(t) = 0 para todo instante de tempo quando H = 1/2, ou seja,
para o caso de um movimento Browniano simples. Para H # 1/2, os incremen-
tos entre os eventos possui correlacao diferente de zero para qualquer instante de
tempo. Quando temos que H > 1/2 o movimento é persistente, ou seja, se a
caminhada sofreu crescimento no passado entao os incrementos no futuro tendem

a ser positivos. Ja para a situagdo em que H < 1/2, o movimento é antipersis-
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tente indicando que incrementos negativos no passado implicam em incrementos
positivos no futuro e vice-versa.

Para gerar uma série temporal aleatoria com espectro bem definido, varios
autores [41-45| tem usado a transformada de Fourier discreta, obtendo a relacao:

N/2

T; = Z(S(wk)Aw)l/2 cos(wgty, + ¢r). (2.2)

k=1

E importante salientar que o ruido na série x; é originado ao considerar que
as N/2 fases ¢ assumem valores uniformemente distribuidos de forma aleatoria
no intervalo [0,27]. As frequéncias wy, sao multiplas da frequéncia fundamental
Aw = 27 /T, ou seja, wy = kAw. Considerando que a particula seja observada
no tempo t; = 17 , e que tenha N valores em um periodo 7', assim T = Nr.

Assumindo que S(wg) = 1/wg e escolhendo por conveniéncia 7 = 1, obtemos:

l1—a .
] Ccos (27;\;]{; + gbk) : (2.3)

O parametro « controla o grau de correlacao da distribuicao e esta relacionado

2T
N

N/2
€T; = Z [k’_a

k=1

com o expoente de Hust da forma o = 2H + 1. Quando temos o = 0, a sequéncia é
aleatoria, com ruido branco, ou seja, sem correlagoes entre os eventos. Para o caso
especial em que v = 2 recuperamos a sequéncia tipica de movimento Browniano
simples. Para simular sistemas eldsticos que possuem distribuicao de elasticidade
com correlagoes de longo alcance, vamos utilizar a sequéncia z; através do uso
de uma transformada hiperbolica que nao altera o comportamento tipico de lei

de poténcia da densidade espectral da série. Desta forma geramos x; restrita ao
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intervalo —1 < z; <1,

&K1 orilk
x; = tanh Z 1z 8 | —y + o )| - (2.4)

k=1

As N/2 fases ¢y sao geradas de forma uniforme em um intervalo [0,27], ¢y é 0 inico
termo estocastico da série. E importante lembrar que o parametro a é o termo
que controla o grau de correlagao da sequéncia. Para obtermos uma sequéncia com
variancia independente do tamanho do sistema, as constantes elasticas n; foram
escolhidas de maneira a manter An; = constante e evitar valores negativos na
distribuicao, para os primeiros estudos, consideramos Arn; = 1. Para satisfazer a
essas condicoes, escolhemos 7; da forma:

X

Ax’

m=2+ (2.5)

Na figura 2.1 é mostrado 7; x i para diferentes graus de desordem (o =
0.0,1.0,2.0 e 3.0) para cadeias de tamanho N = 2. Apos ter definido 7; va-
mos estudar numericamente a propagacao de modos actuisticos através da solugao
numérica da equacao de onda 1.5. Vamos aplicar além do método de matriz de
transferéncia, aplicado no capitulo anterior, um formalismo de diferenca finita que
permite a solucao numérica direta da equacao para uma condicao inicial geral. O

método serd descrito a seguir.
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Figura 2.1: Sequéncias geradas pela equacao 2.5 com N = 2 e parametros de

correlacao a = 0,1,2 e 3.0 .

2.2 Diferenca Finita

Uma discretizagao da fungao v (z,t) é obtida considerando apenas os valores 1!
em um finito nimero de pontos (z;,t,) em que x = tAx e t = nAt, sendo Az e At
o espacamento da rede no espaco da posicao e no tempo, respectivamente. Para a
descricao matemética de i) no tempo e no espaco, usamos a denotacao de sendo ¢
referente ao espaco e n ao tempo.

Considerando uma expansao em série de Taylor e desprezando termos de alta

ordem temos:
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Ax| Ax

Figura 2.2: Discretizagao do espaco e tempo.

o Y = 2gr gy
o () ~ i : (2.6)
e para a derivada espacial,
0 oY(x,t 1 N " " "
%[77(5”) ;x )]ZAZLQ (Vi — ) —nia (0 — i) (2.7)

Em nossas simulacoes o espacamento entre os sitios vizinhos ¢ Ax = 1. Para
garantir estabilidade usamos At < Az/100.

A figura 2.3 exibe a representacao do espaco e do tempo em finita diferenca.

2.3 Resultados

Nesta secao vamos apresentar nossos principais resultados a respeito do compor-
tamento dos modos actisticos em meios que possuem correlagao de longo alcance.

A fim de investigar a natureza dos estados actisticos em meios com correlacao
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Figura 2.3: Amplitude de uma onda incidente senoidal ao longo de um meio ho-
mogéneo (1; = 2 para qualquer valor de i) em ¢ = 10°At.

de longo alcance, calculamos o comprimento de localizagao para diversos graus de
correlacao utilizando o método da Matriz Transferéncia ja apresentado. Utilizamos
10° desordens configuracionais para obter o comprimento de localizacio em funcao
da frequéncia, denotado por A(w).

Em geral, no contexto de localizacao de ondas, o calculo do comprimento de
localizagao tem permitido mapear regides espectrais em que o meio se comporta
de forma metalica ou isolante. Por isso, é conveniente analisarmos A(w)/N.

Vejamos a figura 2.4, temos A\/N versus w para N = 24 e N = 27 com
3 diferentes graus de correlacao: a = 0.0,1.0 e 3.0. Podemos notar que, em
w = 0, independentemente do tamanho do sistema e do grau de correlacao, nessa

frequéncia, todos os comprimentos de localizacao coincidem. Com o = 0.0 e 1.0
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-0 ¢=0.00 N=2*
-1 0=0.00 N=2"
o =1.00 N=2"
A/ g=1.00 N=2”
*—x ¢=3.00 N=2"
f#* q=3.00 N=2"

Figura 2.4: Comprimento de localizacao escalado A/N versus w para « =0, 1 e 3.
Os calculos foram feitos para N = 24 e N = 217,

em w # 0 nao notamos uma dependéncia de A com N, portanto, para w # 0
esses graus de correlagao nao favorecem a existéncia de estados deslocalizados no
sistema. J& para o = 3.0, na faixa de w < w, x 1.6, A & N, indicando a existéncia
de modos propagantes.

Com o objetivo de investigar em torno de qual valor do parametro o, surgem
regioes de estados aciisticos deslocalizados, calculamos o valor médio do compri-
mento de localizacao normalizado com frequéncia centrada em w = 1. Basicamente

nos limitamos a calcular < A > /N em um intervalo [0.5,1.5] de frequéncia. Dessa
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Figura 2.5: Comprimento de localizagao escalado médio < A\ > /N versus w para
a=0,1e3.

maneira, definimos < A > /N como a seguir:

<> /N=-—"S"\w), (2.8)

em que Ny é o nimero de estados com frequéncia w dentro do intervalo de [0.5,1.5].
Usamos Ny = 500 e assim encontramos < A > /N para diversos parametros de
desordem « com valores entre 0 e 3 e discretizacao de tamanho Aa = 0.25. Na
figura 2.5 temos < A > /N versus a para dois tamanhos de rede: N = 21

e N = 27 Claramente podemos notar que, a partir de o« = a, ~ 1.75 ha
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Figura 2.6: Lei de escala de < A > /N para a = 0.5, 1.5, 2.5 e 3.

uma superposicao das curvas, ou seja, A o« N. FKEssa investigacao sugere que,
para N — oo o comprimento de localiza¢do normalizado A/N — 0, indicando a
existéncia de estados deslocalizados para o > a,, em que «, é o parametro critico
de desordem.

A figura 2.6, exibe o resultado de < A > /N versus N para N = 2! até
N = 222 para diversos valores do parametro o. Dentro de nossa precisao numeérica,
encontramos < A >ox N%%(2) para forte correlacio. Esse resultado indica que, no
limite termodinamico para forte correlacao, existem estados estendidos.

Nem sempre a divergéncia do comprimento de localizacao garante a existéncia
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Figura 2.7: Amplitude da onda durante a propagacao através do meio correla-
cionado para o tempo ¢ = 500000At. A onda incidente é uma funcao seno com
frequéncia w = 1. Em (a) consideramos o caso nao correlacionado o = 0 e (b)
para o regime de forte correlagao o = 3.0.

de estados estendidos. Assim, resolvemos estudar através do método de diferenca
finita a dinamica da propagac¢ao. Resolvemos numericamente a equacao da onda
acustica, considerando Az = 1 e At < Ax/100, por questdes de estabilidade
numérica. Consideramos a incidéncia de uma onda senoidal ¥(0,t) = sin(wyt),
com frequéncia wy = 1 ao longo de uma rede de tamanho N = 2! para dois
parametros de desordem: a = 1.0 e a = 3.0. A figura 2.7 exibe o resultado de
1 no instante de tempo ¢t = 5000000At propagando em uma rede com a = 1.00

parte a) da figura e em o = 3.0 parte b) da figura. Claramente podemos observar
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Figura 2.8: Amplitude da onda para os tempos t; = 50000, t, = 100000, t3 =
200000 e t4, = 300000, considerando a incidéncia de um pulso definido por ¥, =
exp|—(t — t9)?/202] cos(wpt) com oy = 20 e frequéncia w = 1.0.

que, para o regime de forte correlacao o meio se torna condutor, permitindo a
propagacao da onda actuistica ao longo da cadeia, ja para o = 1.0 regime de baixa
correlacao, toda onda é refletida no inicio da rede.

Variamos também o tipo de onda incidente, consideramos a incidéncia de um
pulso ¥(0,t) = exp[—(t—tg)*/20?] cos(wopt) com oy = 1/0,, =20 e w = 1.0. A figura
2.8 representa a propagacao para instantes de tempo t; = 50000At, t5 = 100000A¢,
ts = 200000At e t, = 300000At a parte a) para um meio em que « = 0.0 e b) para

a = 3.0. Notamos que, para o = 0.0, situacao de desordem sem correlacao, nao
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Figura 2.9: Intensidade espectral A(w) de ¢ na posicdo L = 20000 calculados
usando 20 realizagoes de desordem.

h& propagacao, como ja esperdvamos, e para o = 3.0 a onda actstica propaga-se
no meio fortemente correlacionado, corroborando o resultado da onda incidente
senoidal.

Buscando através da dinamica do sistema, encontrar a frequéncia critica w,. que
separa os modos propagantes dos localizados, calculamos a intensidade espectral
A(w) da incidéncia de vérios pulsos de onda em uma posigao fixa na rede. A funcao
A(w) = (1/2)|1r(w)|* em que ¢ (w) & obtida tomando a transformada de Fourier de
Y(x,t) a uma distancia L = 20000 em redes de tamanho N = 2'5. Consideramos
20 configuragoes computacionais das redes, para obter A(w).

A figura 2.9 exibe o resultado da intensidade A versus w para dois graus de
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Figura 2.10: a) b) Comprimento de localizagao escalado médio em uma janela de
frequéncia [0.5,1.5] versus a para An = 0.5 e An = 0.75.

desordem dos sistema, a = 0.0 e a = 3.0. Incidimos varios pulsos com frequéncias
dentro do intervalo [0,3] e calculamos a intensidade espectral na posi¢ao L = 20000.
Podemos notar que todos os modos com frequéncia w > w. decaem e o meio se
comporta como um filtro, transmitindo apenas frequéncias a baixo de w =~ 1.6.
Esses resultados estao em total concordancia com os obtidos anteriormente, através
do método do célculo do comprimento de localizacao.

Para finalizar nossos estudos, consideramos o efeito da largura de desordem
sobre o parametro critico a.. Na figura 2.10 temos < X\ > /N para N = 27,

N = 29 e N = 22! ¢ distintas largura de desordem Anp = 0.5 e Anp = 0.75.
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Encontramos novamente que o, = 2, mostrando que a largura da desordem nao
influencia no valor do parametro «., ou seja, . nao depende de An.

Em suma, vimos que o efeito de correlacao na distribuicao das constantes elasti-
cas do meio, influenciam no comportamento da propagacao acistica. Considerando
sistemas que possuem densidade espectral tipo lei de poténcia S(k) o< 1/k%, nossos
resultados numéricos indicam que, para forte correlacao, ou seja, o > 2 existem es-
tados propagantes e para a < 2 todos os estados sao localizados. Nossa metodolo-
gia mostrou a existéncia de uma frequéncia critica separando estados localizados
e deslocalizados bem como mostrou que o valor critico a, = 2 independe da forca
da desordem Ar;. Os principais resultados desse capitulo foram publicados no

Journal of Physics : Condensed Matter (ver anexo ou a referéncia [46]).




LOCALIZACAO DE ONDAS
ACUSTICAS EM POTENCIAIS
COM MODULACAO
APERIODICA

Sequéncias aperiddicas (quasi-periddicas), desde a década de 80, tém desper-
tado grande interesse na comunidade cientifica por apresentarem caracteristicas
intermediarias entre sistemas periddicos e desordenados. Em sequéncias quasi-
periodicos, nao ha simetria translacional, essa caracteristica as tornam semelhantes
a sequéncias desordenadas. No entanto, esses sistemas sao gerados seguindo regras
deterministicas o que contraria o caso desordenado. As sequéncias Thue-Morse, Fi-
bonacci e potenciais com modulacao aperiodica, sao sequéncias que seguem regras
deterministicas.

M. A. Azbel [47], em 1979, utilizando o modelo de Kromig-Penney mostrou
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que potenciais incomensuraveis podem fornecer a existéncia de estados localizados
e estendidos separados por um mobility-edge para sistemas unidimensionais. No
ano seguinte, J. B. Sokoloff [48], fundamentado nos trabalhos de Azbel [47] e
Aubry, estudou a localizacao eletronica em uma rede quasi-periddica com o uso
do modelo de tight-binding. Assim, a equagao de Scrodinger com potencial on-site
V= Vo(cos(gn)) em que g é escolhido como sendo um miltiplo de 7, tornando o
potencial incomensuravel. Um trabalho posterior de Soukoulis e Economou [49],
com o estudo do coeficiente de transmissao e a dependéncia espacial dos auto-
estados, mostrou que até mesmo sistemas unidimensionais poderiam apresentar
transicao de Anderson tendo potencial incomensuravel.

Em 1988, M. Griniasty e S. Fishman [6-8; 50| utilizaram o modelo de tight-
binding com potencial pseudo-aleatorio, para investigar a natureza da localizacao
eletronica em uma dimensao. No modelo de tight-binding, os autores consideraram
o potencial on-site V,, = A cos(ma|n|”) com « sendo um nimero irracional, ou seja,
um potencial incomensuravel, cuja fase da modulagao segue uma lei de poténcia
em n. Através de calculos numéricos e por método perturbativo para A < 1
encontraram o comprimento de localizacao para diferentes valores de v.

Os resultados obtidos nessas investigacoes sao que para v > 2 todos os estados
sao localizados e com 0 < v < 1 existem estados estendidos. Nesse capitulo vamos
estudar os efeitos de distribuigoes de elasticidade aperiddicas sobre as propriedades
acusticas de sistemas unidimensionais. Para gerar sequéncias de constantes eléasti-
cas aperiodicas vamos seguir as referéncias [6-8; 50| e definir ; usando uma fun¢ao
senoidal cuja fase varia com uma lei de poténcia. Apos apresentar o modelo em
detalhes vamos utilizar os métodos de matriz de transferéncia de diferenca finita

para estudar a propagacao de modos elasticos.
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3.1 Modelo

Vimos que, potenciais aperidédicos podem localizar ou deslocalizar as fun¢oes eletroni-
cas ao longo de cadeias unidimensionais. Efeitos semelhantes tém sido observados
em sistemas oOticos e cadeias vibracionais [51]. Motivados por essas observagoes,
vamos investigar os efeitos desse potencial sobre os estados acisticos.

Para introduzir uma sequéncia aperiddica, assumimos que as contantes elasticas

sao geradas da forma a seguir:

n; = Mo + cos(Bmi”). (3.1)

Essa regra determina um potencial, cuja fase do termo cossenoidal segue uma
lei de poténcia, ou seja, ¢ o ¥, em que ¢ representa a posi¢ao ao longo da cadeia.
O termo v controla o grau de aperiodicidade do sistema. Em nossos estudos, va-
mos considerar que 7y = 2, evitando valores negativos e nulos na distribuicao das
constantes elastica do meio. Vamos denotar por «, a relagdo v = 7 e consider-
aremos que o = 0.1 tornando, por fim, § um nimero irracional. Um grafico de
n; versus ¢ é mostrado na figura 3.1. Para [ racional e v = 1, tem-se na equagao
3.1 um potencial cristalino. Podemos também observar que, para v = 0, todas as
constantes eldsticas do meio, assumem o mesmo valor.

Nosso interesse é verificar a existéncia de transicao de Anderson em uma di-
mensao para ondas actisticas propagando-se em um potencial gerado pela equagao
3.1. Com essa finalidade vamos proceder de forma semelhante ao estudo feito no

capitulo anterior, no qual investigamos a natureza dos estados aciisticos através
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Figura 3.1: Potencial aperiodico gerado pela equagao 3.1 para uma rede de
tamanho N = 2% com o = 0.1 e Vjp = 2 parav = 0.0, v = 0.5, v = 1.0 e
v=1.5.

do calculo do comprimento de localizacao e da dinamica no sistema.

3.2 Resultados

Vimos a utilidade do célculo do comprimento de localizacao em capitulos pas-
sados. Com a obtencao do comprimento de localizacao investigamos a natureza
dos estados actisticos em meios com correlagao de longo alcance, semelhantemente

utilizamos os mesmos procedimentos para investigar a natureza dos estados actis-
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v=0.5
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Figura 3.2: Comprimento de localizagao escalado A/N versus w para v = 0.5. .

ticos em meios aperiodicos. Calculamos A(w) do sistema para diversos graus de
aperiodicidade v. A figura 3.2 mostra o comportamento de \/N em fungao da
frequéncia w para v = 0.5 com sistemas de tamanhos: N = 217 e N = 22!, Observe
que existe uma mudanca da relacdo entre as curvas de N = 27 ¢ N = 22! para
w. ~ 2. De forma anéloga, ocorre no grafico representado pela figura 3.3 que tam-
bém representa o comportamento de A/N mas tendo » = 1.0. Em ambos regimes
de aperiodicidade v, v = 0.5 e v = 1.0, o comprimento de localizacao escalado

independe do tamanho do sistema para frequéncias w < 2, ou seja, A o< N. Essas
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Figura 3.3: Comprimento de localizagao escalado A/N versus w para v = 1.0. .

observagoes sugerem que, no limite termodinamico A\ — oo indicando a existéncia
de estados estendidos para w < 2.

Agora vejamos uma fato interessante dessa sequéncia aperiddica. Calculamos
o comprimento de localizacao para os mesmo tamanhos de sistemas das figuras
3.2 e 3.3, mas agora consideramos v > 1. As figuras 3.4 e 3.5 representam o caso
em que v = 1.5 e v = 2.0. Claramente podemos notar que algo diferente ocorre
ao compararmos esses graficos com os das figuras 3.2 e 3.3. As curvas coincidem

apenas em w = 0 o que indica que no limite termodinamico para w # 0 todos
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Figura 3.4: Comprimento de localizagao escalado A/N versus w para v = 1.5..

os estados sao localizados, resultado completamente diferente da situacao em que
v=05ev=1.0.

J& sabemos que a depender do grau de aperiodicidade, ou seja, do valor assum-
ido por v, existe ou nao estados estendidos na rede aperidodica. O que desejamos
é conhecer o valor de v que separa esses sistemas tao diferentes. Com essa finali-
dade, vamos novamente recorrer ao calculo do comprimento de localizacao médio
normalizado, definido pela equacao 3.2, para investigarmos a dependéncia da na-

tureza dos estados actisticos com o grau de aperiodicidade do meio. Denotando o
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Figura 3.5: Comprimento de localizagao escalado A/N versus w para v = 2.0.
niamero de estados actsticos por Ny, definimos < A > /N
T
N=—— . 2
<A>/ NNf;mw) (3.2)

Considerando a equacao 3.2 calculamos < A > /N para N =27 e N = 2! em

que N representa o tamanho do sistema. O calculo do comprimento de localizacao

médio < A >, foi realizado calculando a média de A\(w) computando N; = 500

estados com frequéncia w com valores dentro do intervalo [0.5,1.5].
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Figura 3.6: Comprimento de localizacao escalado médio < A\ > /N versus v para
N =2"e N =221,

O gréafico 3.6 mostra a dependéncia de < A > /N com N e com o grau de
aperiodicidade do meio v. Claramente podemos notar que para v < 1, < A > /N
independe do tamanho do sistema, ja para v > 1 a fun¢gdo < A > /N decresce com
o aumento do tamanho do sistema, sinalizando a existéncia de uma transicao de
Anderson em v = 1. Nossos resultados sugerem que para v < 1 existem estados
deslocalizados em um intervalo de frequéncias e para v > 1 todos os estados para
w # 0 sao localizados.

Além dessa analise através da matriz de transferéncia, vamos aplicar o for-
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Figura 3.7: Intensidade espectral A(w) de ¢ na posi¢ao L = 20000.

malismo de diferenca finita para estudar diretamente a propagacao de um pulso
inicialmente localizado no inicio da cadeia. O formalismo numérico é exatamente o
mesmo que foi utilizado no capitulo 2. Na figura 3.7 mostramos A(w) X w para um
sistema aperiodico v = 0.5. O tamanho da rede foi N = 2! e At < 1/100. O for-
malismo dindmico de diferenca finita fornece qualitativamente o mesmo resultado
da matriz de transferéncia, estados acusticos estendidos para w < 2. Portanto,
nosso formalismo numeérico fornece forte indicios que potenciais aperidédicos po-

dem induzir propagacao livre de modos elasticos em sistemas unidimensionais. Os
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principais resultados desse capitulo foram publicados no The Furopean Physical

Journal B (ver anexo ou a referéncia [52]).




CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nessa dissertacao, estudamos os efeitos de duas classes distintas de distribuigoes
de elasticidades nao periddicas sobre as propriedades de transmissao actstica
de sistemas unidimensionais. Nossa metodologia numérica baseou-se na solugao
numérica da equacgao de onda cléssica através dos métodos de matriz transferéncia
e de diferenca finita. Através desses métodos tivemos a possibilidade de estudar
duas grandes classes de sistemas nao periodicos : sistemas desordenados e sis-
temas deterministicos aperiédicos. No caso desordenado, consideramos sistemas
com correlacoes de longo alcance na distribuicao de elasticidade. A constante
elastica efetiva do meio foi gerada através do trago de um movimento Browniano
fracionario, que possui densidade espectral S(k) = k~. Esse tipo de sequéncia
aleatoria foi amplamente estudado em outros sistemas fisicos de interesse. Foi tam-
bém demonstrado numericamente que distribuicoes de elasticidade que seguem o
traco de um movimento Browniano fracionario modificam drasticamente as pro-
priedades de transporte elastico em baixa dimensionalidade. Em contraste com

o caso nao correlacionado, onde apenas o modo de frequéncia w = 0 é propa-
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gante, encontramos fortes indicios que correlacoes de longo alcance podem induzir
uma faixa finita de frequéncias propagantes. De fato nossos resultados numéricos
apontam para uma verdadeira transi¢ao de estados aciuisticos nao propagantes (lo-
calizados) para estados propagantes (estendidos). Esses resultados apresentados
no capitulo 2, foram publicados no Journal of Physics : Condensed Matter (ver
anexo ou a referéncia [46]).

No capitulo 3 estudamos sistemas aperidédicos, uma outra importante classe de
sistema unidimensional com elasticidade nao periddica. A metodologia empregada
foi exatamente a mesma, solucao da equacao de onda elastica classica através de
matriz de transferéncia e diferenca finita. As sequéncias de constantes elasticas
aperiodicas foram geradas usando uma func¢ao cossenoidal cuja fase varia com uma
lei de poténcia. Nossos resultados numéricos novamente apresentam que, depen-
dendo do grau de aperiodicidade do meio podemos induzir estados propagantes
mesmo na regiao de frequéncia alta w >> 0.

Uma questao importante nesses temas, consiste no entendimento do papel de
outros tipos de correlagoes na distribuicao de elasticidade, bem como no papel
da dimensao topologica nesse tipo de transicao. Outra classe de sistemas nao
periodicos com correlagoes sao os sistemas diluidos [30; 53]. Recentes estudos
tém mostrado que sistemas eletronicos com desordem diluida podem apresentar
uma verdadeira transicao metal-isolante em d = 2. Essas propriedades nao usuais
associadas a desordem diluida tém atraido consideravelmente o interesse da comu-
nidade sobre esse tipo de correlacdao. A generalizacao desses estudos para d > 1
consiste num desafio académico importante. Consideremos essas questoes como

perspectivas futuras
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Abstract

We numerically study the propagation of acoustic waves in 4 one-dimensional medium with a
scale-free long-range correluted clasticity distribution. The mundom elasticity distribution is
assumed to have a power spectrom S{k) ~ 1/, By using 4 transfer-matrix method we solve
the discrete version of the scalar wave equation and compute the localization length, In
addition, we apply a seccond-onder finite-difference method for both the time and spatial
variables and study the nature of the waves that propagate in the chain. Our numerical data
indicate the presence of extended acoustic waves for-a high degree of correlations. I'm contrast

with local correlations, we numerncally demonsirate that scake

~free correlations promote a
stable phase of free acoustic waves in the thermody namic limit.

1. Introduction

The absence of extended eigenstates in low-dimensional
systems  with uncomrelated  disorder was pomted out by
Anderson using perturbition theory and scaling analysis [ 1. 2].
Therefore, after a long time the width of the ime-dependent
wavepackel saturates in a finite region around the inilial
pusiion.  In a three-dimensional lattice, the presence of
weak disarder promotes the localization of the high-cnergy
eigenmodes [ 1, 2]. The low-energy states with long wavelength
remain extended. although acquinng a finite coherence kength.
A mobility edge separates the high enerzy localized from
the low energy extended states [1, 2], Recently. it has been
shown that low-dimensional disordered syswems can support
extended staws or 4 localization—delocalization transibon in
the presence of short- or long-range comelations in the
disorder distribution [3-15]. The delocalization problem
in one-dimensional (1D) Systems with scale-free correlated
dingonal disorder has atracted much  attention. It has
been reported [5. 9, M 13] that these systems display
an Anderson metal-insulator transition (MIT) with mobility
edges separating localized and extended states for sufficiently
strong  correlalions. In particular. the 1D system  with
nearest-neighbor interactions and o long-range correlated
on-site  disorder distnbution with g power-like  spectrum
behaving as &7 has been studied in detail in [5, 10, 13]
From the experimental poim of view, these theoretical
predictions were useful w© explain the transport properties of
semiconductor superlattices [16] and microwave transm [0y
spectra of a single-mode wavegnide with intentional correlated

(RS3- 80841 LAAS H) 1+ 0653 3.00

disorder [17]. Moreover, it was suggested that an appropriate
algorithm for generating random correlated sequences with
desired mobility edges could be wsed in the manufacture of
filters for electronic or optical signals [9].

The
low -dimensional

localization of collective excitation in random

lattices is a quite general feature. It
applies, for example. to the study of magnon localization
in random ferromagnets [6], collective vibrational motion of
1D disordered harmonic chains [7. 18], and scoustic waves
in disordered media [19-28].  In facl, the propagation of
acoustic waves has attracted both theoretical [19-27] and
experimental [28] interest. In general terms, it was shown
that sach waves may be localized in media with uncorrebated
disorder. However, recent works point out the draste effect
of cormelations within the acoustic waves context [23-Z7].
In [23] the propagation of acoustic waves in the mndom-
dimer chain was studied wsing the transfer-matrix method,
exact analytical analysis, and direct numerical simulation of
the scalar wave equation.  The results indicated thut there
exisis a resonance frequency at which the localization length
of the acoustic wave diverges [23].
only the resonunce frequency can propagate through the 1D
mediam. Morcover, the wave propagation in a random system
with a power-law correlation function was investigated by
using renommalization group formalism as well as numerical
methods [24-27]. Calculations indicate that there can be a
disorder-induced transition from delocalized to localized states
of aooustic waves in any spatal dimension.

In this work., we conwibute to a further understanding of
acoustic wave propagation in low-dimensional systems with

It was also shown that

& 2001 HOP Publishing Lid  Primted in the UK & the USA
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correlated disorder distribution. We follow [23] considering
adiscrele 1D version of the wave equation where the elasticity
distribution appears as an effective spnng constant. The scale-
free long-range comelated elastic constant distribution was
generated by using a discrete Fourier method. First, using the
trunsfer-matrix method, we calculate the localization length
of acoustic waves propagating in the mediom, and show that
long-runge comelation induces a localization-delocalization
transition,  In addition, by using direct numerical simalation
of the equation that govems the propagation of acoustic waves,
we demonsirated the drasoe effect of free scale comelations
within the disorder distribution. We find that the correlated
mndom medium can fiter out all high frequencies of the
wavepacket.

2. Model and formalism

Wi start by considering the acoustic wave equation in a random
medinm (see [23]):
a? ] arix,r)
—rx, )= — | glx)— |. (1
dr? v ) a_r[” ) dx ] !

Here, fr{x,¢) is the wave amplitude, ¢ ois the time. and
i) elx)/m 15 the mbtio of the stiffoess e{x) and the
medium’s mean density m. Following [23] we will use m =

I and consider a discrete 1D version of the wave equation
(Ax=1)

MWt — W) — Mooy Ol — W) + ' = 0

The elastic constnts g will be considered as a long-range

(2)

correlated random sequence. In order to generate sequences
with a power-law decaying spectral density function, we firstly
generate the following auxiliary sequence [5. 29

N2

X = tanh e

Y, Lan [;k"-‘- Lus( +¢u)]
<

which is restncted to the mterval —1 = = 1 and whose
spectral density function decays asymptotically as 1 /&%, The
hyperbolic transformation of the series brings the advantage of
bounding the interval of the random variable without changing
its asymiptotic comrelation function. Such a power-law decaying
correlation function actually characterizes the sbsence of a
typical correlation length in the disorder distribution and allows
the investigation of the influence of scale-free disorder on the
properties of the acoustic waves. In the above eguation, k
is the wavevector of the modulations on the random variable
landscape. ¢y are N /2 random phases uniformly distributed in
the interval [0, 2 | and the exponent & controls the degree of
correlation. The sequence of clastic constants is obtained after
nommahizing the auxiliary sequence Lo have unitary vanance
(A 1} and displacing it to avoid negative constanis ;.
In the following, we use 1, 24 x /Ax. With the above
procedure, the distribution of n; has sharp edges for any value
of @, which results in long-range comelated sequences of
strictly positive elastic constants even when very large chains
are considered. For o = 0, we recover an uncorrelaled random
sequence of elastic constants.

2mik

{3

X

[5]

2.1. Localization properiies

Equation (2) can be solved by using the transfer-matrix
formalism {TMF) [ 7. 23]. The TMF 5 obtained from a matrix
recursive reformulation of equation (2). The matricial equation

]
(%)= 7)) =n ()

4
The wave amplitude of the complete 1D system is given by
the product of the ransfer matrices Oy I_I'Jm:, T;. The
fogarithm of the smallest cigenvalues of the limiting matrix
r Iim,a\,_.,_(QRrQ_nr}”:“" define the Lyapunov exponent
¥ (mverse of localization length A L/y).  Further
details about the computation of this parameter can be found
in [2, 23]. Typically. by using a fast Fourier formalism to
sum equation (3). we use up to N = 2% fmnsfer matrices
o compute the localization length. For extended states
AN const and goes to zero for localized waves. A
guantitative scaling analysis of the localization number can be

=]

derived by using the scaled average localization length (A} /N
defined as
w=1.5

(AN = =
NNy m=(zr._'|

Kleen) (5)
where Ny is the number of acoustic modes within the interval
[(L5. 1.5]. To compute the scaled average localization kength,
the bottom of the band was avoided becanse the localization
lengths of these low-frequency modes are large even in the
absence of correlated disorder [23]. We are interested in the
existence of extended states apart from the botom of the band.
Accordingly. (A} /N does not depend on VW for extended modes
and goes to zero for localized ones.

2.2, Dynamics of acoustic waves

In addition, we apply the finite-difference method with
seeond-order discretization for both time and spatial varables
proposed in [23], Thus, in discretized form, o (x, 1) is written
as ', where n denoles the lime step number and 7 is the grid
point number [23]. Thercfore. the second time derivative in
equation (1) s given by [23]

i*

il

yﬁ_;n-r—l _ 21‘,’:. e w:'_l
Al

i, r) = 16)
where Ar is the size of the time step. The spatial derivative
will be writlen as

i dprie)] 1
W |1 s = A
¢ [, — Y2 — i (B — ).

In our calculations the spacing Ax between two neighboring
end points was setat Ax 1. In order to ensure the stability
of the discretized equations we will use Ar <= Ax/ 100 We
carry out our dynamical analysis by sending a wave from one
side of the chain (L = 0) and recording the trinsmitted wave
close to the other side (position L 20044)). We calculale

(7)
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Figure 1. Scaled localization length 4/ versus w for e = O, 1. and
3. Caleulations were muade considering & = 2™ and 27 points.
These results indicate that, for strong correlations, there are extended
acoustic waves al the low-frequency region.

the intensity spectrum of the transmitted wave ol position L
defined as
Alw) = (1/2)rate))? (8)

where ¥y () is the Fourer transform of the transmitted wave
e (1) at position L = 200(KKL For transmitted acoustic modes,
Alw) = (and goes Lo zero for fillered ones. In our dynamical
caleulations the chain length was N = 215,

3. Results and discussion

Initially, we show the results about the localizaion propertics
obtwined vsing the transfer-matrix technique.  The finally
obtained data have statis less than 5%. We
estimate and control these statistical Auctuations following
the deviations of the caleulated eigenvalues of two adjacent
iterations [2, 23], In figure 1 we show the sealed Jocalization

ical errors

length A /N versus o computed for o = 0, 1, 3, and distinct
system sizes (N = 2" and 2'"). Al cakulations were
averaged over 107 disorder configurations. For @ = 0 and

I the localization length scales proportionally (o the system
size only for @ = (). Therefore, for @ > 0 there are no
truly delocalized states at this wpime of weakly cormelated
disorder. However, for ¢ = 3 u well defined data collapse
in 8 wide region of low frequencies is obtained with 3 oo V.
This result suggests the possibility of a phase of low-frequency
eatended states for strongly correlated disorder. In figure 2(a)
we collect data of the scaled avermpe localization length (A} /N
versus the degree of correlations @ for N = 29, 27 und
2 Let us stress that to compute the average localization
length the bottom of the band wias avoided doe to the weak
localization character of these low-frequency acoustic modes

o

10° -
b) T T
L=I——I : | —l
. ® ® =3
10 . =25 N
= +—% =15
4 k\. A =05
Y W
EH&"Q—______
.
10 . B
HH“-L_______
| I
0 le+06 2e+06 JeHi6 4e+06
N

Figure 2. (4) Scaled average localization length (3 /N versus the
degree of correlations o, For e = 2 there is o well defined data
collapse, thus indicating & localized —delocalized transition. (b} Finite
size scaling of the sealed average localization length {2)/
our numerical precision {4) oc N7 for ¢ = 2 thos indicating
extended states.

As can be
seen in figure 2(u). there is a well defined data collapse in the
strongly correlated regime (@ > 2), i.e. the localization length
diverges in the regime of low frequencies (o = e = LG(1)).
In figure 2(b) we plot the scaled average localizalion length
(A /N versus N for N = 2" up o 22 ind e = .5,1.5,25
o NOIBR) for
For @ = 2 the vanishing of the scaled average
focalization length {3} /N for large N confirms the localized
nature of the eigenstates in this regime. Therefore, the finite
size sculing of the scaled avemge localization kength (A} /N

even in the absence of comelated disorder [23].

and 3, Within our numerical precision {A)
o =k
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Figure 3, (2}, (b) The amplitnde of the wave during propagation through the scale- free correlated disordered medium for time 1 = SO0 000 Ar
We consider in () the uncorrelnted case (o = 0} and (b) the strongly correlated limit (& = 3). The incident wave is @ sing wave with
frequencies e = 1 (below ). (<), (d} The amplitude of the wave for times 1, = S0000AT,

fy = 300000 AL, considering the incident wave as a pulse defined by Wy (i) = exp|—{f — ¥

= 1000MAL, b= 200000 Arand

/ Ecr_lll cos (o ) with o = (1/e,.) = 20 and
frequency e = | {below ). Regardless of the initial condition, the case o = 3 allows the propagation along the 1D system, (e} The inensity
spectrum Afe) of the transmitted wave pulse al position L = 20 000 computed using 20 realizations of the disorder. The incident wave was
considered as & pulse defined by Wit} = exp|—( - rul--',-"laflca-uf_c‘.\r Yowith oy = (1 /o) = 20 and frequencies chosen within the interval
{0, 3]. For sufficient degree of correlations, Al = e} = (), indicating that those acoustics waves with divergent localization lengths display
a free propagation through the scale-free correlated disordered mediu m,

indicates the existence of 4 localized-delocalized transition following [24. 25] we also consider the incident wave as a
for o = 2. To conclude we v look at the evidence of  pulse defined by Wg(t) = exp[—(r — r“.}",-'.'!ﬂf[urximr} with
the above phase transition by solving directly the scalar wave

ay = (1/au) = AL In figures 3e) and (d) we plot the wave
equation. By following the time propagation of an incident  amplitude v, versus gnd index { at times 1 = S0000Ar.
wiave we oblain directly the degree of transmittance of a scale- 1, = 100000Ar, 5 = 20000048, 1y = 300000AF with
free comrelated disordered mediom. Moreover, the divergence

a = (1/a,) = 20, frequency o0 = 1 (below o), and
of the localization kength itself does not goarantee the existence o = (Fand 3 (respectively figures 30c¢) and (dy). Once again,
of extended states, as in the case of a vibrational wave envelope  we observe that for @ = 3 the incident wave displays a
displaying a power-law decay [2]. In figures 3({a) and (b) free propagation through the scale-free correlated disordered
we plot the wave amplitude o versus gnd mdex 7@ oat time mediom, To complete ow dynamical analysis, we solve
= S000000Ar. The incident wave Iy the wave equation for several palses with distinet
frequency oy < frequencies within the interval {0, 3] and compute the intensity
spectrum A(w) using 20 realizations of the disorder. In

15 4 sine wave with  nomerie:
.. We consider in (a) the uncormrelated case
(e = 0) and (b) the strong correlated limit (o = 3). We observe
that for e =

3 the incident wave displays a free propagation  figure 3(e) we present the resulting frequency dependence
through the scale-free correlated disordered medium. By

of the intensity spectrum A(ew) for these simulations, As
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Figure 4. {a). (b} Scaled localization lengths, averaged over a
frequency window [0.5. 1.5], versus e for An = 0.5 and 0.75,
Similarly to the 1D Anderson model with long-ran ge correlated
dingonal disorder [ 13], the critical point (e b obtained here seems to
be independent of the magnitude of disorder Ay,

shown in figure 3(e), all the modes with 0 > . decay, and
the medium behaves as a filter to tansmit only the modes
below frequency o, 16, We compute the intensity
spectrum Afew) by using another kind of incident wave (e.g.
Walr) = En-,. 23 o8 (e, 1)) and no gualitative change in the
physical properties is found. These msults confirm those
obtined by the numerncal analysis based on the TMF method
described before. Then the nomerncal evidence mepored
here. obtained by using TMF and numerical solutions of
wave equations, suggests that the low-frequency modes m
4 1D mediom with scale-free correlated disorder are in fact
delocalized. The localization—delocalization transition found
here is similar to the electronic Anderson transiion induced
by long-range cormelations found previously in 1D random
electronic systems [5]. Before finishing, we explore the
possibility of the disorder strength w0 influence the critical
value o 2, In figures Ha) and (b) we show the
sealed average localization length (3} /N versus the degree of
comrelation o far & = 217, 21 and 27! and distinet disorder
strengths Ay = 0.5 and .75, We observe that the critical
point (o 2) is independent of the magnitude of disorder
Mgy, This trend was also obtained in 1D electronic models with
long-runge correlated diagonal disorder [13].

o

4. Summary and conclusions

We studied the propagation of acoustic waves in g one-
dimensional medium with scale-free long-range correlated
disorder.  The random distrbution was assumed to have
a power spectrum S{k) 1/, By using a transfer-
matrix method we computed the localization length of the
allowed acoustic waves. Our results have shown that for

=

2 the localization length in the low-frequency megion
(e =0 ) scales proportionally to the system size, thus
suggesting that these acoustic modes are extended. In additon,
by wsing a dynamical method., based on directly solving
the scalar wave equation for the propagation of an acoustic
wiuvepacket., we showed that the chain indeed localizes all
the frequencies except those in the frequency mnge below
. Both formalisms provide an accurate estimate of the
mobility edge m.. In contrast with 1D modom media with
tocal correlations, we numerically demonstrated that scale-free
correlations promote a localizabon—delocalization transition
in the thermodynamie limit.  Within the context of recent
studies on acoustic waves in low-dimensional media with
correlated disorder [24-27]. our numerical resulis extend some
previous statements conceming the existence of an acoustic
wave delocalization induced by correlatled disorder. Here we
showed that a true mobility edge can emerge in systems with
strong long-range correlated disorder delimiting a finite range
of transmitted frequencies, By following the recent lilerature
on the self-affine long-range comelated disorder distribution,
it seems that it plays a unmiversal mole in wave propagation
phenomeny [5. 11, 12, 14]. The critical point (o 2)
is the same as that obtained in 1D models with long-range
comelated on-site energics [5], hopping terms [14], and two-
dimensional one-electron Hamiltonians with correlated on-site
potentials [11, 12]. We expect that the present work will
stimulate further theoretical and experimental investigations
along these lines.
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Abstract. We numerically study the propagation of acoustic waves in a one—dinensional systerm with
an apedodic pseudo-random elasticity distribution. The elasticity discribution was generated by nsing a
sinuszoidal function whose phase varies a2 a power-law, © o~ n", where n labels the pesitions along the
media, By considering a diserete one-dimensional version of the wave equation and a matrix pecuarsive
reformuolation we compute the localization length within the band of allowed frequencies. In addition, we
apply a second-order finite-difference method for both the time and spatial variables and stoudy the natore
of the waves that propagate in the chain, Our numerical data indicares the presence of extended acoustic
waves with non-zero frequency for suflicient degree of aperiodicity.

1 Introduction

In pure periodic systems, the electronic eigenstates are
delocalized in the thermodynamic Emit. This was one of
the main conclusions obtained by Bloch [1.2]. However,
disorder originating from lattice imperfections drastically
modifies the nature of the one-clectron eigenstates. The
transport properties in nonperiodic systems was the main
resenrch foeus of Anderson [3]. The well known Anderson
localization theory predicts the absence of extended eigen-
states on low-dimensional systems with uncorrelated dis-
order [3]. In a three-dimensional lattice, the presence of
weak disorder promotes the localization of the high-energy
eigenmaodes [3-6]. The low-energy states with long wave-
lenpgth remain extended, although acquiring a finite co-
herence length. Mobility edges separate the high energy
localized from the low energy extended states.
Futhermore, it was realized that extended states may
survive in 1D systems when correlated disorder [7-18]
or deterministic nonperiodic potentials [19-28] are in-
vobved. In fact, Hamiltonian models with deterministic
aperiodicity [19-28] depict fentures that are between those
of the random Anderson model amd the periodic Bloch
model. The localized or extended nature of the eigen-
stiates has been extensively investigated in the physics
literature [19-24] and it has been related to general char-
acterstics of the aperiodic onsite dmtribution. The ef-
fect of aperiodicity in a two-dimensional square lattice
was investipated in reference [20]. By using a numeri-
ecal formalism the one-electron Schridinger equation in a
square lattice with an aperiodic site potential was sobed.
It was numerically demonstrated that a phase of extended
states emerges in the center of the band piving sup-
port to a macroscopic conductivity in the thermodynamic
limit [29]. The role played by a specific aperiodic structure

? p-mail: fidelisz@if. ufal br

on the localization properties and/or energy transport
in harmonic chains was studied n [3’[}._31}. Moreover, the
gquantum Hesenberg ferromagnet with aperiodic exchanpe
couplings was considered in reference [32]. The aperiodic
distribution of exchange couplings was generated as a si
nusoidal fanction whose phase ¢ varies as a power-law. By
using exact dingonalization, it was shown that this ferro-
magnetic system displays a phase of extended spin waves
in the low-energy region [32]. The great anportance of ape-
riodicity in different domains of science was reviewed by
Macia in reference [33].

The phenomenology of localization is a quite general
feature. It applies, for example, to the stuwdy of acoustic
waves in nonperiodic media [34-44]. In fact, the prop-
agation of acoustic waves has attracted hoth theoreti-
cal [34-42] and experimental [43.44] interest. In general
lines, it was shown that such waves may be localized in
melin with uneorrelated disorder. However, recents works
point. out the drastic effect of correlations within the
acoustic waves context [38-42]. In reference [38] the prop-
agation of acoustic waves in the random-dimer chain was
studied using the transfer-matriz method, exact analytical
analysis, and direct onmerncal solution of the scalar wavve
equation. The results indicated that there exists a reso-
nance frequency at which the localization length of the
aconstic waves diverpes [HJ It was also shown that only
the resonance frequency can propagate through the 1d me-
din. Moreover. the wave propagation in random system
with a power-law correlation function was investigated by
wsing renormalization proup formalis=m as well as nomeri-
sal methods [39-42]. Caleulations indicate that there can
be a disorder-induced transition from delocalized to loecal
ized states of acoustic waves in any spatial dimension.

In thi work, we nnmerically study the propapgation of
Acoustic waves in a one-dimensional system with an aperi-
odic pseudo-random elasticity distribution. We follow ref-
erence [38] considering a discrete one-dimensional version
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of the wave equation. Therefore, the elasticity distribution
appears as an effective spring constant. The kind of elas-
ticity used here was generated by using a sinusoidal fime-
tion whose phase varies as a power-law, ¢ x n", where
n labels the positions along the media. We will solve the
dizcrete form of the wave equation by applying a trans-
fer matrix formalism and compute the localization length
associated with the acoustic waves, In addition, we will
apply a second-order finite-difference method for both the
time and spatial variables to study the nature of the waves
that propagate in the chain. Our mumerical data indicates
the presence of extended acoustic waves with non-zero fro-
gquency for sutbicient degree of aperiodi

2 Model and formalism

We consider here the acoustic wave equation in nonperi-
odic media (see. Ref. [38]):

) Sl
F vty = 2 [n{m)ﬂ*-f;j}'?] : (1)

Here, 0(x,#) is the wave amplitude, ¢ is the time, and
mx) = elx)fm is the ratio of the stiffness e(r) amd the
medinm’s mean density m. Following reference [38] we will
mse e = 1 and copsider a diserete one<dimensional version
of the wave equation (Ar = 1)

(2)

The elastic constants r; will be considered to follow a de-
terministic rule given by

eltbery — ) —mea (g — ey )+ ey = 0.

o= Vo + [eos{ad®)], [§33]
with o being an arbitrary rational munber (o = 0.1 here)
and v being a tunable parameter [19,20]. From this sinu-
soidal form, one can control the depree of aperiodicity in
the sequence of hopping conplings. In what follows, V), = 2
will be taken in order to avoid negative or null elastic con-
stants. The main motivation for considering the specific
molel we study in this mamseript & that from the smu-
soidal form we can control the degree of aperiodicity in the
hopping distribution. Within the context of on-site diago-
nal terms, the regime v > 1 was called “psendoramndom”™ at
reference [22]. It was shown that one electron eigenstates
becorme localized at the presence of an aperiodic potential
at this regime.

Equation {2) can be solved by using the transfer ma-
trix formalism (TMF) {28,38]. The TMF is obtained by
using a matrix recursive reformolation of equation (2).
The matricial equation is

3 _l-l-'2 i ¥z — The— I f
(-JJ._,_{.H ) - ( % e )( o ) - T;( ke ) :
i 1 1] Y1 ¥y

()
The wave amplitude of the complete 1D system is given
by the product of the transfer matrices iy = :\I=1 T;.

The logarithm of the smallest eipenvalue of the limiting

matrix ' = |ir.n,-\r_.x{Q?VQJ\rjI"ﬂ'3"" define the Lyapunov
exponent v (inverse of localization length A = 1/~). Fur-
ther details about the computation of this parameter can
be found in [4-6]. Tipically, we use up to N = 22! trans-
fer matrices to campute the localization lenpgth. For ex-
tenided states A/N = const. and goes to zero for localized
waves, In our caleulations we compute also the averape lo-
calization length defined as (A} = ﬁ Z::[l]:: Aw) where
Ny is the mumber of acoustic modes within the interval
[0:5, 1.5]. In our calealations we have used Ny = 5. Let
us stress that the bottom of the band was avoided i this
sum because the localization lenpth of a low-frequency
acoEtic wave ig larpe even in the presence of strong un-
correlated disorder [38]. We are interested in the existence
of extended states apart the bottom of the band. There-
fore, (A} /N does not depend of N for extended modes and
poes to zero for localized ones. In addition, we apply the
finite-difference method with second-order discretization
for both the time and spatial variables proposed in refer-
enee [dH] Thus, in discretized form, (., #) is written as
", where n denotes the time step number and i is the grid
point number [38]. Therefore, the second time derivative
m equation (1) & given by [38]

s AF2

(5)

where At is the size of the time step. The spatial derivative
will be written as

i [—rrh: | (e, f)] =

Oz i

oz [ — )

— ol —wli)]. (6
In our ecaleulations the spacing Ar between two neigh-
boring grid pomts wias set Ar = 1. In order to en-
sure the stability of the discretized equations we will use
At < Az /1. We carry onr dynamical analysis by send-
ng a wave from one side of the cham (L = 0) and record-
ng the transmitted wave close to the other side (position
L = 200dH}). We ealeulate the intensity spectrum of the
tramsmitied wave at the end of dhain defined as

Alw] = (1/2) (7]
where iy, (wr) if the Fourier transform of the transmitted
wave ¢op (1) at position L = 20000. For transmitted acous-
tic modes, A{w) > 0 and goes to zero for filtered ones. In
our dyuamical caleulations the chain length was N = 219,

W (w)®

3 Results

The calmulations of the typical localization length were
done by wwing the transfer-matrix technigue for a chain
of size very large (N = 2 x 10%), In this method, the
self-averaping effect automatically takes care of statistical
fAuctuations. We estimnate and control these fluctuations
following the deviations of the caleulated eigenvablies of
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0y | B 3 4
L03]
Fig. 1. The zealed localization length A/N versus w computed
or o = (0.1, V, = 2, distinet system size (N = 23 and 2%4),
and (a) = 1.5, (b) & = 0.5. For ¥ = 1.5 we obtain the same
plsical propertics of a 1D random medin, only for w = 0
the localization kenght scales proportional to the system size.
For » = 0.5 a rongh data collapse in a wide region of low

frequencies is obtained with A oo & thus suggesting extended
acoustic modes in this low-frequency region.

two adjacent iterations [4-45,2%..’58i. The finally obtained
data have statistical errors less than 5%, In Figure 1 we
show the scaled localzation length A/N versus w com-
puted for ¢ = (L1, Wy = 2, v = L5 (Fig. 1a), (.5
(Fig. 1b) and distinet system sizes (N = 27 and 270),
For v = 1.5 the localization lenght scales proportional to
the system size only for w = (). For high-frequencies, the
absence of periodicity induce the localization of acoustic
waves and a nonzero Lyapunov exponent. Therefore, for
w = 0 there are no truly delocalized states in this regime
of aperiodicity. Within the 1d acowstic waves propagation
context, the ¢ > 1 limit showed the same physical proper-
ties of a 1D random media [4-6,38). However. for v = (L5
a rough data collapse in a wide region of low frequencies
is obtained with A oo N. Accordin our results sug-
gest that for this degree of aperiod , extended acous-
tic modes appear in a finite frequency range. In Figure 2
we collect data of the scaled average localization length
(A} /N versus the degree of aperiodicity . The scaled
average localization length (A} /N was computed within
interval [(1.5, 1.5], i.e, avoiding the bottom of the band,
because the localization length of low-frequency aconstic
waves & large even in the presence of strong uncorrelated

13
L EEEonag

' Posooooa]

4] s I 1.5

[

Fig. 2. Scaled avernge localation length (A} /N versus the de-
gree of aperiodicity . As it can be notioed, we obtain extended
states with A oc N for e < 1 .

SO T T
000 S5 aaae T ]
soon <4—<'.!.r=0.5| ]
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T ) e

O i g}

i

Fig. 3. The intensity spectrom A{w) versus o obtained from
the dyvoamics formalism. We have used the incident wave as
a superpesition of harmonic waves with frequencies w,, < 3
(it = El__”‘_,."ms {wnt)): The sevond order finite-difference
method wis carried using N = 2Y poiots, At < 1,100,
t = HOD00ODDAL. » = 056(g) and » = 156(0). For » = (0.5,
the modinm behaves as a filter to transmit only the modes be-
low frequency w. == 2.001). For ¢+ = 1.5, all modes with w = 0.0
decay.

disorder [38]. As it can be noticed, there is a well defined
data colapse for (v < 1 ). For all system sizes studied
here, we obtain A o N that indicates extended modes
in the thermodynamic lmite. Then, our results sngeest
that when ¢ < 1, extended scoustic modes in a finite fre-
quency range. However, this behavior does not gnarantee
the existence of extended states, as in the case of a vibra-
tional wave emvelope displaying a power-law decay [4-4].
Therefore we further study the dynamics of an mitially
localized excitation in the chain to better characterize the
transport. properties in this system. In Figure 3 we plot
the resulting frequency dependence of the intensity spec-
trum A (w) obtained from the dynamics simulation. The
incident wave was a superposition of harmonic waves with
frequencies w, < 3 ( Fu{t) = E.u...c:i cos{w,t)). Calenla-
tions were done using N 2% points, v = 0.5(<) and
v = 1.5(¢). As shown in Figure 3 for v = 0.5, all modes
with w > 2.0 decay, amd the medium behiaves as a filter
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to transmit only the modes below frequency w, = 2.0(1).
For the pseudo-random limit (¢ = 1.5), all the modes with
w = (L0 decay. We ohserve that for » = 0.5 the inckdent
wave displays a free propagation through the aperiodic
mexdin. These results confirm those obtained by the numer-
ical analysis based on the TMF method described before,
Futhermore, we observe that both formalisms are in pood
agreement about the mobility edge position (w, = 2.0(1)).
Therefore the mumerical evidences reported here shows
that the low-frequencies modes in & 1d aperiodic media
are in fact delocalized.

4 Summary and conclusions

In this work we studied the propagation of acoustic waves
in 1d media with an aperiodic psendo-ramndom elasticity
distribution. By using a dicretized form of the acous-
tic wave equation the ratio of the stiffness e{x) and the
medimm’s mean density me behaves as an elastic constant.
To produce an aperiodic distribution of elastic constants,
we used a sinnsoidal fimetion whose phase waries as a
power-law, ¢ o n¥, where n labels the grid positions along
the 1d medin. Using a transfer matrix formalism we com-
puted the localization length of acoustic modes within
the band of allowed frequencies. We observed that, for
v < 1, the localzation length diverges with NV in the low-
frequency region (w < w, ). Therefore there is a new phase
of extended acoustic waves in these aperiodic media. In ad-
dition we showed that the presence of these non-scattered
acoustic modes can modify the propagation of an incident,
wave. We solved directly the scalar wave equation amd
showed that the chain filters all frequencies except those
in the frequency range below w.. Within ouwr mmmerical
pre izion, both formalisms provide the eritical frequency
Therefore, we munerically reported the existence
of (axtomf(*d acoustic modes with frequency w > 0 i oa 1d
moddel with an aperiodic defect distribution. We expect
that the present work will stimulate fiwther theoretical
mnd experment sl mvestigations along this line.

This work was partinlly fnaneed by the Brazilinn Rescarch
Ageneics CNPy, CAPES, FINEP., Rede Nanobiosstroturas,
INCT as well as by the Alagoas State research agency FA-
PEAL. We are grateful to Professor ML, Lyra for useful dis-
cnssions, correetions and suggestions.
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