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de Lorentz à temperatura finita

Wellington Romero Serafim Freire

Maceió-2015
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Resumo

Nesta tese, investigamos a geração do termo de Chern-Simons de derivada

superior, assim como o termo tipo éter, ambos à temperatura finita. Também es-

tudamos a questão da invariância de gauge ampla, com o termo de Chern-Simons

e Chern-Simons de derivada superior. Constatamos que o coeficiente do termo de

Chern-Simons de derivada superior anula-se, quando tomamos o limite de altas

temperaturas. Esse resultado parece se repetir para os demais termos de derivada

superior. Dentro ainda do contexto de Chern-Simons, observamos que a ação de

Chern-Simons e a ação de Chern-Simons de derivada superior são invariantes sob

transformação de gauge ampla. Para isso, conseguimos calcular a ação efetiva exata,

contudo, para uma escolha de gauge espećıfica. Finalmente, com relação ao termo

tipo éter, constatamos que o cálculo à temperatura finita é amb́ıguo, assim como

observado no cálculo à temperatura zero.
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4 Invariância de Gauge Ampla 44

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2 Transformação de Gauge Ampla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3 Termo de Chern-Simons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.4 Termo de Chern-Simons de Derivada Superior . . . . . . . . . . . . . 55

5 Geração do Termo Tipo Éter à Temperatura Finita 58
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Abstract

In this thesis, we investigated the generation of the higher derivative Chern-

Simons term, as well as the ether-like term, both at finite temperature. We also

examined the question of the large gauge invariance, with respect to the Chern-

Simons term and the hight derivative one. We observed that the coefficient of

the Chern-Simons term vanishes, when we taken into account the limit of high

temperature. This happens to occur also for the other high derivative terms. With

respects to the Chern-Simons term, we observed that the action of the Chern-Simons

term and the high derivative one are invariant under the large gauge transformation.

For this, we calculated the exactly effective action, however, for a specific gauge

choice. Finally, with respects to the ether-like term, we observed that the calculation

at finite temperature is ambiguous, as well as it is observed for the calculation at

zero temperature.



Caṕıtulo 1

Introdução

O Modelo Padrão (MP) da f́ısica de part́ıculas é uma teoria que descreve

as interações eletromagnética, forte e fraca, bem como as part́ıculas fundamentais

que constituem toda a matéria. Desenvolvida na década de 1970, é uma teoria

quântica de campos, consistente com a mecânica quântica e a relatividade especial.

Entretanto, não podemos dizer que o MP seja uma teoria completa da f́ısica de

part́ıculas, pois ela não descreve a interação gravitacional, nem explica, por exemplo,

certas observações experimentais, tais como a oscilação de neutrinos, a assimetria

bariônica, a matéria escura, entre outras.

Uma teoria que podemos dizer que seja completa é a teoria de cordas, pois

nela a gravidade surge naturalmente. Desse modo, com o objetivo de tentar explicar

as inconsistências teóricas, assim como as observações experimentais não elucidadas

pelo MP, na literatura encontramos inúmeros trabalhos relacionados com estudos

de extensões do MP, principalmente através de termos extras adicionados à teoria,

pensando sempre que estas extensões sejam resqúıcios de teorias mais fundamentais,

5



6

tais como a teoria de cordas.

Seguindo essa ideia, no final da década de 1990, Kostelecký e Colladay apre-

sentaram o Modelo Padrão Estendido (MPE) [1, 2], no qual eles adicionaram à teoria

todos os posśıveis termos com violação de simetria de Lorentz e de CPT, contudo,

renormalizáveis e invariantes de calibre (gauge). A motivação principal para esse

estudo surgiu do fato de que em teorias de cordas podemos ter a quebra espontânea

de simetria de Lorentz e de CPT [3, 4]. Portanto, esses termos adicionados ao MP

seriam vest́ıgios dessas teorias de cordas com quebra de simetria de Lorentz1. Desse

modo, detecções de violações de simetria de Lorentz seriam comprovações indiretas

da existência de teorias fundamentais.

Nos últimos anos, o MPE vem sendo bastante estudado na literatura [5, 6, 7,

8, 9, 10], principalmente com o objetivo de detectar quaisquer desvios da simetria de

Lorentz, além de tentar explicar as observações experimentais ainda não contempla-

das pelo MP, assim com as suas inconsistências teóricas. Na Ref. [11] encontramos

inúmeras tabelas com toda a fenomenologia encontrada, até o momento, sobre os

coeficientes do MPE.

Nesta tese, estamos interessados em estudar as correções quânticas do MPE,

principalmente, no regime de temperatura finita. Em especial, propomos analisar

a questão da geração do termo de Chern-Simons de derivada superior [12], assim

como o termo tipo éter [13], ambos à temperatura finita e em 3+1 dimensões. Ainda

no contexto de termos de Chern-Simons, estudamos a averiguação da invariância de

gauge ampla, quando consideramos uma configuração particular para o campo de

1Na verdade, com quebra de simetria de Lorentz e de CPT; contudo, em uma quebra de simetria

de CPT temos sempre uma quebra de simetria de Lorentz.

Instituto de F́ısica - UFAL
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gauge. Com relação ao termo tipo éter, analisando o assunto da ambiguidade rela-

cionada com o valor do coeficiente induzido, ao efetuarmos as correções radiativas.

No Caṕıtulo 2 apresentaremos um embasamento teórico mais detalhado sobre

a eletrodinâmica quântica (EDQ) com violação de simetria de Lorentz e de CPT,

contida no MPE. O conteúdo exposto servirá como base teórica para desenvolvermos

as idéias dos caṕıtulos subsequentes.

Discutiremos no Caṕıtulo 3 os resultados do nosso primeiro trabalho [12].

Para isso, inicialmente iremos efetuar de forma didática e sistemática a geração do

termo de Chern-Simons, nos regimes de temperatura zero e temperatura finita. Esses

cálculos, serão de certa forma, base para os demais cálculos empregados nesta tese.

No final do Caṕıtulo, efetuaremos o cálculo da indução do termo de Chern-Simons

de derivada superior, à temperatura zero e temperatura finita. Constataremos que

os termos de derivada superior, na verdade, anulam-se quando tomamos o limite de

altas temperaturas.

No caṕıtulo 4 será estudado a questão da invariância de gauge ampla, nos

modelos de Chern-Simons e de derivada superior, também pertencente ao primeiro

trabalho [12]. Contudo, incialmente, iremos fazer uma introdução sobre o assunto,

ao discutirmos a questão da invariância de gauge infinitesimal e ampla do termo de

Chern-Simons em 2+1 dimensões. Iremos demonstrar a expressão para a invariância

de gauge ampla, que será utilizada para averiguarmos a que ação de Chern-Simons,

assim como a ação de Chern-Simons de derivada superior, são invariantes sob trans-

formação de gauge ampla.

Já no caṕıtulo 5, nosso objetivo é expor os resultados encontrados em [13],

mostrando que o termo tipo éter gerado à temperatura finita apresenta resultados

Instituto de F́ısica - UFAL
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amb́ıguos, assim como o seu estudo à temperatura zero. Comentaremos, de forma

resumida, sobre a questão da ambiguidade dos termos com violação de simetria de

Lorentz, que parece ser um assunto bastante recorrente nesta teoria.

No último caṕıtulo serão apresentadas as nossas considerações finais e pers-

pectivas.

Nesta tese, utilizaremos o sistema de unidades naturais, ~ = kB = c = ε0 =

µ0 = 1, e a métrica do espaço-tempo de Minkowski, diag(+1,−1,−1,−1).

Instituto de F́ısica - UFAL



Caṕıtulo 2

Eletrodinâmica Quântica

Estendida

Neste caṕıtudo faremos uma breve introdução acerca da eletrodinâmica usual,

apresentando algumas de suas propriedades básicas no que diz respeito às trans-

formações de gauge. Em seguida mostramos uma extensão da eletrodinâmica quântica

que inclui todos os posśıveis termos que violam as simetrias de Lorentz e CPT, além

de comentarmos sucintamente sobre violação de simetria de CPT e suas implicações.

2.1 Introdução

Com o intuito de investigar e obter algum ind́ıcio sobre as teorias fundamen-

tais, tal qual a teoria de cordas, alguns modelos foram contrúıdos em uma escala de

energia acesśıvel, isto é, a escala de energia do MP. Estes modelos são capazes de

prover a possibilidade de se testar experimentalmente tais teorias.

Um desses modelos, que consolidou-se ao longo dos anos, é o MPE, proposto

9



2 Eletrodinâmica Quântica 10

por Kostelecký e Colladay [1, 2]. Tal modelo tem sua origem no fenômeno de quebra

espontânea de simetria em teorias fundamentais [3, 4]. Neste modelo é inserido na

lagrangiana todos os posśıveis termos que violam as simetrias de Lorentz e de CPT,

no entanto, preservando a renormalizabilidade, a invariância de gauge e a simetria

SU(3)× SU(2)× U(1) do MP usual.

Dentro do contexto de observações experimentais e fenomenológicas, há uma

dificuldade inerente aos modelos que buscam ind́ıcios de violação de invariância

de Lorentz. Tal dificuldade reside no fato de que as correções esperadas devido

à quebra da invariância de Lorentz devem ser muito pequenas, porém, há uma

grande gama de experimentos através dos quais podemos ter ind́ıcios acerca da

violação da invariância de Lorentz, além de uma grande variedade de observações

fenomenológicas. Veja a Ref. [11] para maiores detalhes.

É importante lembrar também que há um setor do MPE que consiste de

operadores com dimensão de massa d ≥ 5. Neste setor, que ficou conhecido como

setor não mı́nimo, o termo de Chern-Simons de derivada superior possui operadores

de dimensão de massa d = 5. Embora o setor mı́nimo do MPE, isto é, o setor no qual

os operadores tem dimensão de massa d ≤ 4 tenha recebido mais atenção, limites

nos coeficientes de violação para o setor não mı́nimo têm motivado fortemente o

estudo de tal setor do MPE.

2.2 Eletrodinâmica Quântica

A eletrodinâmica quântica (EDQ) é a teoria quântica de campos relativ́ıstica

da eletrodinâmica. Em essência, ela descreve como luz e matéria interagem e foi a

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Eletrodinâmica Quântica 11

primeira teoria a entrar em completo acordo com a mecânica quântica e a relativi-

dade especial.

A EQD fundamenta-se sobre dois grandes pilares, a mecânica quântica rela-

tiv́ıstica e a invariância de gauge. A origem da invariância de gauge se dá a partir

da observação de que vários potenciais diferentes podem descrever os mesmos cam-

pos eletromagnéticos. Em teoria de campos, o conceito de invariância de gauge

foi inicialmente estudado por Weyl [28] em 1918 e constitui um dos pontos mais

importantes da f́ısica de part́ıculas. A invariância sobre transformações de gauge

locais é de extrema importância no que diz respeito as interações fundamentais e a

interpretação atual de tal conceito foi dada por Fock em 1926 [29].

Considere agora a lagrangiana de Dirac, dada por

LD = ψ̄(i/∂ −m)ψ. (2.1)

Esta lagrangiana é invariante sob a transformação de gauge global, isto é, ψ → e−iαψ,

onde α é um fator de fase constante. Ao inserirmos agora uma localidade na fase,

ou seja, tomando α = α(x), a lagrangiana de Dirac (2.1) não se mantém invariante,

pois, após a transformação, temos

LD → LD + ψ̄γµψ∂µα. (2.2)

Para contrabalancear os efeitos da localidade de fase, se faz necessária a inserção de

um termo de interação à lagrangiana que transforme de acordo com

Aµ(x)→ Aµ(x) +
1

e
∂µα(x). (2.3)

Assim a lagrangiana escrita como

Lmat = ψ̄(i/∂ −m− e /A)ψ, (2.4)

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Eletrodinâmica Quântica Estendida 12

mantém-se invariante sob as transformações de gauge locais no spinor e no campo

de gauge. Podemos ainda escrever a equação acima de maneira mais compacta e

conveniente em termos da derivada covariante

Dµ = ∂µ + ieAµ, (2.5)

e consequentemente,

Lmat = ψ̄(i /D −m)ψ. (2.6)

A lagrangiana que descreve a dinâmica dos campos de gauge é a lagrangiana

de Maxwell, sendo esta dada por:

LMaxwell = −1

4
FµνF

µν , (2.7)

onde, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ é o tensor intensidade de campo eletromagnético. A

lagrangiana de Maxwell claramente é invariante sob transformação de gauge. Fi-

nalmente podemos escrever a lagrangiana que compõe a eletrodinâmica quântica,

sendo esta composta unicamente pelas lagrangianas de Maxwell e de Dirac,

LEDQ = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i/∂ −m− e /A)ψ. (2.8)

Tal lagrangiana é, como visto acima, invariante sob transformação de gauge, detém

simetria U(1) e descreve a dinâmica e interação dos campos de gauge com os campos

espionais.

2.3 Eletrodinâmica Quântica Estendida

A apresentação de alguns dos aspectos da EDQ usual que foi feita na seção

anterior será de suma importância para o entendimento da EDQ munida de violação

de simetria de Lorentz que será apresentada ao longo desta seção.

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Eletrodinâmica Quântica Estendida 13

A eletrodinâmica que trabalharemos aqui, também conhecida como eletro-

dinâmica estendida, é constitúıda essencialmente da eletrodinâmica usual, porém,

adicionam-se à lagrangiana todos os posśıveis termos que violam as simetrias de

Lorentz e de CPT. Os termos acrescidos são pequenos a ponto de serem despre-

zados no regime de energia do setor eletrofraco, desta forma o presente modelo

recupera o MP convencional. Uma outra consequência da pequena magnitude dos

coeficientes de violação é a possibilidade de se trabalhar em um regime perturba-

tivo. É importante lembrar que a EDQ estendida preserva a simetria de gauge local,

SU(3)× SU(2)× U(1) do MP convencional assim como a renormalização.

Como já foi mencionado na introdução, a principal motivação para o estudo

de tais modelos surgiu da observação do fenômeno de quebra espontânea de sime-

tria em teorias mais fundamentais. No caso de um campo escalar, o processo de

quebra espontâna de simetria dá origem a um valor esperado no vácuo (VEV) não

nulo para o campo de Higgs, originando assim a massa das part́ıculas do MP. Tal

processo ficou conhecido como mecanismo de Higgs. Já no caso de um campo ten-

sorial, obtemos, após o processo de quebra espontânea de simetria, surge um tensor

de fundo constante que aponta para a existência de uma direção preferencial no

espaço-tempo, quebrando assim a sua isotropia, que é um conceito bem definido na

relatividade restrita.

Sendo assim, a lagrangiana da EDQ estendida, pode ser escrita na forma:

L = −1

4
FµνF

µν + 1
2

Λ︷ ︸︸ ︷
(kAF )µ ε

µνλρ

Λ3︷ ︸︸ ︷
AνFλρ −1

4
(kF )µνλρ

Λ4︷ ︸︸ ︷
FµνFλρ +1

2
iψ̄ΓµDµψ − ψ̄Mψ,

(2.9)

onde, Γµ = γµ + Γµ1 e M = m+M1, sendo

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Eletrodinâmica Quântica Estendida 14

Γµ1 = cµνγν + dµνγνγ5 + eµ + ifµγ5 +
1

2
gλνµσλν

M1 = aµγ
µ + bµγ

µγ5 +
1

2
Hµνσ

µν . (2.10)

Todos os coeficientes da EDQ estendida acima violam as transformações de Lorentz

de part́ıcula, no entanto, somente os coeficientes aµ, bµ, eµ, fµ, gλµν (setor fermiônico)

e (kAF )µ (setor bosônico) são responsáveis pela violação de CPT. Note que todos

esses coeficientes são os VEV’s dos campos tensoriais das teorias fundamentais, ou

seja, 〈Bµ〉 = bµ, 〈Cµν〉 = cµν , e assim por diante.

O setor bosônico é composto pela lagrangiana de Maxwell usual, pelo termo

de Chern-Simons quadrimensional (4D) CPT-́ımpar, que é governado pelo coeficiente

(kAF )µ e pelo termo CPT-par, governado pelo coeficiente (kF )µνλρ. O termo CS é

responsável por uma violação nas simetrias de Lorentz e CPT, e perceba que o

coeficiente (kAF )µ possui dimensão de massa Λ (d = 1), visto que a lagrangiana

possui dimensão de massa Λ4 (d = 4) e o operador por AνF λρ possui dimensão de

massa Λ3 (d = 3). O último termo do setor bosônico possui um operador F µνF λρ

com dimensão de massa (d = 4) e portanto o coefficiente (kF )µνλρ é adimensional.

Além disso, tal coeficiente é CPT-par, isto é, viola apenas a simetria de Lorentz,

tem simetria de tensor de Riemann e pode ser induzido radiativamente através de

correções no coeficiente cµν do setor fermiônico.

No setor fermiônico, os operadores contráıdos com os coeficientes aµ, bµ, eµ,

fµ e gλνµ são CPT-́ımpar, enquanto que os operadores associados aos coeficientes

cµν , dµν e Hµν são CPT-par. Note ainda que os coeficientes inclúıdos em Γµ1 são

adimensionais, enquanto que os coeficientes presentes em M1 têm dimensão de massa

d = 1 e que, sob uma redefinição espinorial, os coeficientes aµ, eµ e fµ podem ser

Instituto de F́ısica - UFAL



2 Violação de Simetria de Lorentz 15

absorvidos pelos espinores ψ̄ e ψ [27].

Ainda no setor fermiônico, devemos lembrar que, os termos dominados pelos

coeficientes bµ e cµν são os únicos que dão existência a correções quânticas no setor

bosônico, tal que

(kAF )µ = C bµ, (2.11)

(kF )µνλρ = D (gµλcνρ + gνρcµλ − gµρcνλ − gνλcµρ) , (2.12)

e C e D são constantes de proporcionalidade. Estudos mostram que a constante

C pode possuir ambiguidade. A escolha do procedimento de regularização dimen-

sional, nos possibilitou induzir ainda mais a ambiguidade em ambos os regimes,

perturbativos e não pertubativos. O argumento apresentado sobre a formulação não

perturbativa é mais satisfatória, por não haver razão para escolher qualquer outra

definição sobre os métodos pertubativos [33].

Neste trabalho nos deteremos à lagrangiana

Lb = ψ̄(i/∂ −m− e /A− /bγ5)ψ, (2.13)

com o intuito de realizarmos a indução do termo CS usual e de derivada superior,

além de efetuarmos uma discussão sobre a invariância de gauge ampla e sobre o

termo tipo éter, ambas discussões à temperatura finita.

2.4 Violação de Simetria de Lorentz

Para completar a discussão acima já feita, comentaremos aqui sobre alguns

dos aspectos fundamentais acerca de como se dá a violação de simetria de Lorentz

que tanto já foi mencionada anteriormente. Para isso, vamos considerar a seguinte

lagrangiana:
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2 Violação de Simetria de Lorentz 16

LMCS = −1

4
FµνF

µν +
1

2
(kAF )µε

µνρσAνFρσ. (2.14)

A lagrangiana acima mencionada é conhecida como o modelo de Chern-Simons 4D e

foi inicialmente estudada no trabalho de Carrol, Field e Jackiw (CFJ) [35]. Notamos,

que no caso onde (kAF )µ = (0, ~kAF ) encontramos uma estrutura muito similar ao

termo de Chern-Simons tridimensional (3D).

No trabalho CFJ supracitado, é mostrado que o termo de Chern-Simons,

constitúıdo de um quadrivetor constante (kAF )µ, viola as simetrias de Lorentz (e

de paridade (P) para (kAF )0, enquanto que de reversão temporal (T) para (kAF )i)

ao passo que preserva a invariância de gauge. A ideia de quebra de simetria de

Lorentz através de um quadrivetor constante de fundo consolodou-se, em especial,

através do MPE proposto por Kostelecky, cuja eletrodinâmica foi apresentada na

seção anterior.

Os campos de fundo inclusos no MPE violam as transformações de Lorentz

de part́ıcula, enquanto que as transformações de Lorentz de observador permane-

cem preservadas. Uma transformação de observador consiste basicamente de uma

transformação de Lorentz passiva na presença de um campo de fundo, à medida que

uma transformação de part́ıcula consiste em uma transformação de Lorentz ativa

na presença de um campo de fundo. Para perceber como se dá a violação de fato

na presença de um campo de fundo, basta lembrar que as transformações passivas

(espaço-tempo fixo) e ativas (referencial fixo) são equivalentes entre si. Não obstante,

a presença de um campo de fundo quebra a equivalência entre essas transformações,

e é desta forma que os campos de fundo presentes no MPE violam a simetria de

Lorentz, isto é, violando as transformações de Lorentz de part́ıcula.
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2 Violação de Simetria de CPT 17

A seguir, apresentaremos os aspectos gerais relativos à violação de simetria

de CPT e mostraremos, como o coeficiente de violação bµ do setor fermiônico do

MPE viola a simetria CPT.

2.5 Violação de Simetria de CPT

Simetria CPT, é uma simetria das leis da f́ısica para as transformações que

envolvem simultaneamente carga (C), inversão espacial (paridade) (P) e reversão

temporal (T). Por muito tempo acreditou-se que as simetrias C, P e T eram, sepa-

radamente, simetrias da f́ısica pois tanto a gravitação quanto o eletromagnetismo e

depois as interações fortes respeitavam essa simetria. As primeiras medidas indica-

vam que a teoria era invariante sob transformações de CP, mas não C e P separada-

mente. A quebra da simetria de paridade foi bastante surprendente. Sabemos, que

há também uma pequena violação de CP gerada pelas interações fracas.

A ideia da simetria CP surgiu quando a descoberta da violação da paridade

em certas reações radioativas nos anos 1950, porém só foi realmente esplorada em

1964, quando a interação fraca violava tal simetria, com isto, se denominava violação

de simetria CP, a descoberta do decaimento do méson neutron K. Os méritos do

grande feito foram atribúıdos Janmes Cronin e a Val Fitch que receberam o Prêmio

Nobel de F́ısica em 1980.

A teoria de Dirac expõe além das transformações de Lorentz, duas impor-

tantes simetrias tipo espaço-tempo, a paridade e a inversão temporal. A paridade,

exibe uma propriedade espacial, ou seja, inverte o sinal da parte espacial, em um
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2 Violação de Simetria de CPT 18

quadrivetor qualquer, isto é, xµ = (x0,x) → x̃µ = (x0,−x), de maneira análoga

aplica-se ao momento, veja, pµ = (p0,p) → p̃µ = (p0,−p).

Já a reversão temporal, inverte o fluxo do tempo no cone de luz, ou seja,

xµ = (x0,x)→ x̃µ = (−x0,x) para o momento temos, pµ = (p0,p)→ p̃µ = (−p0,p).

Todavia, a norma no espaço tempo de Minkowiski se conserva.

Ainda neste contexto de simetrias discretas, é conveniente discutir uma ter-

ceira operação, a saber, a conjugação de carga. Esta operação, denotada por C, não

está relacionada a caracteŕısticas do espaço-tempo, mas sim a simetria part́ıcula-

antipart́ıcula, transformando part́ıcula em antipart́ıcula e vice-versa.

As relações de inversão de paridade que usaremos aqui são as seguintes:

Pψ(x)P−1 ≡ ψp(x) = αpγ
0ψ(t,−x) (2.15)

Pψ̄(x)P−1 ≡ ψ̄p(x) = α∗pψ̄(t,−x)γ0. (2.16)

As relações de reversão temporal usadas são dadas por

Tψ(x)T−1 ≡ ψt(x) = αtγ
1γ3ψ(−t,x), (2.17)

T ψ̄(x)T−1 ≡ ψ̄t(x) = −α∗t ψ̄(−t,x)γ1γ3. (2.18)

E por fim, as relaçõs de conjugação de carga a serem usadas são:

Cψ(x)C−1 ≡ ψc(x) = αcCψ̄
T (x) (2.19)

Cψ̄(x)C−1 ≡ ψ̄c(x) = α∗cψ
T (x)C, (2.20)

CAµ(x)C−1 = −Aµ(x), (2.21)

onde C = iγ2γ0. Veja o livro-texto [38] para maiores detalhes sobre as trans-

formações.
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2 Violação de Simetria de CPT 19

Nossa tarefa final neste caṕıtulo é mostrar que o termo /bγ5 viola CPT. Va-

mos partir de uma estrutura semelhante, no entanto ao invés de considerarmos

inicialmente um quadrivetor constante de fundo, como o bµ, vamos levar em conta

um quadrivetor Bµ = Bµ(x) que, tal qual o campo de gauge, transforma-se sob

conjugação de carga. Dessa forma, avaliando inicialmente o termo Bµψ̄γ
µγ5ψ sob

conjugação de paridade, temos:

PBµψ̄γ
µγ5ψP

−1 = PBµP
−1Pψ̄P−1γµγ5PψP

−1

= |αp|2Bµ(t,−x)ψ̄(t,−x)γ0γµγ5γ
0ψ(t,−x). (2.22)

Na última passagem foram inseridos dois operadores identidade na forma P−1P e

usadas as relações de inversão de paridade (2.15) e (2.16). Como |αp|2 = 1 temos

que,

PBµψ̄γ
µγ5ψP

−1 =

 −Bµψ̄γ
µγ5ψ para µ = 0

+Bµψ̄γ
µγ5ψ para µ = 1, 2, 3.

(2.23)

Agora para a reversão temporal, de maneira análoga, precisamos encontrar

TBµψ̄γ
µγ5ψT

−1 = TBµT
−1T ψ̄T−1γµγ5TψT

−1

= −|αt|2Bµ(−t,x)ψ̄(−t,x)γ1γ3γµγ5γ
1γ3ψ(−t,x). (2.24)

Novamente, como |αt|2 = 1, podemos escrever o resultado da reversão temporal na

forma

TBµψ̄γ
µγ5ψT

−1 =

 +Bµψ̄γ
µγ5ψ para µ = 0

−Bµψ̄γ
µγ5ψ para µ = 1, 2, 3.

(2.25)

Finalmente, para a conjugação de carga, encontramos que

CBµψ̄γ
µγ5ψC

−1 = CBµC
−1Cψ̄C−1γµγ5CψC

−1

= −Bµ(t,x)ψ̄(t,x)γµγ5ψ(t,x). (2.26)
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2 Violação de Simetria de CPT 20

Desta forma podemos ver, através da tabela mostrada abaixo, que as estruturas

tensoriais associadas as quantidades B0 e Bi violam as seguintes simetrias,

Tabela 2.1: Coeficientes e simetrias discretas

C P T CP CT PT CPT

B0ψ̄γ
0γ5ψ − − + + − − +

Biψ̄γ
iγ5ψ − + − − + − +

Observe que se o quadrivetor Bµ = Bµ(x) for promovido a um quadrivetor

constante bµ, que obviamente não transforma sob conjugação de carga, há uma

mudança de sinal na conjugação de carga e consequentemente na transformação de

CPT também, como podemos ver na tabela que segue.

Tabela 2.2: Coeficientes e simetrias discretas

C P T CP CT PT CPT

b0ψ̄γ
0γ5ψ + − + − + − −

biψ̄γ
iγ5ψ + + − + − − −

Com isso, mostramos que a estrutura /bγ5 do setor fermiônico do MPE viola de

fato a simetria de CPT, como queŕıamos demonstrar. Abaixo mostramos a tabela

completa de violação de CPT para todos os coeficientes do MPE. Observe que, por

simplicidade, omitimos os campos e as derivadas contráıdos com os coeficientes.

Tabela 2.3: Coeficientes e simetrias discretas
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2 Violação de Simetria de CPT 21

C P T CP CT PT CPT

c00,(kF )0j0k,

cjk,(kF )jklm
+ + + + + + +

bj, gj0l, gjk0, (kAF )j + + − + − − −

b0, gj00, gjkl, (kAF )0 + − + − + − −

c0j, cj0, (kF )0jkl + − − − − + +

a0, e0, fj − + + − − + −

Hjk, d0j, dj0 − + − − + − +

H0j, d00, djk − − + + − − +

aj, ej, f0 − − − + + + −

Um outro ponto importante, ainda no contexto de violação de CPT, é o re-

sultado encontrado por Greenberg [85], que nos diz que violação de CPT implica em

violação de Lorentz, mas que a rećıproca nem sempre é verdadeira, pois a invariância

de simetria de CPT é uma condição necessária, mas não suficiente para garantir a

invariância de Lorentz.
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Caṕıtulo 3

Indução de Termos de

Chern-Simons a T 6= 0

Aqui, iremos inicialmente discutir a geração através de correções radiativas do

termo de Chern-Simons 4D, à temperatura finita. O procedimento adotado servirá,

de certa forma, como base para os demais cálculos realizados nesta tese. Em seguida,

iremos efetuar a indução do termo de Chern-Simons de derivada de ordem superior,

à temperatura zero e finita. Nesse cálculo iremos constatar que no limite de altas

temperaturas o resultado será nulo. Um comportamento que parece se repetir nos

termos de derivadas superiores.

3.1 Introdução

A questão da indução do termo de Chern-Simons 4D (segundo termo da

Eq. (2.14)) surgiu já no segundo trabalho de Kostelecký, Ref. [2]. Ele já argumen-

tava que a correção radiativa deveria ser nula, pois, teoricamente, a densidade de

22



3 Introdução 23

energia poderia ser negativa (com a presença do termo de Chern-Simons), e expe-

rimentalmente, existia uma previsão fenomenológica na qual (kAF )µ deveria ser da

ordem de 10−43GeV [35] , ou seja, (kAF )µ deveria ser realmente nulo. Desse modo,

o resultado não nulo para a indução, através de correções radiativas, poderia causar

severas restrições à viabilidade da teoria.

Contudo, em 1999, Kostelecký e Jackiw apresentaram um trabalho [33], afir-

mando que para o cálculo não perturbativo, referente ao coeficiente bµ o resultado

para indução era finito e determinado. Já para o cálculo perturbativo, o resultado

era finito e indeterminado. Dessa forma, o resultado nulo para a indução poderia

ser encontrado no cálculo perturbativo.

Para uma maior compreensão dessa questão, vamos de uma forma geral,

incialmente, considerar o funcional gerador da EDQ estendida, a qual descreve o

setor bosônico e fermiônico, dado por

Z =

∫
Dψ̄DψAµe

iS, (3.1)

onde S =
∫
d4xL é a ação. A lagrangiana correspondente é escrita como

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
(kAF )εµνλρAνFλρ + ψ̄(i /D −m− /bγ5)ψ, (3.2)

sendo /D = /∂ + ie /A. Os dois primeiros termos da lagrangiana descrevem os bósons,

enquanto que o último termo descreve os férmions, no qual iremos ater nossa atenção

para indução do termo de Chern-Simons. Com isso, a lagrangiana descrita pelos

férmions assume a forma

Lψ = ψ̄(i/∂ −m− e /A− /bγ5)ψ. (3.3)

Restringimos o MPE aos coeficientes (kAF )µ e bµ pois eles são os únicos

que possuem as mesmas transformações discretas de C, P e T (veja tabela 2.3).
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Portanto, eles devem se relacionar através de correções radiativas. Além disso, o

termo bµψ̄γ
µγ5ψ possui a matriz γ5, que é fundamental para obtenção do tensor

Levi-Civita encontrado no termo de Chern-Simons.

A fim de calcularmos a geração do termo de Chern-Simons 4D através das

correções radiativas, primeiro efetuamos a integração fermiônica, tal que

Z =

∫
DAµe

i
∫
d4x(− 1

4
FµνFµν+ 1

2
(kAF )εµνλρAνFλρ)

∫
Dψ̄Dψei

∫
d4xψ̄(i/∂−m−e /A−/bγ5)ψ

=

∫
DAµe

i
∫
d4x(− 1

4
FµνFµν+ 1

2
(kAF )εµνλρAνFλρ)eiSeff , (3.4)

onde a ação efetiva é dada por

Seff = −iT r ln(/p−m− e /A− /bγ5). (3.5)

Aqui, Tr é o traço sobre o espaço das coordenadas e momentos, assim como sobre

as matrizes de Dirac. Podemos facilmente reescrever a ação efetiva acima como

Seff = S
(0)
eff + S

(1)
eff , onde S

(0)
eff = −iTr ln (/p−m− /bγ5), assim como

S
(1)
eff = iTr

∞∑
n=1

1

n

[
1

/p−m− /bγ5

e /A

]n
. (3.6)

Para a indução do termo de Chern-Simons, devemos considerar n = 2 na ação

efetiva acima. Na próxima seção iremos de forma expĺıcita e didática efetuar esse

cálculo, pois, inclusive, os demais cálculos deste tese terão na sua essência a mesma

metodologia. Estudos sobre a indução do termo de Chern-Simons foram efetuados

exaustivamente na literatura, em diferentes contextos e esquemas de regularização

[1, 30, 33, 42, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56]. Para o cálculo não

perturbativo, temos o resultado finito e determinado, dado por

(kAF )µ =
3e2

16π2
bµ, (3.7)
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ao passo que para o cálculo perturbativo, temos o resultado finito e indeterminado,

tal que

(kAF )µ = C bµ, (3.8)

onde C é uma constante que assume diversos valores, inclusive, o resultado nulo. No

próximo caṕıtulo iremos discutir com mais detalhes essa questão da ambiguidade do

coeficiente C, pois, como será constado, esta ambiguidade também é encontrada no

termo tipo éter, que será estudado no caṕıtulo 5.

Também temos o estudo da indução levando em conta a temperatura finita

[57, 58, 59]. Na última seção deste caṕıtulo iremos apresentar o cálculo da indução

do termo de Chern-Simons de derivada superior, à temperatura zero e finita. Esse

cálculo foi o primeiro a ser apresentada na literatura relativo ao termo de Chern-

Simons de derivada superior [12]. Contudo, podemos encontrar na literatura um

trabalho anterior relacionado com a indução radiativa de termos de derivada supe-

rior, o qual foi levado em conta o coeficiente gµνλ [62, 44], que de certa forma, está

relacionado com o coeficiente bµ.

3.2 Indução do Termo de Chern-Simons a T 6= 0

Nesta seção iremos efetuar o cálculo da indução do termo de Chern-Simons

4D, já bastante estudado na literatura. Contudo, aqui, iremos efetuá-lo com bastante

detalhes e inclusive no contexto de temperatura finita. Para isso devemos tomar

n = 2 em (3.6), tal que obtemos

S
(1,2)
eff =

ie2

2
Tr

1

/p−m− /bγ5

/A
1

/p−m− /bγ5

/A
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=
ie2

2
tr

∫
d4x〈x| 1

/p−m− /bγ5

/A
1

/p−m− /bγ5

/A|x〉

=
ie2

2
tr

∫
d4x〈x| 1

/p−m− /bγ5

γµ
1

/p− i/∂ −m− /bγ5

γνAµAν |x〉. (3.9)

Da primeira para a segunda linha, usamos TrO = tr
∫
d4xO, ao passo que da

segunda para a terceira consideramos AµS(p) = S(p− i∂)Aµ, onde G(p) = (/p−m−

/bγ5)−1 é o chamado propagador. Observe que agora tr é apenas o traço sobre as

matrices de Dirac. Agora, aplicando a completeza,∫
d4p

(2π)4
|p〉〈p| = 1, (3.10)

a Eq. (3.9) assume a forma

S
(1,2)
eff =

ie2

2
tr

∫
d4x

∫
d4p

(2π)4

1

/p−m− /bγ5

γµ
1

/p− i/∂ −m− /bγ5

γν

×Aµ(x)Aν(x). (3.11)

Lembrando que o campo de gauge é representado pela transformada de Fourier

Aµ(x) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik·xÃµ(k), (3.12)

a ação efetiva pode ser escrita como

S
(1,2)
eff =

ie2

2
tr

∫
d4k

(2π)4

∫
d4k′

(2π)4

∫
d4p

(2π)4

∫
d4xG(p)γµG(p− k)γν

×e−ix(k+k′)Ãµ(k)Ãν(k′)

=
ie2

2

∫
d4k

(2π)4
ΠµνAµ(k)Ãν(−k), (3.13)

onde temos o tensor de polarização

Πµν = tr

∫
d4p

(2π)4
G(p)γµG(p− k)γν . (3.14)
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Agora, nosso próximo passo é escolher o método perturbativo no coeficiente

bµ, tal que o propagador é escrito como

G(p) =
1

/p−m− /bγ5

=
1

/p−m
+

1

/p−m
/bγ5

1

/p−m
+ · · · (3.15)

Assim, considerando apenas termos lineares em bµ, os quais contribuirão para a

indução do termo de Chern-Simons, a Eq. (3.14) toma a forma

Πµν
CS = tr

∫
d4p

(2π)4
S(p)/bγ5S(p)γµS(p− k)γν

+tr

∫
d4p

(2π)4
S(p)γµS(p− k)/bγ5S(p− k)γν . (3.16)

Continuando, para calcularmos as integrais acima, podemos utilizar a parame-

trização de Feynman ou a expansão derivada (ou melhor, a expansão no momento

externo kµ). Vamos utilizar a expansão derivativa [121, 122, 123, 124], pois ela é

mais adequada para cálculos com temperatura finita.

Para isso, escrevendo

S(p− k) =
1

/p− /k −m
=

1

/p−m
+

1

/p−m
/k

1

/p−m
+ · · · , (3.17)

ao definirmos também o propagador

S(p) =
1

/p−m
=

/p+m

p2 −m2
, (3.18)

tal que

S(p− k) = S(p) + S(p)/kS(p) + · · · , (3.19)

o tensor de polarização do termo de Chern-Simons (3.16), com apenas termos line-

ares em kµ, assume a forma

Πµν
CS = tr

∫
d4p

(2π)4
S(p)/bγ5S(p)γµS(p)/kS(p)γν
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+tr

∫
d4p

(2π)4
S(p)γµS(p)/kS(p)/bγ5S(p)γν

+tr

∫
d4p

(2π)4
S(p)γµS(p)/bγ5S(p)/kS(p)γν . (3.20)

Note que as integrais acima possuem divergência logaŕıtmica. Desse modo, vamos

utilizar a esquema de regularização dimensional, no qual∫
d4p

(2π)4
→ µ4−D

∫
dDp

(2π)D
, (3.21)

onde µ representa um parâmetro de massa qualquer. Com o propósito de efetuarmos

os traços sobre as matrizes de Dirac, vamos utilizar a propriedade ćıclica a fim de

colocarmos a matriz γ5 no final das expressões, tal que agora

Πµν
CS = µ4−Dtr

∫
dDp

(2π)D
S(p)γµS(p)/kS(p)γνS(p)/bγ5

+µ4−Dtr

∫
dDp

(2π)D
S(p)γνS(p)γµS(p)/kS(p)/bγ5

+µ4−Dtr

∫
dDp

(2π)D
S(p)/kS(p)γνS(p)γµS(p)/bγ5. (3.22)

Esse procedimento evita inconsistências com relação ao cálculo do traço sobre as

matrizes de Dirac, pois a matriz γ5 só bem definida em 4 dimensões do espaço-

tempo.

Dessa forma, ao efetuarmos o traço considerando as expressões de (3.22),

encontramos o resultado

Πµν
CS = 4iµ4−D

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)4
(p2 −m2)

×
[
−3(p2 −m2)εµνbk − 4pµενbkp + 4pνεµbkp + 4p · kεµνbp

]
, (3.23)

onde aqui estamos utilizando a notação compacta εµνbk = εµνλρbλkρ, ou seja, letras

latinas no tensor de Levi-Civita são na verdade quadrivetores contráıdos. Para
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calcularmos as integrais acima, também vamos considerar que pαpβ → p2

D
gαβ. Desse

modo, obtemos

Πµν
CS = 4i(µ2)2−D

2

∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)2

(
12

D
− 3

)
εµνbk

+4i(µ2)2−D
2

∫
dDp

(2π)D
m2

(p2 −m2)3

12

D
εµνbk, (3.24)

tal que, ao efetuarmos as integrais, usando∫
dDp

(2π)D
1

(p2 −m2)α
=

1

(2π)D
iπD/2

Γ(α)(−m2)α−D/2
Γ(α−D/2), (3.25)

encontramos Πµν
CS = 0. Nesse caso, no cálculo perturbativo, o valor do coeficiente é

C = 0. Caso não tivéssemos colocado a matriz γ5 no final das expressões, o resultado

seria C = e2

4π2 . No caṕıtulo 5 iremos discutir melhor essa aparente ambiguidade nos

cálculos do tensor de polarização do termo de Chern-Simons.

Finalmente, vamos a seguir considerar o sistema à temperatura finita, ao

implementarmos a temperatura T = 1/β no resultado do tensor de polarização

após o cálculo do traço, Eq. (3.23). Para isso, primeiro vamos alterar o espaço de

Minkowski para o espaço euclidiano, ao usarmos o mapeamento

gµν → −δµν ; p2 → −pµE; p · k → −pE · kE; pµ → −pµE;

p0 → ip0; µ4−D
∫

dDp

(4π)D
→ i

∫
dp0

(2π)
µ3−d

∫
dd~p

(2π)d
; (3.26)

e assim por diante. Dessa forma, obtemos

Πµν
CS = 4

∫
dp0

(2π)
µ3−d dd~p

(2π)d
1

(p2
E +m2)3

(3.27)

×
[
3(p2

E +m2)εµνbEkE + 4pµEε
νbEkEpE − 4pνEε

µbEkEpE − 4pE · kEεµνbEpE
]
.

Agora, separando as partes espacial e temporal, ao adotarmos pµE = ~pµ+p0δ
µ0, onde

~pµ = (0, pi), para os três últimos termos de (3.27), temos

⇒ 4pµEp
α
Eε

νbEkEα − 4pνEp
µ
Eε

µbEkEα − 4kαEp
α
Epβε

µνbEkEβ
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= 4~pµ~pαενbEkEα + 4p2
0δ
µ0δα0ενbEkEα − 4~pν~pαεµbEkEα

−4p2
0δ
ν0δα0εµbEkEα − 4kαE~p

α~pβεµνbEβ − 4kαEp
2
0δ
α0δβ0εµνbEβ. (3.28)

Na expressão acima, ainda podemos usar ~pα~pβ = ~p2

d
(δαβ− δα0δβ0), tal que encontra-

mos

⇒ −4
~p2

d
εµνbEkE + 4

~p2

d
δµ0ε0νbEkE − 4p2

0δ
µ0ε0νbEkE − 4

~p2

d
εµνbEkE + 4

~p2

d
δν0εµ0bEkE

−4p2
0δ
ν0εµ0bEkE − 4

~p2

d
εµνbEkE + 4

~p2

d
k0ε

µνbE0 − 4p2
0k0ε

µνbE0. (3.29)

Assim, a Eq. (3.27) toma a forma

Πµν
CS = 4

∫
dp0

2π
µ3−d dd~p

(2π)d
1

(~p2 + p2
0 +m2)3

×
[
3(~p2 + p2

0 +m2)εµνbEkE − 12
~p2

d
εµνbEkE + 4

(
~p2

d
− p2

0

)
δµ0ε0νbEkE

+4

(
~p2

d
− p2

0

)
δν0εµ0bEkE + 4

(
~p2

d
− p2

0

)
k0ε

µνbE0

]
. (3.30)

Neste momento, vamos efetuar a integração na componente espacial ~p, de tal

forma que obtemos

Πµν
CS = 16

∫
dp0

2π
µ3−d2−d−2π−d/2

[
Γ(2− d/2)

(p2
0 +m2)2−d/2 −

2p2
0Γ(3− d/2)

(p2
0 +m2)3−d/2

]
×
(
δµ0ε0νbEkE + δν0εµ0bEkE + k0ε

µνbE0
)
. (3.31)

Na expressão acima podemos simplificar o denominador, ao considerarmos p2
0 = (p2

0+

m2)−m2, assim como a função gamma, ao usarmos 2Γ(3−d/2) = −(d−4)Γ(2−d/2).

Desse modo, encontramos

Πµν
CS = 16

∫
dp0

2π
µ3−d2−d−2π−d/2Γ(2− d/2)

[
(d− 3)

(p2
0 +m2)2−d/2 −

(d− 4)m2

(p2
0 +m2)3−d/2

]
×
(
δµ0ε0νbEkE + δν0εµ0bEkE + k0ε

µνbE0
)
. (3.32)

Como esperado, ao calcularmos a integral na componente temporal p0, Πµν
CS = 0.
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Contudo, para levarmos em conta o comportamento de temperatura finita,

devemos usar, por exemplo, o formalismo de Matsubara, ao fazermos a discretização

da componente temporal

p0 → (n+ 1/2)2π/β = (n+ 1/2)2πT, (3.33)

assim como na medida de integração∫
dp0

2π
→ 1

β

∑
n

= T
∑
n

. (3.34)

Assim, a Eq. (3.32) pode ser rescrita como

Πµν
CS = 16

m

2πξ

∑
n

µ(3−d)2(−d−2)π(−d/2)Γ(2− d/2)

×
[(

ξ2

m2

)(2−d/2)
d− 3

[(n+ 1/2)2 + ξ2]2−d/2
−
(
ξ2

m2

)(3−d/2)
(d− 4)m2

[(n+ 1/2)2 + ξ2]3−d/2

]
×
(
δµ0ε0νbEkE + δν0εµ0bEkE + k0ε

µνbE0
)
, (3.35)

onde ξ = m
2πT

. Para calcularmos o somatório acima, vamos usar uma representação

expĺıcita em relação à frequência de Matsubara [61], dada por

∑
n

[(n+ b)2 + ξ2]−λ =

√
πΓ(λ− 1/2)

Γ(λ)(ξ2)λ−1/2
+ 4 sin(πλ)fλ(ξ, b), (3.36)

onde

fλ(ξ, b) =

∞∫
|ξ|

dz

(z2 − ξ2)λ
Re

(
1

e2π(z+ib) − 1

)
, (3.37)

a qual é válida para λ < 1, com polos em 1/2,−1/2 e −3/2,· · ·. Na Eq. (5.31), o

primeiro termo é a contribuição de temperatura zero, ao passo que o segundo termo

corresponde à contribuição de temperatura finita.

Note que, enquanto o denominador do primeiro termo de (3.35) possui ex-

poente λ = 2 − d/2 → 1/2 (no limite d → 3), o denominador do segundo termo

Instituto de F́ısica - UFAL



3 Indução do Termo de Chern-Simons a T 6= 0 32

apresenta λ = 3− d/2→ 3/2. Desse modo, a fim de utilizarmos o somatório (3.36),

devemos também considerar a seguinte relação de recorrência:

fλ(ξ, b) = − 1

2ξ2

2λ− 3

λ− 1
fλ−1(ξ, b)− 1

4ξ2

1

(λ− 2)(λ− 1)

∂2

∂b2
fλ−2(ξ, b), (3.38)

de tal modo que conseguimos relacionar um denominador com potência λ = 3/2

com dois de potências λ = 1/2 e λ = −1/2, ou seja, dentro agora da validade do

somatório (3.36). Assim, ao considerarmos b→ 1/2, tal que

fλ(ξ, b)
∣∣∣
b→1/2

=

∞∫
|ξ|

dz

(z2 − ξ2)λ
1

2
(tanh(πz)− 1), (3.39)

∂2

∂b2
fλ(ξ, b)

∣∣∣
b→1/2

=

∫ ∞
|ξ|

dz

(z2 − ξ2)λ
π2 sech2(πz)tanh(πz), (3.40)

após expandirmos em d→ 3, obtemos

Πµν
CS = F (ξ)

(
δµ0ε0νbEkE + δν0εµ0bEkE + k0ε

µνbE0
)

= F (ξ)εiλµνbikλ, (3.41)

onde

F (ξ) = −
∫ ∞
|ξ|

dz(z2 − ξ2)1/2 sech2(πz)tanh(πz). (3.42)

Na Fig. 3.1 apresentamos um gráfico da função F (ξ), ou seja, com variação através

do inverso de T .

Vamos a seguir analisar os limites assintóticos da função F (ξ). Para a tem-

peratura zero, devemos considerar o limite ξ →∞ (T → 0), tal que F (ξ →∞)→ 0,

ou seja, Πµν
CS → 0, como esperado. Por outro lado, para altas temperaturas, devemos

tomar o limite ξ → 0 (T →∞), de modo que

F (ξ → 0)→ −
∫ ∞

0

dzz sech2(πz)tanh(πz) = − 1

2π2
. (3.43)
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Figura 3.1: Gráfico da função F (ξ)

Assim, para o coeficiente do termo de Chern-Simons, no limite de altas temperaturas,

temos (kAF )0 → 0 e

(kAF )i → − e2

4π2
bi. (3.44)

O resultado acima foi inicialmente encontrado em [57], e como podemos observar,

ele contribui de forma positiva para a energia, além de ser consistente com a unita-

riedade e causalidade da teoria [125], pois apenas a componente tipo-espaço bi está

presente.

3.3 Termos de Derivada Superior

A maiorias dos estudos do MPE estão relacionados com o operadores de

dimensão de massa d = 3 e d = 4, consequentemente, os coeficientes contráıdos pos-

suem dimensão de massa d = 1 e adimensional, respectivamente. Veja a Eq. (2.9)

para a identificação desses operadores. Contudo, como já mencionamos, no MPE

também temos operadores de dimensão de massa d ≥ 5, os quais são não renorma-

lizáveis, contráıdos com coeficientes de dimensão de massa d ≤ −1. Embora esses
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operadores de derivada superior, provavelmente, sejam mais relevantes a estudos

envolvendo altas energias, eles são pouco estudados na literatura.

Entretanto, recentemente, alguns estudos relacionados com termos de deri-

vada superior têm sido realizados, tais como [115, 116, 117, 87, 118, 39, 119, 112, 44,

120]. Em particular, o trabalho realizado por Kostelecký [112] sobre operadores de

dimensão de massa arbitrário da EDQ estendida apresenta a forma geral dos termos

de derivada superior para o setor bosônico, dada por

S(d) =

∫
d4xKα1α2···αd

(d) Aα1∂α3 · · · ∂αdAα2 , (3.45)

onde d é a dimensão do operador tensorial Aα1∂α3 · · · ∂αdAα2 , ao passo que o coefi-

ciente Kα1α2···αd
(d) tem dimensão de massa 4− d.

Para termos CPT-par, os primeiros quatro ı́ndices do coeficiente Kα1α2···αd
(d)

possuem simetria de tensor de Riemann, enquanto que os demais ı́ndices são simétricos.

Por outro lado, para o termo CPT-́ımpar, o coeficiente Kα1α2···αd
(d) é antissimétrico nos

três primeiros ı́ndices e simétrico nos demais.

A partir do setor fermiônico da EQD estendida, Eq. (2.9), sabemos que, à

temperatura zero, podemos gerar o termo de Chern-Simons de derivada superior,

dado por

S(5) =

∫
d4xKµνραβ(5) Aµ∂ρ∂α∂βAν , (3.46)

com Kµνραβ(5) ∝ εµνρσbσg
αβ, ao expandirmos o resultado em [33] ou diretamente em

[106].

Na próximo seção, iremos calcular a geração do termo de Chern-Simons de

derivada superior (3.46), usando o método da expansão derivativa, no regime de

temperatura finita. É interessante mencionar que o termo de derivada superior
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acima (3.46) surge quando o termo bosônico de Myers-Pospelov [87] é induzido

radiativamente a partir do setor fermiônico [106]. Portanto, efeitos de temperatura

finita sobre o termo de Chern-Simons de derivada superior estão de certa forma

relacionados com o termo de Myers-Pospelov. Dessa forma, estudos dessa natureza

merecem ser considerados, a fim de obtermos uma melhor caracterização dos modelos

de derivada superior com violação de simetria de Lorentz.

3.4 Indução de Chern-Simons com Derivada Su-

perior a T 6= 0

Vamos a seguir calcular a geração radiativa do termo de Chern-Simons de

derivada superior. Para isso, consideramos a expansão do propagador na Eq. (3.16)

até a terceira ordem em kµ, tal que podemos chegar a expressão

Πµν
CSDS =

∫
d4p

(2π)4
tr[S(p)γµS(p)γ5/bS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p)γν

+S(p)γµS(p)/kS(p)γ5/bS(p)/kS(p)/kS(p)γν

+S(p)γµS(p)/kS(p)/kS(p)γ5/bS(p)/kS(p)γν

+S(p)γµS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p)γ5/bS(p)γν

+S(p)γ5/bS(p)γµS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p)γν ]. (3.47)

Como as integrais acima são todas convergentes, podemos calcular o traço sobre

as matrizes de Dirac, sem precisar colocar a matriz γ5 no final das expressões. O

resultado encontrado é

Πµν
CSDS = 4iεµνσρbσkρk

2

∫
d4p

(2π)4

1

(p2 −m2)3
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−16iεµνσρbσkρk
αkβ

∫
d4p

(2π)4

pαpβ
(p2 −m2)4

+24im2εµνσρbσkρk
2

∫
d4p

(2π)4

1

(p2 −m2)4

+24iεµνραkρb
βk2

∫
d4p

(2π)4

pαpβ
(p2 −m2)4

+32iεµνραkρ(b · k)kβ
∫

d4p

(2π)4

pαpβ
(p2 −m2)4

−128iεµνσρbσkρk
αkβ

∫
d4p

(2π)4

pαpβ
(p2 −m2)5

−128iεµνραkρb
βkδkγ

∫
d4p

(2π)4

pαpβpδpγ
(p2 −m2)5

, (3.48)

onde aqui também simplificamos os denominadores, ao usarmos p2 = (p2−m2)+m2,

p4 = (p2 −m2)2 + 2m2(p2 −m2) + m4 e assim por diante. Então, ao consideramos

a solução (3.25), assim como∫
dDp

(2π)D
pµpν

(p2 −m2)α
=

1

(2π)D
iπD/2gµν(−m2/2)

Γ(α)(−m2)α−D/2
Γ(α−D/2− 1), (3.49)∫

dDp

(2π)D
pκpλpµpν

(p2 −m2)α
=

1

(2π)D
iπD/2gκλµν(−m2/2)2

Γ(α)(−m2)α−D/2
Γ(α−D/2− 2), (3.50)

onde gκλµν = gκλgµν + gκµgλν + gκνgµλ, obtemos o resultado

Πµν
CSDS = −ε

µνσρbσkρk
2

12m2π2
, (3.51)

ou seja, a lagrangiana dada por

LCSDS =
e2

24m2π2
εµνρσbσAµ∂ρ�Aν . (3.52)

Desse modo, ao compararmos com a Eq. (3.46), temos Kµνραβ(5) = e2

24m2π2 ε
µνσρbσg

αβ.

Vale a pena comentar que o termo de Chern-Simons de derivada superior

(3.52) também é induzido a partir de um outro termo do MPE, a saber, aquele

governado pelo coeficiente gµνρ, contudo, apenas quando gµνρ é totalmente antis-

simétrico [62].
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Estimativas numéricas sobre o coeficiente bµ, do termo de derivada superior

acima, podem ser obtidas a partir de limites experimentais sobre o coeficiente Kµνραβ(5)

do setor bosônico (veja [111], tabela XIX). Desse modo, a partir de dados observa-

cionais relacionados com a radiação cósmica de fundo, podemos estimar b ∼ 10−24.

Além disso, a partir de sistemas relacionados com a birrefringência astrof́ısica, po-

demos estimar que o coeficiente seja ∼ 10−36. Nessas estimativas, consideramos m

sendo a massa do elétron, m ' 0.5× 10−3GeV, e e ' 10−1 para a carga do elétron.

Nas estimativas acima, observamos que os valores obtidos para o coeficiente bµ estão

compat́ıveis com as sensibilidades máximas para o setor do elétron, tabela II da

Ref. [111].

Vamos a seguir efetuar o cálculo de temperatura finita do termo de Chern-

Simons de derivada (3.52), sempre seguindo a metodologia apresentada na seção 3.2.

Então, para isso, ao passarmos o espaço de Minkowski para o espaço euclidiano,

seguindo o mapeamento (3.26), encontramos

Πµν
CSDS = −4εµνσρbσEk

ρ
Ek

2
E

∫
d4pE
(2π)4

1

(p2
E +m2)3

+16εµνσρbσEk
ρ
Ek

α
Ek

β
E

∫
d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2
E +m2)4

+24m2εµνσρbσEk
ρ
Ek

2
E

∫
d4pE
(2π)4

1

(p2
E +m2)4

−24εµνραkρEb
β
Ek

2
E

∫
d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2
E +m2)4

−32εµνραkρE(bE · kE)kβE

∫
d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2
E +m2)4

−128εµνσρbσEk
ρ
Ek

α
Ek

β
E

∫
d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2
E +m2)5

+128εµνραkρEb
β
Ek

δ
Ek

γ
E

∫
d4pE
(2π)4

pαEp
β
Ep

δ
Ep

γ
E

(p2
E +m2)5

, (3.53)

a partir da Eq. (3.48).
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Agora, ao efetuarmos a separação das partes espacial e temporal, conside-

rando pµE = ~pµ + p0δ
µ0, onde ~pµ = (0, pi), assim como o fato da simetria de rotação

espacial, ao considerarmos

p̂αp̂β → p̂2

3
(δαβ − δα0δβ0) (3.54)

e

p̂αp̂β p̂δp̂γ → p̂4

15
[(δαβ − δα0δβ0)(δδγ − δδ0δγ0) + (δαδ − δα0δδ0)(δβγ − δβ0δγ0)

+(δαγ − δα0δγ0)(δβδ − δβ0δδ0)], (3.55)

encontramos Πµν
CSDS = Πµν

(a) + Πµν
(b) + Πµν

(c) + Πµν
(c), com as seguintes expressões para

estas quatro estruturas de tensores:

Πµν
(a) = −4εµνσρbσEk

ρ
Ek

2
E

∫
dp0

2π

[
32

15
I1(p0,m) +

32m2

3
I2(p0,m)− 10

3
I4(p0,m)

−6m2I5(p0,m) + I6(p0,m)
]
, (3.56)

Πµν
(b) = 8εµν0ρb0

Ek
ρ
Ek

2
E

∫
dp0

2π

[
16

15
I1(p0,m)− 16

3
p2

0I2(p0,m)− I4(p0,m)

+3p2
0I5(p0,m)

]
, (3.57)

Πµν
(c) = −16εµνσρbσEk

ρ
E(k0

E)2

∫
dp0

2π

[
− 8

15
I1(p0,m) +

8

3
(p2

0 −m2)I2(p0,m)

+8p2
0m

2I3(p0,m) +
1

3
I4(p0,m)− p2

0I5(p0,m)

]
, (3.58)

Πµν
(d) = −128εµν0ρb0

Ek
ρ
E(k0

E)2

∫
dp0

2π

[
1

5
I1(p0,m)+

−2p2
0I2(p0,m) + p4

0I3(p0,m)
]
, (3.59)

onde as integrais I1,2,3,4,5,6(p0,m) são dadas por

I1,2,3(p0,m) =

∫
d3pE
(2π)3

α1,2,3

(~p2 + p2
0 +m2)5

, (3.60)

I4,5(p0,m) =

∫
d3pE
(2π)3

α4,5

(~p2 + p2
0 +m2)4

, (3.61)

I6(p0,m) =

∫
d3pE
(2π)3

1

(~p2 + p2
0 +m2)3

, (3.62)
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tal que α1 = ~p4, α2 = α4 = ~p2 e α3 = α5 = 1. Note que estamos trabalhando em

d = 3, pois, como já mencionamos, as integrais em (3.53) são todas finitas.

Neste momento, devemos calcular as integrais sobre a componente espacial

~p, de tal modo que obtemos

Πµν
(a) =

m2

8π
εµνσρbσEk

ρ
Ek

2
E

[∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
5
2 − 2

3m2

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
3
2

]
,

+
1

12π
εµνσρbσEk

ρ
Ek

2
E

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
3
2 (3.63)

Πµν
(b) = −m

2

8π
εµν0ρb0Ek

ρ
Ek

2
E

[∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
5
2 − 2

3m2

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
3
2

]
, (3.64)

Πµν
(c) =

m2

π
εµνσρbσEk

ρ
E(k0

E)2

[
5m2

4

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
7
2 −

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
5
2

]
,(3.65)

Πµν
(d) = −m

2

π
εµν0ρb0Ek

ρ
E(k0

E)2

[
5m2

4

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
7
2 −

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
5
2

]
.(3.66)

Note que Πµν
(b) e Πµν

(d) cancela os termos b0
E de Πµν

(a) e Πµν
(c), respectivamente. Portanto,

somando todas as expressões, obtemos

Πµν
CSDS = − 1

m2
εµνσρbσEk

ρ
Ek

2
EB(m)− 1

m2
εµνiρbiEk

ρ
Ek

2
EC1(m)

− 1

m2
εµνiρbiEk

ρ
E(k0

E)2C2(m), (3.67)

onde

B(m) = − m
2

12π

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
3
2 , (3.68)

C1(m) =
m2

12π

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
3
2 − m4

8π

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
5
2 , (3.69)

C2(m) =
m4

π

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
5
2 − 5m6

4π

∫
dp0

2π
(p2

0 +m2)−
7
2 , (3.70)

com i = 1, 2, 3.

O comportamento da temperatura finita dos termos acima pode ser obtido

ao usarmos o formalismo Matsubara, através das discretizações (3.33) e (3.34), tal
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que

B(ξ) = − ξ2

24π2

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−3/2, (3.71)

C1(ξ) =
ξ2

24π2

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−3/2 − ξ4

16π2

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−5/2(3.72)

C2(ξ) =
ξ4

2π2

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−5/2 − 5ξ6

8π2

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−7/2, (3.73)

nas quais consideramos B(m) → B(ξ), C1(m) → C1(ξ), e C2(m) → C2(ξ), com

ξ = m
2πT

.

Como os somatórios acima são todos convergentes, eles podem ser calculados

facilmente numericamente. Entretanto, os limites assintóticos, T → 0 e T →∞, não

são fáceis de obter. Desse modo, uma maneira de fazermos isso é usar o somatório

(3.36). Contudo, ao analisarmos as expressões (3.71), (3.72) e (3.73), as potências

dos denominadores são λ = 3/2, λ = 5/2 e λ = 7/2, respectivamente, ou seja, eles

estão fora do alcance de validade. Todavia, podemos usar a relação de recorrência

(3.38) a fim de baixar o valor de λ, tal que para λ = 3/2 devemos usar a relação de

recorrência uma vez, para λ = 5/2 duas vezes e para λ = 7/2 três vezes. Também

devemos considerar λ = 3/2→ D/2, λ = 5/2→ D/2 + 1 e λ = 7/2→ D/2 + 2, de

maneira que podemos evitar os polos λ = 1/2,−1/2 do somatório (3.36). Assim, a

expressões (3.71), (3.72) e (3.73) tomam a forma

B(ξ) = −m
3−D

24π2
ξD−1

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D
2 , (3.74)

C1(ξ) =
m3−D

24π2
ξD−1

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D
2

−m
3−D

16π2
ξD+1

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D
2
−1, (3.75)

C2(ξ) =
m3−D

2π2
ξD+1

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D
2
−1
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−5m3−D

8π2
ξD+3

∑
n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D
2
−2. (3.76)

De fato, ao usarmos a relação de recorrência (3.38), após levarmos em conta o limite

D → 3, obtemos

Πµν
(5) =

1

m2
εµνσρbσkρk

2B(ξ) +
1

m2
εµνiρbikρk

2C1(ξ)

+
1

m2
εµνiρbikρk

2
0C2(ξ), (3.77)

com

B(ξ) =
1

6

∞∫
|ξ|

dz
√
z2 − ξ2tanh(πz)sech2(πz)− 1

12π2
, (3.78)

C1(ξ) =
ξ2

12

∞∫
|ξ|

dz
tanh(πz)sech2(πz)√

z2 − ξ2
, (3.79)

C2(ξ) =
π2ξ2

6

∞∫
|ξ|

dz
√
z2 − ξ2sech5(πz)[sinh(3πz)− 11sinh(πz)], (3.80)

onde também retornamos ao espaço de Minkowski.

Ao analisarmos as equações acima, observamos que quando T → 0 (ξ →∞)

todas as integrais se anulam, tal que Πµν
CSDS assume o resultado − 1

12π2m2 ε
µνσρbσkρk

2.

Esse é de fato o resultado de temperatura zero, obtido previamente em (3.51). Por

outro lado, quando T → ∞ (ξ → 0) a expressão (3.78) anula-se, assim como as

expressões (3.79) e (3.80), ou seja, Πµν
CSDS → 0. Isso acontece, principalmente,

pois os somatórios acima são fortemente suprimidos pela temperatura, sugerindo

assim que os operadores de dimensão de massa d ≥ 5, em geral, anulam-se a altas

temperaturas.

O gráfico das funções B(ξ), C1(ξ) e C2(ξ), que podem ser calculados numeri-

camente através das expressões (3.71), (3.72) e (3.73) ou (3.78), (3.79) e (3.80), são
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apresentados nas Figs. 3.2, 3.3, e 3.4. É interessante notar que essas funções são

as mesmas que aquelas obtidas na geração do termo de Chern-Simons de derivada

superior, com o coeficiente gµνρ [44]. Isso é de certa forma pelo motivo de que, sob

uma redefinição do campo fermiônico [27], a componente totalmente antissimétrica

de gµνρ é complementarmente absorvida pelo coeficiente bµ.

0.5 1.0 1.5 2.0
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-0.006

-0.004

-0.002

Figura 3.2: Gráfico da função B(ξ)
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0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

Figura 3.3: Gráfico da função C1(ξ)

Instituto de F́ısica - UFAL



3 Indução de Chern-Simons com Derivada Superior a T 6= 0 43
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Figura 3.4: Gráfico da função C2(ξ)
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Caṕıtulo 4

Invariância de Gauge Ampla

Neste caṕıtulo, inicialmente, vamos estudar a questão da invariância de gauge

ampla, quando consideramos correções radiativas à temperatura finita. Iremos co-

mentar sucintamente sobre a solução encontrada no modelo em 0+1 dimensão, que

posteriormente, foi estendido para o modelo em 2+1 dimensões. Em seguida vamos

fazer uma breve demonstração da expressão para invariância de gauge ampla, no

contexto de gauge espećıfico. Finalmente, iremos calcular a ação de Chern-Simons,

assim como a ação de Chern-Simons de derivada superior, de forma exata, a fim

de podermos observarmos que são de fato invariantes sob transformação de gauge

ampla.

4.1 Introdução

O termo de Chern-Simons foi inicialmente estudado em 2+1 dimensões (3D)

do espaço-tempo. Também temos estudos em outras dimensões ı́mpares, como em

0+1 dimensão (1D) [64] e em 4+1 dimensões (5D) [65]. Em dimensões ı́mpares, o

44
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termo de Chern-Simons não viola da simetria de Lorentz, muito menos a simetria

de CPT. Nessas dimensões, o termo do setor fermiônico responsável pela indução

no setor bosônico é o termo de massa mψ̄ψ. Esse termo viola conjuntamente as

simetrias de P e T. Dessa forma, a simetria de CPT é mantida, ao contrário do termo

bµψ̄γ
µγ5ψ, responsável pela indução do termo de Chern-Simons em 3+1 dimensões

(4D), o qual viola separadamente as simetrias P e T (veja tabela 2.3 para maiores

detalhes).

Vamos a seguir discutir de forma resumida a questão da invariância de gauge

ampla nos termos de Chern-Simons. Para isso, vamos inicialmente considerar a ação

de Chern-Simons 3D não abeliana [66, 67], dada por

SCS =

∫
d3xLCS, (4.1)

onde a lagrangiana de Chern-Simons é dada por

LCS = Mεµνλtr(Aµ∂νAλ +
2

3
gAµAνAλ). (4.2)

Aqui, tr significa o traço sobre as matrizes dos campos de gauge não abeliano (Aµ =

AaµT
a), g é a constante de acoplamento, enquanto que M é o coeficiente do termo

de Chern-Simons 3D, com dimensão de massa d = 1.

A ação de Chern-Simons, ao contrário da ação de Maxwell, é uma ação

topológica. Um dos objetivos de se estudar a ação Chern-Simons 3D é a possibili-

dade de geração massa para os campos de gauge [66]. Embora seja invariante sob

transformações de gauge infinitesimais, a ação Chern-Simons, para uma teoria não

abeliana, não é invariante sob transformações de gauge amplas, dadas por

Aµ → U−1AµU +
1

g
U−1∂µU, (4.3)
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onde U = e−iα. Na verdade, ao aplicarmos a transformação acima,

SCS → SCS +
8π2M

g2
W, (4.4)

ou seja, a sua mudança de variável é proporcional ao chamado número de voltas da

transformação de gauge,

W =
1

24π2

∫
d3x εµνλtr∂µUU

−1∂νUU
−1∂λUU

−1, (4.5)

que de fato é um número inteiro1.

Contudo, ao analisarmos a integral de trajetória observamos que ela pode ser

invariante sob transformação de gauge ampla quando o coeficiente M é quantizado

[66]. Para observarmos isso, dada a integral de trajetória

Z =

∫
DAµe

iSCS , (4.6)

ao aplicarmos a transformação de gauge ampla (4.3), obtemos

Z → Z e
i 8π2M

g2
W
. (4.7)

Portanto, para que a integral de trajetória seja invariante, temos que

8π2M

g2
W = 2πN. (4.8)

Como W é um número inteiro, então podemos escrever N = nW , tal que encontra-

mos

M =
g2

4π
n, (4.9)

ou seja, o coeficiente de Chern-Simons é quantizado em múltiplos de g2

4π
, e assim a

integral de trajetória fica invariante sob transformações de gauge amplas.

1Note que para transformações de gauge infinitesimais, W = 0, ou seja, neste caso a ação fica

invariante.
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Quando os férmions interagem com o campo de gauge, da mesma forma que

acontece em 4D, temos a geração de um termo Chern-Simons através de correções

quânticas, de modo que

SCS → SCS =

(
M − g2Nf

8π

)∫
d3x εµνλtr(Aµ∂νAλ +

2

3
gAµAνAλ), (4.10)

ou seja, temos um acréscimo no coeficiente do termo de Chern-Simons, tal que

M → M − g2Nf
8π

, onde Nf é o número de sabores de férmions. Portanto, para que

a integral de trajetória seja agora invariante sob transformações de gauge amplas,

temos que

8π2MW

g2
− πNfW = 2πn′W, (4.11)

ou seja,

n′ = n− Nf

2
. (4.12)

Portanto, para que n′ seja um número inteiro, o número de sabores de férmions Nf

deve ser um número par. Desse modo, temos também a invariância de gauge ampla

na integral de trajetória.

Vamos agora considerar a geração do termo de Chern-Simons 3D à tempera-

tura finita. Quando o sistema encontra-se em equiĺıbrio térmico com uma tempera-

tura T = 1/β, após indução através das correções radiativas, temos que

SCS → SCS =

[
M − g2Nf

8π
tanh

(
βm

2

)]∫
d3x εµνλtr(Aµ∂νAλ +

2

3
gAµAνAλ).

(4.13)

Refazendo toda a análise acima, após submetermos a integral de trajetória à trans-

formação de gauge ampla (4.3), facilmente encontramos que

n′ = n− Nf

2
tanh

(
βm

2

)
. (4.14)
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Portanto, agora, a integral de trajetória não é mais invariante sob transformações

de gauge amplas, pois como a função tanh
(
βm
2

)
assume valores reais, n′, na sua

grande maioria, não será um número inteiro. Note que sob transformações de gauge

infinitesimais a integral de trajetória fica invariante. Temos aqui uma inconsistência,

pois não é esperado que a temperatura altere a invariância de gauge em ambas as

suas formas, infinitesimal ou ampla.

Esse comportamento amb́ıguo sobre a invariância de gauge, despertou um

grande interresse sobre tal tópico na década de 1990. Um mecanismo encontrado

para a sua resolução foi discutido pela primeira vez na teoria de Chern-Simons 1D

abeliana [64]. Discutiremos brevemente sobre essa resolução a seguir.

Quando os férmions interagem com o campo de gauge em 1D, à temperatura

finita, a ação efetiva pode ser calculada exatamente, resultando em

Seff = −iNf ln

(
cos

a0

2
+ itanh

βm

2
sin

a0

2

)
, (4.15)

onde

a0 =

∫
dtA0(t), (4.16)

com A0(t) sendo o campo de gauge. O termo de Chern-Simons pode ser extráıdo

da ação efetiva acima, o qual é linear em a, dada por

SCS =
Nf

2
tanh

(
βm

2

)
a0. (4.17)

Observe a semelhança com o segundo termo da Eq. (4.13), que também foi gerado

através de correções radiativas, à temperatura finita.

Nosso ponto de discussão agora é o fato de que, sob a transformação de gauge

ampla, dada por

a0 → a0 + 2πN, (4.18)
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onde N é um número inteiro, a ação de Chern-Simons (4.17) não é invariante, muito

menos a sua correspondente integral de trajetória. Por outro lado, já na ação efetiva

(4.15) conseguimos constatar que a expressão é invariante sob a transformação de

gauge ampla (4.18). Portanto, o que aprendemos com esse estudo relativamente

simples em 1D é que devemos observar a invariância de gauge ampla na ação efetiva

como um todo e não nos termos a compõe.

Na próxima seção iremos discutir detalhadamente como é obtida a invariância

de gauge ampla dada pela Eq. (4.18).

Após a análise da teoria de Chern-Simons 1D, vamos agora discutir um pouco

sobre o modelo em 3D. Primeiramente, não esperamos ser capazes de calcular exa-

tamente a ação efetiva em 3D de forma geral, tal que consigamos constatar a sua

não extensividade. Contudo, ao nos restringirmos à escolha de gauge

A0 = A0(t), Ai = Ai(x, y, z), (4.19)

na qual temos um campo elétrico nulo e um campo magnético independente do

tempo, conseguimos dessa forma calcular a ação efetiva exatamente, sendo dada por

Seff = −gNf

2π

∫
d2x arctan

(
tanh

βm

2
tan

ga0

2

)
εij∂iAj. (4.20)

O termo de Chern-Simons pode ser extráıdo da expressão acima, ao considerarmos

a contribuição linear em a, tal que encontramos

SCS = −g
2Nf

4π
tanh

(
βm

2

)∫
dt

∫
d2x εijA0∂iAj, (4.21)

como também

SCS = −g
2Nf

8π
tanh

(
βm

2

)∫
d3x εµνλAµ∂νAλ, (4.22)
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porém com as restrições sobre o quadripotencial Aµ, dadas por (4.19). Observe que

a expressão acima é exatamente aquela encontrada pelo método perturbativo da

ação efetiva, dada por (4.13).

Portanto, o que verificamos acima é que, ao contrário da ação de Chern-

Simons (4.22), ou da correspondente integral de trajetória, a ação efetiva (4.20) é

invariante sob a transformação de gauge ampla (4.18), assim como constatado no

modelo 1D.

4.2 Transformação de Gauge Ampla

Nesta seção nosso objetivo é demonstrar que a transformação de gauge ampla

(4.3) possui a expressão (4.18), quando nos restringimos à escolha de gauge (4.19),

ou seja, a um campo elétrico nulo e a um campo magnético independente do tempo.

Para isso, vamos inicialmente levar em conta que os campos fermiônicos obe-

decem as condições de contorno antiperiódicas, tal que

ψ(β, x) = −ψ(0, x) e ψ̄(β, x) = −ψ̄(0, x), (4.23)

ao passo que os campos bosônicos obedecem condições de contorno periódicas, dadas

por

Aµ(β, x) = Aµ(0, x). (4.24)

As respectivas transformações de gauge são

ψ(τ, x)→ e−ieΩ(τ,x)ψ(τ, x), ψ̄(τ, x)→ eieΩ(τ,x)ψ̄(τ, x), (4.25)

assim como

Aµ(τ, x)→ Aµ(τ, x) + ∂µΩ(τ, x), (4.26)
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na sua forma infinitesimal. Note que redefinimos o parâmetro de gauge, tal que Ω =

1
e
α. Desse modo, ao submetermos os campos fermiônicos (4.23) às transformações

(4.25), encontramos

eie(Ω(β,x)−Ω(0,x)) = 1, (4.27)

ou seja, temos que

Ω(β, x) = Ω(0, x) +
2πN

e
. (4.28)

Por outro lado, ao submetermos os bosônicos (4.24) às transformações (4.26), obte-

mos

∂µΩ(β, x) = ∂µΩ(0, x). (4.29)

Vamos agora efetuar uma transformação de gauge na qual A′µ = Aµ + ∂µΩ seja uma

constante no tempo [70]. Assim, para a componente temporal A0 = A0(τ, 0), temos

A0(τ ′, 0)→ A′0 = A0(τ ′, 0) + ∂0Ω(τ ′, x) (4.30)

Desse modo, ao integrarmos A′0 no intervalo de 0 a β, encontramos∫ β

0

dτ ′A′0 =

∫ β

0

dτ ′A0(τ ′, 0) + Ω(τ ′, x)
∣∣∣β
0
, (4.31)

ou seja

A′0 =
1

β

∫ β

0

dτ ′A0(τ ′, 0) +
2πN

eβ
(4.32)

Observe que neste cálculo utilizamos as condições (4.28) e (4.29).

Para finalizarmos a demonstração, vamos agora encontrar uma expressão

Ω(τ), ou seja, independente do espaço. Isso pode ser encontrado, ao integrarmos

novamente a expressão (4.30), no intervalo de 0 a τ , ou seja,∫ τ

0

dτ ′A′0 =

∫ τ

0

dτ ′A0(τ ′, 0) + Ω(τ ′, x)
∣∣∣τ
0
. (4.33)
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Desse modo, ao considerarmos a separação de variáveis Ω(τ, x) = Ω(τ, 0) + Ω(0, x),

obtemos

Ω(τ) = −
∫ τ

0

dτ ′A0(τ ′, 0) +

(
1

β

∫ β

0

dτ ′A0(τ ′, 0) +
2πN

eβ

)
τ. (4.34)

Maiores discussões sobre a demonstração acima podem ser encontradas no estudo

do modelo de Chern-Simons 3D [64, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74]. Contudo, a expressão

para o parâmetro de gauge (4.34) pode ser utilizada em qualquer dimensão. No nosso

caso, estamos interessados em estudar o termo de Chern-Simons 4D, assim como o

termo de Chern-Simons de derivada superior. Isso será efetuado nas próximas seções.

Finalmente, ao considerarmos a transformação de gauge ampla, levando em

conta o parâmetro de gauge (4.34), encontramos que

A0 →
1

β

∫ β

0

dtA0(t) +
2πN

β
=
a0

β
+

2πN

β
, Ai → Ai(x, y, z), (4.35)

ou seja, ao fatorarmos o coeficiente 1/β,

a0 → a0 + 2πN. (4.36)

4.3 Termo de Chern-Simons

Para investigar a questão da invariância de gauge ampla relativa ao modelo

de Chern-Simons 4D, vamos usar o método da expansão derivada, assim como con-

siderar a restrição de gauge dada pela Eq. (4.19), ou seja,

A0 = A0(t), Ai = Ai(x, y, z). (4.37)

Vale a pena mencionar que essa escolha espećıfica de gauge é consistente com o limite

estático, como constatado em [73]. Além do mais, nesse pano de fundo, acreditamos
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que a ação efetiva (3.5) poderá ser calculada exatamente, assim como nos modelos

em 1D e 3D.

Inicialmente, vamos tomar a ação efetiva (3.5), rescrevendo-a no espaço eu-

clidiano, ou seja,

Seff = −
∑
n

Tr ln(~/p+ ω̃nγ
0 +m− ~/A− γ5/bE), (4.38)

onde ~/p = piγi, /bE = b0γ0 + biγi, e

ω̃n = ωn −
a0

β
= (n+ 1/2)

2π

β
− a0

β
. (4.39)

Agora, seguindo o procedimento realizado em Ref. [72], vamos primeiro derivar a

ação efetiva (4.38) em relação a a0, e, posteriormente, considerar apenas o termo

linear em Ai, de modo que podemos escrever

∂S
(1)
eff

∂a0

=
∑
n

Tr
1

~/p+ ω̃nγ0 +m− γ5/bE

~/A
1

~/p+ ω̃nγ0 +m− γ5/bE
γ0. (4.40)

Como estamos interessados apenas em contribuições de primeira ordem em bµ, des-

tacamos a expressão

∂S
(1)
b

∂a0

=
∑
n

Tr [SE(~p)γiSE(~p− i~∂)γ5/bESE(~p− i~∂)γ0

+SE(~p)γ5/bESE(~p)γiSE(~p− i~∂)γ0]Ai, (4.41)

onde SE(~p) = (~/p+ω̃nγ
0 +m)−1. Veja que a equação acima é semelhante a Eq. (3.16),

e, por consequência disso, os cálculos de Eq. (4.41) são semelhantes aos que foram

realizados anteriormente no Caṕıtulo 3.

Para gerarmos o termo de Chern-Simons 4D, vamos agora utilizar o método

da expansão derivada, tal que precisamos expandir o propagador SE(~p − i~∂) até

primeira ordem em ∂k. Assim, temos

∂SCS
∂a0

= i

∫
d3xΠi0

CSA
i, (4.42)
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onde

Πi0
CS =

∑
n

∫
d3pE
(2π)3

tr[SE(~p)γ5/bESE(~p)γiSE(~p)~/∂SE(~p)γ0

+SE(~p)γiSE(~p)~/∂SE(~p)γ5/bESE(~p)γ0

+SE(~p)γiSE(~p)γ5/bESE(~p)~/∂SE(~p)γ0]. (4.43)

A partir de agora, vamos calcular o traço sobre as matrizes de Dirac e, assim,

encontrar a expressão

Πi0
CS = −12iεi0jkbj∂k

∑
n

∫
d3pE
(2π)3

1

(~p2 + ω̃2
n +m2)2

−16iε0jklbj∂k
∑
n

∫
d3pE
(2π)3

pipl

(~p2 + ω̃2
n +m2)3

+16iεijk0bj∂k
∑
n

∫
d3pE
(2π)3

ω̃2
n

(~p2 + ω̃2
n +m2)3

+16iεi0jlbj∂k
∑
n

∫
d3pE
(2π)3

pkpl

(~p2 + ω̃2
n +m2)3

, (4.44)

onde passamos γ5 até o fim de cada expressão. O próximo passo é calcular a integral

na componente espacial ~p, tal que ao utilizarmos pipl → ~p2δil/d, encontramos

Πi0
CS = −iεi0jkbj∂k21−dmπ−d/2(µ2)

3
2
− d

2 Γ

(
2− d

2

)
×
∑
n

[
(d− 3)

(ω̃2
n +m2)2− d

2

− (d− 4)m2

(ω̃2
n +m2)3− d

2

]
. (4.45)

Observe que a expressão acima é exatamente aquela que encontramos no Caṕıtulo

3, dada por (3.32). Portanto, ao utilizamos o mesmo procedimento para o cálculo

dos somatórios, obtemos a expressão

Πi0
CS = −iεi0jkbj∂k F ′(ξ, a0), (4.46)

onde

F ′(ξ, a0) =

∫ ∞
|ξ|

dz
√
z2 − ξ2 sinh(2πz)

2 cos(a0) cosh(2πz)− cos(2a0) + 3

[cos(a0) + cosh(2πz)]3
. (4.47)
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Ao integrarmos a expressão acima com relação a a0, também podemos escrever

F ′(ξ, a0) =
∂

∂a0

F (ξ, a0) =
∂

∂a0

∫ ∞
|ξ|

dz
√
z2 − ξ2

2 sin(a0)sinh(2πz)

[cos(a0) + cosh(2πz)]2
. (4.48)

Portanto, ao compararmos com a Eq. (4.42) e voltarmos para o espaço de

Minkowski, obtemos ação Chern-Simons 4D, dada por

SCS =

∫
d3x εi0jkbj∂kAi F (ξ, a0), (4.49)

onde

F (ξ, a0) =

∫ ∞
|ξ|

dz
√
z2 − ξ2

2 sin(a0)sinh(2πz)

[cos(a0) + cosh(2πz)]2
. (4.50)

Desse modo, facilmente podemos verificar que a expressão acima é invariante sob a

transformação de gauge ampla (4.36), ou seja, F (ξ, a0)→ F (ξ, a0+2πN) = F (ξ, a0).

Apesar dos inúmeros trabalhos realizados na literatura sobre a geração do termo de

Chern-Simons 4D, à temperatura zero e finita, a Eq. (4.50) não havia ainda sido

determinada até o presente momento [12].

Note que a expansão perturbativa em termos de a0 produz o resultado per-

turbativo usual (3.41), ou seja,

F (ξ, a0) = a0

∫ ∞
|ξ|

dz
√
z2 − ξ2 sech2(πz)tanh(πz) +O(a2

0). (4.51)

obtido inicialmente na literatura em [57], e em [44] a partir do termo derivado

ψ̄ i
2
gκλµσκλ(∂µ + iAµ)ψ, governado pelo coeficiente gκλµ.

4.4 Termo de Chern-Simons de Derivada Supe-

rior

Nesta seção, vamos considerar, finalmente, a geração do termo de Chern-

Simons de derivada superior, expandindo o propagador SE(~p−i~∂), em Eq. (4.41), até
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a terceira ordem em ∂k. Como já mencionado, a ação correspondente é semelhante

a Eq. (4.57), no entanto, dada pela expressão

∂SCSDS
∂a0

= i

∫
d3xΠi0

CSDSA
i, (4.52)

onde

Πi0
CSDS = 4iεi0jkbj∂k ~∇2

∑
n

∫
d3pE
(2π)3

1

(~p2 + ω̃2
n +m2)3

−16iεi0jkbj∂k∂l∂m
∑
n

∫
d3pE
(2π)3

plpm

(~p2 + ω̃2
n +m2)4

−24im2εi0jkbj∂k ~∇2
∑
n

∫
d3pE
(2π)3

1

(~p2 + ω̃2
n +m2)4

−24iεi0jkbl∂k ~∇2
∑
n

∫
d3pE
(2π)3

pkpl

(~p2 + ω̃2
n +m2)4

+128iεi0jkbj∂k∂l∂m
∑
n

∫
d3pE
(2π)3

plpm

(~p2 + ω̃2
n +m2)5

−128iεi0klbj∂k∂m∂n
∑
n

∫
d4pE
(2π)4

pjplpmpn

(~p2 + ω̃2
n +m2)5

. (4.53)

Na expressão acima também devemos usar a substituição pjplpmpn → ~p4(δjlδmn +

δjmδln+δjnδml)/[d(d+2)], de modo que após avaliarmos as integrais na componente

espacial ~p, obtemos

Πi0
CSDS = − i

m2
εi0jkbj∂k ~∇2G′(ξ, a0), (4.54)

com

G′(ξ, a0) =
1

12

∫ ∞
|ξ|

dz
2z2 − ξ2√
z2 − ξ2

sinh(2πz)
2 cos(a0) cosh(2πz)− cos(2a0) + 3

[cos(a0) + cosh(2πz)]3
− 1

12π2
,

(4.55)

o qual pode ser escrito como

G′(ξ, a0) =
∂

∂a0

G(ξ, a0) =
∂

∂a0

(
1

12

∫ ∞
|ξ|

dz
2z2 − ξ2√
z2 − ξ2

2 sin(a0)sinh(2πz)

[cos(a0) + cosh(2πz)]2
− a0

12π2

)
.

(4.56)
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Dessa forma, ao compararmos com a Eq. (4.52), a ação de Chern-Simons de derivada

superior assume a forma

SCSDS =

∫
d3x εi0jkbj∂k ~∇2AiG(ξ, a0), (4.57)

onde

G(ξ, a0) =
1

12

∫ ∞
|ξ|

dz
2z2 − ξ2√
z2 − ξ2

2 sin(a0)sinh(2πz)

[cos(a0) + cosh(2πz)]2
− a0

12π2
. (4.58)

Portanto, como queŕıamos demonstrar, G(ξ, a0)→ G(ξ, a0+2πN) = G(ξ, a0), isto é,

a ação de Chern-Simons de derivada superior é também invariante sob transformação

de gauge ampla. Com isso, completamos a nossa análise.
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Caṕıtulo 5

Geração do Termo Tipo Éter à

Temperatura Finita

Iniciaremos este caṕıtulo discutindo a questão da ambiguidade do termo

Chern-Simons quadridimensional. Em seguida, iremos estudar a questão da indução

do termo tipo éter à temperatura. Observaremos que a questão da ambiguidade,

discutida para o termo de Chern-Simons CPT ı́mpar, também se estenderá para o

termo tipo éter CPT par.

5.1 Introdução

O problema de ambiguidades é conhecido por esta presente em teorias com

violação de Lorentz. Já em 1999, o seminal estudo realizado por Jackiw em [36]

estabeleceu as razões fundametais para os resultados amb́ıguos em correções pertur-
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bativas na EDQ com violação de Lorentz. A ambiguidade do termo Chern-Simons,

discutido com detalhes em [35], tornou-se um exemplo paradigmático. Além disso,

a ambiguidade no coeficiente do termo de Chern-SImons foi também demonstrada

ocorrer à temperatura finita [57]. Um discussão detalhada sobre essa questão foi

apresentada em [75, 76].

O termo Chern-Simons não é o único que possui ambiguidade no seu coefici-

ente, em ńıvel quântico. Essa dependência dos resultados sobre o regime de regula-

rização foi observada no termo tipo éter [86] e nos termos de derivadas superior com

violação de Lorentz [87]. Recentemente, a geração perturbativa em termos de deri-

vadas superior com temperatura finita também foi discutido em [44]. As questões

relacionadas com a unitariedade na teoria envolvendo tal termo foi considerada em

[88, 89, 90].

Contudo, nossa motivação aqui é o estudo do termo CPT par com violação

de simetria de Lorentz, isto é, o termo tipo éter, proposto em [91], como um posśıvel

ingrediente do modelo padrão estendido, discutido em [92], dentro do contexto de

dimensões superior, e aplicado no contexto de branas, em [93].

Estamos interessados principalmente no estudo da indução desse termo, a

partir da EDQ com violação de simetria de Lorentz, que possui um acoplamento não

mı́nimo CPT ı́mpar e um termo com o coeficiente bµ. Esse estudo já foi efetuado

em [14], contudo, para temperatura zero, o qual foi demonstrado que a questão da

ambiguidade também está presente, para este termo CPT par. Assim, a pergunta

natural que surge é se esse comportamento da ambiguidade também se estenderá

para o caso de temperatura finita, assim como acontece para o termo Chern-Simons

[57, 75, 76]. Este é o foco de estudo deste caṕıtulo.
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5.2 Anomalia do termo de Chern-Simons

A ambiguidade na geração do termo de Chern-Simons não é um consequência ine-

rente das teorias com violação de simetria de Lorentz, mas sim um fato recorrente em

teoria quântica de campos. Antes de falarmos exatamente sobre o termo de Chern-

Simons, vamos inicialmente discutir o cálculo do gráfico do triângulo (da anomalia

axial), no qual iremos observar que os seus resultados se apresentam finitos, porém

indeterminados [36].

O gráfico de Feynman do triângulo de loop fermiônico, com massa, em 3+1

dimensões, com vértices vetorial axial, vetorial e vetorial pode ser escrito como

T µνα(p1, p2) = T µνα1 (p1, p2) + T µνα2 (p1, p2), onde

T µνα1 (p1, p2) = −tr

∫
d4l

(2π)4

1

/l −mγαγ5
1

/l − /q −m
γν

1

/l − /p1
−mγµ (5.1)

e T µνα2 (p1, p2) = T νµα1 (p2, p1), com q = p1 + p2. Os momentos vetoriais são pµ1 e pν2,

ao passo que o momento vetorial axial é qα.

A fim de verificarmos a identidade de Ward axial, ou seja, se

qαT
µνα(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2), (5.2)

onde T µν(p1, p2) = T µν1 (p1, p2) + T µν2 (p1, p2), com

T µν1 (p1, p2) = −tr

∫
d4l

(2π)4

1

/l −mγ5
1

/l − /q −m
γν

1

/l − /p1
−mγµ (5.3)

e T µν2 (p1, p2) = T νµ1 (p2, p1), ou melhor, se qαT
µνα(p1, p2) = 0, para m = 0, inicial-

mente usamos a identidade /qγ5 = γ5(/l−/q−m)+(/l−m)γ5 +2mγ5. Assim, obtemos

que qαT
µνα(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2) +Rµν

1 +Rµν
2 , onde

Rµν
1 = tr

∫
d4l

(2π)4

[
1

/l − /p2
−mγ5γ

ν 1

/l − /q −m
γµ − 1

/l −mγ5γ
ν 1

/l − /p1
−mγµ

]
(5.4)
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e

Rµν
2 = tr

∫
d4l

(2π)4

[
1

/l − /p1
−mγ5γ

µ 1

/l − /q −m
γν − 1

/l −mγ5γ
µ 1

/l − /p2
−mγν

]
,

(5.5)

no qual, facilmente, também observamos que Rµν
2 (p1, p2) = Rνµ

1 (p2, p1).

Observe que ao considerarmos os deslocamentos

l→ l + p2 e l→ l + p1, (5.6)

nos primeiros termos das equações (5.4) e (5.5), trivialmente obtemos Rµν
1 = 0 =

Rµν
2 . Desse modo, a identidade de Ward axial é satisfeita, ou seja, qαT

µνα(p1, p2) =

2mT µν(p1, p2).

Contudo, como as integrais em (5.4) e (5.5) são linearmente divergentes,

podemos ter também Rµν
1 e Rµν

2 6= 0, quando consideramos deslocamentos diferentes

daqueles que em (5.6). Para observarmos isso, vamos considerar o exemplo genérico,

no qual um deslocamento aµ é realizado apenas no primeiro termo do integrando

abaixo:

∆(a) =

∫
d4l

(2π)4
[f(l + a)− f(l)]

=

∫
d4l

(2π)4
[aµ∂µf(l) + aµaν∂µ∂νf(l) + · · ·]. (5.7)

Desde que a integral acima seja linearmente divergente, i.e., f(±∞) 6= 0 e ∂µf(±∞) =

∂µ∂νf(±∞) = · · · = 0, apenas o primeiro termo sobrevive. Assim, ∆(a) pode gerar

um termo de superf́ıcie não nulo, dado por

∆(a) =
2iπ2

(2π)4
aµ lim

l→∞
lµl

2f(l), (5.8)

no qual usamos o teorema de Gauss e coordenadas esféricas em 3 + 1 dimensões.
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Retornando agora para as expressões (5.4) e (5.5), que podem ser reescritas

na forma de termos de superf́ıcie do tipo (5.7), ou seja,

Rµν
1 =

∫
d4l

(2π)4
[f(l − p2)− f(l)] (5.9)

e

Rµν
2 =

∫
d4l

(2π)4
[f(l − p1)− f(l)], (5.10)

ao considerarmos o deslocamento aλ = −pλ2 em (5.8), obtemos um resultado não

nulo para Rµν
1 , dado por

Rµν
1 =

2iπ2

(2π)4
(−p2)λ lim

l→∞
lλl

2tr
(/l +m)γ5γ

ν(/l − /p1
+m)γµ

(l2 −m2)[(l − p1)2 −m2]

=
1

2π2
εβναµp

α
1p

λ
2 lim
l→∞

lλl
β

l2

= − 1

8π2
εµναβp

α
1p

β
2 . (5.11)

Alternativamente, para o deslocamento aλ = −pλ1 , obtemos o mesmo resultado, tal

que Rµν
2 (p1, p2) = Rµν

1 (p1, p2). Assim, desta vez a identidade de Ward axial não é

satisfeita, pois temos

qαT
µνα(p1, p2) = 2mT µν(p1, p2)− 1

4π2
εµναβp

α
1p

β
2 . (5.12)

Note, contudo, que não foi necessário efetuar deslocamentos da variável de integração

em nenhum momento deste cálculo, pois as expressões Rµν
1 e Rµν

2 já se apresentavam

na forma de termos de superf́ıcie, como observado em (5.9) e (5.10).

Vamos retornar ao gráfico (5.1) e considerar o deslocamento arbitrário

l→ l + αp1 + (α− β)p2, (5.13)
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tal que para o termo de superf́ıcie, temos

∆µνα
1 (a) = T µνα1 (p1, p2, a)− T µνα1 (p1, p2)

= −tr

∫
d4l

(2π)4

1

/l + /a−mγαγ5
1

/l + /a− /q −m
γν

1

/l + /a− /p1
−mγµ

+tr

∫
d4l

(2π)4

1

/l −mγαγ5
1

/l − /q −m
γν

1

/l − /p1
−mγµ, (5.14)

ou melhor,

∆µνα
1 (a) = − 2iπ2

(2π)4
aλ lim

l→∞
lλl

2tr
(/l +m)γαγ5(/l − /q +m)γν(/l − /p1

+m)γµ

(l2 −m2)[(l − q)2 −m2][(l − p1)2 −m2]

=
1

2π2
εβναµa

λ lim
l→∞

lλl
β

l2

= − 1

8π2
εµναβa

β. (5.15)

Para o tensor ∆µνα
2 (a), seguimos o mapeamento p1 → p2 e µ→ ν, tal que obtemos

∆µνα(a) = − β

8π2
εµναβ(pβ1 − pβ2 ). (5.16)

Portanto, levando em conta a expressão geral

T µνα(p1, p2, a) = T µνα(p1, p2) + ∆µνα(a), (5.17)

para quaisquer deslocamentos, para a identidade de Ward axial, obtemos que

qαT
µνα(p1, p2, a) = 2mT µν(p1, p2)− 1− β

4π2
εµναβp1αp2β. (5.18)

Seguindo os mesmo passos, para a identidade de Ward vetorial, encontramos

p1µT
µνα(p1, p2, a) =

1 + β

4π2
εναβγp1αp2γ. (5.19)

Então, nos resultados acima, por exemplo, ao fixarmos que a identidade de Ward

vetorial deva ser satisfeita, β = −1, tal que p1µT
µνα(p1, p2) = 0 e

qαT
µνα(p1, p2, a) = 2mT µν(p1, p2)− 1

2π2
εµναβp

α
1p

β
2 . (5.20)
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Portanto, temos aqui um exemplo no qual as correções radiativas são finitas, porém

indeterminadas, contudo, elas podem ser fixadas pelo experimento.

Podemos facilmente rescrever o gráfico T µνα(p1, p2) em termos do tensor

de polarização Πµν
CS(p), Eq. (3.16), ao considerarmos p1 → p e p2 → −p, tal que

Πµν
CS(p) = bαT

µνα(p,−p). Dessa forma, a expressão (5.17) pode ser rescrita como

Πµν
CS(p, a) = Πµν

b1 (p)− β

4π2
εµναβbαpβ. (5.21)

Portanto, observamos que, trivialmente, pµΠµν
b1 (p, a) = pµΠµν

b1 (p) = 0, tal que uma

fixação sobre β não é posśıvel, caracterizando assim que agora as correções quânticas

são indeterminadas, contudo, elas não podem ser fixadas.

5.3 Geração do Termo de Tipo Éter

Começamos com a EDQ estendida cuja ação envolve ambos acoplamentos

mı́nimos e não mı́nimos (proporcional e e g respectivamente) e um termo axial no

setor fermiônico [14]:

L = ψ̄
[
i∂/− γµ(eAµ + gεµνλρF

νλbρ)−m− γ5/b
]
ψ. (5.22)

Muitos aspectos relacionados a este modelo com temperatura zero foram discutidos

em [87, 14]. Em particular, foi mencionado que este modelo permite a geração de

contribuições com loop finito ao termo tipo éter e termos de violação de Lorentz com

derivada superior. Portanto, vamos discutir esse modelo, ou para ser mais preciso,

as contribuições do termo de éter à temperatura finita. A ação efetiva para o modelo
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com um loop é dada por

Seff [b, A] = −iTr ln(i∂/− eγµAµ − gεµνλργµF νλbρ −m− γ5/b). (5.23)

Posteriormente, iremos obter as contribuições CPT ı́mpar para esta ação efetiva.

5.4 Contribuição Não Mı́nima

A correção de segunda ordem no quadri-vetor que viola Lorentz bµ no setor pura-

mente não mı́nimo, onde e = 0, foi discutida com detalhes em [14, 15, 86], mostrando

assim que essa correção é do tipo

SFF (p) = −g
2

2
εαβγδεα

′β′γ′δ′bαFβγ(p)bα′Fβ′γ′(−p)Iδδ′ (5.24)

onde

Iδδ′ =

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
tr[m2γδγδ′ + kµkνγµγδγνγδ′ ],

= 4

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
(gδδ′m

2 + 2kδkδ′ − gδδ′k2). (5.25)

Para o caso de temperatura zero, esta contribuição tem como resultado

SFF (p) = C0 g
2m2(bαFαβ)2, (5.26)

onde a constante C0 é conhecida por possuir valor igual a 1
4π2 ou zero, veja [?,

86]. Este é exatamente o termo tipo éter proposto em [92]. Com o objetivo de

implementarmos a temperatura finita, tomamos a Eq. (5.25) e alteramos do espaço

Minkowski para o espaço Euclidiano. Com isso, executamos o procedimento a seguir:

k0 → ik0 (gµν → −δµν), d4k → id4kE, e k2 → −k2
0 − ~k2 = −k2

E, de modo que,

obtemos

Iδδ
′

= 4i

∫
d4kE
(2π)4

1

(k2
E +m2)2

(−δδδ′m2 + 2kδEk
δ′

E − δδδ
′
k2
E). (5.27)
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O procedimento utilizado nos cálculos foi o de primeiro separâmos as componentes

de espaço e tempo dos quadri-momentos kδE = (k0, ~k), onde kδE → k̂δ + k0δ
δ0, tal

que k̂δ = (0, ~k). Este procedimento de cálculo é uma reminiscência do artigo [57].

Também, devido a simetria da integral em rotação espacial, é posśıvel utilizar as

substituições

k̂αk̂β → k̂2

d
(δαβ − δα0δβ0), (5.28)

onde, com tal procedimento, promovemos o espaço de 3-dimensões para espaço de

d dimensões. Portanto, através da introdução de um parâmetro arbitrário µ, man-

temos a dimensão de massa inalterada, temos

Iδδ
′

= 4i

∫
dk0

2π
(µ2)

3
2
− d

2

∫
ddk

(2π)d
1

(k2
E +m2)2

(−δδδ′m2 + 2kδEk
δ′

E − δδδ
′
k2
E)

= 8i

∫
dk0

2π
(µ2)

3
2
− d

2

∫
ddk

(2π)d
1

(~k2 + k2
0 +m2)2

[
~k2

d
(δδδ

′ − δδ0δδ′0) + k2
0 δ

δ0δδ
′0

]

−4i

∫
dk0

2π
(µ2)

3
2
− d

2

∫
ddk

(2π)d
1

(~k2 + k2
0 +m2)

δδδ
′
. (5.29)

Então, através do cálculo das integrais nas componentes espaciais ~k, obtemos

Iδδ
′

= −i22−dπ−d/2(µ2)
3
2
− d

2 Γ

(
1− d

2

)
δδ0δδ

′0

×
∫
dk0

2π
(k2

0 +m2)
d
2
−2(m2 + (d− 1)k2

0). (5.30)

Se calcularmos agora a integral k0, Iδδ
′
= 0, que reproduz um dos resultados encon-

trados à temperatura zero [86].

Vamos agora empregar o formalismo Matsubara, que consiste em considerar k0 =

(n + 1/2)2π/β e fazer a mudança (1/2π)
∫
dk0 → 1/β

∑
n. No entanto, não po-

demos simplesmente tomar o limite d → 3 na Eq. (5.30), porque a soma exibe

singularidades. Assim, com objetivo de isolar essas singularidades, vamos usar uma
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representação expĺıcita para a soma sobre as frequências de Matsubara [61], dada

por ∑
n

[(n+ η)2 + ξ2]−λ=

√
πΓ(λ− 1/2)

Γ(λ)(ξ2)λ−1/2
+ 4 sin(πλ)fλ(ξ, η) (5.31)

onde

fλ(ξ, η) =

∫ ∞
|ξ|

dz

(z2 − ξ2)λ
Re

(
1

e2π(z+iη) − 1

)
, (5.32)

que é válido para Reλ < 1, além dos pólos em λ = 1/2,−1/2, · · ·. Na realidade,

ξ = m
2πT

, e η = 1/2 enquanto que todos os propagadores são fermiônicos. Portanto,

aplicando estes resultados para a expressão (5.30), obtemos

Iδδ
′
=

im2

π2ξ2
δδ0δδ

′0F1(ξ), (5.33)

onde

F1(ξ) =

∫ ∞
|ξ|

dz
(2z2 − ξ2)

(z2 − ξ2)1/2
(1− tanh(πz)). (5.34)

No limite de alta temperatura, a expressão acima é dependente da temperatura,

podendo ser reescrita como

Iδδ
′
=
i

3
T 2δδ0δδ

′0 +O
(m
T

)
. (5.35)

Outra forma para obter a contribuição para a função de dois pontos, isto é, para

encontrar Iδδ
′
, baseia-se em aplicar o formalismo de Matsubara para a expressão

(5.25), ou, como é o mesmo, (5.27), sem a simetrização (5.28). Mais uma vez, para

o caso da temperatura finita, realizamos a rotação de Wick e a discretização da

coordenada de ordem zero pela regra k0 → 2πT (n + 1/2), onde T = 1/β, de modo

que chegamos à seguinte forma para Iδδ′

Iδδ′ = iT

∫
d3k

(2π)3

∞∑
n=−∞

1

[4π2T 2(n+ 1/2)2 + ~k2 +m2]2

×tr[m2γδγδ′ − 4π2T 2(n+ 1/2)2γ0γδγ0γδ′ + kikjγiγδγjγδ′ ]. (5.36)
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Resta-nos encontrar o traço acima. Usamos o fato de que as matrizes de Dirac

possuem dimensão 4× 4 e produzem as seguintes relações

tr(γaγbγcγd) = 4(ηabηcd − ηacηbd + ηadηbc);

tr(γaγb) = 4ηab. (5.37)

Temos três situações, (i) δ, δ′ = k, l (ambos os ı́ndices espaciais são livres). Temos

Ikl = iT

∫
d3k

(2π)3

∞∑
n=−∞

1

[4π2T 2(n+ 1/2)2 + ~k2 +m2]2

×tr[m2γkγl − 4π2T 2(n+ 1/2)2γ0γkγ0γl + kikjγiγkγjγl],

= −4iT δkl

∫
ddk

(2π)d

∞∑
n=−∞

1

[4π2T 2(n+ 1/2)2 + ~k2 +m2]2

×
[
m2 + 4π2T 2(n+ 1/2)2 +

(
d− 2

d

)
~k2

]
. (5.38)

Aqui substitúımos a dimensão espacial por d, com o objetivo de verificar a presença

de ambiguidades. Para avaliarmos esta expressão, usamos a identidade∫
dd~k

(2π)d
a~k2 +M2

n

(~k2 +M2
n)2

=
1

(4π)d/2

[d
2

aΓ(1− d/2)

(M2
n)1−d/2 +

M2
nΓ(2− d/2)

(M2
n)2−d/2

]
. (5.39)

Dando continuidade, partindo da expressão (5.38) que no nosso caso, devemos esco-

lher M2
n = m2 + 4π2T 2(n+ 1/2)2, e a = d−2

d
. Neste caso, temos

Ikl = − 4iT

(4π)d/2
δkl

∞∑
n=−∞

1

(M2
n)1−d/2

(
ad

2
+ 1− d

2

)
= 0. (5.40)

Este resultado nulo, corresponde ao caso alcançado da regularização em [86] à tem-

peratura zero. Por isso, pelo menos em uma das regularizações, esta parte da função

de dois pontos desaparece. Observe que, se escolhermos d = 3 desde o ińıcio, o re-

sultado também será zero. Efetivamente, isso significa que a implementação da
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temperatura finita desempenha o papel de uma regularização espećıfica diferente

daquelas que são usados em [86] e produzindo o resultado para o limite de tempe-

ratura zero.

(ii) δ = i, δ′ = 0, ou vice-versa. Neste caso, todos os traços em (5.36) desaparecem

diretamente. Logo, o resultado é zero.

(iii) δ = 0, δ′ = 0. Vamos considerar a expressão, (5.25) para o caso δ = δ′ = 0.

Primeiro, impomos aqui δ = δ′ = 0 e encontramos

I00 = 4

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
[−g00(k2 −m2) + 2k2

0]. (5.41)

Em seguida, realizamos a rotação Wick e levamos em conta que g00 = 1, temos

I00 = 4i

∫
dk0d

3~k

(2π)4

[
1

k2
0 + ~k2 +m2

− 2
k2

0

(k2
0 + ~k2 +m2)2

]
. (5.42)

Então, integramos sobre d3~k:

I00 =
4i

(4π)3/2

∫
dk0

2π

[
Γ(−1/2)

(k2
0 +m2)−1/2

− 2
k2

0Γ(1/2)

(k2
0 +m2)1/2

]
. (5.43)

Agora, mudamos a integração sobre k0 tornando-se uma soma discreta, com
∫
dk0 →

2πT
∑

n, e k2
0 → 4π2T 2(n + 1/2)2, como de costume. Assim, ao introduzirmos

M2
n = m2 + 4π2T 2(n+ 1/2)2, podemos escrever

I00 =
4i

(4π)3/2
T

∞∑
n=−∞

[
Γ(−1/2)

(M2
n)−1/2

− 2Γ(1/2)
(M2

n −m2)

(M2
n)1/2

]
(5.44)

desde que Γ(1/2) = −1/2Γ(−1/2), temos

I00 =
4iΓ(−1/2)

(4π)3/2
T

∞∑
n=−∞

[
1

(M2
n)−1/2

+
(M2

n −m2)

(M2
n)1/2

]

=
4iΓ(−1/2)

(4π)3/2
T

∞∑
n=−∞

[
2

(M2
n)−1/2

− m2

(M2
n)1/2

]
. (5.45)
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Introduzimos ξ = m
2πT

, ou seja, M2
n = 4π2T 2[ξ2 + (n+ 1/2)2]. Assim,

I00 =
4iΓ(−1/2)

(4π)3/2
T

∞∑
n=−∞

{
4πT

[ξ2 + (n+ 1/2)2]−1/2
− m2

2πT [ξ2 + (n+ 1/2)2]1/2

}
.(5.46)

Para somar sobre n, usamos a fórmula (5.31). No nosso caso, λ = 1/2 ou λ = −1/2.

A integral em (5.31) converge em ambos os casos, os únicos termos problemáticos

são aqueles que envolvem uma funções gama de Euler. Para evitarmos tamanha

dificuldade, vamos adotar, a contante positiva ε como parâmetro na expressão para

I00:

I00 = − i
π
T

∞∑
n=−∞

{
4πT

[ξ2 + (n+ 1/2)2]−1/2+ε
− m2

2πT [ξ2 + (n+ 1/2)2]1/2+ε

}
.(5.47)

Usando a fórmula (5.31), temos I00 = I
(a)
00 + I

(b)
00 e obtemos

I
(a)
00 = − i

π
T

[
4πT
√
πΓ(−1 + ε)

Γ(−1/2)(ξ2)−1+ε
− m2

√
πΓ(ε)

2πTΓ(1/2)(ξ2)ε

]
, (5.48)

I
(b)
00 =

i

π
T

[
8πT

∫ ∞
|ξ|

dz

(z2 − ξ2)−1/2
(1− tanh(πz))

−m
2

πT

∫ ∞
|ξ|

dz

(z2 − ξ2)1/2
(1− tanh(πz))

]
. (5.49)

É claro que a singularidade só pode surgir a partir de I
(a)
00 . Vamos estudá-la em

detalhes. Primeiro de tudo, precisamos lembrar que ξ = m
2πT

. Em seguida, temos

I
(a)
00 = − i

π2

m2
√
π

(ξ2)ε

[
Γ(−1 + ε)

Γ(−1/2)
− Γ(ε)

2Γ(1/2)

]
. (5.50)

Portanto, levaremos em conta que Γ(−1/2) = −2Γ(1/2). Obtemos

I
(a)
00 = − i

π2

m2
√
π

(ξ2)ε

[
Γ(−1 + ε) + Γ(ε)

Γ(−1/2)

]
, (5.51)

onde Γ(−1 + ε) + Γ(ε) = −1 (ocorre a mesma relação entre funções gama e Euler

impĺıcitas, cancelando as divergências no caso de temperatura zero [86]). Podemos
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tender ε→ 0. Portanto, colocamos (ξ2)ε = 1. Assim,

I
(a)
00 =

i

π2

m2
√
π

Γ(−1/2)
= −im

2

2π2
. (5.52)

O resultado completo para I00 é

I00 = −im
2

2π2
+ i

[
8T 2

∫ ∞
|ξ|

dz(z2 − ξ2)1/2(1− tanh(πz))

−m
2

π2

∫ ∞
|ξ|

dz

(z2 − ξ2)1/2
(1− tanh(πz))

]
= −im

2

2π2
+ i

[
8T 2F2(ξ)− m2

π2
F3(ξ)

]
, (5.53)

onde

F2(ξ) =

∫ ∞
|ξ|

dz(z2 − ξ2)1/2(1− tanh(πz)), (5.54)

F3(ξ) =

∫ ∞
|ξ|

dz

(z2 − ξ2)1/2
(1− tanh(πz)). (5.55)

No entanto, em qualquer caso, os termos que envolvem as integrais nessa expressão

são finitas tanto nos limites inferior quanto no limite superior. Pode-se notar que a

contribuição da temperatura zero é não nula (5.52) (o desenvolvimento do cálculo

correspondente) não foi discutida em[86]. A principal razão para isso consiste no

fato de que este procedimento exige um papel muito especial d coordenada zero,

que pode ser explicado naturalmente nomeadamente pela prescrição a temperatura

finita. Após a terceira forma de cálculo, podemos calcular o primeiro traço em (5.24)

em quatro dimensões, tal como foi feito na [86], o resultado é expresso em termos

de k2 e só depois aplica-se a temperatura finita. Neste caso, temos, a introdução da

temperatura finita após a rotação Wick.

Iδδ′ = 2iηδδ′

∫
d4kE
(2π)4

k2
E + 2m2

(k2
E +m2)2

= 2iηδδ′I, (5.56)
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onde

I =

∫
d4kE
(2π)4

k2
E + 2m2

(k2
E +m2)2

. (5.57)

Vamos calcular a integral I. No cálculo abaixo, omitiremos o ı́ndice “E” daqui em

diante. Em primeiro lugar, podemos escrever

1

k2 +m2
=

1

k2 +m2
− 1

k2
+

1

k2
= − m2

k2(k2 +m2)
+

1

k2
. (5.58)

Assim, o integrando de I parece

k2 + 2m2

(k2 +m2)2
=

m2

(k2 +m2)2
− m2

k2(k2 +m2)
+

1

k2
= − m4

k2(k2 +m2)2
+

1

k2
. (5.59)

No caso da temperatura de zero, com a representação de Feynman, temos:

I =

∫
d4k

(2π)4

k2 + 2m2

(k2 +m2)2
= −

∫
d4k

(2π)4

m4

k2(k2 +m2)2
=

= −2m4

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)4

x

(k2 +m2x)3
= − m2

16π2
, (5.60)

que corresponde ao resultado [86], uma vez que o integrante do 1
k2 , o último termo

de (5.59), desaparece dentro da regularização dimensional. Assim, a expressão equi-

valente de I é

I =

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)4

[
− 2m4x

(k2 +m2x)3
+

1

k2

]
. (5.61)

Podemos apresentar esta expressão como I = I ′ + I0, onde,

I ′ = −2m4

∫ 1

0

dx

∫
d4k

(2π)4

x

(k2 +m2x)3
, (5.62)

e I0 = −2m4
∫

d4k
(2π)4

1
k2 .

Agora, vamos implementar a temperatura finita apenas para esta expressão:

I ′ = −2m4T
∞∑

n=−∞

∫ 1

0

dx

∫
d3~k

(2π)3

x

[~k2 + 4π2T 2(n+ 1/2)2 +m2x]3
. (5.63)
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Podemos reescrever a expressão anterior em termos de ξ = m
2πT

, escrevendo da forma

I ′ = − m4T

16π(2πT )3

∞∑
n=−∞

∫ 1

0

dx
x

[(n+ 1/2)2 + ξ2x]3/2
. (5.64)

Para fatorar a dependência da temperatura, introduzimos nova variável x̃ = ξ2x, de

modo que

I ′ = − m4T

16π(2πT )3

(
4π2T 2

m2

)2 ∞∑
n=−∞

∫ ξ2

0

dx̃
x̃

[(n+ 1/2)2 + x̃]3/2
. (5.65)

Agora, para aplicarmos o somatório (5.31), devemos usar a relação de recorrência

fλ(ξ, η) = − 1

2ξ2

2λ− 3

λ− 1
fλ−1(ξ, η)− 1

4ξ2

1

(λ− 2)(λ− 1)

∂2

∂η2
fλ−2(ξ, η), (5.66)

por causa λ = 3/2 é claramente fora do alcance de validade. Portanto, isso nos

permite manipularmos o resultado para I ′ como

I ′ = − m2

16π2
+
T 2π2

2
F4(ξ), (5.67)

onde

F4(ξ) =

∫ ξ2

0

dx̃

∫ ∞
|
√
x̃|
dz(z2 − x̃)1/2 sech2(πz)tanh(πz). (5.68)

Agora, vamos discutir a integral I0. No caso de temperatura zero, é certamente nulo.

Em prinćıpio, podeŕıamos tratá-la como zero a temperatura finita, (tratando esta

restrição como mais uma regularização). No entanto, se aplicarmos a temperatura

finita, temos

I0 = T
∞∑

n=−∞

∫
d3~k

(2π)3

1

~k2 + 4π2T 2(n+ 1/2)2
. (5.69)

A integral é simples:

I0 = −T
2

2

∞∑
n=−∞

∣∣∣∣n+
1

2

∣∣∣∣ . (5.70)
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Mais uma vez, nós mudamos a soma sobre todos n pela soma sobre apenas a parte

positiva n, ou seja,

I0 = −T 2

∞∑
n=0

(n+ 1/2) = −T 2

[
ζ(−1) +

1

2
ζ(0)

]
, I0 = −T

2

2

∞∑
n=−∞

∣∣∣∣n+
1

2

∣∣∣∣ . (5.71)

onde nós levamos em conta que
∞∑
n=1

1
ns

= ζ(s). Desde que ζ(0) = −1
2
, e ζ(−1) = − 1

12
,

tem-se

I0 =
T 2

3
. (5.72)

De uma tal forma, tem-se

Iδδ
′
= 2δδδ

′
(I ′ + I0) = 2δδδ

′
[
− m2

16π2
+
T 2

3
+
T 2π2

2
F4(ξ)

]
. (5.73)

É instrutivo também discutirmos o quarto cálculo da contribuição puramente não

mı́nimo, para a função de dois pontos, o que tem sido considerado em [86]. Aqui,

foi mostrado que o resultado é zero no caso de temperatura zero. Foi demonstrado

que existe na dimensão arbitrária D do espaço-tempo, a expressão (5.24), após

substituição kµkν → 1
D
ηµνk

2 a subsequente rotação de Wick, temos

Iδδ′ = 2iηδδ′I. (5.74)

Desta forma, ao contrário do caso anterior, temos agora

I = 2

∫
dDkE
(2π)D

k2
E(D−2

D
) +m2

(k2
E +m2)2

. (5.75)

Podemos implementar a temperatura finita para esta expressão. Se introduzirmos

d = D − 1 como uma dimensão puramente espacial (em prinćıpio, d = 3 + ε) e, em

seguida, integrarmos sobre as componentes espaciais do momento, obtemos

I =
2T

(4π)d/2(d+ 1)

∞∑
n=−∞

[
(d− 1)Γ(1− d

2
)

[m2 + 4π2T 2(n+ 1
2
)2]1−

d
2

+
2Γ(2− d

2
)

[m2 + 4π2T 2(n+ 1
2
)2]2−

d
2

]
.(5.76)
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O resultado da soma utilizando (5.31) é,

I =
(2π)d−2T d−1

(4π)d/2(d+ 1)

[ √
π

(ξ2)
1
2
− d

2

(
(d− 1)Γ(

1− d
2

) + 2Γ(
3− d

2
)
)

+4(d− 1)Γ(1− d

2
) sin(π(1− d

2
))f1−d/2(ξ,

1

2
)

+ 8Γ(2− d

2
) sin(π(2− d

2
))f2−d/2(ξ,

1

2
)

]
, (5.77)

onde a expressão genérica para a função fλ(ξ, η) é dado pela (5.32). Devido a

identidade conhecida Γ(x+ 1) = xΓ(x), podemos anular completamente o primeiro

(independente da temperatura e, na verdade, composta por duas singularidades

desde d = 3 + ε) termo desta expressão colaborando com o resultado de [86] que

dentro deste processo o resultado para temperatura zero desaparece exatamente

(nota-se que este cancelamento mútuo das singularidades também se baseia nas

propriedades da função gama de Euler assim como em [86]). Ficamos com,

I =
(2π)d−2T d−1

(4π)d/2(d+ 1)

[
4(d− 1)Γ(1− d

2
) sin(π(1− d

2
))f1−d/2(ξ,

1

2
)

+8Γ(2− d

2
) sin(π(2− d

2
))f2−d/2(ξ,

1

2
)
]
. (5.78)

Como não há mais singularidades nessa expressão, podemos colocar d = 3 e, usando

(5.54), observamos o resultado final

Iδδ′ = δδδ′
T 2

2
[2F2(ξ) + F3(ξ)] . (5.79)

Encerramos esta seção expondo os resultados expĺıcitos para o termo tipo éter obtido

com o uso desses três procedimentos de cálculo do Iδδ
′
produzindo resultados (5.33),

(5.53), (5.73) e (5.79) respectivamente. As expressões correspondentes para a função

de dois pontos (incluindo tanto o termo éter e o termo invariante de Lorentz) são

SFF1 = −g2T 2F1(ξ)(2~b2FijF
ij − 4bkFkjbiF

ij);
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SFF2 = −g2

[
−m

2

4π2
(1 + 4F2(ξ)) + 16T 2F3(ξ)

]
(2~b2FijF

ij − 4bkFkjbiF
ij);

SFF3 = g2

[
− m2

16π2
+
T 2

3
+
T 2π2

2
F4(ξ)

]
(2b2FµνF

µν − 4bµFµνbλF
λν);

SFF4 = g2T
2

2
[2F2(ξ) + F3(ξ)] (2b2FµνF

µν − 4bµFµνbλF
λν). (5.80)

Aqui, as funções F1(ξ), F2(ξ), F3(ξ), e F4(ξ) podem ser observadas a partir das

expressões (5.34), (5.54), (5.55), e (5.68), respectivamente. Conclúımos esta seção

com a afirmação de que cada um dos regimes implicava em um dos resultados apre-

sentados em (5.80) sendo fisicamente consistente. No entanto, dentro do primeiro

dos quatro planos, o resultado desaparece à temperatura zero, dentro do segundo

só o espaço é semelhante onde bµ contribui para o resultado a temperatura zero (o

que reflete o fato de que a introdução da temperatura finita quebra a simetria de

Lorentz). Já terceiro, o resultado encontrado em [86] é naturalmente promovido

para o caso com a presença de temperatura finita.

5.5 Contribuição Mı́nima

Agora, iremos concentrar nossa atenção para as correções tipo éter, essencialmente

dependente de e. A correção de segunda ordem de violação de simetria de Lorentz no

vetor bµ num setor puramente mı́nimo, onde g = 0, é dado pela seguinte expressão:

SAA(p) =
ie2

2

∫
d4k

(2π)4
tr

(
γµ

1

/k −mγν
1

/k + /p−m
γ5/b

1

/k + /p−m
γ5/b

1

/k + /p−m
+

+γµ
1

/k −mγ5/b
1

/k −mγν
1

/k + /p−m
γ5/b

1

/k + /p−m
+

+γµ
1

/k −mγ5/b
1

/k −m γ5/b
1

/k −mγν
1

/k + /p−m

)
Aµ(−p)Aν(p), (5.81)
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onde, p é o momento externo. Vamos escrever

S(k + p) =
1

/k + /p−m
, (5.82)

que pode ser expandida como

S(k + p) =
∞∑
i=0

1

/k −m

(
−/p

1

/k −m

)i
=
∞∑
i=0

Si, (5.83)

sendo

Si ≡
1

/k −m

(
−/p

1

/k −m

)i
. (5.84)

A expressão da Eq.(5.81) pode ser escrita na forma

SAA(p) =
ie2

2
Aµ(−p)Aν(p)Πµν(p) +O(p3), (5.85)

onde

Πµν(p) =

∫
d4k

(2π)4
tr[γµS0γ5/bS0γ5/bS0γ

ν(S0 + S1 + S2)

+γµS0γ5/bS0γ
ν(S0 + S1 + S2)γ5/b(S0 + S1 + S2)

+γµS0γ
ν(S0 + S1 + S2)γ5/b(S0 + S1 + S2)γ5/b(S0 + S1 + S2)].(5.86)

As contribuições que nos interessam são quadráticas em p. Estes termos são finitos

por contagem de potência, portanto, livre de ambiguidades. Após a expansão e o

cálculo do traço, chegamos à seguinte expressão: Πµν → Πµν
1 + Πµν

2 + Πµν
3 + Πµν

4 ,

com os

Πµν
1 = −

∫
d4kE
(2π)4

8

(k2
E +m2)3

[(bE · pE)2δµν + (bE · pE)pµEb
ν
E + (bE · pE)bµEp

ν
E

+p2
Eb

µ
Eb

ν
E + b2

Ep
2
Eδ

µν ], (5.87)

Instituto de F́ısica - UFAL



5 Contribuição Mı́nima 78

Πµν
2 =

∫
d4kE
(2π)4

1

(k2
E +m2)4

[−16m2(bE · pE)2δµν + 32kµEk
ν
E(bE · pE)2 + 32bµEb

ν
E(pE · kE)2

+24b2
E(pE · kE)2δµν + 16m2pµEb

ν
E(bE · pE) + 16m2bµEp

ν
E(bE · pE)

+48kµEp
ν
E(bE · pE)(bE · kE) + 48pµEk

ν
E(bE · pE)(bE · kE) + 48(bE · kE)2p2

Eδ
µν

−16m2bµEb
ν
Ep

2
E + 48m2b2

Ep
2
Eδ

µν + 24kµEk
ν
Eb

2
Ep

2
E + 48kµEb

ν
E(bE · kE)p2

E

+48bµEk
ν
E(bE · kE)p2

E + 24kµEp
ν
E(bE · kE)2 + 24pµEk

ν
Eb

2
E(pE · kE)

+64kµEb
ν
E(bE · pE)(pE · kE) + 64bµEk

ν
E(bE · pE)(pE · kE) + 48pµEb

ν
E(bE · kE)(pE · kE)

+48bµEp
ν
E(bE · kE)(pE · kE) + 96(bE · pE)(bE · kE)(pE · kE)δµν ], (5.88)

Πµν
3 = −

∫
d4kE
(2π)4

1

(k2
E +m2)5

[192(bE · kE)2(pE · kE)2δµν + 192m2b2
E(pE · kE)2δµν

+128kµEk
ν
Eb

2
E(pE · kE)2 + 256kµEb

ν
E(bE · kE)(pE · kE)2

+256bµEk
ν
E(bE · kE)(pE · kE)2 + 192kµEk

ν
E(bE · kE)2p2

E + 192m2kµEk
ν
Eb

2
Ep

2
E

+192kµEp
ν
E(bE · kE)2(pE · kE) + 192pµEk

ν
E(bE · kE)2(pE · kE)

+192m2kµEp
ν
Eb

2
E(pE · kE) + 192m2pµEk

ν
Eb

2
E(pE · kE)

+512kµEk
ν
E(bE · pE)(bE · kE)(pE · kE)], (5.89)

Πµν
4 =

∫
d4kE
(2π)4

1280

(k2
E +m2)6

[kµEk
ν
E(bE · kE)2(pE · kE)2 +m2kµEk

ν
Eb

2
E(pE · kE)2].(5.90)

A fim de combater de uma forma eficaz a questão do comportamento da temperatura

finita das expressões acima, podemos separar os componentes de espaço e tempo

dos quadri-momentos kσE = (k0, ~k) onde kσE → k̂σ + k0δ
σ0, de modo que k̂σ = (0, ~k).

Além disso, devido à simetria da integral de rotação espacial, é posśıvel utilizar as

substituições,

k̂αk̂β → k̂2

d
(δαβ − δα0δβ0) (5.91)

Instituto de F́ısica - UFAL



5 Contribuição Mı́nima 79

e

k̂αk̂βk̂δk̂γ → k̂4

d(d+ 2)
[(δαβ − δα0δβ0)(δδγ − δδ0δγ0) + (δαδ − δα0δδ0)(δβγ − δβ0δγ0)

+(δαγ − δα0δγ0)(δβδ − δβ0δδ0)]. (5.92)

Estes procedimentos nos levam ao resultado

Πµν = A((bE · pE)2δµν + p2
Eb

µ
Eb

ν
E − (bE · pE)bµEp

ν
E − (bE · pE)pµEb

ν
E − b2

Ep
2
Eδ

µν + b2
Ep

µ
Ep

ν
E)

+B(b2
0p

2
0δ
µν + b2

0p
2
Eδ

µ0δν0 − b2
0p0p

µ
Eδ

ν0 − b2
0p0δ

µ0pνE)

+C(b2
Ep

2
0δ
µν + b2

Ep
2
Eδ

µ0δν0 − b2
Ep0δ

µ0pνE − b2
Ep0p

µ
Eδ

ν0)

+D(b2
0p

2
Eδ

µν − b2
0p
µ
Ep

ν
E), (5.93)

onde

A = −1

3
23−dm2π−

d
2 Γ

(
4− d

2

)∫
dk0

2π
(k2

0 +m2)
d
2
−4 (5.94)

B = −1

3
21−dπ−

d
2 Γ

(
3− d

2

)∫
dk0

2π
(k2

0 +m2)
d
2
−5

×(3m4 + (d− 5)k2
0(6m2 + (d− 3)k2

0)) (5.95)

C =
1

3
22−dm2π−

d
2 Γ

(
4− d

2

)∫
dk0

2π
(m2 + k2

0)
d
2
−5(m2 + (d− 7)k2

0) (5.96)

D = −1

3
22−dπ−

d
2 Γ

(
3− d

2

)∫
dk0

2π
(m2 + k2

0)
d
2
−4(m2 + (d− 5)k2

0). (5.97)

Pode-se verificar que diretamente cada uma das quatro contribuições para a ex-

pressão (5.93) é proporcional a A, B, C, e D respectivamente, e medimos a in-

variância separadamente. Portanto, a invariância de gauge será automaticamente

mantida à temperatura finita. Se, então, calcularmos o k0 das integrais nestas ex-

pressões, obtemos A = − 1
6m2π2 e B = 0 = C = D, como esperado.

Estamos agora em condições de aplicar a temperatura finita através da aplicação do

formalismo de Matsubara, que consiste na tomada k0 = (n + 1/2)2π/β e mudando
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(1/2π)
∫
dk0 → 1/β

∑
n. Ao realizarmos os somatórios, obtemos

A = − 1

6m2π2
− 1

6m2

∫ ∞
|ξ|

dz
(ξ2 − 2z2)

(z2 − ξ2)1/2
sech2(πz)tanh(πz), (5.98)

B = −C =
1

12m2
π2ξ2

∫ ∞
|ξ|

dz(z2 − ξ2)1/2 sech5(πz)(sinh(3πz)− 11sinh(πz)),(5.99)

D =
1

6m2
ξ2

∫ ∞
|ξ|

dz(z2 − ξ2)−1/2 sech2(πz)tanh(πz). (5.100)

Observa-se que, no limite de alta temperatura, ξ → 0, todos os coeficientes acima

desaparecem.

A contribuição para a ação efetiva, que corresponde a (5.93) com os coeficientes

dependentes da temperatura A,B,C, e D, são idênticos a expressão

SAA = A(2b2FµνF
µν − 4bµFµνbλF

λν) +Bb2
iF0µF

0µ +Db2
0FµνF

µν . (5.101)

Vemos que este resultado envolve, em primeiro lugar, o termo usual tipo éter, em

segundo, o termo invariante Lorentz Maxwell acompanhado pelo multiplicador cons-

tante (que envolve tanto b2 e b2
0), terceiro, o termo F0µF

0µ que pode ser tratado como

uma forma particular do termo éter correspondente ao caso em que o vetor bµ é de-

pendente do espaço.

5.6 Contribuição Mı́nima, Não-Mı́mina

Agora, vamos considerar os diagramas de Feynman “misturados”, envolvendo

ambos os acoplamentos mı́nimos e não-mı́nimos, e descrito na Fig.5.1. Da mesma

forma com os cálculos de [106], aqui nós consideramos as inserções com violação de
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•
•

•
•

•
•

•
•

Figura 5.1: As contribuições para a função de dois pontos do campo vetorial.

Lorentz /bγ5 introduzido tanto nos vértices quanto nos propagadores (ambas inserções

são indicadas pelo śımbolo •). Os cálculos não diferem essencialmente daqueles

realizados em [87], uma vez que os loop das integrais e os traços são idênticos à

soma(na verdade, a única diferença entre os papéis está relacionada com o fato

de que em um dos vértices, em Aµ do campo, é substitúıdo pelo seu “similar”

εµνλρb
νF λρ). Como resultado, chegamos a

SAF = eg

∫
d4x Iρε

ρνλµ(εναβγF
αβbγ∂λAµ + Aνεµκησ∂λF

κηbσ), (5.102)

onde, Iρ é um vetor constante cuja forma expĺıcita é

Iρ = 2i

∫
d4k

(2π)4

bρ(k
2 + 3m2)− 4kρ(b · k)

(k2 −m2)3
, (5.103)

pode ser calculado através de diferentes regimes de regularização (uma lista muito

incompleta das abordagens para calcular este vetor, que é equivalente ao cálculo

do termo Chern-Simons 4D pode ser encontrado em [33, 30, 42, 45, 46, 48, 49, 50,

51, 52, 53, 54, 55, 56, 107]). Então, vamos discutir este resultado na temperatura

finita, pelo menos por dois métodos de cálculo, tendo um mero propósito de ilustrar a

ambiguidade dos resultados para este vetor. Dentro de uma abordagem mais simples,

podemos seguir a linha elaborada em [75] e repetir todos os cálculos realizados.

Em [75], dois sistemas foram utilizados para obter Iρ. Dentro do primeiro regime,

trabalhamos com a expressão (5.103) e consideramos separadamente o tempo e as

partes do espaço em bµ, que depois de simetrização correspondente obtemos,

I0 =
1

4
b0;
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Ii =
1

4
bi

[
1

π2
+

1

2
F5(ξ)

]
, (5.104)

onde ξ = m
2πT

, e a função F5(ξ) foi discutida com detalhes em [75] e obtemos

F5(ξ) =

∞∫
|ξ|

dz(z2 − ξ2)1/2 sech2(πz)tanh(πz). (5.105)

Dentro de outro esquema, impõem-se, em primeiro lugar a simetria esférica, fazendo

a substituição kρk
ν → 1

4
δνρk

2 em (5.103) que permite a reescrever (5.103) como

Iρ = 6ibρ

∫
d4k

(2π)4

m2

(k2 −m2)3
, (5.106)

que os rendeu

I0 =
3

16
b0

[
1

2π2
+ F5(ξ)

]
;

Ii =
3

16
bi

[
1

2π2
+ F5(ξ)

]
. (5.107)

Então, dentro dessa abordagem o vetor Iµ é proporcional a bµ assim como no caso

da temperatura zero.

Mais detalhes destes cálculos podem ser encontrados em [75]. Em prinćıpio,

pode-se, em alternativa, seguir a abordagem desenvolvida em [76] com base no

formalismo proposto por [57], e obtemos mais possibilidades para esses vetores (no-

tamos que esta lista de desenvolvimento de cálculo não é exaustiva, e, em prinćıpio,

outros valores para o vetor Iµ podem ser encontrados). Assim, demonstramos que

esta fonte para a ambiguidade do termo éter ainda trabalha na temperatura finita.

Resta substituir esses valores referentes a Iµ na expressão, (5.102) para o

termo de éter. Após a contração dos dois śımbolos de Levi-Civita, tem-se

SAF = eg

∫
d4x

[
2FµνF

µν(b · I)− 4FαβFαγIβb
γ
]
, (5.108)
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onde a temperatura dependente do vetor Iβ é amb́ıgua, em alguns esquemas de

cálculo que acaba sendo proporcional ao vetor bµ e pode ser lida a partir das ex-

pressões (5.104) ou (5.107), dependendo do esquema de cálculos que nós escolhemos.

O primeiro, termo da invariância de Lorentz também é amb́ıguo. Por isso nós de-

monstramos a finitude e ambiguidade para a contribuição do termo éter a partir

deste setor. Para concluirmos nosso estudo, podemos constatar que o resultado

completo para o termo tipo éter como no caso de temperatura finita é representado

por uma soma das contribuições em (5.80) com a expressão (5.101) e o resultado

(5.108) na formulação em (5.104) ou a forma (5.107) do vetor Iµ sendo usado. Por-

tanto, conclúımos que o termo tipo éter como no caso da temperatura finita possui

duas ambiguidades, bem como no caso da temperatura zero.
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Caṕıtulo 6

Considerações Finais e

Perspectivas

Estudamos nesta tese, a geração através de correções radiativas do termo

de Chern-Simons de derivada superior, assim como do termo tipo éter, ambos à

temperatura finita e em 3+1 dimensões. Também, dentro do contexto dos termos

de Chern-Simons, estudamos a questão da invariância da ação sob transformação

de gauge ampla. Com relação ao termo tipo éter, constatamos que ele é amb́ıguo à

temperatura finita, assim como o cálculo à temperatura zero.

No Caṕıtulo 2, introduzimos de forma sucinta a EDQ estendida, que serviu de

base para os cálculos seguintes relacionados com a indução dos termos com violação

de simetria de Lorentz e de CPT.

Discutimos, inicialmente, no Caṕıtulo 3 a geração através de correções radia-

tivas do termo de Chern-Simons 4D, à temperatura finita. O procedimento adotado,

de certa forma, serviu como base para os demais cálculos realizados nesta tese. No

final do Caṕıtulo, apresentamos o cálculo da indução do termo de Chern-Simons de
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derivada superior, à temperatura finita. O resultado obtido corrobora os resultados

encontrados anteriormente, com relação ao limite de altas temperaturas, no qual

os termos de derivada superior se anulam. Foram realizadas estimativas numéricas

sobre o coeficiente bµ, as quais ficaram dentro da sensibilidade máxima.

No caṕıtulo 4, analisamos a questão da invariância de gauge ampla. Para isso,

averiguamos que a ação de Chern-Simons e a ação de Chern-Simons de derivada su-

perior são ambas invariantes sob transformação de gauge ampla. Neste Caṕıtulo,

com o intuito de ganharmos mais conhecimento sobre o assunto, inicialmente, reali-

zamos uma resumida, contudo, esclarecedora discussão sobre a invariância de gauge

ampla em modelos 1D e 3D.

Finalmente, no Caṕıtulo 5, após realizarmos a geração do termo tipo éter

à temperatura finita, observamos que o cálculo é amb́ıguo, assim como o estudo

à temperatura zero. Contudo, no ińıcio discutimos a questão com base no termo

de Chern-Simons, observando que quando temos divergências lineares, fatalmente o

cálculo sofrerá com essa indeterminação.

Perspectivas do nosso trabalho serão o estudo de termos com violação de

simetria de Lorentz não lineares, tais como a investigação da indução de correções

de ordem superior ao termo de Chern-Simons. Na verdade seria estudar os termos

não lineares relacionados com a ação de Euler-Heisenberg, contudo, com violação de

simetria de Lorentz e de CPT. Em teorias 3D, esse estudo foi realizado em [74], o

qual foi gerado um termo semelhante ao Chern-Simons, contudo, com derivadas a

mais.

Também propomos estudar a indução do termo de Chern-Simons gravitacio-

nal 4D [39], contudo, olhando para os efeitos de temperatura finita. Estudos dessa
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natureza já foram efetuados à temperatura zero [106], todavia, à temperatura finita,

nunca foram considerados. Inclusive, recentemente, foi argumentado que essa seria

uma maneira fact́ıvel de calcularmos experimentalmente a anomalia gravitacional,

através dos semimetais de Weyl [108].

Para finalizarmos, estamos interessados em analisar a questão da não analiti-

cidade do coeficiente do termo de Chern-Simons, à temperatura finita. Na verdade,

iremos observar se o coeficiente possui o mesmo comportamento, quando tomamos

os limites (k0 = 0, ~k → 0) ou (~k = 0, k0 → 0). Acreditamos que os comportamen-

tos do coeficiente, em função da temperatura, não serão os mesmos, caracterizando

assim a não analiticidade. Em teorias 3D, esse estudo foi realizado em [109].

Instituto de F́ısica - UFAL



Referências Bibliográficas
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 88
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