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RESUMO

Obtemos estimativas superiores do infimo do espectro essencial do operador Laplaciano pon-
derado de variedades ponderadas ndo compactas e completas, assumindo condi¢des de cres-
cimento de volume ponderado. Além disso, encontramos exemplos onde ocorre a igualdade
em tais estimativas. Como uma aplica¢do, estimamos a curvatura média ponderada de hiper-
superficies imersas isometricamente em variedades ponderadas com indice de f-estabilidade
finito. Mostramos ainda que dada uma hipersuperficie imersa isometricamente em um gradient
shrinking Ricci soliton com curvatura média ponderada constante, volume ponderado finito e

satisfazendo mais algumas condicdes, tem indice de f-estabilidade maior que ou igual a dois.

Palavras-chaves: Espectro Essencial; Laplaciano Ponderado; Crescimento de Volume; Estima-

tiva; Curvatura Média; Indice.



ABSTRACT

We obtain upper estimates to the greatest lower bound of the essential spectrum of
weighted Laplacian operator of non-compact weighted manifold under assumptions of the
weighted volume growth. Furthermore, we find examples where the equality occurs in the es-
timates obtained. As a consequence, we give estimates for the weighted mean curvature of
complete noncompact hypersurfaces into weighted manifold with with finite index f-stability.
Although we show that given a hypersurface isometrically immersed in a Ricci soliton gradient
weighted with constant weighted mean curvature, finite weighted volume and satisfying more

some conditions, has index of f-stability greater than or equal to two.

Keywords: Essential Spectrum; Weighted Laplacian; Volume growth; Estimate; Mean Curva-

ture; Index.
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1 INTRODUCAO

O L?-espectro do operador Laplaciano, denotado por o(—A), tem sido analisado e com-
putado para uma grande classe de variedades ndo compactas e completas. Por exemplo, assu-
mindo que a variedade ndo compacta e completa tem curvatura de Ricci ndo negativa e cres-
cimento de volume Euclidiano, foi provado por Donnelly (DONNELLY, 1997) que o espectro
essencial do operador Laplaciano 6,4 (—A) deve ser [0, 4-0). E cldssico que o espectro essencial

do operador Laplaciano em variedade compacta é vazio, e assim, seu L>-espectro é discreto.

Dado que o L?-espectro do operador Laplaciano para uma classe de variedades ndo com-
pactas e completas € essencial, torna-se importante estimar o infimo do espectro essencial de
—A, denotado por inf o,s(—A), de variedades ndo compactas e completas. Existem muitos re-
sultados interessantes sobre espectro essencial e estimativas para inf 6,5 (—A) de variedades ndo
compactas e completas, a saber, (CHENG, 1975), (PINSKY, 1978), (PINSKY, 1979), (DON-
NELLY; LI, 1979), (BROOKS, 1981), (BROOKS, 1984), (ESCOBAR, 1986), (ESCOBAR;
FREIRE, 1992), (ZHOU, 1994), (HIGUCHLI, 2001) e (LI; WANG, 2002).

O problema de estimar o inf ¢,s(—A) de variedade ndo compactas e completas M sob
suposi¢Oes geométricas simples tem sido intensamente estudado ao longo destas dltimas déca-
das. Por exemplo, Donnelly (DONNELLY, 1981) provou que

inf G, (—A) < (n— 1)k /4
para variedades com curvatura de Ricci limitada inferiormente pela constante —(n — 1)k, onde
n=dmMek>0.
Em (BROOKS, 1981) e (BROOKS, 1984), Brooks generalizou a estimativa obtida por

Donnelly. De fato, ele mostrou que se M tem volume infinito, entdo
inf Geus(—A) < f1/4,

onde fi, = limsup,_,,, % log Vol(B,); e se M tem volume finito,
inf Gess(—A) < i, /4,

onde i, = limsup,_,, _71 log(Vol(M) — Vol(B,)). Mais tarde, Higuchi (HIGUCHI, 2001) me-

lhorou as estimativas de Brooks.

Em muitas ocasides, é natural considerar ao longo de uma variedade Riemanniana
(M",g) uma estrutura adicional de medida ponderada e /do, onde f é uma funcio suave em
M, chamada fungdo potencial, e do é o elemento de volume induzido pela métrica g = (, ).
As variedades Riemannianas, munidas com medidas ponderadas, surgem naturalmente como
resultado do limite Gromov-Hausdorff de sequéncias colapsadas (ver Cheeger e Colding (CHE-
EGER; COLDING, 1997), (CHEEGER; COLDING, 2000a), (CHEEGER; COLDING, 2000b)
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e Fukaya (FUKAYA, 1987)) e também desempenham um papel essencial nos trabalhos de Ha-
milton (HAMILTON, 1982) sobre fluxo de Ricci.

Uma variedade ponderada é uma tripla M} = (M", g, e /d o). O operador Laplaciano
ponderado Ay, definido por
Asu:=Au— (Vf,Vu),

estd associado a e /do bem como A estd associado a do. Além disso, Ay € um operador
autoadjunto e positivo no espaco L]% das funcdes quadrado integraveis em M com respeito a
medida e~/do, e logo, o L}—espectro de —Ay em M, denotado por 6(—Ay), é um subconjunto
de [0, +o0).

O espectro de Ay pode ser decomposto na unido disjunta oy(—Ayr) U Oges(—Ay), onde
04(—Ay) € o conjunto de autovalores isolados com multiplicidade finita, chamado espectro dis-
creto, e seu complemento Og(—Ar), chamado espectro essencial, é o conjunto de autovalores

com multiplicidade infinita e pontos de acumulacdo do espectro.

Seja B, a bola geodésica de M centrada em um ponto fixado o € M e raio r > 0. O

volume ponderado de B, é dado por

Vol;(B,) = / e /do
B,

e o volume ponderado de M € definido por

Volf(M):/ e ldo.
M

O primeiro objetivo desta tese é dar estimativas para inf G,z (—A f) para variedades nao
compactas e completas em fun¢do do crescimento de volume ponderado das bolas e esferas

geodésicas. A seguir, enunciamos nossos principais resultados.

Teorema 1.1. Seja My uma variedade ponderada ndo compacta e completa.
(i) Se Voly(M) = +oo, entio
2
infcess(_Af> < anTv,
o]
onde W, = hrrg inf . log Vol ¢(B,).

(ii) Se Volg(M) < H-oo, entdo

=

infGess(_Af) < ’ (11)

IR

o
onde [, = hrrgglleog(Volf(M) — Vol(B,)).

Além disso, se My = (R",g,e~/do) com

fz% e g:drz—l—)uz(r)sz,
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tal que A : [0, 4o0) — R € uma fun¢do suave ndo negativa satisfazendo
A0)=0, AM(0)=1 e A(r)= ¢ T para todo r > rg > 0, (1.2)

entdo ocorre a igualdade em (1.1). Aqui d0? denota a métrica candnica da esfera unitdria

(n—1)-dimensional S"~' C R" centrada na origem e r(x) é a distancia Euclidiana & origem.
Observacao 1.1. Agora, supondo que f = C é uma funcdo constante, temos
Ar=A, Voly= e “Vol, e voly = e Cvol.

Além disso, inf Opg(—Ar) =inf O,55(—A) € 0 infimo do espectro essencial do Laplaciano agindo
em L*>(M). Neste caso, o Teorema 1.1 foi provado por Higuchi, ver Coroldrio 2 de (HIGUCHI,
2001).

Seja & C M um dominio compacto. O infimo do espectro de Ay em M\ Q, com a

condi¢@o de contorno de Dirichlet em dQ, admite a caracterizagio variacional

/ \Vul*e /do

A/ M\Q) = inf M2
ung"(M\Q)/ Petdo

M\Q

Y

onde C*(M \ Q) denota o conjunto das fungdes suaves u : M \  — R com suporte compacto
em M\ Q.

Seja dB, a esfera geodésica de M com centro em um ponto fixado o € M e raio r > 0.

O volume ponderado de dB, é dado por

vol(9B,) = / e ldaA,
JdB,

onde dA é a forma volume em 0dB,.

Agora, estamos prontos para enunciar o segundo resultado deste trabalho, a saber:

Teorema 1.2. Sejam My uma variedade ponderada ndo compacta completa e L um subcon-

junto compacto de M. Se existe uma constante real positiva o, tal que

d
— (logvolf(aBr)) < a para todor > ry,
.

entdo
OCZ
M m\Q) < —. (1.3)
Consequentemente,
(x2

inf s (A7) < - (1.4)

Além disso, se My = (R",g,e/do) com
o
f= & . g=drr +2*(r)do?,

2
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tal que A : [0, 4o0) — R € uma fun¢do suave ndo negativa satisfazendo
A(0)=0, A0)=1 e A(r)= ¢ " para todo r > rog > 0, (1.5)

entdo ocorre a igualdade em (1.3) e (1.4) para qualquer compacto £ D B,,. Aqui d6? denota a
métrica canénica da esfera unitdria (n — 1)-dimensional S7~' C R centrada na origem e r(x)

¢ a distancia Euclidiana a origem.

Observacao 1.2. Existe uma classe de variedades Riemannianas completas que satisfazem as

condicoes do Teorema 1.2 (ver Exemplo 3.1 no Capitulo 2).

Agora, iremos enunciar algumas aplicacdes decorrentes do Teorema 1.1:

Teorema 1.3. Sejam B > 0 uma constante real e Mg = (R", gcan, e"BdG) uma variedade pon-
derada com potencial f(r) = B , onde gcqn € a métrica candnica do espago Euclidiano R" e

do denota a medida de volume induzida por g.q, em R".

(i) Se B > 1, entdo inf Op5(—Ay) = +o0. Ou seja, 6(—Ay) é discreto.

1
(i) Se B =1, entdo inf Gpss(—Af) = —

'k
(iii) Se 0 < B < 1, entdo inf G55(—Af) = 0.

Continuaremos a enunciar aplicacdes decorrentes do Teorema 1.1 e do Teorema 1.2.
Mas agora, para isto, € necessdrio introduzir algumas defini¢des que serdo dteis na compreensao

dos enunciados de tais aplicacoes.

Uma extensdo natural do tensor curvatura de Ricci para este novo contexto € o tensor

curvatura de Ricci Bakry-Emery dado por
Ric; = Ric +V2f,

onde V2f é a hessiana de f em M. Bakry-Emery (BAKRY; EMERY, 1985) estudou a rela-
¢do entre este tensor com processos de difusdo. O tensor curvatura de Ricci Bakry-Emery tem
interessantes conexdes com as desigualdade de Sobolev logaritmicas, desigualdades isoperimé-
tricas e semigrupos do calor (ver (LEDOUX, 2000)). Além disso, a equagdo Ricy = A g, para
alguma constante real A, é exatamente a equagdo do gradient Ricci soliton, o qual desempenha
um papel importante na teoria do fluxo de Ricci (ver (CAO; ZHOU, 2010)).

/]

Se My € variedade ndo compacta e completa com Ricy > 0 e lim, o =— =0, 0 L3-

f
,

espectro essencial de —A foi provado ser [0, +oo) por Silvares (SILVARES, 2014). Além disso,
para variedades ponderadas compactas com Ricy > kg para constante k > 0, o L]%—espectro de
—Ay € discreto, ver (HEIN; NABER, 2014). Ainda podemos considerar a generalizagdo do

tensor curvatura de Ricci Bakry-Emery:

df ®d
Rinnm:Rin— f& f, m >0,
nm
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onde Ricy € o tensor curvatura de Ricci Bakry-Emery da variedade ponderada Mf (ver (WEIL;
WYLIE, 2009)).

. —n+1 . o . L. . . . . L
Sejax:M" — M, uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana orientével

M" em uma variedade ponderada M;H. A segunda forma fundamental A de x é definida por
AX,Y)=(VxY):, X,YET,M, pcM,

onde L simboliza a proje¢do no fibrado normal de M. O vetor curvatura média ponderada de
M € definida por
H;=H+(Vf)",

com H = tracoA. A hipersuperficie M é chamada f-minima quando o vetor curvatura média
ponderada Hy € identicamente nulo; e, quando existe uma constante real C, tal que Hy = —Cn,
onde 1) é campo vetorial normal unitario, dizemos que a hipersuperficie M tem curvatura média

ponderada.
O operador
Ly = As+ |A] +Ricy(n,m)

€ chamado operador f-estabilidade da imersao x e estd associado com a forma quédrica

Ir(u,u) = —/MuquefdG.

Para cada dominio compacto £ C M, defina o indice, ind¢ €2, de Ly em Q como a dimensdo do
maior subespago de C;°(Q) no qual a forma quadrica /; é negativa definida. O indice, indf M,
de Ly em M (ou simplesmente, o indice de M) € definido por

ind M = sup indsQ,
QCM

onde o supremo € tomado sobre todos dominios compactos & C M. Para mais detalhes, ver
(CHENG; ZHOU, 2015).

Como aplicacao das estimativas do infimo do espectro essencial do operador Laplaciano

ponderado dadas no Teorema 1.1 e no Teorema 1.2, obtemos os seguintes resultados:

Teorema 1.4. Seja M" uma hipersuperficie ndo compacta e completa imersa isometricamente
. . ——n+1 . s
em uma variedade ponderada completa e orientada My~ com campo vetorial normal unitdrio

n. Sejam
o] .1
Wy = llrlgglf; logVol¢(B,) e py, = hﬂg}fT log(Vols(M) — Vol¢(B,)).

Se M tem curvatura média ponderada constante Hy e ind f M < oo, entdo

2

H2 N 2
Fo B ) e (Vf,m)
nm = 4 +A}I\1£,{R1Cf(n’n)+n(l +m) (1.6)
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Hi 12 (R
A e (i )
n(l+m) — 4 M3, 7 (m.m)
para qualquer constante m > 0, onde |1 = [, se Volg(M) = 4o e fl = L, se Vol ;(M) < oo,
Em particular, se
——nm ,Uz
Ricy"(n,1) = T

para alguma constante positiva m, entdo M é uma hipersuperficie f-minima.

Observacio 1.3. E conhecido que, se uma variedade ponderada completa M r satisfaz Ricy >

kg para alguma constante k > 0, entdo My ndo é necessariamente compacta. Um dos exemplos
. : - : ke L A : 1
¢ o Gaussian shrinking soliton (R", Zcan € 4 dG) com a métrica canonica geqy e Ricy = Eg.

Dizemos que o volume ponderado de M tem crescimento polinomial se existem cons-

tantes positivas ¢, C e Ry, tais que
Vol¢(B,) < Cr®
para qualquer r > Ry.
Como consequéncia do Teorema 1.4, segue-se o

s . . wn+1 . . =
Corolario 1.1. Seja M;ic+ uma variedade ponderada completa e orientada com Ricy > kg,
onde k > 0 é uma constante fixada. Entdo, ndo existe hipersuperficie f-minima ndo compacta

. —n+1 . .
e completa M" imersa em M;Jr com indyM < oo e satisfazendo

(i) w <2vVk se Vol (M) =+ ou
(i) tw <2Vk se Vol (M) < oo,

Corolario 1.2. Seja M"™ uma hipersuperficie nao compacta e completa imersa isometricamente
. . —n+1

em uma variedade ponderada completa e orientada My . Assuma que o volume ponderado de

M é infinito e tem crescimento polinomial. Se M tem curvatura média ponderada constante H

eindy M < oo, entdo existe uma constante ro > 0, tal que para todo r > ry,

H? o v 2
o - (Vf,n)
nm 21\/}1\15,{Rlcf(n’n)—i_n(l +m)} (1.7)
e
H?

f . Sm
—2 < — inf {RIC }
n(1+m) M\B, f (nan) 3

onde m é uma constante positiva e 1 é o campo vetorial unitdrio normal a M. Em particular, se

Ric,"(n,m) >0

para alguma constante m > 0, entdo M é uma hipersuperficie f-minima.
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Corolario 1.3. Seja M"™ uma hipersuperficie ndo compacta e completa imersa isometricamente
em uma variedade ponderada completa e orientada ]\_/I}IH. Assuma que o volume ponderado de
M é infinito e satisfaz Voly(B,) < Ce*" para r > Ry e para constantes positivas C e o. Se M
tem curvatura média ponderada constante Hy e indy M < oo, entdo existe uma constante ro > 0,

tal que, para todo r > ry,

H? 2 - V)2
s % i ~fim)”
nm ~— 4 +1v}r\ltf2,{R1Cf(n’n)+ n(1+m) (18)
¢ 2
H 2
f < o o =—nm

onde m é uma constante positiva e 1 é o campo vetorial unitdrio normal a M. Em particular, se
2
——nm o
Ric, (n,n) > e
para algum m > 0, entdo M é uma hipersuperficie f-minima.

Observacao 1.4. Quando f é uma funcdo constante, o Coroldrio 1.2 foi obtido por Alencar
e do Carmo, ver Teorema 1.1 de (ALENCAR; CARMO, 1993), e melhorado por do Carmo e
Zhou, ver Teorema 4.1 de (CARMO; ZHOU, 1999). Ainda, o Coroldrio 1.3 foi provado por do
Carmo e Zhou, ver Teorema 4.4 de (CARMO; ZHOU, 1999).

s . . w=n+1 . . =
Corolario 1.4. Seja M;+ uma variedade ponderada completa e orientada com Ricy > kg,
onde k > 0 é uma constante fixada. Entdo, ndo existe hipersuperficie f-minima ndo compacta

. —n+1 . .
e completa M" imersa em M;Jr com indfM < oo, Vol;(M) = oo e crescimento de volume

ponderado polinomial.

Corolario 1.5. Seja M;H uma variedade ponderada completa e orientada com R_icf > kg,
onde k > 0 é uma constante fixada. Entdo, ndo existe hipersuperficie f-minima ndo compacta
e completa M" imersa em 1\_4;%1 com indgM < oo, Volg(M) = +o0 e Volg(B,) < Ce* para
qualquer r > Ry, onde C e o < 2k sd@o constantes positivas.

Agora, usando a estimativa de A; (M \ Q) vista no Teorema 1.2, obtemos a aplicag@o:

Teorema 1.5. Seja M" uma hipersuperficie ndo compacta e completa imersa isometricamente

em uma variedade ponderada completa e orientada M?—l. Assuma que
d

pm (logvolf(aBr)) < o para todo r >ty > 0.
-

Se M tem curvatura média ponderada constante Hy e indy M < oo, entdo existe uma constante
ro > 0, tal que para todo r > r,
2 v 2
(Vf.n)

H—%>—a—+inf Rics(n,n) + (1.9)
nm~ 4  M\B AT n(1+m) '
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H? 2
f o . {—nm }
—+— < — — inf {Ric
n(1+m) =4 M\B, f (Tl,n> ’
onde m é uma constante positiva e 1 é o campo vetorial unitdrio normal a M. Em particular, se

2

——nm (04
Ricy™(1n.1) = -

para algum real m > 0, entdo M é uma hipersuperficie f-minima.

Como uma consequéncia do Teorema 1.5, segue-se

L. . =—ntl . . =
Corolario 1.6. Seja M?L uma variedade ponderada completa e orientada com Ricy > kg,
onde k > 0 é uma constante fixada. Entdo, ndo existe hipersuperficie f-minima ndo compacta

. ——n+1 .
e completa M" imersa em M;Jr comindfM < e

d
= (logvolf(9B,))| < a < 2k
para todo r >ty > 0.

Uma variedade Riemanniana completa (Mm, g) é chamada gradient Ricci soliton quando

existe uma fungdo f € C*(M), tal que o tensor curvatura de Ricci de (M, g) satisfaz
Ric+V f=kg

para alguma constante k. Para k = 0, o Ricci soliton é steady, para k > 0, ele é shrinking e para

k < 0, expanding. A funcdo f é chamada de funcao potencial do gradient Ricci soliton.

Os gradient Ricci solitons sdo generalizacOes naturais das variedades de Einstein e cor-
respondem as solugdes autossimilares do fluxo de Ricci de Hamilton (ver (HAMILTON, 1982)
e (HAMILTON, 1988)). Um exemplo de um gradient Ricci soliton € o Gaussian shrinking
soliton

R;lf+1 = (R’H—] 7gcanye_fd6>

que satisfaz

= =2 1

Ric+V f= 3 g,

x?
onde g.q, € a métrica candnica e f(x) = e € o potencial.
Podemos considerar hipersuperficies f-minimas ou com curvatura média ponderada

constante em gradient Ricci solitons. Em particular, uma self-shrinker para o fluxo de curvatura
média é uma hipersuperficie f-minima do Gaussian shrinking soliton R;H = (R gean.e7/do).

Em (CHENG; ZHOU, 2013), Cheng e Zhou mostraram que as seguintes condi¢des sao

equivalentes para um self-shrinker completo £ C R;ﬁ“:
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e Y é propria;
e Y tem crescimento de volume Euclidiano;
e Y tem crescimento de volume polinomial;

e Y tem volume ponderado finito.

Estas equivaléncias continuam sendo validas para hipersuperficies f-minimas imersas em um

_ — 1
gradient shrinking Ricci soliton completo My satisfazendo Ricy = Eg, onde f ¢ uma funcdo
convexa (ver (CHENG et al., 2015)).

O resultado a seguir fornece condi¢des necessdrias para que uma subvariedade seja

propria.

Teorema 1.6. Seja M" uma subvariedade completa ndo compacta de uma variedade ponde-
rada completa ]\_4? Se M" tem volume ponderado finito e a norma do vetor curvatura média

ponderada é limitada superiormente, entdo M" é prépria.

Dizemos que uma fungéo f € C*(M) € dita convexa se a hessiana de f é ndo negativa,
L =2 —
isto é, V" f(X,X) > O paratodo X € TM.

Teorema 1.7. Sejam f € C*(M) uma fungdo convexa e 1\_/[;1 um gradient Ricci soliton completo.
Sex: M" — M’;} € uma imersdo propria, ndo compacta e completa, com vetor curvatura média
ponderada satisfazendo

sup(Hy,Vf) < +eo,
xeMm

entdo M" tem volume ponderado finito e crescimento de volume polinomial.

Um campo vetorial diferencidvel X € X(M) é paralelo, se
VyX =0

para todos campos vetoriais Y € TM. Seja 937 o conjunto de todos campos vetoriais tangentes

a M que sio paralelos e globalmente definidos.

. . . 12
Por exemplo, o Gaussian shrinking soliton (R"“, 8can, € "/ 4) tem exatamente n + 1

campos vetoriais paralelos linearmente independentes que sdo globalmente definidos em R+

Um outro exemplo € o cylinder shrinking soliton (S”H_k X Rk,g,e_f), k> 1, com
métrica
g=2n—k—1)gsn«+ &gk
e funcdo potencial
£(6,x) = %, 0 eS"* xeRk
Neste exemplo,

dlm L@StH-l—kXRk — k.
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Teorema 1.8. Sejam M;Jr um gradient Ricci soliton satisfazendo Ric; = 3 g ‘@Mf o0 conjunto

dos campos vetoriais e paralelos globalmente definidos em A_/If e M" uma hipersuperficie pro-
: . —nt1 L

priamente imersa em M’}+ . Assuma que M tem curvatura média ponderada constante e volume

ponderado finito. Se a funcdo unidade 1 & {(X,n); X € ‘@Mf }, entdo
dim Py —Ind; M < dim{X € CTE (X,n) =0},

onde 1 é o campo normal unitdrio. Além disso, se assumirmos que existe um campo Xq € ,@Mf,
tal que (Xo,n) # 0, entdo

dim{X € gzﬁf;(X,n) =0} < dimﬁﬁf— 1.

Observacio 1.5. Seja ¥ C R"™! uma subvariedade orientada, néio planar, propria e satisfa-
1
zendo Vol (M) < +oo, H= —(x,n)+C e IndfM < n, onde H é a curvatura média, x é o vetor

2
posicdo de R"', 1 é o campo normal unitdrio da hipersuperficie e C é uma constante real.

McGonagle e Ross (MCGONAGLE; ROSS, 2015), pg. 288, Theorem 5.6) mostraram que existe
um niimero natural k, tal que n+1—IndyM <k <neX =Xy X Rk, Além disso, IndsM > 2.

Vale ressaltar que o resultado devido a McGonagle e Ross ainda é vdlido quando ndo

supomos que ¥. é propria. Isto pode ser visto no Teorema 1.6.

Observacao 1.6. Vale ressaltar que o Teorema 1.8, no caso em que M é uma subvariedade,

ainda é vdlido quando ndo supomos que M é propria. Isto pode ser visto no Teorema 1.6.

Como consequéncias do Teorema 1.8, temos

— — 1
Corolario 1.7. Sejam M’}H um gradient Ricci soliton satisfazendo Ricy = 5 g, @Mf o conjunto

dos campos vetoriais e paralelos globalmente definidos em M;ﬁ“ e M" uma hipersuperficie pro-
priamente imersa em M - Assuma que M tem curvatura média ponderada constante e volume
ponderado finito. Se a fun¢do unidade 1 ¢ {(X,n); X € @Mf} e existe um campo Xy € Py; e
tal que (Xo,M) # 0, entdo

IndeM > 1.

Além disso, se Indy M = 1, entdo
dim{X € f@ﬁf; (X,n)=0}= dimgzﬁf -1

Corolario 1.8. Sejam M?ﬂ = (ZH1=k x R¥ g, e~/ d o) um gradient Ricci soliton satisfazendo
N 1 —
Ricy = Eg e M" uma hipersuperficie propriamente imersa em My com curvatura média

ponderada constante e volume ponderado finito. Assuma que M # Mo x R*"1, onde My C X. Se
dim Wﬁf = k e existe um campo X € ,@*f, tal que (Xo,m) # 0, entdo Indy M > 2.
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Esta Tese de Doutorado esta estruturada da seguinte forma:

Capitulo 1 - Neste capitulo, revisamos alguns conceitos elementares de Geometria Ri-
emanniana (ver (PETERSEN, 2006)), tais como: tensor curvatura de Ricci, campo gradiente,
hessiana e operador Laplaciano. Estendemos, de modo natural, alguns destes conceitos para
variedades ponderadas, como por exemplo: tensor curvatura de Ricci Bakry-Emery e Laplaci-
ano ponderado. Finalizamos o capitulo, apresentado alguns resultados da Teoria Espectral para
o Laplaciano ponderado (ver (BERARD, 1985)). Além disso, fixamos as notagdes usadas ao

longo desta tese.

Capitulo 2 - Demonstramos os resultados relacionados ao espectro essencial do ope-
rador Laplaciano ponderado. A saber: Teorema 1.1, Teorema 1.2 e Teorema 1.3. Além disso,
damos algumas consequéncias de tais resultados. Vale ressaltar que neste capitulo, obtemos

uma classe de variedades completas que satisfazem as hip6teses do Teorema 1.2.

Capitulo 3 - Neste capitulo, mostramos que uma hipersuperficie com curvatura média
ponderada constante € o ponto critico para a primeira variacdo da drea ponderada. Também, ob-
temos a segunda variagcdo da drea ponderada para hipersuperficies com curvatura média ponde-

rada constante e definimos naturalmente o operador f-estabilidade e o indice de f-estabilidade.

Capitulo 4 - Damos algumas aplicacdes dos teoremas obtidos no Capitulo 2. De fato,
enunciamos e demonstramos o Teorema 1.4 e o Teorema 1.5, e seus respectivos corolérios. Es-
tes resultados tratam-se de estimativas da curvatura média ponderada de hipersuperficies nao

compactas com indice de f-estabilidade finito.

Capitulo 5 - Neste capitulo, vamos analisar os volumes ponderados de subvariedades
préprias ndo compactas de um gradient Ricci soliton. Além disso, iremos demonstrar alguns
resultados sobre o indice de f-estabilidade de hipersuperficies em gradient Ricci solitons. Os
resultados que serdo demonstrados neste capitulo sdo: Teorema 1.6, Teorema 1.7, Teorema 1.8,

Corolario 1.7 e Corolario 1.8.

Os resultados do Capitulo 2 e Capitulo 4 podem ser encontrados em (ROCHA, 2016).
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2 PRELIMINARES E NOTACOES

Neste capitulo, revisamos alguns conceitos elementares de Geometria Riemanniana (ver
(PETERSEN, 2006)), tais como: tensor curvatura de Ricci, campo gradiente, hessiana e ope-
rador Laplaciano. Estendemos, de modo natural, alguns destes conceitos para variedades pon-
deradas, como por exemplo: tensor curvatura de Ricci Bakry-Emery e Laplaciano ponderado.
Finalizamos o capitulo, apresentado alguns resultados da Teoria Espectral para o Laplaciano
ponderado (ver (BERARD, 1985)). Além disso, fixamos as notacdes usadas ao longo desta
tese.

2.1 Variedade Riemanniana, Curvatura de Ricci, Laplaciano

Sejam M uma variedade diferencidvel e T,M o espaco tangente de M em p € M. Uma
métrica diferencidvel em M é uma correspondéncia p — (-,-), que associa a cada p € M um
produto interno (-,-), em T,M, o qual varia diferencialmente, isto é, para quaisquer campos
vetoriais diferencidveis X,Y € TM, a fungio g : M — R, definida por p — (X|,,Y|,),, € dife-

renciavel.

Definicao 2.1. Uma variedade Riemanniana, denotada por (M,g), é uma variedade diferen-

cidvel M, munida de uma métrica diferencidvel g = (-,-).

Seja C*(M) o conjunto das funcdes u : M — M de classe C*°, ou simplesmente, o con-
junto das fung¢des u que sdo suaves. Denote por X(M) o conjuntos dos campos vetoriais de

classe C* tangentes a M.

A conexdo de Levi-Civita V de uma variedade Riemanniana (M, g) é unicamente deter-

minada pelas seguintes propriedades:

1. Y+— VyX éum (1,1)-tensor:
VaripzX = aVyX + BVzX,
onde X,Y,Z € TM, o e B sdo funcdes reais definidas em M.
2. X +— VyX € uma derivagao:
Vy(X1+X) =VyXi+VyXs e Vy(fX)=Y(f)X+fVyX,
onde f € C*(M), X1,X, € X(M) e Y € TM.
3. V é compativel com a métrica g = (-,) :

Z({X,Y)) = (VZX,Y) + (X,V,¥)
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paraX,Y,Z € X(M).

4. V ¢é livre de torg¢ao:
VxY —VyX = [X,Y]

para X,Y € X(M)
Definicio 2.2. O tensor curvatura Riemanniana é um (1,3)-tensor definido por
R(X,Y)Z :=VxVyZ —VyVxZ —VxyZ,
onde X, Y €eTM eZ € X(M).
O tensor curvatura Riemanniana também pode ser definido por
R(X,Y,Z,W):=(R(X,Y)Z,W),

o qual é um (0,4)-tensor que satisfaz

R(X,Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z,W)=R(Y,X,W,Z) =R(W,Z,Y,X).
Definicao 2.3. O tensor curvatura de Ricci é o (0,2)-tensor

Ric(X,Y) = traco(W — R(W,X)Y),

onde X,Y,Z € TM sdo campos vetorial suaves.

Considere um referencial ortonormal {ej,e»,...,e,} no fibrado tangente TM. Assim
n n
Ric(V,W) =trago(X — R(X,V)W) =) (R(e;,V)W,¢;) = Y R(ei,V,W,e)).
i=1 i=1
Visto que
R(ei,V,W,e,-) :R(W, e,-,e,-,V) = —R(ei,W,e,-,V) = R(ei,W, V,e,—),
temos

Ric(V,W) = Ric(W,V).

O qual mostra que o tensor de Ricci € simétrico. Dado um nimero real k, dizemos que
Ric > kg,

se Ric(X,X) > k(X,X) =k|X|> paratodo X € X(M).

Agora, vamos continuar definindo objetos intrinsecos da variedade Riemanniana (M, g),
ou seja, objetos que dependem da métrica g, como por exemplo: campo gradiente, hessiana e

operador Laplaciano.
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Definicdo 2.4. Seja f € C*(M). O iinico campo vetorial suave V f satisfazendo

(Vf.X) =df(X)

para todo X € TM, é chamado gradiente de f.

O campo gradiente satisfaz as seguintes propriedades:

1. V(f+g)=Vf+Vg

2. V(fg) = fVg+gVf,

para quaisquer fungdes f, g € C*(M). Além disso, dados p € M e uma curva suave y: (—€,€) —
M, tal que y(0) = p e ¥ (0) =v € T,M, entdo

(VIv)p=(for)(0).
Definicdo 2.5. Seja f € C*(M). A hessiana de f é dada por
VZf(X,Y) = (VxVf,Y)

para todos X,Y € TM. Além disso, o operador Laplaciano de f, denotado por Af, é definido
por
Af = tragonf.

A hessiana de f é um (0,2)-tensor simétrico, isto &,
V2f(X,Y) = V2f(Y,X)
paratodos X,Y € TM.
Definicio 2.6. Seja X € X(M). O divergente de X é definido por

divX := trago (Y — VyX).

Considere um referencial ortonormal {ej,ey,...,e,} em uma vizinhanga U C M de p €

M. Portanto, o operador Laplaciano de f, na vizinhanca U C M, é dado por

AF =Y (VoVfe) = div Yy,

i=1

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana orientada e {ej,e,...,e,} uma base orto-

normal positiva de T,M. A forma de volume, induzida pela métrica g, = (-, ), ¢ definida por

do(vi,va,...,vs) =det((vi,e;)).
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Exemplo 2.1. Sejam I C R um intervalo e §1~' C R" a esfera unitdria (n — 1)-dimensional

centrada na origem. Considere a variedade ponderada n-dimensional
(IxS" N, =(Ix8"" g edo),
onde f = f(r) é a fun¢do potencial,
g =dr* +21*(r)de?

é uma métrica rotacionalmente simétrica e A : [0,+o0) — R € uma fungdo suave ndo negativa.
Logo, em coordenadas, do = (A(r))" 'dr AdO e o volume ponderado da bola geodésica de

raio r é dado por
Vol (B,) = / e fdo — / / (@) e T 0a0dr = o, / A@) e Oar, (2.1
B, 0 Js- 0

onde @, é o volume (n— 1)-dimensional de S’f‘l. O volume ponderado da fronteira de B, é

igual a

vol(9B,) = / AP e FDd0 = ap(A(r) e 0. 2.2)
st

2.2 Curvatura de Ricci Bakry-Emery e Laplaciano Ponderado

E natural considerar uma variedade Riemanniana (M”,g) munida com uma forma de
volume ponderado e~/do, onde f € C* (M) é chamada fungdo potencial e do é a forma de

volume induzido pela métrica g. Uma variedade ponderada é uma tripla
M} = (M",g,e”'do).
Estendemos, de modo natural, alguns destes conceitos para variedades ponderadas,
como por exemplo: Laplaciano ponderado.

Definicao 2.7. Sejam M? uma variedade ponderada e u € C*(M). O operador Laplaciano
ponderado Ay de u é definido por

Aru:=Au— (Vf,Vu),
onde Au denota o operador Laplaciano de u com respeito a métrica g.

O operador Laplaciano ponderado Ay estd associado a e~/do, bem como A estd associ-

ado a do. Isto € visto no seguinte resultado:

Teorema 2.1 (Teorema de Green para Laplaciano ponderado). Sejam Q C M um conjunto com-

pacto e u,v € C*(Q). Entdo

/(uAfv)efdG+/ (Vu,Vv}efdG:/ un(vye  doQ, (2.3)
Q Q aIQ
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/Q(uAfv —vApu)e ' do = /(m(un(v) —vn(u))e ' dog, (2.4)

onde M denota a normal unitdria exterior a Q ao longo de Q.

Demonstragdo. De fato,

divie 7uvv) = e udivVv+ (V(e u),Vv)
= e Turv—e Tu(VF,Vv) +e 7 (Vu, Vv)
= e Turpv+e (Vu, V).
Integrando ambos os lados da igualdade acima e aplicando o teorema da divergéncia para o

campo X = e /uVv, segue-se a igualdade (2.3). A desigualdade (2.4) é obtida integrando a
diferenga uA ;v — vAsu e em seguida aplicando a igualdade (2.3). [

Corolario 2.1. Sejam Q C M um conjunto compacto e u € C*(Q), tal que u|yq = 0. Entdo
/ Asue do = 0. 2.5)
Q
Demonstragcdo. Basta usar o Teorema 2.1, igualdade 2.4, escolhendo a fungaov=1em Q. []

Uma extensao natural do tensor curvatura de Ricci, para este novo contexto, € o tensor
curvature de Ricci Bakry-Emery que foi definido por Bakry e Emery (BAKRY; EMERY, 1985).

Definiciio 2.8. O tensor curvatura de Ricci Bakry-Emery é definido por
Ric; = Ric +V2f,
onde Ric é o tensor curvatura de Ricci de M e V?f é a hessiana de f em M.

E conhecido que, se uma variedade ponderada completa M r satisfaz Ricy > kg para

alguma constante k > 0, entdo My ndo € necessariamente compacta. Um dos exemplos € o
Gaussian shrinking soliton (R", 8cans€~ 4 do | com a métrica candnica geq, € Ricy = 5 g.

Podemos considerar uma generalizacdo do tensor curvatura de Ricci Bakry-Emery dado

por

—m = df®d
Ricy =Ricy— fedf

nm
para alguma constante real m > 0 (ver (WEI; WYLIE, 2009)).



Capitulo 2. PRELIMINARES E NOTACOES 26

2.3 Alguns Resultados Espectrais para o Laplaciano Ponderado

Finalizamos este capitulo, apresentado alguns resultados da Teoria Espectral para o La-

placiano ponderado.

Seja S o espago de Hilbert, isto é, um espago vetorial com um produto interno (-, )
o qual é ainda completo com respeito a norma ||v|| = \/(v,v). Seja T : D(T) C 5 — # um
operador (ilimitado) densamente definido em 7. Relembramos que o conjunto resolvente de
T é o conjunto dos pontos A € C, tais que (7 — A) tem imagem Z(T — A) densa em 7 e

(T —A)~! se estende a um operador limitado em 7.

O espectro de T, denotado por o(T), é o complemento do conjunto resolvente de 7.
Ainda, o(T) pode ser decomposto na unido disjunta 6,(7 ) U G5 (T'), onde o4(T) é o conjunto
de autovalores isolados com multiplicidade finita, chamado espectro discreto, e seu comple-
mento G,s(T ), chamado espectro essencial, é o conjunto de autovalores com multiplicidade
infinita e pontos de acumulagdo do espectro. Assim definidos, podemos ver que o espectro e o

espectro essencial sdo fechados de R.

O operador adjunto é definido por
D(T*) = {y € ; x+— (Tx,y) é um funcional linear limitado em D(T)}

e T"y é definido via o teorema da representacdo de Riesz pela identidade (x,T*y) = (Tx,y) para

qualquer x € D(T).

Definicdo 2.9. Dizemos que T é um operador simétrico se (Tx,y) = (x,Ty) para todos x,y €
D(T) e T é um operador autoadjunto se T = T*.

E conhecido que o espectro de um operador autoadjunto T é real, ou seja, & (T) CR.
Além disso, se T é um operador positivo, isto é, (Tx,x) > 0 para qualquer x € D(T), entdo
& (T) C [0, +o0).

Agora, iremos analisar o espectro do operador Laplaciano ponderado —Ay, onde My €
uma variedade ponderada nio compacta e completa. Denote por L>(M, g,e~/do) ou, simples-
mente LJZC(M ), o conjunto das fungdes u : M — R quadrado integraveis com respeito a medida
e fdo, isto é,

/ u|*e T do < oo,
Q

Este espago € um espaco de Hilbert, com produto interno
= “Tdo
(u,v) I /Q uve

1/2

eL]%—norma HuHL% = (u,u)L% .
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Sabe-se que o conjunto C°(M), das fungdes u : M — R de classe C* com suporte com-

pacto, é denso em L%- (M) para norma || - || L2 Assim, podemos ver o Laplaciano

—Ay: CZ(M) — L3(M)

como um operador eliptico densamente definido em L% (M). Decorre do teorema de Green, ver

(2.3) e (2.4), que —A € simétrico e positivo. De fato,

(u, —Afv)L% — (v, _Af”)L} = —/M(uAfv—vAfu)e_fdG =0

u,—Aru :—/ uAue_de':/ Vul*e Tdo >0
(u, ~Agu)p2 M( 1) M! | >

para quaisquer fungdes u,v € C°(M). Um teorema cldssico da teoria espectral afirma que o
operador Laplaciano —Af : C°(M) — szc (M) tem uma unica extenséo autoadjunta em L} (M),

que também denotaremos por —Ay. Logo o espectro de —Ay € real e ndo negativo, isto €,

G(_Af) C [Oa +°°)'

Para um dominio compacto K C M, considere o problema dos autovalores de Dirichlet:

Aju+Au=0, em K\JK
u=0, em OJK.

E conhecido que szc—espectro do operador —Ay restrito ao espago C*(K) ¢ discreto. O conjunto
de todos os autovalores de Dirichlet contados com sua multiplicidade é uma sequéncia nao
decrescente

0< A (K)y <A (K)y<A{(K)<...

com ljf (K) — oo quando j — 0. A caracterizagdo variacional para o primeiro autovalor /'Llf (K),

dada por

/|Vu\2efd6
A (K)= inf K :
ueC>(K) /|M|2€_fd0

K

implica que

A (@) < (k)
para quaisquer dominios compactos K e Q tais que K C Q C M. O primeiro autovalor de —Ay
em M\ Q é caracterizado por

),lf(M\Q) = inf{/’Llf(K) : KCM\Q é um dominio compacto}

/ \Vul*e/do
—  ipf M@

ueCz(M\Q) / |Lt’2€_fd0 '
M\Q
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Além disso, pode ser visto no Teorema 6.1 em (BESSA et al., 2013) que
inf Gus (—Af) = sup Al (M\ Q), (2.6)
Q

onde € pertence ao conjunto de dominios compactos de M.

Seja 0 € M um ponto fixado e B, a bola geodésica de M com centro em o € M e raio
r > 0. Denote por A(ry,r) = B, \ B, para algum real positivo fixado . O primeiro autovalor

de M \ B,, também pode ser dado como
A/ (M\B,,) = inf A/ (A
1( \ ro) rlgro 1( (I’(),I’)).

O seguinte resultado € essencialmente uma adaptacdo de um resultado devido a Cheng e Yau
(ver (CHENG; YAU, 1975), Corollary 1).

Proposicio 2.1. Sejam My = (M,g,e /do) uma variedade ponderada e u € C*(M) uma fun-

cdo positiva. Entdo

A/ (M\B,) > inf (—M)

M\By, u

para qualquer constante positiva ry.

Demonstragdo. Seja o € M um ponto fixado e A = A(rg,r) = B, \ By,. Considere uma funcao

w: M — R ndo nula e ndo negativa satisfazendo
Aw+ A (A)w =0, 2.7)
com w(dA) =0 e w(x) > 0 para todo x € A e, defina
w
h(x) =—
="

Como Ay € um operador eliptico e

2 Aw A
Ash+ = (Vu,Vh) = (ﬂ - ﬂ) h.
u

w u
Assim,
Apw  Asu
———— >0 em A (2.8)
w u
ou A A
. fW fl/t
f{o—(x—— 0. 2.9
;IEIA{ w () u (x)}< 2.9

Se a desigualdade (2.8) ocorre, segue do principio do méximo que . ndo pode atingir o seu
mdximo no interior de A = A(rg,r), a menos que & seja constante. Assim, teriamos /& = 0, pois
h(dA) = w(dA) = 0. Entretanto, w é uma fungio ndo nula, portanto 4 ndo pode ser nula. Logo,

inf{Af—w(x)—ﬂ(x)} <0.

XEA w u
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Segue da igualdade (2.7) e da desigualdade (2.9) que

A.
inf {—/llf(A) - ﬂ} <0,
XEA

u

ou seja,

A (A)> inf <—M> .

- M\By, u
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3 ESTIMATIVAS DO INFIMO DO ESPECTRO ESSEN-
CIAL DO LAPLACIANO PONDERADO

Neste capitulo, iremos demonstrar os resultados enunciados na Introducao relacionados
ao espectro essencial do operador Laplaciano ponderado. A saber: Teorema 1.1, Teorema 1.2 e
Teorema 1.3. Além disso, damos algumas consequéncias interessantes de tais resultados. Vale
ressaltar que neste capitulo, obtemos uma classe de variedades completas que satisfazem as

hipéteses do Teorema 1.2.

3.1 Estimativa 1

Sejam My = (M", g, e~/do) uma variedade ponderada e K C M um conjunto compacto.

Para cada nimero positivo 6 > 0, defina o conjunto
As(dK) ={xe M\K; d(x,dK) <5},

com d(x,dK) denotando a distincia geodésica entre x e dK. Além disso, vamos considerar a

fungdo ug : R — IR, definida por

1
Us(r) = ;logVOIf(Ag((?Br)), (3.1)

onde dB, é a esfera geodésica de raio r > 0 e centro o € M.

Estabelecidas as notacdes acima, temos o seguinte:

Lema 3.1. Seja My uma variedade ponderada ndo compacta e completa. Para cada & > 0

fixado, considere

s =liminfus(r) e fis = limsupps(r), (3.2)

r—soo

com ug(r) definido em (3.1).

(i) Se Vol;(M) = oo, entdo inf Opes(—Ay) < ,ug/4. Além disso, inf Ope(—Af) =0 se g < 0.
(ii) Se Volf(M) < oo, entdo inf Gpgs(—As) < i3 /4.

Demonstragcdo. Para um dominio compacto arbitrario Q C M, é conhecido que

/ \Vul*e 'do

A/ M\Q)= inf M2
ung"(M\Q)/ Lot do

M\Q
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e, por (2.6),

inf Gpss(—Af) = sup /"tlf(M\Q).
QCM

Assim, para concluir a prova deste lema, basta mostrar a seguinte desigualdade: para cada 6 > 0
e cada dominio compacto Q C M, existe uma func¢do u € C°(M) com suporte compacto em
M\ Q, tal que

/ \Vul*¢/do
M

/ we tdo
M

para £, €, > 0 suficientemente pequenos, onde a?(€) — /.L(% /4 quando € — 0.

< 062(8)+81,

Agora, vamos construir uma fungio u(x) = €%¥) . y,(x) com suporte compacto em M \
Q. Para isso, sejam o € M um ponto fixado e p(x) = d(x,0) a funcdo distancia de o até x €
M. Defina ), e hj, ver Figura 1 e Figura 2, da seguinte forma: para r suficientemente grande

satisfazendo Q C B,_g, seja

0, sex€ Qoup(x)>r+9,
B d(x,Q)/0, se 0 <d(x,Q) <9,
2 =N gB/S. ser<ply)<ris.
1, caso contrario,

e para cada nimero real & > 0 e inteiro positivo j, seja

hG) = {ap<x>, se p(x) <
/ 2aj—op(x), sep(x)>].

Figura 1 — A fun¢@o j, com suporte compacto em M \ Q.

Fonte: (ROCHA, 2016)
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Figura 2 — A funcdo ;.

oy

Fonte: (ROCHA, 2016)

Note que Vy, tem suporte em Ag(dB,) UAs(dQ), |V, <1/8 e |Vhj|*> < a® Parajer

suficientemente grandes satisfazendo r > j, temos

/ \Vul*e Tdo
M\Q

- / ezhj(|th'lr+VXr|2>eifdG
M\Q

g/ eth(2x,-<th,Vx,>+|Vx,|2)e_fdG+/ u*|Vhj|*e ' do
M\Q M\Q

< az/ e ldo + (2—a+ iz) (/ lie~ldo + eZh/'efdG) .(3.3)
M\Q 0 O A5(0Q) As(9B,)

Note que podemos considerar ry, tal que  C B,,_s C B,_s para qualquer r suficientemente

grande. Assim,

/ e ldo < / el do < e**0Vol;(A5(9Q)). (3.4)
A5(9Q) A5(9Q)
Logo, existe uma constante finita C, que ndo depende de r e j, tal que
2a 1 M —F
—+ = / ele fdGSC. 3.5
(5 52) A5(99) o)
(i) Note que
/ w’e ldo = / hiy?e ldo — 0o quando 1, j — oo. (3.6)
M\Q M\Q

De fato, suponha que j < r ¢ tal que (QUAs(dQ)) C B;. Assim,
/ e ldo = / liyteldo > / el do > 2% Vol (B;\ A5 (9Q)),
M\Q MQ B;\A5(9Q) ‘

onde C € o raio da primeira bola geodésica que toca A5(dQ2) quando fazemos uma variagdo

decrescente de B;. Como Vol ¢(M) = +oo, por hipétese, entdo

/ we ldo > eZ“CVolf(Bj \As(dQ)) — e quando r,j— oo.
M\Q
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Se ug > 0, entdo existe uma sequéncia {r,} com r, > 2j(2+ tg/€), paracada € >0,
satisfazendo |
Hs(ra) = —logVolp(A5(9By,)) < s + €.

n

Ao escolher a = a(€) = (Ug + 2€) /2, obtemos

hj(x) = (2j —p(x)) o < (2) — ra) (s +2€)/2

/ hie fdo < 2/ mm)(Hs+28) (Mo +E)rn _ o(2/(H5+28)—rnE) < (3.7)
A&(aBm)

Portanto, por (3.3), (3.5), (3.6) e (3.7), podemos encontrar n € j, tais que u, = eli Xr, ©

/ \Vun|?e ' do
M

/ u%e_fdc
M

para € > 0, onde o = (ug +2¢€)/2. Agora, quando s < 0, temos que, para cada € > 0 satisfa-

<a’(e)+e

zendo s, < 0, existe uma sequéncia {r,}, tal que ps(r,) < us+€. Paraax =0e el =1,
/ Phie=f 4o = Vol /(A5(B,,)) < eHs eI < 1.
As (aBrn)
Dai, para todo € > 0 e n suficientemente grande,

/ \Vuyle ' do
M

/ uﬁe*fdc
M

< €,
onde u, =1y, .

(i) Visto que Vol (M) < oo, por hipétese, € inf Gpg(—Af) < +oo, entdo podemos as-
sumir que —oo < fig < 0. Decorre da defini¢do de fig que, para todo € > 0 suficientemente

pequeno, existe uma sequéncia {r,}, tal que r, > 2j(2e — fig) /(€ —2fig) e
_ 1 _
fis — € < ps(ra) = —logVolr(A5(dBy,)) < fis + €.
n

Aqui, podemos assumir que esta sequéncia {r, } satisfaz r, | —r, > 6. Escolhendo o = a(¢) =
—(fig —2¢€)/2 e g(x) = e*¥) obtemos

geldo > geldo >y &% .Vols(Ag(dB,
o ! \
m+0 n

Br A(r) A(r)
> Z 2% (A5 —E)rn Z e¥" — oo quando r— oo,
A(r) A(r)

onde A(r) = {n; r,+ 6 < r}. Portanto,
/ e ldo :/ ethxrze*fdG
M\Q M\Q

2 ),

gze_de'—/ g’e ldo — oo quando r,j — oo
; Q
J
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/ hie o < 2i—m)(2e—Hs) p(Hs+E)m <
As(9By,)

Logo, tomando 7 e j suficientemente grandes e usando argumentos andlogos aos apresentados

no caso do volume ponderado infinito, obtemos a estimativa desejada. [

Observe que g5 < Us, € fls, < fis, para 0; < &,. Assim, existe o limite
= lim e lip = lim fi5,

Ho 6_>0H5 Ho 5_}().“5
com Ug definido em (3.2).
Lema 3.2. Seja My uma variedade ponderada ndo compacta e completa. Entdo

inf G55 (—Af) < u?/4,

onde |1 = max{Ho,0} se Voly(M) = o0 e u = fig se Vol (M) < +-oco.
Demonstragéo. Decorre diretamente do Lema 3.1 que inf 0,5(—Af) < u3 /4 se My tem volume
ponderado infinito e inf 6,55 (—Af) < fi3 /4 se My tem volume ponderado finito. Agora, quando

Vol (M) = +oo e pp = limg_,o s < 0, existe 6 > 0 tal que us < 0. Usando o Lema 3.1 (i),

obtemos inf .4 (—Af) = 0. Isto conclui a prova deste lema. O

Vamos agora usar o Lema 3.1 e o Lema 3.2 para provar o préximo resultado que também

foi enunciado na Introdugdo (ver Teorema 1.1):

Teorema 3.1. Seja M uma variedade ponderada ndo compacta e completa.
(i) Se Vols(M) = +oo, entio
2
inf Gss(—Af) < ‘;—V,
o]
onde L, = hrrgloglf; log Vol ¢(B,).

(ii) Se Volp(M) < H-oo, entdo

=N

inf Gss(—As) < NT’ (3.8)

—1
onde L, = lirginf— log(Vols(M) — Vol¢(B,)).
r—oo
Além disso, se My = (R",g,e /do) com
f= % e g=drr+A*(r)de>?,
tal que A : [0, 4o0) — R € uma fun¢do suave ndo negativa satisfazendo
A(0)=0, A(0)=1 e A(r)=e %1 para todo r > ry >0, (3.9)

entdo ocorre a igualdade em (3.8). Aqui d6? denota a métrica candnica da esfera unitdria

(n— 1)-dimensional §"~! C R centrada na origem e r(x) é a distancia Euclidiana 2 origem.
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Demonstragdo. (1) Sejam
o |
/,L5:hrgmf;logVolf(Ag(&Br)) e /,Lv:hrgmf;logVolf(B,).

Visto que s, < s, sempre que 0 < &, entdo Lo = limg_,( ts(r) satisfaz gy < ps. Para 6 >0
arbitrariamente fixado, podemos tomar r suficientemente grande, tal que

VOlf(A5 (8Br)) < VOlf(Br).

Assim, ug < u, e yy < us < U, para todo 6 > 0. Se py > 0, entdo, segue do Lema 3.2, que
2 2
inf sy (—Ay) < ‘2—0 <t

Além disso, inf G (—Af) = 0, se ty < 0.

(i1) Sejam

1 —1
fis =limsup —logVols(A5(dB,)) e MWy = litginf— log(Vols(M) — Vol (B,)).
r—oo r

r—o0 I
Como fi5, < fi5, sempre que 6; < &, entdo existe flg = lims_,o fis €
1
fo < fis < lim sup —log(Vols(M) — Vol¢(B,)) = —,, < 0. (3.10)
F—»oo r
A segunda desigualdade da expressdo acima decorre da desigualdade
VOlf(A5(aBr)) S VOlf(M) —VOlf(Br).

Seja fig < 0. Para cada € > 0 satisfazendo fig + € < 0, existe ry tal que

1
;logVolf(A(;(aB,)) <fls+€

o)

Vol (M) —Voly(B.) = Y Volp(As(9B,45)) < Y o5 +E)(r+k8)
k=0 k=0

para cada r > rg. Dai,
1 1 _
~log(Vol (M) — Vol(By)) < fis +& — ~ log(1 — (s €)9),
r r

o qual implica —pu,, < [is 4 €. Logo, tomando € > 0 suficientemente pequeno, obtemos — U, <
s €, usando a desigualdade (3.10), concluimos que —u,, = fis = Ho. Além disso, flg = — U, =
0 se fis = 0. Portanto, |fig| = W, O item (ii) resulta do Lema 3.2.

Seja My = (R",g,e /do) com

f:% e g=dr* +2%(r)de?,
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Figura 3 — A fung@o A : [0, 4+o0) — R.

—7
62(n 1)

0 70
Fonte: (AUTORA, 2016)

tal que A : [0,+o0) — R, ver Figura 3, é uma funcéo suave néo negativa satisfazendo
2(0)=0, 2(0)=1 e A(r)=e %1 para todo r>rg> 0.

Note que

1 1 1 1 1
Aru=A <e%r> ~3 <Vr,V (e%r)> = Ee%rAr—l— L—Le%r|Vr|2 - L—Le%rWr]z = Ee%rAr,

onde

a (e_Z(nr—l)>
dr 1
Ar = (n_ 1)_— = )
e 2n-1)

para todo r > rg > 0. Portanto u é uma solugdo positiva da equagao

1
Afu+zu:0

para todo r > ro > 0. Visto que
Aru
Al (M\B,) > inf {—L}
M\B, u
para cada func¢do positiva, entao

Al (M\B,) > (3.11)

I

para todo r > rg > 0. Decorre da expressdo (2.1), ver Exemplo 2.1 do Capitulo 1, que

7o r __t \n—1
Vol;(B,) = a)n/ (l(t))”*lef’/zdt—kwn (e 2(n71)> e 1241
0 o
-

— Vol;(B,,) + o / e ldr

o

= Vol(By,) + @, (e —e")

Vol (M) = lim Vol¢(B,) = Vol¢(By,) + w,e .

r—so0
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Portanto Vol s(M) < +oo. Neste caso, vamos calcular f,,:

—1
Hy = liminf—log(Vols(M) — Vol (B,))

r—e f
. —1 _
= }Ll’l;lo T 10g (a)ne r)
= 1.
Assim, usando as desigualdades (3.11) e (2.6) e o item (ii) do Teorema 3.1, obtemos que

Iy . u2 1
4 < }L] (M\Br) < lnfGess(_Af) < Tw = 1

Isto conclui a prova do Teorema 3.1. [

Observacao 3.1. No Teorema 6.2 de (BESSA et al., 2013), Bessa, Pigola e Setti deram uma
limitagdo superior para inf O, (—Ayr) em termos do crescimento do volume ponderado das

bolas geodésicas da variedade ponderada. De fato, eles mostraram que:

(i) Se Vol¢(M) = oo, entio

1
inf G5(—Af) < limsup —log Vol ¢(B,).

r—oo T

(ii) Se Volp(M) < oo, entdo

—1
inf G55(—Af) < limsup — log(Vol ¢ (M) — Vol (B,)).

r—e T

Logo, o Teorema 3.1 fornece uma estimativa melhorada para inf G,5(—A f) em relagcdo a obtida

por Bessa, Pigola e Setti.

Agora, supondo que f = C é uma fun¢do constante, temos
A=A, Voly= e Vol e voly = e Cvol.

Além disso, inf O, (—A f) = inf o, (—A) é o infimo do espectro essencial do Laplaciano. Logo,

como uma consequéncia do Teorema 3.1, segue o

Corolario 3.1. Seja M uma variedade ndo compacta e completa.

(i) Se Vol(M) = oo, entdo

2
inf o (—4) < £,
|
onde W, = hrrgglf; log Vol(B;).
(ii) Se Vol(M) < oo, entdo
2
inf oye(—4) < 22,

—1
onde W, = liminf — log(Vol(M) — Vol(B,)).
r—e

Observacao 3.2. O Coroldrio 3.1 foi provado por Higuchi, ver Coroldrio 2 de (HIGUCHI,
2001).
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3.2 Estimativa 2

Seja Q C M um dominio compacto. O infimo do espectro de —Ay em M\ Q, com a

condig¢do de contorno de Dirichlet em dQ, admite a caracterizagio variacional

/ \Vul*e 'do

A/ (M\Q)= inf 2
ueC=(M\Q) / Peldo

M\Q

b

onde C*(M \ Q) denota o conjunto das fungdes suaves u : M \  — R com suporte compacto
em M\ Q. Além disso, pode ser visto no Teorema 6.1 em (BESSA et al., 2013) que

inf Gues (—Af) = sup Al (M\ Q), (3.12)
Q

onde € pertence ao conjunto de dominios compactos de M.

Estamos interessados em estimar 7L]f (M\ Q), onde Q é um subconjunto compacto arbi-
trario de M. Para isso, vamos olhar para o comportamento oscilatério de solu¢des de equagdes
diferenciais ordindrias de segunda ordem. Vamos precisar de um resultado obtido por Fite (veja
(FITE, 1918), Teorema I):

Teorema 3.2 ((FITE, 1918)). Assuma que q e A sdo fun¢des continuas parat € [ty,+oo) tais que
lq(t)| < a e A(t) > h >0 para todo t > ty, onde o e h sdo constantes satisfazendo 4h— o> > 0.

Entdo cada solugcdo para a equagdo diferencial
Vi+qy +Ay=0 (3.13)
muda de sinal um niimero infinito de vezes, ou seja, cada soluc¢do para (3.13) é oscilatoria.

Observacao 3.3. Os critérios de oscila¢do na forma integral foram usados primeiramente por
do Carmo e Zhou (CARMO; ZHOU, 1999) para obter estimativas para o primeiro autovalor
AM(M\ Q) do operador Laplaciano, supondo crescimento polinomial ou exponencial de vo-
lume. Outros autores também tém utilizado este critério para estimar o primeiro autovalor de
outros operadores elipticos, supondo condicoes sob o volume, por exemplo, veja (BIANCHINI
et al., 2009), (ELBERT, 2002) e (IMPERA; RIMOLDI, 2015). Nesta tltima referencia, Impera
e Rimoldi tém obtido estimativas para 7Llf (M \ Q) do operador Laplaciano ponderado.

Agora, podemos usar o resultado sobre solu¢des oscilatérias para provar o Teorema 3.3

que também foi enunciado na Introdugao, ver Teorema 1.2.

Teorema 3.3. Sejam My uma variedade ponderada ndo compacta completa e L um subcon-

junto compacto de M. Se existe uma constante real positiva o, tal que

d
P (logvolf(dB,))| < a para todor > ry,
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entdo )
A M\ Q) < O‘T. (3.14)
Consequentemente,
inf Opgs(—Af) < a—z. (3.15)
Além disso, se My = (R",g,e~'do) com
f= % e g=drr+A*(r)de6>,
tal que A : [0, 4o0) — R € uma fun¢do suave ndo negativa satisfazendo
A0)=0, A (0)=1 e A(r)= il para todo r > rg > 0, (3.16)

entdo ocorre a igualdade em (3.14) e (3.15) para qualquer compacto Q O B,,,. Aqui d 62 denota
a métrica candnica da esfera unitdria (n—1)-dimensional ST~' C R" centrada na origem e r(x)

é a distancia Euclidiana a origem.

Demonstragdo. Sejav(t) = vol(dB;) a drea ponderada para esfera geodésica dB; centrada em

0 € M eraio t > 0. Entdo, pela féormula da co-drea, temos

Volf(Br):/B e—fdc;:/o /aB e_fdAdt:/O v(t)dt.
/

Escolha 7y > ry tal que Q C By, e defina ¢(r) := V()

v(r)’

()] = |5 o) < o

r > to. Visto que, por hipétese,

para todo r > 1y, obtemos que a equacao diferencial

y'(r) + ‘;I((:))y’(r) +Ay(r)=0, r>t1, (3.17)

satisfaz a condi¢do do Teorema 3.2. Portanto, para cada A > 0, tal que

40— o >0,

a equacdo diferencial (3.17) € oscilatdria, ou seja, cada solugdo y(r), r € [fy, +oo), da equagdo
(3.17), muda de sinal um niimero infinito de vezes. Fixado um valor inicial y(fo) = yo e y'(f9) =

¥p» temos que cada solugdo para (3.17) pode ser estendida para (1, +-o).

Sejay: [to, +o0) — R uma solugao oscilatéria ndo trivial de (3.17) com v(r) = vol s (dB,).
Assim, existem dois nimeros r| € rp em |[fy, +o0), taisque r; < rp e y(r;) =y(r2) =0ey(tr) #0
paracadat € (ry,r2). Defina ¢(x) = y(r(x)) e Q) = By, \ B,,, onde r(x) = dist(x, 0) é a distdncia
geodésica de x € M a um ponto fixado o € M. Segue da férmula da co-drea que

VoPedo  [" (/1) o)dr
0<2{0n\9) < xlf(m)s/m - =/"r2 v
J, oPetao [ o)

r
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Como, pela equagdo (3.17),

v/
wy) = )2 v+ 'y +ymy” = (V) v+ (y” + ;y') w= ()2 =1y,

entao

/ Ay

0<A (M\Q) < :)L.

c .. ) o .
Sabendo que A é uma constante positiva maior que i entao

f o’
M (M\Q) < -

Logo, aplicando a desigualdade anterior em (3.12), obtemos
2
(04
inf G55 (—Ay) < e

Agora, seja My = (R", g,e/do) com

f:% e g=drr+2A*(r)do?,

tal que A : [0,+o) — R, ver Figura 4, é uma func¢éo ndo negativa satisfazendo

A(0)=0, A'(0)=1, e A(r)=e 1" para todor> ry > 0.

Para cada constante ¢, defina a funcao u(r) = e2”. Note que

Figura 4 — A fungio A : [0,+e) — R.

—o .
eQ(n 1)]0

0 7o
Fonte: (AUTORA, 2016)

2

2

o~ «a
— L e"Vr? =
eV

o o
EeZVAr,
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para todo r > rg > 0. Portanto u é uma solugdo positiva de
2
o
A fu + Tu =0
para todo r > rp > 0. Segue da Proposicao 2.1 que
Aru
A/ (M\B,) > inf { -2
e

para qualquer funcao positiva, entdo

2
Al (M\B,) > O‘T.
Logo,
2
A/ (M\Q) > AL (M\ B,,) > O‘T (3.18)

para qualquer compacto Q D B,,. Por outro lado, usando a igualdade (2.1), ver Exemplo 2.1 do

Capitulo 1, obtemos

; (logvolf(aBr))‘ = 'a% (log(wne™*")

r

=|—oa|=0o para todor>ry>0.

Decorre do item (i) do Teorema 3.3 que

/ll(M\Q)g%z.

Assim, usando a desigualdade (3.18) e a desigualdade acima, concluimos que

OC2
M(M\Q) = inf o (—Ar) = =

para cada compacto £ D B,. O

Exemplo 3.1. Existe uma classe de variedades Riemannianas que satisfazem as condi¢oes

do Teorema 3.3. De fato, seja M = (R",g,e~/dc) com potencial f = f(r) e uma métrica

suave g = dr* + A%(r)d6?, onde d6? denota a métrica canénica (n— 1)-dimensional da esfera

unitdria S’ll_1 C R” centrada na origem e A : [0,4o0) — R é uma fun¢do suave ndo negativa,
tal que A(0) =0, A'(0)=1e

@—U”m

A(r)

para todo r > ry > 0. Decorre do Exemplo 2.1, igualdade (2.1), que

—f@ﬂém a >0,

%log(volf(aB,)) = ilog(a)n(k(r))”_'e_f(’)>

dr
A(r)
(n—1) 20 —f'(r) (3.19)
para todo r > ry. Logo
A'(r)

d
- log(volf(aB,))‘ =
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Observacao 3.4. A condicdo

d

— (logvols(dB)) < a, r>0,

,
implica que
VOlf(Br) < Cear,

onde C = 1/a. Mas M ndo tem necessariamente volume ponderado infinito. Olhe para My =
(R",g,e/do) com f = ar/2 e g = dr* + A%(r)d0?, tal que A : [0,+o) — R é uma funcdo
suave ndo negativa satisfazendo (3.16); My tem volume ponderado finito, ou seja,
r

Vol (B,) = Vol (By,) + @ /

ro

,
et = Vol (By) + 2 (—e ™ e70M),
e, porlanto,
Wy,

aear() .

Vol (M) = 1i_>m Vol ¢(B,) = Vol¢(By,) +

Isto pode ser visto nas expressdo (2.1) do Exemplo 2.1.

Agora, supondo que f = C € uma fun¢do constante, decorre do Teorema 3.3 a seguinte

consequéncia:
Corolario 3.2. Sejam M uma variedade ndo compacta completa e Q um subconjunto de M. Se
d
= (logvol(dB,))| < a parar > ry,
r

entdo

2
MM\ Q) < O‘T (3.20)

Consequentemente,

-l>|9N

inf Gpgs(—A) < —. (3.21)

Além disso, se M = (R",g) com g = dr* + A*(r)d6?, tal que A : [0,+o) — R é uma fungdo
suave ndo negativa satisfazendo

o

A(0)=0, M(0)=1 e A(r)=e @ para todor>ry>0,
entdo ocorre a igualdade em (3.20) e em (3.21) para qualquer compacto QD By,. Aqui d6? de-
nota a métrica candnica da esfera unitdria (n — 1)-dimensional S’l'_1 C R" centrada na origem
e r(x) € a distdncia Euclidiana a origem.

3.3 Aplicacao

Sejam I C R um intervalo e $7~' C R”" a esfera unitéria (n — 1)-dimensional centrada

na origem. Considere a variedade ponderada n-dimensional

(IxSTNp=(Ux8"" ge'do),
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onde f = f(r) é a funcdo potencial,
g=dr* +2*(r)d6?

¢ uma métrica rotacionalmente simétrica e A : [0, 4+0) — R é uma funco suave ndo negativa.
Para esta variedade, o volume ponderado da bola geodésica B, = B,(0), onde o € M é um ponto

fixado, é dado por
-

Vol ¢(B,) = @, /O A@)) e War, (3.22)

(ver Exemplo 2.1), igualdade (2.1), onde m, é a drea da esfera unitaria (n — 1)-dimensional
sl

Dada uma fungdo u = u(r), temos que

== (9u5f) =)+ (=05 =7 0)) ) (3.23)
Lema 3.3. Seja B > 0. Entdo

.
. _1 4B
lim | e dt < +oo.

r—oo 0

Demonstragdo. Fazendo a substitui¢do u = P, obtemos

r 1 r% n—p
e P ar = — u B e tdu. (3.24)
0 B Jo

Existe uma constante real ug, tal que

para u > ugp; e, portanto,

1 * ns 1 P 2
5] e du < 5 / e 2y = 3 (e*’B /2 _ e*ro/z) . (3.25)
ro

o
Agora, usando a igualdade (3.24) e a desigualdade (3.25), concluimos

/rtn—le—tﬁdt < l /ro u”ﬁﬁ e Udu — % <e—rﬁ/2 _e—r0/2> )
0 ~ BJo B

Logo
r n n-f 2
lim t”_le_tﬁdt < —/ u B e du-+ Be_m/z < oo,
0

]

Teorema 3.4. Sejam B > 0 uma constante real e Mg = (R", gcan,e™" g do) uma variedade pon-
derada com potencial f(r) = B, onde gcan € a métrica candnica do espago Euclidiano R" e

do denota a medida de volume induzida por gcq, em R".
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(i) Se B > 1, entdo inf Gpss(—Af) = +o0. Ou seja, 6(—Ay) é discreto.
1
(i) Se B =1, entdo inf G,55(—Af) = —

'k
(iii) Se 0 < B < 1, entdo inf Gp5(—Af) = 0.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar que

¢

0, se0<B<I,;

, sef=1 (3.26)

S

infGess(—Af) <

+oo, se f§ > 1.

\

De fato, note que g = dr”> + r’d6?, onde d6? denota a métrica candnica da esfera (n — 1)-

dimensional. Assim, podemos usar a igualdade (3.22) com A(r) = r, ou seja,

.
Vols(B,) = , / ey, (3.27)
0

Assim, pelo Lema 3.3,

Vol (M) = lim Vol ¢(B,) = a)n/ e dt < oo (3.28)
0
(Br) = an

r—00

Vol s (M) — Vol (B, / e dr. (3.29)
r

Agora, defina as funcdes

*© 1
h(r):/ e Par e g(r):Er"_ﬁe_rB.

Observe que tais funcdes satisfazem a seguinte igualdade:

fim 8% _ 1,

e ()

Com efeito, como
lim g(x) = lim h(x) =0,

r—roo r—oo
entdo podemos usar a regra de L’Hospital,
h(x)

h/
lim = — Jim ,(x>,
e g(x)  roee g/(x)

onde
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Dai,
Mrn_ﬁ_l _rn_l o
m@:ﬁm P :lim—%rﬁ—klzl.

r—oo g x) r—yoo —n—1 F—>o0

Assim,

| P | © a1 B
Wy = hrrgg}leog(Volf(M)—Volf(B,)):hrrgg}leog <a)n/r " e tdt)

| |
= hﬂnglog(a)nh(x)) = 11;1_1)1;1f7 (log @, +logh(x))

) 1 1 1 X
= lim (—;logwn— ;logg(x) +;log%) ,

r—yo0

onde

1 —1 1
lim —logg(x) = lim —log (—r”_ﬁe—’ﬁ>

r—co r—oo B

—1 1
= lim — (logg +logr" P +loge_’ﬂ)

r—oo

= lim (—llogl— (n—ﬁ)loﬂ—krﬁ_l) .

roe\ r TP r

Logo
(

0, se0<B<I;

I, sef=1,

L
+oo, sefB>1;

e, usando o Teorema 3.1, obtemos (3.26).

Vamos mostrar que vale a igualdade em (3.26). Com efeito, aplique a fungdo u(r) = e"?

na expressao obtida em (3.23),

1 n—1 1\ 1 1 B gy n—1\ _
2 pB-1\Ntr2_ (2 P pg-1 "1 r/2
Aju—4e —I-( . Br >2e = (4 5T + > )e : (3.30)

Agora, aplicando a Proposi¢ado 2.1 a fungdo positiva u(r) =e™" /2 ¢ usando a expressao (3.12),

obtemos

A
infGess(_Af) = sup?Llf(M\Br) > sup inf {_ﬂ}

; B, M\B, u
1 B n—1
= inf d —— 12, B-1_
sup i = B0 -1
. . 1 B ﬁ—l I’l—l
- (‘1*7 —7)’
no qual implica,
( +oo, sef > 1;
inf G, (—Af) > , sef=1 (3.31)

o S

, sef <.
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Logo, a prova dos itens (i), (ii) e (iii) deste teorema decorre das expressoes (3.31) e (3.26). [
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4 OPERADOR f-ESTABILIDADE E INDICE DE f-
ESTABILIDADE

Neste capitulo, mostramos que uma hipersuperficie com curvatura média ponderada
constante € o ponto critico para a primeira variacdo da drea ponderada. Também, obtemos a se-
gunda variacdo da drea ponderada para hipersuperficies com curvatura média ponderada cons-

tante e definimos naturalmente o operador f-estabilidade e o indice de f-estabilidade.

Sejax: M" — 1\_/[?rl uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana n-dimensional
orientdvel M" em uma variedade ponderada A_/I;H. A segunda forma fundamental A de x € de-
finida por

AX,Y)=(VxY):, X,YET,M, pcM,

onde | denota a projecdo sobre o fibrado normal de M.

Definicao 4.1. O vetor curvatura média poderada de M é definido por
Hy=H+(Vf)",

onde

H = tracoA.

A hipersuperficie M é chamada f-minima quando o vetor curvatura média ponderada Hy é
identicamente nulo; quando existe uma constante real C, tal que Hy = —Cm), onde 1 é o campo
vetorial normal unitdrio, dizemos que a hipersuperficie M tem curvatura média ponderada

constante.

Definicéio 4.2. Uma variagdo de x é uma aplicagdo F : (—€,€) x M — M tal que, para todo
t € (—¢,€), a aplicagdo F; : M — My, definida por F;(p) = F(t,p), é uma imersdo isométrica
com Fy(p) = x(p) para todo p € M. A variacdo é prdpria, se existe um compacto K C M, tal
que F;(p) = x(p) para todo p € M\ K.

Se e~/do; denota o elemento de volume ponderado da métrica induzida em M pela
imersdo F;, o funcional drea ponderada, associado a variacdo F, € a funcdo szf ((—g,6) >R
dada por

(1) = /M ¢~ do, = Vol (F(M)).

O funcional volume ponderado é a fun¢do #; : (—€,€) — R definida por

Vi(t) = /MWF* (e*fdu> ,

onde e~/ du denota o elemento de volume ponderado da variedade M -
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Teorema 4.1 (Primeira Férmula da Variacdo). Sejam x : M — Mf uma imersdo isométrica e

F :(—¢,€) X M — My uma variagdo prdpria com campo variacional o,F (t, p). Entdo

— | Heue 'do
| 1

”/f/(O):/MuefdG.

onde Hy = —Hm e u(p) = (d,F(0,p),n(p)) para todo p € M.

Demonstragdo. De fato,

ﬂ}(O):A%(ef) d6t+/Mef% (day).

Seja E,(p) = 9,F(t, p) o campo variacional da variacio F. E conhecido que

d
41 4o = [—(EO,H> +div(E] )] do.
dt|,—o
Além disso,
d —
Eeif = —€7f<E,Vf>
Logo,
}(0) = —/Me (Eo,Vf) d6+/ —(Eo, >+diV(EoL)} do
_ _/ ef<EO,H_|_Vf)dG—|—/ e*fdiv(EoL)do
M M
_ _/ ef<E0,Hf>d(;_/ ef<E0T,Vf>dc+/ e~/ div(Eg)do.
M M M
Visto que

div(e TE) ) = e/ div(E) ) —e T (Vf,E])
e F é uma variagdo prépria (E =0 em M \ K), obtemos
AF(0) = — /M e/ (Eo,Hy)do = /M Hpue 'do,

onde u = (E,n). Isto prova a igualdade (4.1).

4.1)

4.2)

Agora, fixe um ponto p € M e escolha um referencial ortonormal adaptado e positivo

{e1,en,...,e,,M} em uma vizinhanca de p. Assim,
F*(e'du) = a(t,p)dt Ndo,
onde
a(t,p) = F*(e/du)(er,es,...,en,0)

= e Jdu(dF(e)),dF(es),...,dF;(e,),0,F(t,p))
= e Vol(dE(e ) dFt(ez) dF}(en),atF(l‘,p))

= ¢ T (9F@t,p),n) \/det (dFi(e;),dFi(e})))
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e 1; € o campo vetorial unitdrio normal a imersao F;. Portanto,

“//f'(()) — i / a(t,p)dt Ndo :/ a(0,p)do
dt|,_oJ[0xM M
- /M <azF(0aP)7nt>eifdG
= / ueifdG,
M
onde u = (d;F(0,p),n:) . -

A expressao (4.1) € conhecida como a primeira formula da variacdo do funcional drea

ponderada.

Observacao 4.1. Em (MCGONAGLE; ROSS, 2015), McGonagle e Ross obtiveram a primeira
formula da variacdo para hipersuperficies M" C R’}“, isto é, no caso onde Mf = R;“ (ver

(MCGONAGLE; ROSS, 2015), igualdade (2.1), pg. 282).

Definicao 4.3. Dizemos que uma variacdo F é normal quando o campo variacional o,F é

normal a F{(M). A variagcdo F preserva volume ponderado, se V(t) = ¥;(0) para todo t €
(_878)'
Lema 4.1. Dada uma funcdo u € CZ*(M) satisfazendo [,,ue/do = 0, existe uma variagéo

propria e normal F : (—€,€) X M — My, com campo variacional o,F(0,p) = u(p)n(p) e
Vr(t) = 74(0) para todo t € (—&,€).

Demonstracdo. A prova deste lema segue de argumentos andlogos aos apresentados por Bar-
bosa, do Carmo e Eschenburg na prova do Lema 2.2 de (BARBOSA et al., 1988). Por isso,

omitiremos tal demonstragao. 0

Decorre do Lema 4.1 que cada funcdo u € C°(M), satisfazendo a condigado

/ ue 'do = 0,
M

estd associada a uma variacao prépria, normal e que preserva o volume ponderado.

Corolario 4.1. Seja x : M — My uma imersdo isométrica. Entdo, a hipersuperficie M tem
curvatura média ponderada constante se, e somente se, 42%}(0) = 0 para toda variacdo propria

e normal que preserva volume ponderado.

Demonstrag¢do. Suponha que M tem curvatura média ponderada constante, isto € Hy = C. Seja
F uma varia¢do prépria e normal de x : M — M f que preserva volume ponderado, entdo decorre

do Teorema 4.1 que
A}(0)=C /M e (3 F(0,p),n)do = CV'(0) = 0.

A conclusio deste resultado segue de argumentos andlogos aos apresentados por Barbosa e do
Carmo na prova da Proposicdo 2.7 de (BARBOSA; CARMO, 1984). [
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Observacao 4.2. As hipersuperficies f-minimas sdo pontos criticos do funcional drea ponde-
rada, ver Teorema 4.1 e Coroldrio 4.1. Jd, as hipersuperficies com curvatura média ponderada
constante sdo pontos criticos do funcional drea ponderada restrito as variacoes proprias e nor-

mais que preservam o volume ponderado, ou melhor, para fungédes u € C°(M) que satisfazem

/ ue fdo = 0.
M

Para cada ponto critico, obtemos a segunda variacdo do funcional drea ponderada:

a condig¢do adicional

Teorema 4.2 (Segunda Férmula da Variag¢do). Sejam x: M — M £ uma imersdo isométrica com
curvatura média ponderada constante e F : (—€,€) x M — M y uma variagdo propria e normal.

Entdo
A (0) = —/M(uAfu+ (|A[*+Rics(n,n))u*) e 'do, (4.3)

L —_ —_ =2 , . .
onde A ¢é a segunda forma fundamental e Ricy = Ric+V f é o tensor curvatura de Ricci

Bakry-Emery.

Demonstracdo. De fato, sejam E; = d,F(t,-) o campo variacional associado a variagdo F e

Hy = C, onde C € uma constante real. Assim,

lef / Hy(t)(Er, My)e “do,

e, portanto,
"(0) = / H(0)ue ' do + / H L ((E, n,>e—fdo,>
m ! M odt|,_, ’
d
= /H}(O)uefdG+C— /(Et,nt>efd6t
M dt|,_oJm
_ / H},(0)ue ™ do +C7(0)
M
= /H}(O)ue_fdo.
A
Note que

Vi) =—H ) +V Fmnu+ V£ Ven), 44
=0

—H(0) = —H'(0) + %

onde u = (Ey,1n). E conhecido que
—H'(0) = Au+|A|*u+Ric(n,n)u. (4.5)

Seja{ej,ey,...,e,} umreferencial ortonormal de 7M. Como [Ey,e;] =Oparacadai=1,2,...,n
entao

n

(VeEo,nYei+ Y (Eo, Ve, Z Veei,n)ei = —Vg,n. (4.6)
i=1 i=1

M=

Vi = :Zlel«Eo,m)ei

N
Il
_
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Assim, substituido (4.5) e (4.6) em (4.4), obtemos

—H(0) = Au+|APu+Ric(n,n)u+Vf(n,n)u— (Vf,Vu)
= Apu+|APu+Rics(n,m)u.

Logo,
A (0) = — /M (ubgu+ (JA]? +Ric,(n,n)) u2) e do.

O

Observacao 4.3. A segunda formula da varia¢do do funcional drea ponderada, %Jﬁ’ (0), pode
ser vista em (MCGONAGLE; ROSS, 2015), Lema 2.3, para imersoes isométricas de hipersu-
perficies M" em R}“ com curvatura média ponderada constante. Quando f é uma func¢do
constante, a primeira e segunda formula da variacdo foram dadas por Barbosa e do Carmo
(BARBOSA; CARMO, 1984) e Barbosa, do Carmo e Eschenburg (BARBOSA et al., 1988).

Definicao 4.4. O operador
Ly = Ar+|A* +Rics(n,m)

€ chamado operador f-estabilidade da imersdo x. No caso f-minima, o operador f-estabilidade
age em .7 = C*(M); no caso da hipersuperficie com curvatura média ponderada constante, o

operador f-estabilidade age em
F = {u €eCr(M); / ue fdo = O} :
M
O operador Ly € um operador autoadjunto e estd associado a forma quadratica

Ir(u,u) = —/MuquefdG.

Definicdo 4.5. Para cada dominio compacto Q C M, defina o indice, Indy Q, de Ly em Q como
a dimensdo do maior subespago de F, no qual Iy € negativa definida. O indice, Indy M, de Ly

em M (ou simplesmente, o indice de M) é entdo definida por

IndfM = sup IndfQ,
QcM

onde o supremo é tomado sobre todos dominios compactos £ C M.

Se IndyM = 0, dizemos que M € Ly—estdvel. Caso contrdrio, ou seja, IndgM > 0, M €

Ly—instavel.
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5 ESTIMATIVAS PARA CURVATURA MEDIA PONDE-
RADA

Damos algumas aplicacdes dos teoremas obtidos no Capitulo 2. De fato, enunciamos
e demonstramos o Teorema 1.4 e o Teorema 1.5, e seus respectivos coroldrios, os quais foram
enunciados na Introduc¢do. Estes resultados tratam-se de estimativas da curvatura média ponde-

rada de hipersuperficies ndo compactas com indice de f-estabilidade finito.

. —n+1 . ~ . Lot . . . . .
Sejam x : M" — M~ uma imersdo isométrica de uma hipersuperficie orientavel M"

em uma variedade ponderada 1\_/1?rl e
Hy=H+(Vf)"
o vetor curvatura média ponderada da hipersuperficie M. O operador f-estabilidade ¢ dado por
Ly = Ap+|A]* +Ricg(n,m),

—_ —_— =2 L . . 2. L .
onde Ricy = Ric+ V' f € o tensor curvatura de Ricci Bakry-Emery. No caso f-minima, o ope-
rador f-estabilidade age em .# = C°(M); no caso da hipersuperficie com curvatura média

ponderada constante, o operador f-estabilidade age em

F = {u eCr (M), / ue 'do = O} .
M
O operador Ly € um operador autoadjunto e esta associado a forma quadratica

Ir(u,u) = —/MuquefdG.

Defini¢ao S.1. Para cada dominio compacto Q C M, defina o indice, Inds €2, de Ly em Q como
a dimensdo do maior subespaco de .# no qual Iy é negativa definida. O indice, Indy M, de Ly
em M (ou simplesmente, o indice de M) é entdo definido por
Ind¢M = sup Ind;Q,
QCM

onde o supremo é tomado sobre todos dominios compactos Q C M.

Observacao 5.1. No caso da hipersuperficie com curvatura média ponderada constante, pode-

mos analisar o indice de Ly em M, com Ly agindo em C; (M) ao invés de

{u € C2(M): /Muefdc _ 0} .

Isto define o indice forte de Ly em M, denotado por indy M. Entretanto, pode-se verificar que
IndsM < o é equivalente a ind (M) < oo, entdo no Teorema 5.1, Teorema 5.2 e seus respectivos

coroldrios, torna-se irrelevante supor indyM < oo ao invés de Indg M < oo.
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Lema 5.1. Seja m um niimero real, tal que m < —1 ou m > 0. Entdo

a? b?

b)Y >
(a—l— ) “14+m m

para todos a,b € R.

Demonstragdo. Inicialmente, note que

1 2 1
(—a—i—kb) >0, onde k= ﬂ
k m
Logo,
1 1
0< ﬁa2+2ab+k2b2: (ﬁ—1> @+ (K> = 1)b* 4 (a+b)>,
isto €,
1 a b
bY? > (1-—= |+ (1 =K)b* = ——.
@ropz (1= )@ a-iw - 1L
O
Seja
—_ — df®d
Ricfnm:Ricf— f® f, m >0,
nm

uma generalizacdo do tensor curvatura de Ricci Bakry-Emery.

Como uma aplicag@o das estimativas do infimo do espectro essencial do operador La-

placiano ponderado dadas no Teorema 3.1, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.1. Seja M" uma hipersuperficie ndo compacta e completa imersa isometricamente
. . —n+1 . S
em uma variedade ponderada completa e orientada My~ com campo vetorial normal unitdrio

n. Sejam
o1 .1
Wy = hrrgglf; logVol¢(B,) e py, = hgglfT log(Vols(M) — Vol (B,)).
Se M tem curvatura média ponderada constante Hy e indf M < oo, entdo

H2 2 v 2
> _T+A}I\1£r {Rlcf(rl,n) RETR.Y

nm n(l1+m) SR

] 2
n(l+m) = 4 MI\IB,{ s (n,n)}
para qualquer constante m > 0 fixada, onde [ = [, se Vol(M) = +oo e L = 1, se Vol (M) <
+o0. Em particular, se
2
Ricy"(n.m) = -

para alguma constante positiva m, entdo M é uma hipersuperficie f-minima.
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Demonstragdo. Note que a funcido f : M — R, restrita a M, induz uma medida ponderada
e 'do em M. Seja

M} = (M.g.e ' do)
a variedade ponderada induzida pela imersao.

Como ind ¢y M < o por hipétese, entdo, usando a Proposic¢do 5 de (IMPERA; RIMOLDI,

2015), existem um conjunto compacto £ e uma fungdo positiva u em M, tais que
0=Lsu=Aspu+|APPu-+Ricy(n,n)u

em M\ Q. Sejam o € M e rp um nimero real suficientemente grande, de modo que Q esteja
contido em B, (0). Logo, segue da igualdade (3.12) e do Teorema 3.1 que
f u?

)L] (M\Br) < infcess(_Af) < Ta
onde it = p, se Vol (M) = +oo e 1 = p,, se Vol ;(M) < +oo. Agora, usando a Proposigdo 2.1 e
a desigualdade anterior, obtemos

2 , Aru . [(H*
[,LZ > ﬂ,lf(M\Br) > A/llr\lgr (_L) > 1nfr{7+R1Cf(T],T])},

H? =
pois |A|*> > —. Visto que Hy = H — (V.f,1) é constante, decorre do Lema 5.1 que
n

— 2
H? = ((Hp)+(Vfm))* > <V1f+—’1,31>2 - %
€
.
H? = ((Hp)+(Vf,m))* > ifﬁ - <Vf;;1n>2

para m > 0. Portanto,

2 V£.n)? 2
B> A/m\B)> int {M—ﬂjLR_in(n,n)}

4 “Mm\B, | n(14+m) nm
e
2 H?2 v 2
— > A/ (M\B,) > inf — R ) .
4 — L (M )_A/llr\lBr{n(l+m) nm +Ricy(m,7)
Logo,
H? 2 L v 2
o M : (V/fin)
— > f < Ricy —_—
nm— 4 +A/III\IB,{ 1Cf(rl’n)—kn(l—i—m)
© 2
H 2
R R {R_'” }
n(l+m) ~ 4 zvllr\lB, ey (mm)y
pois Hy € constante. Em particular, se
L 2
Rle (77777) > Z?
entdo, usando a ultima desigualdade, obtemos que M € uma hipersuperficie f-minima. [
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Observacio 5.2. E conhecido que, se uma variedade ponderada completa M £ satisfaz R_icf >

kg para alguma constante k > 0, entdo Mf ndo é necessariamente compacta. Um dos exemplos
. : - : kP L N = 1
é o Gaussian shrinking soliton (R”, Zean,e + d G) com a métrica candnica geqy e Ricy = Eg.

L . . wn+1 . . =
Corolario 5.1. Seja M’;c+ uma variedade ponderada completa e orientada com Ricy > kg,
onde k > 0 é uma constante fixada. Entdo, ndo existe hipersuperficie f-minima ndo compacta

. n+1 . .
e completa M" imersa em M; com indfM < oo e satisfazendo

(i) w <2vVk se Voly(M) =+ ou

(i) tw <2vk se Vol (M) < oo.

Demonstragdo. De fato, como Ric¢(n,1) > k por hipétese, e (Vf,1n)% > 0, entdo

e (Vf.n)®
A}I\‘gr {wa(n,n) +m} > k.

Portanto, decorre do Teorema 5.1, desigualdade (5.1), que

H?2 2 v 2 2
VAL _R i —< fm) > _K
nm — 4 +A/111\11£,{Rlcf(n’n)+n(l+m) - 4 Tk

onde p =, se Voly(M) = 4o ou it =, se Volg(M) < +oo. Logo, Hy ndo pode ser nula
se W, < 2vk ou p, <2vk. 0

E dito que o volume ponderado de M tem crescimento polinomial quando existem cons-

tantes positivas o, C e Ry, tais que
Vol(B,) < Cr®
para qualquer r > Rp. Assim,

1 1
o< u,= lirginf— log Vol¢(B,) < lirginf—log(Cr“) =0,
r—oo 1

r—o r

isto é, u, = 0. Logo, segue do Teorema 5.1 a seguinte consequéncia:

Coroléario 5.2. Seja M™ uma hipersuperficie ndo compacta e completa imersa isometricamente
. . —n+1

em uma variedade ponderada completa e orientada M;lc . Assuma que o volume ponderado de

M é infinito e tem crescimento polinomial. Se M tem curvatura média ponderada constante H

eindy M < oo, entdo existe uma constante ro > 0 tal que, para todo r > ry,

H? . V£.on)?
oy . (V£.n)
— zﬁr\lgr{RICf(n,n)Jr—n(Hm)} (5.2)
€ 2
Hy

< s ~-_nm
) = A}I\lgr{Rlcf (n,n)},
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onde m é uma constante positiva e 1 é o campo vetorial unitdrio normal a M. Em particular, se
- _nm
Ric, (n,1m) >0

para alguma constante m > 0, entdo M é uma hipersuperficie f-minima.
Observe ainda que, se assumirmos Vol¢(B,) < Ce*” para r > Ry, entdo

! 1
t, = liminf —log Vol ¢(B,) < liminf —log(Ce*") = a.
r—oo

r—eo

Logo, como uma consequéncia do Teorema 5.1, obtemos o seguinte:

Corolario 5.3. Seja M uma hipersuperficie ndo compacta e completa imersa isometricamente
em uma variedade ponderada completa e orientada 1\_4;“. Assuma que o volume ponderado de
M é infinito e satisfaz Volr(B,) < Ce®” para r > Ry e para constantes positivas C e o. Se M
tem curvatura média ponderada constante Hy e indy M < oo, entdo existe uma constante roy > 0

tal que, para todo r > ry,

H; 2 _ V£m)?
Pt : (V£.n)
nm~— 4 —|—A/}r\1£r{Rlcf(n,n)+ n(l+m) (53)
¢ 2
H 2
f < o . = hm

onde m é uma constante positiva fixada e 1N é o campo vetorial unitdrio normal a M. Em

particular, se
Ric} (n,1) >

para algum m > 0, entdo M é uma hipersuperficie f-minima.

INES

Observacao 5.3. Quando f é uma funcdo constante, o Coroldrio 5.2 foi obtido por Alencar
e do Carmo, ver Teorema 1.1 de (ALENCAR; CARMO, 1993), e melhorado por do Carmo e
Zhou, ver Teorema 4.1 de (CARMO; ZHOU, 1999). Ainda, o Coroldrio 5.3 foi provado por
do Carmo e Zhou, ver Teorema 4.4 de (CARMO; ZHOU, 1999), supondo que f é uma fungdo

constante.

Usando a desigualdade (5.2) do Corolario 5.2 e a desigualdade (5.3) do Corolério 5.3,
podemos obter os proximos dois resultados:

s . . wn+1 . . =
Corolario 5.4. Seja M;lc+ uma variedade ponderada completa e orientada com Ricy > kg,
onde k > 0 é uma constante fixada. Entdo, ndo existe hipersuperficie f-minima ndo compacta

. ——n+1 . .
e completa M" imersa em M’}+ com indfM < oo, Volys(M) = oo e crescimento de volume

ponderado polinomial.
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Corolario 5.5. Seja M;H uma variedade ponderada completa e orientada com R_icf > kg,
onde k > 0 é uma constante fixada. Entdo, ndo existe hipersuperficie f-minima ndo compacta
e completa M" imersa em 1\_4;%1 com indgM < oo, Volg(M) = +o0 e Volg(B,) < Ce* para
qualquer r > Ry, onde C e o < 2k sd@o constantes positivas.

Agora, usando a estimativa de A;(M \ Q) vista no Teorema 3.3, obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 5.2. Seja M" uma hipersuperficie ndo compacta e completa imersa isometricamente

. . —n+1
em uma variedade ponderada completa e orientada M;lc . Assuma que

d
= (logvolf(aBr))‘ < a para todor >ty > 0.
r
Se M tem curvatura média ponderada constante Hy e indy M < oo, entdo existe uma constante

ro > 0 tal que, para todo r > ro,

H?2 2 v 2
TR = (V£.n)
nm~— 4 +A}Ir\1£,{Rlcf(n’n)+ n(1+m) >4
e
H} o2

N SN )
n(l+m) ~ 4  M\B, IRULNE
onde m é uma constante positiva e 1 é o campo vetorial unitdrio normal a M. Em particular, se
2
=—nm (04
Ricy (n,n) > e
para algum real m > 0, entdo M é uma hipersuperficie f-minima.

Demonstracdo. Note que a fun¢do f : M — R, restrita a M, induz uma medida ponderada

e /do em M. Assim, temos uma variedade ponderada induzida M” = (M, g,e /do).
Como ind M < oo por hipétese, entdo, usando a Proposi¢do 5 de (IMPERA; RIMOLDI,
2015), existem um conjunto compacto £ e uma fun¢do positiva u em M, tais que

0= Lsu=Apu+|AlPu+Rics(n,n)u

em M\ Q. Sejam o € M e ry > 0 satisfazendo Q C B,,. Logo, decorre do Teorema 3.3 e da
igualdade (3.12) que
2
. a
A (M\ B,) <infG(—Ayf) < T
Segue da Proposicao 2.1 e da desigualdade anterior que

2 2
o 7 . Aru . H- _—
= > > —— ) > — 4+
1 A (M\ B,) 11\112 ( . ) 1r\1£r{ " R1cf(n,n)} ,
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H? -
pois |A|?> > —. Visto que Hy = H — (V f,1) é constante, entdo decorre do Lema 5.1 que
n

i v : H2

HZZ((HJ-)+<Vf,n>)2Z%_Ef

o : Hf  (Vfn)?
H = ((Hp) + (VAm)* 2 155 =

para m > 0. Portanto,

@ g Vrn?® Hf e
T /I(M\B)>A}I\l£ {n(1+m) nm+Rlcf(n’n)
e
LY Hi (VA o
= A (M\By) 2 A/lll\llfz {n(l+m)_ nm +Ricy(m.m) -
Logo,
H? 2
ay o (V£n)
— > + 1nf {Rle(T] n)+ (1~|—m)}
e

H} L e
rem < 4 R )
Em particular, se
062
Ricy™(n.1) = -
para algum m > 0, entdo M € uma hipersuperficie f-minima. [

Como uma consequéncia da desigualdade (5.4) do Teorema 5.2, segue-se

L. . ==n+1 . . =
Corolario 5.6. Seja M? uma variedade ponderada completa e orientada com Ricy > kg,
onde k > 0 é uma constante fixada. Entdo, ndo existe hipersuperficie f-minima ndo compacta

. —n+1 .
e completa M" imersa em M;Jr comindfM < = e

d
‘Z (logvolf(aB,))‘ <a<2vVk
para todo r >ty > 0.

Demonstragdo. De fato, como Ric¢(n,1) > k por hipétese, e (Vf,1n)% > 0, entdo

R (Vf,n)?
f <R ~ 2 A >k
A}‘\‘B,{ ICf(n,n)+n(1+m) >
Portanto, decorre do Teorema 5.2, desigualdade (5.4), que

<Vf,n>2}>_a_2
(I+m) | — 4

2

H?
> —a——i— inf {Rlcf(n n)+

k
nm 4  M\B, *
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para hipersuperficies que satisfazem

d

— (logvoly(dB,))| < a

dr
para todo r > fo > 0. Logo, Hy ndo pode ser nula se o < 2Vk. [
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6 GRADIENT RICCI SOLITON

Os gradient Ricci solitons sao generalizacdes naturais das variedades de Einstein e cor-
respondem as solug¢des autossimilares do fluxo de Ricci de Hamilton (ver (HAMILTON, 1982)
e (HAMILTON, 1988)). Um exemplo de um gradient Ricci soliton € o Gaussian shrinking

soliton

Ry = (R guan,e ™/ do)

que satisfaz
= 2 1
Ric+V f= Egcana
S . | :
onde g.q, ¢ a métrica candnica e f(x) = e € o potencial.
Definicao 6.1. Uma variedade Riemanniana completa (Mm, g) é chamada gradient Ricci so-
liton quando existe uma fungdo f € C*(M), tal que o tensor curvatura de Ricci de (M",g)
satisfaz
Ric+V f=kg
para alguma constante k. Para k = 0, o Ricci soliton é steady, para k > 0, ele é shrinking e para

k <0, expanding. A funcdo f é chamada de fungdo potencial do gradient Ricci soliton.

Neste capitulo, vamos analisar os volumes ponderados de subvariedades préprias nao
compactas de um gradient Ricci soliton. Além disso, iremos demonstrar alguns resultados sobre
o indice de f-estabilidade de hipersuperficies imersas isometricamente em um gradient Ricci
soliton. Os resultados que serdo demonstrados neste capitulo foram enunciados na Introducao.

A saber: Teorema 1.6, Teorema 1.7, Teorema 1.8, Corolario 1.7 e Corolario 1.8.

6.1 Subvariedade Proépria e Volume Ponderado Finito

Podemos considerar subvariedades imersas isometricamente em um gradient Ricci so-
liton. Em particular, uma self-shrinker ¥" para o fluxo de curvatura média é uma f-minima do

Gaussian shrinking soliton R;ﬁ“.

Definicao 6.2. Uma aplicacdo continua ¢ : X — Y entre espagos topoldgicos é propria se para
cada subconjunto compacto K CY, a ¢~ (K) C X é compacta. Em particular, dizemos que

uma subvariedade M" C M" ¢ prépria se a aplicagdo inclusdo i : M" — M" ¢ prépria.

Em ((CHENG; ZHOU, 2013), pg. 688, Theorem 1.3), Cheng e Zhou mostraram que as

seguintes condi¢des sdo equivalentes para uma self-shrinker completa ¥ C R;@“:

e Y é propria;
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e Y tem crescimento de volume Euclidiano;
e Y tem crescimento de volume polinomial;

e Y tem volume ponderado finito.

Estas equivaléncias continuam sendo vélidas para hipersuperficies f-minimas imersas em um

gradient shrinking Ricci soliton completo M ; com Ricy = 38 onde f é uma fungiio convexa
(ver (CHENG et al., 2015), pg. 4049, Corollary 1).

O resultado a seguir fornece condi¢des necessdrias para que uma subvariedade seja

propria.

Teorema 6.1. Seja M" uma subvariedade ndo compacta e completa de uma variedade ponde-
rada completa 1\_4'}1. Se M" tem volume ponderado finito e a norma do vetor curvatura média

ponderada ¢ limitada superiormente, entdo M" é propria.

Demonstragdo. Suponhamos que M ndo € prépria. Assim existe um nimero real positivo R, tal
que Fjl‘;[(o) N M nao é compacta em M, onde 1_91,;4(0) denota o fecho de B¥ (o). Entdo para qual-
quer a > 0 suficiente pequeno com a < 2R, existe uma sequéncia { p; } de pontos em BII‘{ (o)NM

com disty (pk, pj) > a > 0 para quaisquer k e j distintos.

Visto que B%z(pk) ﬁBﬁ’I/z (pj) = 0 para quaisquer k # j, obtemos Bﬁ’l/z(pj) C B3 (o),
onde Bz’l/z (pr) e B%z (pj) denotam as bolas intrinsecas de M de raios a/2, centradas em py e

pj» respectivamente.

Seja {ey,ea,...,e,} uma base ortonormal de T,M. Se x € Bz/l/z(pj), entdo a funcdo dis-

tancia extrinseca a p;, denotada por r;j(x) = disty;(x, p;), satisfaz

\Y rj(ei,ei) = (Veinj,ei) = (Ve Vrj,ei> + (vei(Vrj)i,eQ

= (V,Vrj,e)— <(vrj)l,Vele,>
= <V€ivrj7el>+<(v€ivr])J_7€l>_<A(€iaei)7§rj>
= V?rj(ei,e)) — (H,Vr)). 6.1)

Observe que M tem geometria limitada na bola BZZVIR(O), isto €, existem numeros reais positivos
k e i, tais que a curvatura seccional de M é limitada superiormente por k e o raio de injetividade
de M é limitado inferiormente por iy em uma vizinhanca de um ponto o € M. Escolhendo R > 0,
tal que 2R < min{ip, 1/ \/I;} decorre da conhecida comparacado da Hessiana da fun¢do distancia
(ver Lema 7.1, (COLDING; MINICOZZI 11, 2011)), que

1 _
\Y% rj(ei,ei) > —\/%—i—IIei—(ei,Vrj)Ver (6.2)
J
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em EZZQ (0). Portanto, decorre das expressoes em (6.1) e (6.2) que

'["J=

~
ey

n
Arj e V }"J el’el Z e,, H V’”]>

Y
N

~
—

—\/lz+%|€z (euV"JWmIz)+|H||VVJ|+<(Vf) Vi) = {((Vf)*".Vr))

no|Vr? =
S AL I R

em E%e (o) M. Visto que E%e(o) ¢ compacta, e, por hipétese, a norma de Hy € limitada supe-

riormente, temos que

n |V S L
arp > i 2D ) - s ()
Tj Tj pEBAL (0)nM pEBSL (0)nM
n |V}"j|2 _C

onde

Logo, em szvR(o) NM,

\VJ 12
Ar? = 2rjAr; +2|Vrj|* > 2r; (2 _ it

— )+2|Vr,|2 2n—2Cr;.
rj j

Escolhendo a < min{2n/C,2R}, temos para 0 < § < a/2,

/ (2n—2Crj)do < / Ar?d(i:/ (Vr?,v)dO'
BY(p)) BY(p)) IBY (p))
< / 2rj|vr,~||vydA§/ 2r;dA
IBY (p)) IBY (p))
< 28A;(0), (6.3)

onde v denota o campo vetorial normal unitdrio apontando para fora de 83251 (pj)eA;(£) denota

area de 8B1g’ (pj)- Segue da férmula da codrea que

¢
—Cr)d =// —Cri)dA, dt
/BM@»(” rj)de 0 aBij)(n ri)dA:

¢
¢
/O (n—Cr) /a T
> (n—=CE)V;(),

v

onde V;({) denota o volume de Bzg (p;)- Portanto, usando a desigualdade (6.3),

(n—=CE)V;(§) < CA;(C). (6.4)
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Novamente, usando a formula da coarea, obtemos

d d [¢
Vi) = — dG:—// dAdl‘:/ dA =A;(Q).
i(6) dC JY(p) ¢ Jo Josypy IBY (p)) i)

Assim, segue da igualdade anterior e da desigualdade (6.4) que

A Vi) A0 n
==y v T ¢ ©3

Integrando (6.5) de € > 0a {,

logV;(&) —logV;(e) > nlog —nloge —C({ —¢),

ou seja,
Vi6) _ & —ciz-e)
Vi(e) ~ en
Agora, observando que
V(e
lim J( ) = Wy,
g0+t &N

obtemos
Vj(C) > wncneicg

para 0 < § < a/2. Assim, concluimos que

Vol (M) = / e/do > / e/ldo
! iy ,_Zl B, (0))

> ( inf ¢~/ )
Byg(0)

Isto contradiz a afirmacdo de que o volume ponderado de M ¢é finito. Logo, M" é uma subvarie-
dade propria de M’; . O

Vi(a/2) = +o.

s

Defini¢ao 6.3. Uma funcdo f € C*(M) é dita convexa se a hessiana de f é ndo negativa, isto
_2 J—
é,V f(Y,Y)>0paratodoY € TM.

Observacio 6.1. Seja M = (M, g,e’ do) um gradient shrinking Ricci soliton completo satis-
fazendo
= =2 1
Ric+V f= 8
Neste caso, Cao e Zhou (CAO; ZHOU, 2010) mostraram que, fazendo uma translacdo de f,
R+|Vf*—f=0 e R>0. (6.6)

Assim, decorre das igualdades em (6.6) que

Vi< f. (6.7)
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Além disso, existem constantes c1,c> € R, tais que

1 1

Z(r(x) —c1)* < flx) < Z(”(x) +0)?, (6.8)
onde r(x) = disty;(x,0) é a distancia de x € M & um ponto fixado o € M. A constante ¢, depende
somente da dimensdo da variedade e ¢\ depende da geometria de g na bola unitdria centrada
em o (ver (CAO; ZHOU, 2010), Lemma 2.1, Lemma 2.2 e Theorem 1.1). Em (MUNTEANU;

WANG, 2012), Munteanu e Wang mostraram que as desigualdades em (6.8) sdo vdlidas su-
I 1 _
pondo apenas que Ricy > 8¢ IVF2 < f.

Teorema 6.2. Sejam f € C™(M) uma funcdo convexa e ]\_4}" um gradient shrinking Ricci soliton
completo. Se x : M"* — M'}’ € uma subvariedade propria, ndo compacta e completa, com vetor
curvatura média ponderada satisfazendo

sup(Hf,vﬁ < oo,
xemM

entdo M" tem volume ponderado finito e crescimento de volume polinomial.

Demonstrag¢do. Como My é um gradient shrinking Ricci soliton, é bem conhecido que, es-
calonando a métrica g e fazendo uma translacdo de f, ainda denotando por g e f, podemos

normalizar a métrica e obter

— 1
Ricr = —g.
icy 2g
Assim, segue da Observacao 6.1 que
R+VfP-f=0,  R+ar=5,  R=0,
€, portanto,
x T 2 m T 2
Af—|Vf] tf=75 ¢ IVIm<f. (6.9)

E importante ressaltar que mesmo quando fazemos o escalonamento da métrica e a

translacdo de f, a subvariedade M continua sendo prépria e satisfazendo
sup(Hy, Vf) < +oo.
xeM

Assim, segue da igualdade em (6.9) que
—2 J—
Arf+f = Af=IVIP+f=V flene) + BV = [V +f

— Af= Y Vfmun) + H VY [VEP— VAP + £

i=n+1

— Af= Y VFmum)+ M VY~ Vi + f

i=n+1

m UL
5 - ._glv f(nivni) +C7

IN
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onde C = sup,¢y, (Hy, V1), Como f é uma fungdo convexa, entdo
m
Arf+f< 5 +C.

Observe que

) =0 < 10 < () +0), (6.10)

onde ¢ € uma constante (ver Observacdo 6.1, desigualdades em (6.8)). Dai, podemos concluir

que f é prépriaem M e f|y : M — R é também uma fungdo prépria.
Assim, como f|y : M — R é propria,
2 m
VIE<f e Af+f<T+C

entdo decorre do Theorem 1.1 de (CHENG; ZHOU, 2013) que M tem volume ponderado finito
e crescimento de volume polinomial no conjunto dos subniveis de f com respeito ao escalona-
mento da métrica e da translacdo de f, e, portanto, com respeito a métrica original e o potencial

original. Logo, segue-se de (6.10) que o volume de M tem crescimento polinomial. U

6.2 Indice de f-estabilidade de hipersuperficie

Seja A_d}ZH um gradient Ricci soliton com ﬁcf = kg. Considere uma imersao isométrica
x:M"— 1\_4;“ de uma hipersuperficie M" em ]\_4?1. Neste caso, o operador f-estabilidade de
M ¢é dado por

Ly =As+I|AP+k

Ir(u,u) = —/MuquefdG

€ a forma quddrica associada a Ly (ver Capitulo 3, Teorema 4.2).

Definicdo 6.4. Dizemos que um campo vetorial diferencidvel X € X(M) é paralelo, se
VyX =0
para todos campos vetoriais Y € TM.

Lema 6.1. Sejam 1\_4;-“ um gradient Ricci soliton, com @f = kg, e M" uma hipersuperficie

. . . —n+1 P ~
imersa isometricamente em Mf . Se M tem curvatura medza ponderada constante, entao

Lf<X777> :k<X7n>

Af<X7n>2 = _2|A|2<Xa TI>2 +2|AXT|2

para todo X € ‘@Mf’ onde 1M é o campo vetorial unitdrio normal a M.
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Demonstragdo. Por hipétese, Hy = C, isto é, H = <V f,n)+C, onde C é uma constante real.

Assim
VH =V(Vfn).

Seja {e1,e,...,e,} um referencial geodésico em M. Note que
VH = ei(H)ei=(V,Vf,n)ei+(Vf,Ven)e
= (Ve Vfimei—(Aleie), m)(Vf,e))ei.
Parau = (X,n) e a;; = (Ae;,e;), temos
Vu=ej(u)ej=(Ven,X)ej = —aji{e, X)e;. (6.11)
Logo,
(VH,X) = (Ve Vf, 1) (e X) —aij(Vfe) (e, X) = (Vxr Vf,n) +(Vf,Vu).

Além disso,
ei(u) = <v€in7X> = _aij<ej7X>
e, derivando a expressdo anterior e observando que V., e; = 0, obtemos
ex(ei(u)) = —aijrle;,. X) — aij(X,Vee;) = —a;jilej, X) — aija; (X, ).

Segue da equacao de Codazzi que

1_3(61'7€1<)€z'L = (aki,j _aji,k) n,

ou seja,
(R(ej,ex)ein) = akij— ajik-
Portanto,
ex(ei(u)) = —apj(ej,X)+ (R(ej,ex)ei,n){e;,X) —aija;(X,n)
e

Au = ei(ei(u)) = —a,-i7j<ej,X) + <R(ej,€i)€i,n><€j,x> —aija,-j<X,n>
= <VH7X>+<F(XT7€Z'>€I'7TI>_’A‘2<Xan>
= (Vyr Vi) +(V/,Vu) +Ric(X ", 1) — |A]u.

Por outro lado,

1 — — =2 — - —
0= 5<XT,77> = Rlcf(XTan) = RIC(XT7T’)+V f(XT7n) = RlC(XTan) + <VXTVf7n>

Logo,
Aru = Au—(Vf,Vu)
= (Ve VLM VAV + V(X 1)~ APu— (Vf,Vu)
= —|A]Pu (6.12)
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Lyu = Apu+ |APu+ku = ku.

Além disso, usando as igualdades (6.12) e (6.11), concluimos que
Apu? = 2uA pu+2|Vul* = —2|APu? +2|AX T2,
O

Definicio 6.5. O subespaco vetorial de C*(M) gerado por E C C*(M), denotado por SpanE,

€ o conjunto de todas as combinagoes lineares dos elementos de E.

_ 1
Lema 6.2. Sejam M;H um gradient Ricci soliton satisfazendo Ricy = Eg, e M" uma hiper-

. . . . . —n+1 P,
superficie compacta imersa isometricamente em My . Se M tem curvatura média ponderada

constante, entdo Iy é negativa definida no
Span{1,(X,n); X € @Mf}.

Demonstragdo. Decorre do Lema 6.1 que a fungdo u = (X,n), com X € ngf, satisfaz Lyu =

Eu. Assim, como M é compacta, temos

1 1

— _f = / _f :/ < 2 — > _f
ue 'do Liue 'do Aru+Al“u+—-u)e ’do

2/M M f M suct|al 2

1
= /(]A|2+—>ue_fdc.
M 2

Portanto,
/ |A|Pue'do = 0. (6.13)
M
Observe que
1
Ir(1,1) = —/ 1Lsle/do = —/ (|A|2—|——> e ldo (6.14)
M M 2
© 1
Ir(u,u) = —/ uLfue™ do = ——/ wedo. (6.15)
M 2 )m

Logo, usando as expressoes (6.13), (6.14) e (6.15), obtemos

Ir(co+u,co+u) = I(co,co)+1p(u,u)+2I¢(co,u)

2
1 1
= _A4 {C%|A|2+%+§u2+2co (Afu+|A|2u+§u)] e fdo

2
1
= —/ c(2)|A|2+E+—u2+cou e /do
M 2 2

1
= —co/ |A\ze_fd0——/(co+u)26_fd6<0.
M 2/u

Isto mostra que I é negativa definida no Span{1,(X,n); X € ‘@Mf}' O
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Observacao 6.2. Se M uma hipersuperficie compacta imersa isometricamente em Mf, entdo

/ (a+(X,n))e do =0,
M

onde
o= —/ (X,n)e do.
M
Logo,
ZF NSpan{l,(X,n); X € ‘@Mf} #0

se PMf é ndo vazio. Ver defini¢do do conjunto .% no Capitulo 3.

Agora vamos analisar as hipersuperficies ndo compactas. Para isto, consideramos as

fungdes que tém suporte compacto em M.

Lema 6.3. Seja M" uma hipersuperficie ndo compacta imersa isometricamente em um gradient

— — 1
Ricci soliton M?H satisfazendo Ricy = 28 Se ¢ € C2(M) e uc C*(M), entdo

Ir(Qu,pu) = —/ (pzuquefdG—i-/ Vo |*ule ' do.
M M
Além disso, se M tem curvatura média ponderada constante e X € @*f, entdo
/ O2APR X, n)edo = —2/ 0(Vo,AX e/ do.
M M
Demonstragdo. Note que
ouguw) = = [ (uLs(ouedo
1
= = [ [@anston + (P 3) 02| ao
M 2
1
= —/ {¢2uAfu+¢u2Af¢ +20u(Ve,Vu) + (|A|2+ —) ¢2u2} e ldo.
M

2

Como ¢ tem suporte compacto, entao
0= / div(¢pu’e 'Vo)do = / (u*Ard +2udp (Vu,Ve) +u*|Vo|*) e ' do.
M M
Logo, usando as duas ultimas expressoes, obtemos
1
yowon) = - [ ouspu-VoP+ (AP + 3 ) 0% e fao
M
= —/ (quque_fdG +/ Vo |>u’e T do.
M M
Visto que H é constante e X é um campo paralelo de M ¢, obtemos do Lema 6.1,
1
> [ e*metas = [ ¢*LiXmyedo
2 /m M

- _/M<V¢2,V<X,n)>e_fd6+/M(|A|2+%) ¢>(X,n)e do.
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Portanto, segue da igualdade anterior e da expressao (6.11) que

| Perx.medo = | (Vo2 V(XmpeTdo =2 [ 6(v9,4X Ty do.
M M M

O
Seja 57 o conjunto de todos campos vetoriais tangentes a M que sdo paralelos e glo-

balmente definidos. Observe que #%3; é um subespaco vetorial de dimensdo finita e menor que

ou igual a dimensdo de M. De fato, dados X, Y € P57, temos que (X, 1),

X| e |Y| sdo fungdes
constantes, pois X e Y sdo campos vetoriais paralelos. Agora, suponha que M seja uma vari-
edade n + 1-dimensional, logo se existissem n + 2 campos linearmente independentes em Py,
entdo estes 7 + 2 campos no ponto x € M formariam uma base do espago tangente T, M. Isto é

um absurdo, pois a dimensdo de T.M € igual an+ 1.

Exemplo 6.1. O Gaussian shrinking soliton (R”H s 8ean,s e/ 4> tem exatamente n+ 1 campos

vetoriais paralelos linearmente independentes e globalmente definidos em R"*1.

Exemplo 6.2. Um outro exemplo é o cylinder shrinking soliton (S"H_k X ]Rk,g,e_f), k>1,

com métrica
g=2(n—k—1)ggn«+ gps

e fungdo potencial
x?

T, 0 c Sn_k, X e Rk.

f(O,x) =

Neste exemplo, temos que

dim @grwlkaRk =k.

Lema 6.4. Seja M uma hipersuperficie imersa isometricamente em ]\_/If com campo vetorial
unitdrio 1. Entdo
dimV < dim ‘@Mf +1,

onde V = Span{l,(X,n); X € ,@Mf}. Além disso,
dim(¢V) < dimV
para qualquer ¢ € C>(M).

Demonstracdo. Seja {X1,Xa,...,X;} uma base de QZMf. Note que qualquer u € V se escreve
como u = cp+ (X, M), onde ¢y é uma constante real e X € f@ff, entao

k
u=co-1 —}-Z(Xi(Xi,n}.
i=1

Isto nos mostra que {1, (X;,n),(X2,n),...,(Xx,n)} gera V. Logo,

dimV < dim ‘@Mf +1.



Capitulo 6. GRADIENT RICCI SOLITON 70

Agora, sejam ¢ € C°(M) e {uy,uy,...us} umabase de V. Assim o conjunto {Qu, duy, ... ous}
gera ¢V e
dim(¢V) < dimV.

]

.t : T : = 1 ) .
Lema 6.5. Seja M;Jr um gradient Ricci soliton satisfazendo Ricy = Eg. Se M é uma hipersu-
perficie ndo compacta propriamente imersa em A_df com curvatura média ponderada constante

e volume ponderado finito, entdo existe ¢ € C°(M), tal que Iy é negativa definida em ¢V e
dim(¢V) =dimV,

onde
V =Span{l,(X,n); X € Py }.

Demonstracdo. Observe que V é um subespaco vetorial ndo vazio de C*(M). Seja u = c¢o +
(X,m), onde cp é uma constante real e X € Wﬁf. Visto que Hy € constante € X € @Mf, pelo

Lema 6.1, temos
2 1 2 1
Liu = Apu+ | |AI"+ u—Lf(X n)+ | |A] +§ co

- L+ (|A\2 e

Segue do Lema 6.3 que
Ii(Qu,pu) = —/ ¢2uque_fdG—|—/ Vo |*u’e Tdo
= /¢u( X,n)+ (|A|2 >c0> fd6+/|V¢|2 e /do
= 5 [ ¥ ao— [ AP tao - [ ¢Plaeo(x.m)e o
—|—/ Vo [2ule ' do.
M
Agora, usando mais uma vez o Lema 6.3 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
‘/M¢2\A|2c0(X,n>efdG‘ _ 2‘/M¢<V¢,AXT>CO efdG’
< 2/ 191199l[A]1x[[col ¢/
< /¢ AP e fd6+/M|V¢]2\XT\2efdG.

Logo,
Ir(9u, du) < / 0%’ —fdo+/ Vo [*(u® + X T)?)e ' do. (6.16)
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Seja r(x) a distancia extrinseca de x € M a um ponto fixado 0 € M ;. Para R > 0 suficientemente

grande, defina a funcio ¢r : M — R, tal que

1, r(x) <R,
on() = 3 IR < () < om
0, r(x) > 2R.

Observe que |Vogr| < 1/R e ¢g € CZ(M), pois M é prépria. Agora, substituindo ¢ = ¢g na
desigualdade (6.16), obtemos

X |? +c§ +2|co| X
R? MO(Bag\Br)

15(Ggu, dpit) < ——/ 02t do + e/do,

(lembre-se que |X| é constante, pois X ¢ paralelo). Como Vols(M) < +oo e |X| é constante,

entdo, para cada u € V, existe R, suficiente grande, tal que
If((l)Ruu’ (PRL(M) < O'

Vamos encontrar uma fungio ¢ € C2°(M) que nao dependa da fungdo u. De fato, consi-

S = {MGV; / e fdo = 1}.
M

Decorre do Lema 6.4 que V C L}(M ) é um subespaco de dimens@o finita menor que ou igual

dere o subconjunto

a dim @Mf + 1. Portanto, S € um conjunto compacto em LJZC(M ). Assim, existe um nimero

- - PR . M
real positivo Ry, tal que qualquer fungdo u € S € ndo identicamente nulaem M N B ROf (0). Caso

contrario, poderiamos conseguir uma sequéncia R; — oo de nimeros positivos tais que, para

. . M ¢ f
cada j, existe u; € S com u; = 0 em M N B/ (0). Dai terfamos

u=limu; € §
J—reo

e u=0em M. Mas isto ndo é possivel, pois se u € S, entdo

/ e Tdo =1.
M

Logo, para R suficientemente grande e R > Ry e para qualquer funcdo u € S, temos

X |* + ¢§ + 2co|X|
R? MN(Bg\Bg)

1r(9ru, drut) <——/ parute'do + e ldo <0,

pois

¢ uma funcdo crescente em R e, visto que Vol (M) < oo,

o P+ G+ 2colX]

- e /do=0.
R—eo R MN(Bag\BR)
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Com isso, podemos encontrar ¢ = ¢ independente de u, tal que /;(¢u, pu) < 0 paratoda u € S.

1
Se u € V, entdio ——u € S e, portanto, para u = 0,

’”’L%
u u
Ip(¢u, ou) = ul72 1y | ——,¢—— | <O.
/ 5 ‘”|L§ |“|L§
Agora mostraremos que dimV = dim(¢V'). De fato, seja {u,uz, ..., us} uma base orto-

normal para o subespaco vetorial V C L%(M ). Para fungdo ¢ = ¢, aqui construida, temos que

Ou; = u; #0 em MﬂB%f(o). Logo, {¢uy,Pus,...,¢us} é linearmente independente, e pelo
Lema 6.4, podemos concluir que dim(¢V) = dimV. O

Observacio 6.3. Seja x : ¥ — R uma hipersuperficie orientada, ndo planar, prépria e sa-
1

tisfazendo Voly(M) < +oo, H = §<x, N)+C e IndfM < n, onde H é a curvatura média, x

é o vetor posicdo de R, 1 é o campo normal unitdrio da hipersuperficie e C é uma cons-

tante real. McGonagle e Ross (MCGONAGLE; ROSS, 2015) mostraram que existe um niimero
natural i, tal que n+1—IndfM <i<neX =Xy x RE. Além disso, Inds M > 2.

Vale ressaltar que o resultado devido a McGonagle e Ross ainda é vdlido quando ndo
supomos que X. é propria. Isto pode ser visto no Teorema 6.1.
Teorema 6.3. Sejam 1\_4;“ um gradient Ricci soliton satisfazendo Ric = % g ‘@Mf o0 conjunto
dos campos paralelos globalmente definidos em Mf e M" uma hipersuperficie propriamente
imersa em ]\_J;H. Assuma que M tem curvatura média ponderada constante e volume ponderado
finito. Se a fungdo unidade 1 ¢ {(X,n); X € @Mf}, entdo

dim@Mf —Ind;M < dim{X € *@Mf; (X,n) =0},

onde 1 é o campo normal unitdrio. Além disso, se assumirmos que existe um campo X € ’@Mf’
tal que (Xo,n) # 0, entdo

dim{X € @Mf;<X,n> =0} < dimﬁﬁf— 1.

Demonstragdo. SejaV = Span{l,(X,n); X € Py; f}. Pelo Lema 6.5, existe uma fungio ¢ €
CZ (M), tal que dim@V = dimV e Iy € negativa definida em ¢V. Lembre-se que o Ind;M ¢é a
dimensdo do maior subespago de . NC;’(M) no qual I5 é negativa definida, com .%# = C;’(M)

se M é uma f-minimal e

F = {MECZO(M); / uefdczo}
M

se M tiver curvatura média ponderada constante. Agora, observe que (X, 1) < |X||n| = |X]|,

onde |X| é constante, pois X é um campo paralelo. Visto que o volume ponderado de M é finito,
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obtemos que [;,¢(X,n)e 'do < |X|[,,0e/do < +oo. Portanto, existe um nimero real ¢

satisfazendo
| oleo+ (x.me o =o.
Logo, ¢(co+(X,n)) € NV sempre que (X,n) € {(X,n); X € ‘@Mf}' Como 1 £{(X,n); X € L@Mf}
por hipétese, concluimos que
dim{(X,n); X € ‘@Mf} <dim(F N@V).
Como Iy é negativa definida em .7 N ¢V, concluimos que

dim{(X,n); X € ‘@Mf} <dim(FN¢V) <Inds M.

Considere a transformagao linear T : ‘@Mf — C*(M) definida por T (X) = (X, 7). Agora,

aplicando o teorema do nicleo e da imagem, verifica-se que
dlm@Mf = dlm{X < ‘@Mf; <X,T]> = 0} +d1m{(X,n>, X e ’@Mf}
< dim{X € ‘@Mf; (X,m)=0}+Ind; M. (6.17)
Além disso, temos que
dim{X € ‘@M,ﬁ (X,n)=0} §dimﬁﬁf—l, (6.18)

pois assumimos que existe um campo Xgy € @Mf, tal que (Xp,n) # 0. Logo, usando as desi-
gualdades (6.17) e (6.18), obtemos

dim 5 —Ind;M < dim{X € Py ; (X,n) =0} <dim Py —1.
O

Observacao 6.4. Vale ressaltar que o Teorema 6.3, no caso em que M é uma subvariedade,

ainda é vdlido quando ndo supomos que M é propria. Isto pode ser visto no Teorema 6.1.

Exemplo 6.3. O produto £ =% x R, de uma variedade de Einstein X" com o Gaus-
sian shrinking soliton R¥, é um gradient Ricci soliton ndo compacto. Em particular, o cilindro

esférico S"T17% x R ¢ um gradient shrinking Ricci soliton ndo compacto. Observe que

dim ‘@ZXR/‘ >k, dim QR’;H =n+1 e dim rgzgn+l—k><Rk =k.

— — 1
Corolario 6.1. Sejam M’}H um gradient Ricci soliton satisfazendo Ricy = > g @Mf o conjunto

dos campos paralelos globalmente definidos em 1\_/1?rl e M" uma hipersuperficie propriamente
imersa em M ;. Assuma que M tem curvatura média ponderada constante e volume ponderado
finito. Se a fungdo unidade 1 ¢ {(X,n); X € ‘@Mf} e existe um campo X € @*f, tal que
(Xo0,Mm) # 0, entdo

IndeM > 1.

Além disso, se Indg M = 1, entdo

dim{X € P, (X,n)=0} =dim Zy —1.
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Demonstragdo. Note que
dim Zy, —Ind;M < dim{X € Zy; :(X,n) =0} <dimZPy —1.

Assim,
IndfM > 1.

Agora suponha Ind M = 1, temos
dim{X € @Mf; (X,n) =0} =dim @Hf, -1
[

Corolario 6.2. Sejam M?ﬂ = (ZH1=k x R¥ g, e~/ d o) um gradient Ricci soliton satisfazendo
N 1 —
Ricy = Eg e M" uma hipersuperficie propriamente imersa em My com curvatura média

ponderada constante e volume ponderado finito. Assuma que M # Mo x R*"1, onde My C X. Se
dim Wﬁf = k e existe um campo X € ,@*f, tal que (Xo,m) # 0, entdo Indy M > 2.

Demonstragdo. Temos, por hipétese, que dim @ff =keM # My x R, Assim,
L {(X,n); X € P }.
Visto que existe um campo Xy € L@ff, tal que (Xp,mn) Z 0, segue do Coroldrio 6.1 que
IndfM > 1.
Mas, se Indy M = 1, entdo teriamos

dim{X; (X,n) =0} =dim Py —1=k—1

M = My x RF1,

onde My C X. Isto ndo € possivel. Logo,

IndfM > 2.
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