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RESUMO

Nesta dissertacao abordamos um sistema que apresenta uma transicao de fase de um
estado ativo para um estado absorvente. O estudo envolve simula¢oes numéricas em
cadeias lineares e consideramos um modelo em que ocorre ramificacao e aniquilagao de
caminhantes aleatorios. Admitimos que cada sitio da rede ser ocupado por mais de uma
particula, que difundem pela rede e se aniquilam imediatamente apds o encontro. Cada
particula pode, em cada passo de tempo, gerar um determinado niimero n de filhotes, onde
n é um namero par. Investigamos as propriedades criticas do modelo usando simulagoes
computacionais e a teoria de escala por tamanho finito. Analisamos a regiao de transicao
e ap0Os encontrado o ponto critico calculamos o conjunto de expoentes criticos que é
uma caracteristica na vizinhancga de transi¢coes de segunda ordem. O modelo apresenta
conservacao do namero total de particulas modulo 2 e sua classe de universalidade difere
da PD. A partir da analise dos resultados, encontramos o conjuntos de expoentes criticos,

consistentes com a classe BARW - PC (branching and annihilating random walkers).

Palavras-chave: Transicao de fase; Ponto critico; Expoentes criticos; Percolagao Direci-

onada (PD).



ABSTRACT

In this dissertation we address the problem of second order phase transitions with absor-
bing states. We analyze the critical behavior of a one dimensional model simulated on
one dimensional chains. The sites on the linear chain can be multiple occupied by parti-
cles that annhilates each other with a finite probability. It also presents parity-conserving
branching with an even number of offsprings. The number of particles are constant modulo
2. We determine the threshold of the phase transition between the statistically stationary
active state and the absorbing state. From steady-state simulations and a finite-size sca-
ling analysis, we calculate the order-parameter, order-parameter fluctuations, and spacial
correlation length critical exponents. We also followed the short-time critical relaxation
to determine some dynamical critical exponents. The hyperscaling relation is checked for
both sets of stationary and dynamical critical exponents which we found to be consistent

with the BARW-PC universality class.

Keywords: Phase transition; finite-size scaling; critical expoentes.
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Capitulo 1

Transicao de Fase

1.1 Introducao

Estudos sobre transicoes de fase e fendmenos criticos estao presentes em intmeros
sistemas desde fluidos simples a mistura de fluidos, materiais magnéticos, ligas metélicas,
cristais liquidos, entre outros. Um estudo pioneiro em transigoes de fase foi o proposto
em 1869 por Andrews, um trabalho experimental para observar, através de medidas do
comportamento critico do diéxido de carbono, o espalhamento de luz nas proximidades
do ponto critico. Quatro anos mais tarde Van der Waals publicava sua tese de doutorado
com a primeira teoria bem sucedida sobre os fenémenos criticos, trazendo uma equacao
de estado aproximada em que um tnico tipo de interagao entre as moléculas de um fluido
era capaz de definir diferentes fases termodinamicas. A partir do inicio do século XX,
a teoria da transicao para o ferromagnetismo foi estudada por Pierre Curie e desenvol-
vida por Pierre Weiss, que apresentou uma teoria do ferromagnetismo que explicava o
desaparecimento da magnetizagao no ponto critico, conhecida por temperatura de Curie
[1].

Tais teorias, desenvolvidas por Van der Waals, Pierre Curie e Pierre Weiss, sao
as chamadas teorias classicas. Quando se trata de fenomenos criticos que ocorrem em
sistemas longe do equilibrio, grandezas termodinamicas como: calor especifico, compres-

sibilidade e susceptibilidade magnética possuem comportamento singular na regiao critica
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caracterizada pelos chamados expoentes criticos. Depois se percebeu que algumas gran-
dezas termodinamicas possuem um carater universal definido por valores idénticos de um
mesmo expoente, estudos experimentais e tedricos mostraram a existéncia de classes de
universalidade, com expoentes criticos distintos dos chamados expoentes classicos.

Desta forma, no estudo de transicao de fase em sistemas em equilibrio e de nao-
equilibrio, é necessario o entendimento do conceito de universalidade que infere a ideia
de sistemas fisicos distintos apresentarem um tipo de comportamento singular em uma
transicao de fase, e o comportamento critico dessas transi¢oes podem ser associados a um
conjunto finito de classes de universalidade, evidenciando a relevancia das propriedades
microscopicas necessaria para definir estes expoentes, que possuem grande dependéncia
referente ao alcance das interagoes, da lei de conservagao, da dimensionalidade do sistema
e do parametro de ordem.

Entre as classes de universalidade que se destacam na descricao de modelos que
exibem transigao de fase para estados absorventes (estes estados serao definidos nos proxi-
mos capitulos) estdo percolagao direcionada (directed percolation - DP) e a conservagao da
paridade (parity conserved - PC), sendo que a primeira é considerada como um paradigma
para estes sistemas. Tal conceito pode ser visto na hipotese de Janssen e Grassberger,
que define os modelos que exibem transi¢oes de fase continua para um tnico estado absor-
vente pertencentes a classe de universalidade da percolacao direcionada. Por outro lado,
os modelos pertencentes a classe da conservacao da paridade sao representadas predomi-
nantemente por modelos do tipo Ramificagao e Aniquilacao de Caminhantes Aleatérios
“branching and annihilating random walks” (BARWs) [2,3]. Tais conceitos serao estudados
com mais detalhes nos capitulos 3 e 4.

Alguns sistemas presentes na natureza sao bem conhecidos por mudarem de fase &
medida que ocorrem variagoes nos seus parametros externos. Essa mudanca define a tran-
sicao de fase que se caracteriza pela alteracao do comportamento global das propriedades
fisicas do sistema. Os fendémenos criticos ocorrem nas proximidades do ponto critico, e
dizemos que este em geral é considerado como o final de uma curva finita que separa duas
fases distintas de um sistema.

Por exemplo, ao examinar a linha de coexisténcia de uma substancia pura obser-
vamos que em direcao a altas pressoes e altas temperaturas, a densidade do vapor cresce e

a densidade do liquido decresce até chegar ao ponto em que as duas densidades se tornam

Instituto de Fisica - UFAL



1 Introducao 9

iguais, isto é, existem uma temperatura critica T, e pressao critica P.. E exatamente esse
ponto que determina o término da linha de coexisténcia e corresponde ao estado em que
as duas fases se tornam iguais, que é o que chamamos de ponto critico.

Na figura 1.1 temos o diagrama de fase para um fluido simples em funcao da
temperatura e da pressao, em que as linhas cheias mostram uma coexisténcia de fases.
Notamos que a curva de coexisténcia entre as fases liquida e gasosa nao se estendem
indefinidamente e terminam de forma abrupta em um ponto critico (coexisténcia das
duas fases, T, e P.). O ponto triplo T},p; é também mostrado e localiza um ponto onde

temos a coexisténcia das trés fases solido, liquido e gas.

Figura 1.1: Diagrama de fases em termos da pressao contra a temperatura, de
um fluido simples com tinica componente.

Pa

Sélido Liquido

Gis

O
-

Fonte: Referéncia [1]

O Fisico inglés Eward Guggenheim apresentou, em 1945, um gréfico de Tlc Versus
P% para mostrar a curva de coexisténcia de oito fluidos diferentes, conforme o grafico
da figura 1.2 onde mostra que a linha de coexisténcia de cada um dos oito fluidos se
interceptam na regiao analisada, evidenciando que possuem o mesmo valor de expoentes
de criticos [1].

A delimitagao do diagrama de fases descreve a existéncia de cada fase com a
variagao dos pardmetros externos ou ainda por meio de uma fungao de estado (densidade,
magnetizac¢do, energia interna, etc.). Para a fungao de estado com valores distintos nas
diferentes fases e que se anula na fase mais desordenada, chamamos esta de parametro
de ordem. Assim os sistemas ferromagnéticos possuem a magnetizacao como parametro

de ordem e em uma transi¢ao liquido-gas o parametro de ordem serd a diferenca das

Instituto de Fisica - UFAL



1 Transicao de Fase Ferromagnética e o Modelo de Ising 10

Figura 1.2: Curva de coexisténcia para fluidos distintos
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Fonte: Referéncia [1]

densidades entre o liquido e o gas [4].

As transicoes de fase sao classificadas de acordo com sua mudanca de estado, po-
dendo ser descontinua (de primeira ordem), que esté relacionada com a descontinuidade
da primeira derivada da energia livre com relagao a temperatura, nao havendo quebra de
simetria. Um exemplo de transi¢ao descontinua é a liquido-vapor, que se encontram em
equilibrio ao longo da curva de vaporizacao e possuem a mesma simetria. As transi¢oes
continuas (de segunda ordem), sdo acompanhadas por uma continua mudanga de estado
relacionada as derivadas superiores da energia livre em que hé quebra espontanea de sime-
tria. Um exemplo sendo algumas transi¢coes que ocorrem em cristais liquidos e materiais

magnéticos [5].

1.2 Transicao de Fase Ferromagnética e o Modelo de

Ising

Um exemplo indispensével para explicar um fendémeno critico é considerar um ima
com magnetizacao M, que decresce com o aumento da temperatura, até chegar o momento

em que se torna nula em uma certa temperatura critica. Este é um bom exemplo para

Instituto de Fisica - UFAL



1 Transicao de Fase Ferromagnética e o Modelo de Ising 11

primeira aproximacao na descrigao de varios tipos de fendmenos, nao s6 em magnetismo

como na transi¢ao géas-liquido, em ferroeletricidade e outros.

Figura 1.3: Magnetizagao em funcao da temperatura

1,0 5 —m— =243

0,8 - \-

0,6

0,2+

0,0 - I

Fonte: Referéncia [47]

A figura 1.3 mostra o grafico da magnetizagao versus a temperatura, que mostra
claramente o que ja foi mencionado, que o aumento da temperatura acarreta na dimi-
nuicao da magnetizagao. Temos o modelo de Ising do ferromagnetismo que foi estudado
com o objetivo de compreender como se comporta a magnetizacao espontanea e encontrar
uma funcao desta em relagao a temperatura. Tratando do comportamento de elementos
individuais como os componentes de spin, foi proposto por Wilhelm Lenz em 1920 para
estudar fendmenos magnéticos em materiais. Foi resolvido analiticamente em uma dimen-
sao em 1925 por Ernst Ising, e se tornaria o modelo mais conhecido e citado da Mecéanica
Estatistica. No entanto, os resultados do modelo de Ising nao mostravam transigao de fase
para o caso unidimensional (transi¢do de primeira ordem em 7" = 0) o que acerretou em
um esquecimento temporario do modelo. Porém alguns anos mais tarde foi comprovado
que havia um erro nos argumentos de Ising e mostrado que para o caso bidimensional
existe uma transicao de fase continua [1,6].

Considere uma cadeia linear de sitios onde em cada um temos um atomo magnético.
O estado do atomo é caracterizado pelo momento de dipolo magnético. O momento de
dipolo pode ser encontrado em dois estados: no mesmo sentido do eixo “spin up” (o; = +1)
ou no sentido oposto “spin down” (o; = —1). O termo —Jo;0; representa a energia de

interacao entre um par de sitios vizinhos < %, j > na rede:

o =41 oj=+1 —J(H1)(+1)=—J <0, (1.1)
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1 Transicao de Fase Ferromagnética e o Modelo de Ising 12

oo=-1 o,=-1 —J(-1)(-1)=-J<0, (1.2)

nas equacgoes 1.1 e 1.2 temos um ordenamento paralelo dos spins, favorecendo o ordena-

mento ferromagnético. Para o alinhamento antiparalelo, temos:

o, =+1; o;=—-1 —J(+1)(-1)=J>0, (1.3)
o;=—1; o;=—+1 —J(=1)(+1)=J >0, (1.4)

as variaveis de spins estao alinhadas antiparalelo favorecendo uma fase antiferromagnética.

O operador hamiltoniano do sistema é dado por:
H(o) :—JZaiaj—hZai (1.5)
(i.7) i

Onde H representa o Hamiltoniano (a energia do sistema), J a constante de troca
e h o campo externo. No modelo temos um sistema de momentos magnéticos arranjados
em sitios de uma determinada rede regular, e os mesmos sao descritos por o;, variavel de
spin associada ao sitio ¢ = 1,2,3,...N, que pode assumir apenas dois valores o; = =1,
com o; e o; correspondendo a variaveis de spins de sitios vizinhos [6].

Vamos considerar o (o, 09, ...,0n) a configuragao de todos os estados possiveis do
sistema o = [—1,1]" sendo que N = [1, ..., N]¢ (d é a dimensao do sistema). Por exemplo,
em um modelo de Ising unidimensional linear na auséncia do campo, a energia de uma
configuracao o dada por H(oc) = —J Y 0,0, e com apenas duas variaveis de spins teremos

(i.)
as seguintes configuracoes possiveis:

01 = [Ta ﬂ - [+17+1];02 = Ha” = [+17 _1]
o5 = [ 1] = =1, 4100 = [1, 4] = [-1, 1]

E suas energias:

H(O’l) = H(O’4) =—J (16)
H(oy) = H(o3) = +J (1.7)

onde as configuragoes mostradas anteriormente (o1, 04 € 09, 03) representam estados

degenerados, uma vez que compartilham da mesma energia.
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1 Transicao de Fase Ferromagnética e o Modelo de Ising 13

A medida de probabilidade no espaco da configuragdes deve ser proporcional a
energia. No equilibrio termodinamico com uma temperatura 7', a probabilidade P(c) de

encontrar o sistema na configuracao o é:

1
f%o)::iie—ﬁHW> (1.8)

Sendo 2 a Funcao de Particao, que é a soma sobre todas as configuragoes de o

0= Ze’ﬁH(") (1.9)

B=— (1.10)

Observamos o que acontece com o nosso sistema quando g — 0 ou 8 — o0, ou

seja, quando temos uma temperatura infinita ou temos uma temperatura igual a zero.

e Se o campo externo for nulo A = 0 implica dizer que P(o) = ﬁ onde N corresponde

ao nimero de sitios, o denominador é o numero total de configuragoes;

e Se [ for igual a zero, ou seja, temos uma temperatura infinita e isso implica dizer

que toda configuragao tem a mesma probabilidade;

(1.11)
Ploi=1i0,=1) = ;i # ] (1.12)

Em resumo, significa dizer que para T — oo os spins se tornam variaveis indepen-
dentes (ndo correlacionadas), isto é, conhecendo o estado de um spin qualquer néo infere
a ideia que é possivel conhecer o estado dos demais (os spins se comportam de maneira
independetes uns dos outros).

Por outro lado, no extremo f§ — oo e h = 0 (temperatura 7" = 0) com isso
diferenciamos muito a probabilidade de configuracoes com energias diferentes. Como dito
anteriormente, para o campo externo igual a zero temos duas configuracoes de energia
minima, que é a configuragao +1 e a configuracao —1.

Ou seja, se tomarmos uma configuracgao especifica o e fazer sua medida com § — oo

teremos a probabilidade 1/2 para ¢ = +1 e zero em todos os outros casos, teremos
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1 Transicao de Fase Ferromagnética e o Modelo de Ising 14

a formacao de condensado onde todos os spins estao na configuracao +1 ou todos na
configuracao +1. Isso é uma medida concentrada na configuracao minima para a energia
H (o) do sistema.

No exemplo da transicao de fase ferromagnética, temos que acima de uma certa
temperatura, chamada de temperatura critica 7T,, este material possui seus momentos
magnéticos completamente desordenados, isto é, possui magnetizacao nula (M=0), pode-

mos ver isso na figura 1.4.

Figura 1.4: Transicao de fase ferromagnética

(M| &

T, T

Fonte: Referéncia [1]

Enquanto abaixo da temperatura critica o material apresenta momentos magnéti-
cos ordenados o que resulta em uma magnetizagao diferente de zero (M # 0), quando a
temperatura vai se aproximando da temperatura critica a partir de valores mais baixos a
magnetizagao espontanea vai diminuindo e se anula em 7. O fato de M crescer a partir
de zero para T' < T, é o que caracteriza uma transi¢ao continua (de segunda ordem), no
entanto, se M tivesse um salto na temperatura critica a transicao seria descontinua ou de
primeira ordem, a temperatura funciona como um parametro de controle e esse valor do

parametro que ocorre a transi¢ao (7.) é o que chamamos de ponto critico.

M=0 se T>T, (1.13)

M=aT,-T)" se T>T, t=T,-T ou t=p—p. (1.14)

Nas transicoes da fase descontinuas teremos a coexisténcias de duas fases distintas,

a fase ordenada e a fase desordenada, na regiao da transicao. Enquanto nas transigoes con-
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1 Apresentagao geral do trabalho 15

tinuas teremos a fase ordenada se transformando de forma continua na fase desordenada
a medida que seu parametro de controle tende para seu valor critico. Essa magnetizacao
do ferromagneto discutida anteriormente é um exemplo de parametro de ordem, que neste

caso possui a caracteristica de ser nula acima da temperatura critica e nao nula abaixo

dela.

1.3 Apresentacao geral do trabalho

Os estudos sobre fenomenos criticos em sistemas fora do equilibrio atrairam muito
interesse nas ultimas décadas. Estes possuem as mesmas caracteristicas dos fenomenos
criticos do equilibrio, no entanto, ainda nao existe uma teoria completa acerca das tran-
sicoes de fase longe do equilibio. A obtencao numérica de um conjunto de parametros,
denominados expoentes criticos permite caracterizar a transicao de fase do sistema a partir
da identificagao de sua classe de universalidade.

A dissertacao esta organizada em cinco capitulos. Nesse primeiro capitulo fazemos
um breve texto falando sobre os primeiros estudos sobre transicao de fase, em especial
a Transicao de Fase ferromagnética e o Modelo de Ising. No segundo capitulo falaremos
sobre os processos estocésticos e markovianos, os expoentes criticos que foram calcula-
dos no decorrer do desenvolvimento do trabalho, teoria de campo médio e hipotese de
escala por tamanho finito. No terceiro capitulo falaremos de sistemas de particulas in-
teragentes por meio dos seguintes modelos: Processo de contato, Percolagao direcionada
que é a principal classe de universalidae do modelos com estados absorventes, e o modelo
Predador-Presa. No quarto capitulo descrevemos o modelo estudado nesta dissertacao
e mostramos os resultados encontrados. No quinto capitulo mostramos as conclusoes e
perspectivas sobre os resultados encontrados e a continuacao da pesquisa. Mostraremos
os resultados preliminares do modelo que estamos comegando a analisar, o Modelo de

criacao de tripletos.
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Capitulo 2

Sistemas fora do equilibrio e Expoentes

Criticos

2.1 Introducao

Em sistemas termodinamicos condigoes externas eventualmente impostas podem
levar a diferentes comportamentos macroscopicos, que sao o que definimos como fases do
sistema. Modificando as variaveis intensivas do sistema podemos observar uma transicao
de fase em um dado valor critico destas variaveis.

Sistemas fora do equilibrio possuem caracteristicas distintas se comparados aos
sistemas no equilibrio, peculiaridades que trazem como resultado novas classes de univer-
salidade, expoentes criticos e modelos. Dentro da abordagem markoviana uma importante
classe sao os sistemas irreversiveis com estados absorventes, que sao configuragoes ma-
croscopicas na qual uma transigdo para outras configuragdes nao existem [6].

Para estudar a evolugao dos sistemas ao longo do tempo é conveniente fazer uso
dos processos estocasticos, onde incluimos variaveis ou um conjunto de variaveis que estao
subordinadas a efeitos aleatérios e possuem uma dependéncia temporal.

Por exemplo, seja um processo estocéstico a tempo discretizado em que a variavel
t representa os intervalos de tempo, a variavel estocéstica z(t) assume valores inteiros e ¢

os valores 0,1,2,3... Assim, podemos definir um processo estocastico de uma variavel z(t)
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2 Introducao 17

até um dado instante [ pela distribuigdo conjunta de probabilidade [6]:

P(x(0),z(1),x(2), ...,x(1)) (2.1)

onde temos que a variavel estocastica toma o valor de x(0) no instante ¢t = 0, o valor z(1)
no instante ¢ = 1 e assim por diante até chegar a (/) no instante ¢t = [. Para uma variavel

x(t;41) podemos escrever a probabilidade condicional:

Prla(tiva)] = Prla(tiv)|e(t:), o(tior), 2(tiz), ..., 2(t)] (2.2)

em que z(t;41) depende de todos os valores anteriores a ele.

Uma classe de processos importantes na fisica sao os processos estocasticos Mar-
kovianos, onde a probabilidade de um estado assumir um valor em um dado instante
depende apenas do seu valor no instante anterior. Sua probabilidade de transi¢ao de um

estado para outro pode ser expressa pela relacao:

Plrgpy] = Prlo(tiv)lz(t)] (2.3)

Assim, a probabilidade de ocorrer dois estados sucessivos é resultado do produto
da probabilidades dos dois estados individualmente. Isso implica que a probabilidade de
transigao wo(ta) — x3(t3) ndo sofre influéncia pelo fato de ter ocorrido anteriormente uma
transigao de estados x(t1) — xa(t2).

Para tal processo é conveniente inferir uma equacao mestra que se trata de uma
equacao diferencial para descrever o fluxo de probabilidade do sistema ocupar diferentes
estados. Consideramos que um sistema G(y — x) representa a taxa de densidade de
probabilidade do sistema estar no estado z no instante ¢, e assim temos a variagao no

tempo da probabilidade do sistema se encontrar em x é dada pela relacao:

dP(z,t)

=D [P )Gy = 2) = Pla, )Gz — y) (2.4)

y
que chamamos de equagao mestra. A variacao temporal da probabilidade de permanecer
em um determinado estado é a diferenga do que esta “entrando” no estado (as configuragoes
de x originadas de y) e do que esta “saindo” do estado (as configuaragoes de y originadas

de x) do estado, P(y,t) e P(z,t) representam a densidade de probabilidade por tempo de
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2 Aproximacao de campo médio 18

que o processo de Markov possa transitar entre dois estados. A equagao mestra governa a
evolucao temporal de processos markovianos, mas nem todo processo de Markov converge
para um estado estacionario.

Dizemos que um processo de Markov convergiu para um estado estacionério se

dP(z,t)
dt

satisfeito a relacao = 0, para este caso faremos P(z,t) = w(z) como sendo a

distribuicao estacionaria do sistema.

D w@)Gly = 2) - w(@)Glz = y)] =0 (2.5)

Y

w(y)Gly — x) = w(x)G(r = y) (2.6)

Quando temos um processo markoviano reversivel, isto €, a condi¢ao imposta na
equacao 2.6 define que cada termo da equacao 2.5 vai se anular. Esta relagao é chamada
de condigao do balanc¢o detalhado que é a situacao onde devemos ter o mesmo niimero de
transicoes do estado y — x e x — y, os estados estacionarios que sao satisfeitos por essa
condi¢ao sao denominados de estados de equilibrio. Também chamada de reversibilidade
microscopica, pois como exposto anteriormente o par de estados = e y recebe e perde
um fluxo de probabilidade de mesma intensidade. Isto é, a probabilidade do sistemas

transitar entre os estados x & y é a mesma por isso o nome reversibilidade.

2.2 Aproximacao de campo médio

Na mecéanica estatistica a teoria de campo médio trabalha com sistemas de muitos
corpos interagentes em que as interagoes sentidas por um corpo devido aos outros corpos
sao representadas por um campo efetivo e todas as flutuacgoes sao desprezadas.

Considere o processo de contato simples (PC) em que o sitio 7 pode ser ocupado
em um estado o; = 1 ou g; = 0 que denota o sitio vazio. Para o caso em que o sitio estar
ocupado temos uma probabilidade que representamos por p e a probabilidade do sitio
estar vazio serd 1 — p. O processo de contato pode ser estudado através da abordagem de
campo médio, que nos leva a resultados aproximados e que nos permite compreender de
forma geral o comportamento do PC na regiao critica.

Um tipo de processo longe do equilibrio sao os processos com estados absorventes
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2 Aproximacao de campo médio 19

Figura 2.1: Taxas de transi¢ao no processo de contato unidimensional, onde o qua-
drado preenchido denomina individuo infectado, o quadrado vazio denomina indivi-
duo saudavel e A\ o parametro de infecgao.

II}II I:II}II II}II:I T
! | B O
A AS2 A2 1

Fonte: Referéncia [7]

em que a configuracao na qual o sistema se encontra fora do equilibrio pode ficar “aprisio-
nado” em definitivo durante sua evolugao, o estado absorvente pode ser atingido a partir
de outros estados, mas ¢ impossivel atingir outro estado a partir do estado absorvente.

Na figura 2.1 temos a ilustracado de um exemplo em uma dimensao. As particulas
s6 podem ser infectadas por outra particula, e o estado de vacuo é um estado absorvente.
A sobrevivéncia por um longo prazo é dependente da taxa de criacao, observamos que a
extingao ocorre com probabilidade 1 e o ponto que marca a fronteira entre a existéncia e
a extincao é delimitada por um ponto critico.

Podemos escrever a equacao do movimento para p da seguinte maneira, na apro-

ximagao de campo médio:

dp _

2= (A =1p=Xp" (2.7)

Esta é a chamada equagao de Malthus-Verhulst onde p é a densidade de particulas.

Os pontos de equilibrio do sistema, onde dp/dt = 0, serdo p* tais que

A2 = p" (A= 1) =0, (2.8)
pr(Ap" = A+1)=0. (2.9)
A—1
=0 R 2.10
como p é densidade, desconsideramos p* = % se A < 1. Tais pontos de equilibrio serao

estaveis se Z—J;]p:p* < 0onde f ¢ o fluxo f(p) = (A —1)p — \p?

ﬁz)x—l—?)\p#
dp

o =1-2) (2.11)

d
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2 Aproximacao de campo médio 20

O ponto fixo interior A — 1/\ seré estavel quando j—’; pr=r—1/x < 0. Isso ocorre se

A > 1. Igualmente, a origem p* = 0 serd um equilibrio estavel se j—]; p*=0 < 0, 0 que ocorre
se A < 1. Esta troca de estabilidade ocorre no ponto critico \. = 1, chamada de ponto de
bifurcacao.

Na figura 2.2, é possivel ver que no processo de contato a densidade finita de
particulas, que é o parametro de ordem (p), cresce a partir do zero, quando A cresce além
do seu valor critico A.. A curva deixa claro que o sistema proximo a \. tem uma transicao
de fase do estado absorvente p* = 0 para o estado estacionario ativo p* = A — 1/ através
de uma transicao de fase continua, isto é, p nao cresce de forma abrupta. Assim, podemos

dizer que o processo de contato é o analogo do modelo de Ising em transigoes de fase para

estados absorventes, um ponto de partida para o estudo de problemas longe do equilibrio.

Figura 2.2: Parametro de ordem versus parametro de infecgao

Fonte: Referéncia [8]

Em sistemas infinitos temos entao que a densidade evolui no tempo e estabiliza,
estando no estado ativo com valor p = p* = X — 1/X # 0 se A > 1, sendo nulo no ponto
critico A. = 1 ou quando o sistema estiver no estado absorvente. Mas para sistemas de

tamanho finito, sempre teremos a evolugao para o estado absorvente p = 0 que é o tinico
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2 Expoentes Criticos 21

estado estacionério. Antes de atingir o estado estacionério o sistema fica ativado por um
longo tempo antes de atingir o estado absorvedor e é possivel estudar certas propriedades

estatisticas desse estado, conforme veremos na proxima secao.

2.2.1 Estado Quase-Estacionario

No estado quase-estacionario os sistemas finitos ficam estabilizados, no ponto em
que a densidade possui um valor diferente de zero pouco antes do sistema atingir o estado
estacionario. Assim, no limite em que L — oo as propriedades quase-estacionarias se
dirigem para propriedades estacionarias. E possivel mostrar que préximo ao ponto critico
estas propriedades variam de acordo com uma lei de poténcia e temos que densidade

estacionaria se comporta da forma:

p=IA=Al (2.12)

o expoente critico  esta associado ao parametro de ordem [5], uma transi¢ao de fase
nao se caracteriza por apenas um expoente critico e sim por um conjunto de expoentes
criticos, cada um associado a uma grandeza.

Os sistemas fora do equilibrio possuem uma escala de comprimento caracterizada
pela correlagao temporal e a correlacao espacial [9]. Os expoentes v e v| estdo associados

pelas realagoes:
£ = A=A |7, (2.13)

Gr=IA=A . (2.14)

Os expoentes 3, v, e v sao chamados expoentes criticos fundamentais e os demais
que serao vistos a seguir estao relacionados com estes podendo ser relacionados através

de relagoes de escala.

2.3 Expoentes Criticos

Na natureza temos iniimeros sistemas que apresentam transicao de fase, e muitos

destes apresentam transigao fase de segunda ordem (transi¢do continua) onde calculamos
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o ponto critico e a partir disso definimos um conjunto de expoentes criticos e a qual classe
de universalidade o modelo estudado pertence. Os sistemas fora do equilibrio possuem
um conjunto de expoentes que descrevem as propriedades do sistema na regiao critica,
importante salientar que além do regime estacionario temos os sistemas que evoluem no

tempo e possuem expoentes que consideram a evolugao dinamica do sistema.

2.3.1 Os expoentes (3, 7' e o expoente dindmico Z

Em sistemas com um tnico estado absorvedor teremos a definicao do parametro de
ordem de acordo com a configuracgao inicial, em um processo de espalhamento o parametro

de ordem ¢é a densidade de sitios ativos o;(t), dada pela seguinte expressao:

pi(t) = lim —ZO’Z (2.15)

L—oo [,

Temos que a densidade é dada pela densidade média do nimero de sitios ativos
no limite termodindmico L — oo. Para redes finitas a densidade é usualmente expressa

COIMo:

pilt) = (32 (e (2.16)

i
a operacao (...) representa a média do nimero de sitios ativos [10]. Distinguimos os
expoentes estaticos (relativos ao comportamento das grandezas no estado estacionario)
daqueles denominados expoentes dinamicos.
Para a determinacao dos expoentes criticos estaticos consideramos a densidade de
sitios ativos como:
(N (p, L))

p € definido como a densidade de particulas, L é o tamanho da rede, d é a dimensao do
sistema e N é o niimero de particulas.
A densidade estacionaria varia continuamente e se anula no ponto critico. Na

proximidade da transicao o parametro de ordem varia com a lei de poténcia:
pclp—pel’ (2.18)
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onde 3 é o expoente critico associado ao parametro de ordem nas proximidades do ponto
critico. Em um grafico log-log da densidade de particulas versus a distancia do ponto
critico obtemos uma reta e sua inclinagao corresponde ao valor do expoente. Também
podemos analisar o expoente 7/ associado a flutuacdo do parametro de ordem e que

obedece a lei de poténcia:

Ap=[(N?) = (N)’IL? o |p = pe ™ (2.19)

onde Ap é a flutuacao do parametro de ordem que corresponde a difrerenga entre a média
do quadrado e o quadrado da média do niimero de particulas multiplicado com o tamanho
da rede elevado a dimensao do sistema.

Como mencionado na seg¢ao anterior, na emergéncia do ponto critico o comprimento

de correlagao diverge e obedece o seguinte comportamento:

L oc|p—pe ™ (2.20)
& o lp—pel ™ (2.21)

como dito anteriormente os sistemas fora do equilibrio possuem os comprimentos de corre-
lagao com propriedades temporais e espacias, que estao relacionados através do expoente
dindmico Z = % cujo valor é determinado pela dimensao do sistema e a classe de uni-
versalidade a qual pertence.

Além da densidade de particulas no sistema, outras propriedades sao extraidas do
sistema como a probabilidade de sobrevivéncia P(t), o nimero médio de particulas na
rede N (t) e o espalhamento das particulas R?(t). Essas grandezas sao calculadas supondo
que no instante inicial existe uma tnica particula situada na origem r = 0 de um sistema
de coordenadas [10]. Com isso existe um crescimento de um aglomerado de particulas e

definimos o nimero médio de particulas:

N() =S (ny) (2.22)

T
em que é a soma sobre todos os sitios ativos [6]. No ponto critico o sistema segue as leis
de poténcia:

P(t) oc t™ (2.23)
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R2(t) o t* (2.24)

P(t) é a probabilidade de, no instante ¢, o sistema nao se encontrar no estado absorvente
e R?(t) corresponde a soma dos quadrados da distancia de cada particula até a origem.
Temos que z = 2v, /v, isto mostra que proximo ao ponto critico possui uma relacao entre

os expoentes Z e z através da lei de escala [11].

2.3.2 Colapso de dados e a relacao de hiperescala

Como falado anteriormente, para uma transi¢ao de segunda o conjunto de expo-
entes criticos serao calculados e para isso utilizaremos a técnica de colapso de dados e a
relacao de hiperescala para verificacao do ponto critico e dos expoentes criticos corres-
pondentes. A partir do ponto critico faremos uso das as relagoes que sao validas somente

na respectiva regiao de transigao, sao elas:

p=al™? (2.25)

M =a&® (2.26)

no ponto critico o comprimento de correlagao ¢ da ordem do tamanho do sistema £ ~ L,

estas relagoes mostram o comportamento da lei de poténcia para o parametro de ordem.

9 =a(t™)% t=p—p, (2.27)
B=vip (2.28)

_ B
o= (2.29)

Com o ponto critico estimado e a partir des relagoes anteriores podemos fazer o
grafico do colapso de dados para distintos tamanhos de redes e calcular o valor do expoente
B/v,. De acordo com a equagao 2.27 temos que pL¥ = a uma vez que “a” é constante o
primeiro termo da equacao independe de L e no gréafico do colapso de dados esta no eixo

das ordenadas.
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Seguindo este raciocinio temos que £ = a”|p — p.| 7"+ sendo que no ponto critico

¢ = L, teremos que :

L=a"lp—pe| ™"

1

(L) = (a"]p — pe|7"*) 7+
L 1

Lrs = (a")"|p— pe|”

logo temos |p — p.|'L7C = (a”)"r, independe de L e sendo colocado no eixo das abscissas.
E assim obtemos o gréafico para o colapso de dados que mostra a curva para distintos
tamanhos de redes, efeito importante nos estudos dos fenémenos criticos por corroborar

com a precisao dos expoentes criticos. Com estas informagoes podemos mostrar como

chegar na relacao ¢ = %:

p=al™?
ar(p—p)’ =l =p—p.=t
art’ = arlag(p — pe) 4] 77
at? = ajlagt "+ 7%

altﬁ = aq [agt“"”l]

8 oc tPVL
B = v
B
90__
Vi

Para a flutuacao do parametro de ordem discutido na secao anteriror, é possivel

ver que:

Npoclp—pel 7 o VI(p®) = (p)]
E=d(p—p) ™ = L= L7 = (p— p)a”

Ap [Li]ﬂ/
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S S
Apox L'l = Np=a" L1

onde V' corresponde ao volume.
A curva para o colapso de dados referente a flutuacao do parametro de ordem,
/

2 . Bl
temos: Ap/L*t = a" para o eixo das ordenadas e £ = a"(p — p.)™"*+ = L = L' =
(@) (p—pe)~t = a" = L (p— p.) e fica no eixo das abscissas e com isso estimamos o

/
expoente 7' /v, .
Outra importante técnica no estudo do comportamento critico é a relacao de hi-
perescala que relaciona os expoentes criticos com a dimensao do sistema, como podemos

ver a seguir:

— + —=d (2.30)

por outro lado, em dimensoes mais elevadas que a dimensao critica d., os fendmenos
criticos sao regidos por teorias de campo médio. Por conseguinte, nestas dimensoes,
todos os expoentes criticos assumem valores que independeem da dimensao do sistema e

a relacao de hiperescala é violada [11,12].

2.3.3 Efeito de Tamanho Finito (Finite-Size Scaling)

Quando estudamos o sistema nas proximidades do ponto critico o comprimento de
correlagao torna-se infinito e mesmo que seja estudado na vizinhanga do ponto critico o
¢ é grande suficientemente que resulta na influéncia do tamanho junto as propriedades
intensivas do sistemas, no caso de sistemas finitos ao se aproximar do ponto critico o

comprimento de correlacao nao diverge e se torna proporcional ao tamanho do sistema.
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Para solucionar este problema é necessario estudar a variagao das propriedades em siste-
mas de diferentes tamanhos e estimar os expoentes criticos. Esta consideracao é o ponto
de partida para a construcao de uma teoria de escala para tamanhos finitos aplicados
as transicoes de fase de segunda ordem em sistemas fora do equilibrio, que possibilita
encontrar o ponto critico e fazer estimativas dos expoentes com base em dados do sistema
com varios tamanhos [6].

Como trabalhamos com transicao de fase, através de modelos com variaveis intera-
gentes, usamos o método de Monte Carlo para estudar o comportamento critico dos siste-
mas. Esta ferramenta consiste em um método estatistico, que faz uso de uma sequéncia de
eventos aleatorios (constituindo uma cadeia de Markov) para a realizagao de simulagoes
para obter resultados numeéricos. Para esse estudo é necessério que tenhamos amostras gi-
gantescas da ordem de grandeza do ntumero de Avogadro, ou seja, redes infinitas L — oo
para que possamos observar uma transicao de fase. No entanto, simulagoes numéricas
produzidas em computadores sao sempre feitas com amostras finitas, mas podemos ver o
comportamento no limite termodinamico a partir de simulagoes com diferentes tamanhos
de redes.

Com a técnica chamada Efeito de Tamanho Finito (Finite-Size Scaling) faz-se
simulagoes para distintos tamanhos de redes e para se obter a lei de poténcia que permite
estudar o comportamento do sistema no limite termodinamico [11]. Nos sistemas cuja a
dimensao linear L seja finita nao faz sentido falar de comprimento de correlagao infinito,

pois este é limitado pelo tamanho do sistema.

L~(p—pe)™™
L~1/(p—p)™
(p—pe)™ ~1/L
V(o —po) ~ Y1/L
(p = pe) ~ 1/ LM
(p—pe) ~ LM

Os efeitos de tamanho finito sao importantes quando temos que o comprimento de

correlacao se comporta da seguinte maneira & ~ L e quantidades fisicas estao relaciona-
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das com a extensao linear do sistema de acordo com L/¢ [12,13]. Podemos expressar a

densidade como:

poc L¢f(t, L) (2.31)
L
p=Lf(—) (2.32)

em que t = p — p. e [ representa a funcao da razao entre o comprimento de correlagao e
o tamanho linear do sistema.
Tomando a média da densidade de particulas (parametro de ordem), a média do

quadrado da densidade de particulas e o quadrado da média, temos que:

A
() =175 (2.33)
2 P
(p") =L g(——) (2.34)
£
(0)? = Li%h(T) (2.35)
Logo temos a razao entre (p?) e (p)*
() .t
e =J(—) (2.36)
{0)? L
para p = p. temos que t =0 e % = j(0) (j representa a razao entre g(*==) e h(:1>)),

logo isso implica dizer que no ponto critico nao diferenciamos os tamanhos das redes. Com
essa técnica para sistemas de tamanho linear finito podemos expressar outros expoentes

estaticos,

£ oc ATV (2.37)

onde A que é a distancia até o ponto critico na escala do parametro de ordem. Podemos
definir o parametro de ordem como uma fun¢ao do tamanho do sistema L e da distancia

ao ponto critico:
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=8 a1
poc L7t f(ALT) (2.38)
a razdo L/¢ representada por AL'Y/¥t e no ponto critico

=B

poc Lve (2.39)

com esta relagao calculamos o expoente —( /v, [11]. Temos outro importante expoente
obtido a partir das flutuacoes do parametro de ordem, com o efeito de tamanho finito

aplicado teremos que:

Apoclp—pl™ (2.40)
A p o L7 g(ALT) (2.41)

no ponto critico
A p x Lo (2.42)

os expoentes —(3/v, e +'/v, determinam a dependéncia do parametro de ordem e da
suscetibilidade (flutuagdo do parametro de ordem) com o tamanho do sistema proximo
ao ponto critico.

Outro expoente calculado é o v, obtido através da derivada logaritmica do para-
metro de ordem em funcao do tamanho do sistema no ponto critco, a partir da lei de

1

V1 estimamos o expoente.

dln p(pe,L
escala % o L

= Gl
3—2 = L‘%f/(%> (—Lla)t_y_1
2_2 b ,(t_[jl )(—’ﬂ)% Ltl_/; Jaa
L= 1 L

Instituto de Fisica - UFAL



2 Expoentes Criticos 30

1
3—2 Lvi™? 1
[t o< Lui
dp L=%

%ﬁ”m o Lot (2.43)

Para os casos em que o sistema evolui no tempo teremos expoentes dinamicos dife-

rentes dos expoentes estacionarios citados anteriormente. Sendo 7 o tempo de relaxacao,
1 L. - 3

temos que 7 = LZ e trocando 7 por t teremos que L = tZ, no ponto critico é possivel

mostrar que a densidade estar relacionada com a lei de poténcia:

=8

p=alvs (2.44)
1.=8

p=altz]". (2.45)
=

p=atvt? (2.46)

Sendo essa a regra do decaimento do pardmetro de ordem. Temos o expoente

critico no regime dindmico associado ao parametro ordem:

=5
p ox t?vL (2.47)

!

Para a flutuacao do parametro de ordem segue a equagao Ap = bL"LL, e substi-
tuindo L = 7 temos:
Ap = btz (2.48)
Sendo essa a regra de decaimento da flutuacao do pardmetro de ordem, assim
temos outro expoente critico associado a essa flutuacao:

Ap x tZ (2.49)

Uma importante relagao de escala é a regra de decaimento do cumulante que

relaciona a dimensao do sistema,

N

U—-1=t (2.50)
usada para estimar o expoente dinamico Z, onde d é a dimensao do sistema.
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Finalmente, temos o expoente v associado ao comprimento de correlagao temporal
- - s dinplpet) | _ 41/w : : 5 dInp(pe,L) o
e definido a partir da relacao d—p| pe =1 ™I, pois a partir da equacao g, « Lyt

sendo que /4 = L, temos:

dln p(ﬂca L) o [tl/Z]i

4 (2.51)

dlIn L
p(pe; L) oc 177 (2.52)
dp
Por meio das simulagoes computacionais usando a técnica da teoria de escala por
tamanho finito é possivel calcular com boas estimativas os espoentes criticos (estaticos e

dindmicos) para caracterizar o comportamento universal na vizinhanga da transigao de

fase continua.
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Capitulo 3

Sistemas de Particulas Interagentes

3.1 Introducao

Neste capitulo serda abordado modelos com estados absorventes, isto é, que sao
intrinsecamente irreversiveis. Na auséncia de qualquer lei de conservacao é esperado que
as transicoes continuas entre o estado ativado e o estado absorvente de um sistema de

muitas particulas sejam pertencente a classe de universalidade PD.

3.2 Processo de Contato

Nos sistemas que possuem estados absorventes uma transi¢ao desse para qualquer
outro estado ¢é proibida e uma vez atingido esse estado o sistema nao tem como escapar
do mesmo. E importante salientar que todos os modelos que possuem uma transicio
continua para o estado absorvente estao agrupados na mesma classe de universalidade,
logo compartilham do mesmo comportamento critico [6].

Como ja vimos, o processo de contato (PC) foi proposto por T. E. Harris em
1974 com o objetivo de modelar o processo de espalhamento de uma epidemia. Nesse
modelo, em cada sitio de uma rede temos um individuo que pode estar saudavel ou

doente, e a fase ativa da doenca é determinada pela probabilidade de um individuo ser
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infectado e a fase absorvente que é a probabilidade do individuo se recuperar da doenca.
Essa probabilidade é baseada na quantidade de vizinhos que estao infectados, juntamente
com a taxa de infeccao da epidemia. Esse é o modelo mais simples que apresenta uma
transicao de fase fora do equilibrio, e consiste em um sistema interagente definido em uma
rede d-dimensional onde podemos ter dois estados: ativos (ocupados) ou inativos (vazio).
Considerando uma cadeia unidimensional em que cada sitio representado por 7 pode estar
em um dos dois estados: saudavel (o; = A) ou infectado (0; = B). O estado o; pode ser

alterado de acordo com as seguintes regras [14]:

1. Os individuos saudéaveis podem ser infectados (A — B) de acordo com a taxa
nA/2d, onde n é o nimero de vizinhos infectados, d é a dimensao do sistema e
A ¢ a taxa de infecgao. Essa regra local ¢ denominada criagao autocatalitica, os
sitios infectados surgem como sendo os reagentes com catalizadores (por exemplo,

0 0xigénio) na reagao.

2. Os individuos infectados se tornam saudéaveis (B — A) a uma taxa unitéria, inde-
pendente de seus vizinhos serem saudéveis ou nao. Podemos simplificar o processo

a partir do esquema a seguir:

(B+A+A) = (B+B+ A)
(A+A+B)— (A+ B+ A)
(B+A+B)— (B+ B+ B)
(

B) = (4)

O processo de contato pode ser simulado computacionalmente a partir de regras
locais markovianas. Seja uma rede de dimensao d e composta por NN sitios que podem ser
ocupados (ativos) ou vazios (inativos). A cada intervalo de tempo é escolhido de forma

aletoria um sitio e temos duas probabilidades [6]:

e Se o sitio tiver ocupado, seja um ¢ distribuido uniformemente em [0, 1] gerado ale-
atoriamente. Para 6 < a = 1/ a particula é aniquilada e o sitio torna-se vazio.

Caso contrario, o sitio permanece ocupado.

e (Caso o sitio o; esteja vazio, um do seus vizinhos é entao escolhido ao acaso. Se o
sitio vizinho estiver ocupado, criamos uma particula nesse sitio e caso contréario o

sitio permanece vazio.
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e A cada passo de Monte Carlo calculamos o ntimero total de particulas o = ), o;
e a apartir disso determinamos a densidade média de particulas p e a flutuagao do

nimero de particulas:

p= (o) (3.1
X = Nl{o®) - (o) (3.2)

A disseminacao de uma epidemia vai entao depender do pardmetro de infeccao
ou parametro de controle denominado A. Para um individuo saudéavel ficar doente pelo
menos um dos seus vizinhos deve estar infectado. No caso de todos individuos estarem
saudéveis nao ha possibilidade de infeccao e esse é o estado absorvente que indica o fim
da epidemia.

Quando o parametro A de infec¢ao é muito pequeno, teremos um longo periodo para
observarmos a exting¢ao da infeccao. Entretanto, quando o parametro de infeccao é grande
a infeccao se espalha indefinidamente. Para valores menores que um certo valor critico
A. 0 modelo possui estados estacionarios que pode ser o vacuo ou a rede completamente
preenchida por individuos saudaveis (estado absorvente) e para valores maiores que A. a
rede fica ocupada por uma fracao de doentes.

Se a dindmica nos levar ao estado absorvente com apenas individuos saudéveis, este
serd um estado estacionéario. O modelo apresenta transi¢ao de fase em qualquer dimensao

d, em contraste com o modelo de Ising que nao apresenta transicao em uma dimensao.

3.3 Percolacao Isotrépica

O conceito de percolagao foi inicialmente ultilizado na descrigao do escoamento de
um fluido em um meio poroso com canais aleatorios. Os sitios da rede sendo os poros e
as ligagoes entre os sitios os canais. O liquido passa através dos poros sendo a ligagao
aberta com probabilidade p e a fechada com probabilidade 1 — p.

A figuea 3.1 ilustra o fato de observarmos que, a medida que aumentamos p, o
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Figura 3.1: Percolagao Isotropica

Fonte: Referéncia [15]

liquido percola no meio de forma arbitraria por longas distancias para p pequeno o alcance
serd menor, e o material se torna impermeével. Ao considerarmos que o liquido escoa em
qualquer dire¢ao teremos uma percolacao isotropica. Se restrigirmos o escoamento de
forma a existir uma diregao preferencial teremos a percolagao direcionada. Nesse caso o
liquido escoa ao longo de uma certa direcao preferencial, por exemplo quendo temos a

acao da gravidade [15]

3.3.1 Percolacao Direcionada

A percolagao direcionada foi proposta por Broadbent e Hammersley [16], e anali-
sada em varios modelos cuja a difusao esta ligada com a transicao de fase entre extingao
e sobrevivéncia. A percolacao é caracterizada como um processo de nao-equilibrio, sendo
que a transicao entre o estado ativo e a inativo acontece de forma continua e se caracteriza
por um comportamento universal.

Na figura 3.2 a percolagao direcionada esté representadas por linhas s6lidas para as
ligagoes abertas sendo que as ligagoes fechadas estao caracterizadas por linhas fechadas.
O sistema percola em uma direcao preferencial representada pela seta & direita da figura.

Podemos simular a PD a partir de um determinada configuragao inicial da rede
com sitios ativos, a direcao preferencial sendo o tempo. Podemos utilizar o conceito de

invariancia de escala e identificar varios expoentes criticos, que permitem a classificagao
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Figura 3.2: Percolagao Direcionada

Fonte: Referéncia [15]

em classes de universalidade. A classe da PD é fundamental no estudo de transi¢oes de
fase de nao equilibrio, desempenhando um papel analogo ao da classe de universalidade

de Ising para sistemas em equilibrio [15].

3.4 Predador-Presa

O mecanismo mais basico no estudo de dindmica de populagbes é a interagao
predador-presa. Tais interagoes sao observadas frequentemente na natureza, e constitui
o mecanismo bésico para o controle populacional das espécies. O modelo mais simples
admite que as presas se alimentam de plantas (cuja a fonte é inesgotével) e os predadores
se alimentam das presas.

Nesse contexto o biofisico Alfred James Lotka (1880-1949) e o matematico Vito
Volterra (1860-1940), de forma independente, propuseram um modelo, hoje conhecido
como Lotka-Volterra, para explicar as interagoes entre populagoes de presas e predadores
[17].

O modelo Lotka-Volterra considera as duas equacoes a seguir:

dx

i kiax — kozy, (3.3)
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dy _
dt

koxy — k3y (3.4)
x denota a populacao de presas e y a de predadores. As presas nascem com uma taxa k;
sendo “a” a densidade de alimento disponivel 4s mesmas. As presas sao eliminadas pelos
predadores com a taxa fixa ks, e 0os mesmos morrem de acordo com a taxa ks.

Note que o modelo descrito pelas equacoes 3.3 e 3.4 nao leva em conta a capacidade
de suporte do sistema. Isso pode ser visto na equacao 3.3 na auséncia de predadores
(ko = 0), a populacao de presas cresce exponencialmente com a taxa kja. Note também
que, na auséncia de presas, os predadores morrem com uma taxa exponencial ks.

Esse modelo tembém pode ser utilizado para a descricao de uma epidemia, onde
as presas serd os individuos susceptiveis e os predadores como individuos infectados. Se
estivermos modelando o sistema discretamente em uma rede, os sitios vazios sera os indi-
viduos que foram recuperados.

Vamos considerar uma versao discreta em uma rede L?, em que seus sitios podem
esta vazios (0; = O) ou pode ser interpretado como um sitio contendo um alimento que
permite a reprodugao das presas. Os sitios podem estar ocupados por presas (o; = x) ou
por predadores (o; = y). As transigdes entre estados obedecem regras probabilisticas que

dependem do estado de cada sitio e de seus vizinhos [18]. Cada sitio da rede pode estar

em um dos trés estados e sofrerem as seguintes alteragoes:

O+z—="2x (3.5)

significa que, se tivermos um sitio vazio e uma presa teremos ao final duas presas, de

acordo com a taxa “a’.

z+y—" 2y (3.6)

A equagao 3.6 indica que, se em um sitio tivermos um predador e uma presa,

teremos em seguida dois predadores, de acordo com a taxa “b”.

y—°0 (3.7)

O que indica a morte de um predador de acordo com a taxa “c”. Estas trés equacoes
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juntas descrevem o processo ciclico x — y — O — z e cuja evolucao acontece seguindo

as seguintes regras:

e Para ocorrer o nascimento de uma presa é necessario que um sitio escolhido esteja
vazio e possua ao menos um sitio vizinho ocupado por uma presa. Uma presa nasce
com probabilidade a/q multiplicado pelo ntimero de presas na vizinhanga, sendo ¢
neste caso o namero de coordenagao da rede que em uma rede regular corresponde

ao numero de vizinhos do sftio.

e O nascimento de um predador e a morte de uma presa ocorre quando o sitio esco-
lhido estiver ocupado por uma presa, desse modo um predador poderé ocupar esse
sitio desde que pelo menos um dos vizinhos esteja ocupado por um predador. O
predador entdo nasce com uma probabilidade b/q vezes o nimero de predadores na

sua vizinhanga.

e Para ocorrer a morte do predador temos que o sitio escolhido deve estar ocupado
por um predador, independentemente de sua vizinhanca. Os predadores morrem

espontaneamente com probabilidade “c”.

Os trés parametros a,b e ¢ sao usados para construir o diagrama de fases do modelo.
Estao restritos no intervalo [0,1] e consideramos a + b + ¢ = 1. Note que o nimero de
estados acessiveis e a competicao entre as espécies é o que distingue esse modelo do
processo de contato.

O modelo permite uma situacao onde todas as presas morrem e consequentemente
também os predadores, devido a falta de alimento (z = y = 0). Nesse caso a densidade
p serd nula. Também é possivel outro estado em que todos os predadores morrem e a
rede fica preenchida apenas com presas, em ambos os casos o sistema estd em um estado
absorvente. Os estados ativos sao aqueles em que, apés a evolugao temporal e atingido
o estado estacionario, a densidade de presas, predadores e sitios vazios sao nao nulas e
constantes no tempo [15].

Essa interagao entre predadores e presas foi estudado em [19] cujo modelo foi des-
crito como uma estrutura estocastica. Para estudar o comportamento critico foi ultilizado
o procedimento de Monte Carlo em uma rede bidimensional. Com isso foi determinado o

limiar de coesisténcias das espécies estudadas, que sao as fronteiras da transicao de fase
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entre o estado ativo (em que ambas as espécias coexistem) e uma fase absorvente. A
seguir mostraremos os resultados desta pesquisa.

Na figura 3.3 temos o gréafico da relagao entre a densidade de predadores p e ¢ a
probabilidade de morte espontanea dos predadores para diferentes tamanhos de redes (a
menor rede simulada foi L = 20 e a maior foi L = 300 ). As curvas mostradas evidenciam
que em uma rede quadrada com o aumento da taxa de morte dos predadores teremos uma
transicao de um estado com uma densidade diferente de zero para o estado absorvedor,
como ja era esperado os predadores morrendo a rede ficaria preenchida somente com

presas ou com sitios vazios que caracterizam o estado absorvedor neste modelo.

Figura 3.3: Densidade de predadores p no estado ativado versus ¢ densidade de morte
dos predadores para diferentes tamanhos de redes.
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Fonte: Referéncia [19]

Para localizar com precisao o ponto de transicao de fase, ou seja, a probabilidade
critica c., foi realizada a medida do cumulante que é definido como a relagdao entre o

segundo momento e o quadrado do primeiro momento do ntimero de particulas.

(Ny)

=Ty

(3.8)

onde N, denota o nimero de predadores, lembrando que no ponto critico esta medida
torna-se independente do tamanho do sistema.

Na Figura 3.4 temos o grafico do cumulante Uy (c) obtido a partir de simulagoes
realizadas em redes de tamanhos distintos (a menor rede L = 100 e a maior L = 300),
0 que permitiu estimar a probabilidade critica como ¢, = 0,18838(3). Com posse de

valor critico, foi encontrdado que Uy(c) ~ 1,5, semelhante ao valor relatado em [20]. E
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Figura 3.4: A relagao do Up(c) em fungao da probabilidade de morte do predador
para diferentes tamannhos de redes
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Fonte: Referéncia [19]

importante notar que as curvas se comportam de forma suave caracteristica que apontam
para uma transi¢ao continua e assim serem feitas as medidas que determinam o conjunto
de expoentes criticos do modelo.

A partir do ponto critico as relagoes de escala de tamanho finito foram utilizadas
para se calcular os expoentes criticos que caracterizam uma transiacao de fase de nao
equilibrio. Como j& foi mencionado anteriormente, o parametro de ordem no regime
estacionario obedece & lei de poténcia p oc L™%/"+ e a derivada logaritmica dln p/dc o
LYve,

Estas leis de escala foram ultilizadas para obter seus respectivos expoentes que sao
apresentadas nas Figuras 3.5 e 3.6. Foi estimado /v, = 0.79(2) e v, = 0.73(1).

Na figura 3.7 temos o grafico das curvas referentes a flutuagao do parametro de

ordem Ap versus c. Ap é definida a partir de

Ap=[(NZ) — (NN (39)

Foram consideradas redes de L = 50 a L = 300. Na figura seguir 3.8 temos o
grafico da suscetibilidade versus o tamanho de rede no ponto critico e a inclinagao da reta
no grafico define o expoente v /v, .

No grafico apresentado na Figura 3.9, temos o colapso de dados da densidade do
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Figura 3.5: Grafico no log-log do parametro de ordem versus o tamanho linear L.
A partir do melhor ajuste a uma lei de poténcia, estimamos o expoente critico
B/v, =0.79(2) para uma rede quadrada

c,=0.18838(3)

B/v=0.79(2)
)
30
cQ 0,01—_
T T T T L |
10 100

L

Fonte: Referéncia [19]

Figura 3.6: A derivada logaritima do parametro de ordem critico versus L. A partir
do melhor ajuste foi estimado o expoente critico v = 0.73(1)

¢.=0.18838(3)
v=0.73(1)
1000—:

d In(p)/dc

100 4

T T L |
10 100

L

Fonte: Referéncia [19]

parametro de ordem calculada a partir de diferentes tamanhos de redes que ja foram
apresentados nos graficos anteriores.
Também presente na Figura 3.10 o colapso dados da flutuagao da densidade do

parametro de ordem de diferentes tamanhos de rede. Estes sao os resultados para a rede
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Figura 3.7: Flutuagao do parametro de ordem Ap contra ¢ durante distinta estrutura
linear dos tamanhos L.

—ao—L=50
—o—L=60

244

2.0+

1.6 4

1.2+

0,8 |

0,44

0,0

T T T T T
0,175 0,180 0,185 0,190 0,195 0,200

C

Fonte: Referéncia [19]

Figura 3.8: Grafico log-log das flutuagoes parametro de ordem Ap contra L no ponto
critico. A relagao +//v, estimado a partir da inclinagido da reta e foi obtido +'/v; =
0.42(1)

20 4

c_=0.18838(3)
Yv=0.42(1)

v — T T T —
10 100 1000

Fonte: Referéncia [19]

quadrada e usando ¢, = 0.18838(3), os expoentes v'/v; = 0.42(1) e v, = 0.73(1) sdo

estimadas considerando a densidade critica. As curvas descritas pelo o colapso de dados

evidenciam a precisao nos resultados obtidos para o conjunto de expoentes criticos.
Usando ¢, = 0.18838(3), a relagao do espoente critico 5/v; = 0.79(2) e o expoente

critico v, = 0.73(1) ¢ estimado. Todos os graficos mostrados trazem simulagoes feitas no
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Figura 3.9: Colapso de dados da densidade do paradmetro de ordem calculado para
diferentes tamanhos de redes L e usando ¢, = 0.18838(3), 8/v; =0.79(2) e v L=10.73(1)

—o—L=20
69 —o—L=30
c =0.18838(3) —a— =40
¢ —o—L=50
Pn'f\u"=0?g(2) —o— =60
v=0.73(1) —a—L=70
—e»— =80
—o—L=100
—+—L=120
—o—L=140
—e—L=150
—+—L=200
—x— =250
—*—L=300

Fonte: Referéncia [19]

Figura 3.10: Colapso de dados da flutuagao da densidade do pardmetro de ordem
calculado para diferentes tamanhos de redes L e usando c. = 0.18838(3), 7/ /v = 0.42(1)
e v = 073(1)

032 ©C,=0.18838(3) —o—L=20

o' = 0.42(1) —e—L=30

—a—L=40
v=0.73(1) — e =50

0,24 —o—L=60
—<—L=70
—e—L=80
—e—L=100
0,16 —e— | =120
—o—L=140
—o—L=150
—+—1=200
—x=x—1=250

I —x—1=300

ApL™

0,08 +

0,00 4

(cc )L

Fonte: Referéncia9[19]

regime estacionario e ficou evidente que possue uma transi¢cao continua, pois sao apresen-
tadas curvas suaves sem “picos” exagerados. Os resultados sao consistentes com a classe

da universalidade percolacao dirigida.
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E importante notar que o modelo possui dois estados absorventes, um quando
temos toda a rede preenchida por presas e o outro quando todos os sitios estao vazios.
E ainda o sistema pode possuir estados estacionérios ativos onde possuem densidades
de presas e predadores nao nulas, nestes estado as presas e predadores estao nascendo e

morrendo continuamente.
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Capitulo 4

Modelo e Resultados

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos apresentar um modelo de ramificagao e aniquilagao de cami-
nhantes aleatérios para o caso de particulas com caracteriticas bosonicas, isto é, onde é
permitido a ocupacgao por varias particulas em um mesmo sitio da rede, cujos resultados
foram publicados em [21].

O modelo de Caminhantes Aleatérios de Ramificacao e Aniquilagao consiste em
particulas que difundem numa rede e aniquilam-se imediatamente apos o encontro. Cada
particula pode gerar n filhotes e todo processo ocorre com taxas definidas. O modelo per-
tence a classe de universalidade de conservacao da paridade, com caminhantes aleatoérios
que sofrem ramificacao ou aniquilacao. Aqui as criagoes de particulas ocorrem em um
nimero par, sendo que o numero de particulas é conservada, moédulo 2. Em termos de

equacgoes de reacao-difusao temos:
A= (1+n)A (4.1)

2A = @ (4.2)

Sendo n = 2,4,6,8... o numero de particulas criadas. Como pode ser observado
0 processo conserva o niumero de particulas modulo 2 (parte essencial do processo) co-

mec¢ando com um ndmero impar de particulas nao se pode atingir um estado vazio, uma
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vez que ao menos uma particula permanecerd. Tal modelo difere da classe percolagao
direcionada porque tem uma simetria extra: a conservacao de paridade adicional nimero
total de particulas modulo 2.

Se as particulas que possuirem caracteristicas fermidnicas nao sao permitidas a
ocupacao de mais de uma particula por sitio da rede. Sendo assim, como A é a proba-
bilidade de aniquilagdo, se A = 1 e ocorrer a criagdo por pares (A — 3A) nao havera
transicao quando os dois descendentes a cada processo de ramificacao forem colocados

simetricamente nos seus vizinhos e o sistema acaba no estado absorvente [22].

4.2 Ramificagao e Aniquilacao de Caminhantes Alea-
torios

O modelo de ramificagao e aniquila¢ao de caminhantes aleatorios (BARW - do in-
glés Branching Annihilating Random Walks) introduzido por Bramson e Gray em 1985 é
um processo de Markov com taxas de transicao que sao determinadas por um parametro.
Dependendo da escolha do valor do parametro sao possiveis dois tipos diferentes de com-
portamento a longo prazo, que chamamos de extin¢ao e sobrevivéncia. Considere uma
rede linear em que seus sitios encontram-se vazios ou ocupados por uma particula escolha
uma particula aleatoriamente. Chame de p a probabilidade da particula saltar para um
de seus vizinhos mais proximos, tanto para a esquerda como para a direita. No caso em
que o sitio ja esteja ocupado, as particulas se aniquilam mutuamente. Com probabilidade
1 — p, a particula produz filhotes que sao movidos para os sitios vizinhos mais préximos.
Quando um descendente é criado em um sitio ja ocupado, ambas as particulas se ani-
quilam gerando um sitio vazio. O sistema descrito consiste em um processo de difusao
[23,24].

Na linguagem dos sistemas de reagao-difusao o modelo descreve uma tnica espécie

de particula estocastica, sendo categorizado nas seguintes classes:

e Aniquilagdo Pura (Pure Annihilating-BARW-PA): onde ocorre a total aniquilagao
no encontro de duas particulas e nao ocorre ramificagdo (A+ A — @). Neste caso, a
particula salta para seu vizinho com probabilidade p. Como os sitios estao ocupados

as particulas se aniquilam mutuamente e os sitios se tornam ambos vazios.
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e Percolagao Direcionada-BARW (Directed Percolation-BARW-DR) ocorre com um
processo de ramificagdo, onde temos A — (n + 1)A com o namero de filhotes n
impar e uma taxa de ramificacao o. Este modelo pertence a classe de universalidade

Percolagao Direcionada.

e Conservagao da paridade (Conservation of Parity-BARW-PC) este processo ocorre
predominantemente por caminhadas aleatérias de ramificagao-aniquilagao com nu-

mero par de criacoes de particula.

Sistemas onde ocorrem as transigoes de fase de estado ativo para estado absorvente
representam um dos casos mais simples no qual observamos o verdadeiro comportamento
de nao equilibrio. Assim, nesse contexto intensificou-se os estudos sobre ramificacao e
aniquilacao de caminhantes aleatorios, sistemas compostos por particulas de uma tnica
espécie A, que se difundem numa rede d-dimensional e que pode sofrer tanto processos
de aniquilagdo quanto de ramificacdo [25,26].

Em [27] foi feito o estudo do processo de reagao-difusao através da teoria de campo,
onde foi usado a estrutura da aniquilagao pura e utilizado para execucao de expansoes em
torno de o = 0, ou seja, nao existe ramificacao. O sistema de reagoes A+A — Te A — 2A
pertence a classe de universalidade percolacao direcionada, encontraram evidéncias que
em todas as dimensoes existe transicao de fase e o valor das taxa de aniquilacao para
estas transicoes. No estudo realizado referente a classe de conservacao da paridade foi
encontrado o ponto criitco associado com a transicao de um estado absorvente para o
estado ativado abaixo de uma dimensao critica e que ocorre a uma valor difernte de zero
para a taxa de ramificacao o # 0.

Em [25] simulages foram feitas em uma rede linear, com aniquila¢do completa e
ramificacao simétrica com um numero de filhotes n = 4, com isso teremos uma transicao
absorvente. Com essas condi¢oes as simulagoes mostraram um conjunto de expoentes
criticos que diferem do conjunto de expoentes criticos que pertencem a classe de univer-
salidade Percolacao Direcionada. Para o caso em que o numero de filhotes é o mesmo
nimero de particulas conservada moédulo 2, o estado absorvente s6 pode ser alcancado
quando iniciar com um numero par de particulas, e como dito anteriormente se n = 4
o modelo possui expoentes distintos da classe de PD, de acordo com [28]. Na tabela a
seguir temos os valores dos expoentes criticos pertencentes a classe da PD e os expoentes

encontrados em [28].
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Tabela 4.1: Tabela de Expoentes criticos

/3 0 ) 4L
[26]  0.922(5) 0.000(1) 0.285(2) 1.750(5)
PD 0.276486(8) 0.3136861(8) 0.159464(6) 1.580745(10)

Referéncia: Adaptada da referéncia [27].

No modelo estudado em [29] cada sitio poderia ter uma particula ou nenhuma.
Quando a particula difunde de forma aleatoria para os sitios vizinhos mais préximos, se o
mesmo estiver ocupado as particulas sao aniquiladas. Na ramificacao ocorre a criagao de
duas novas particulas que sao distribuidas ao redor do sitio. Foi feito o estudo com um
numero par de filhotes e usando aproximacao de campo médio em redes unidimensionais
a transicao de fase foi encontrada em v, = 1.85(3) e 8 = 0.96(2) o que mostra expoentes
pertencentes a classe de universalidade Conservacao da Paridade.

Em [30] foi estudado o comportamento critico do processo de ramificagdo de ani-
quilagao de caminhates aleatérios com a mesma forma de ordem e desordem espacial.
Ficou evidenciado que a desordem fraca nao altera o comportamento de escala das quan-
tidade estudadas. No entanto, para desordem forte os expoentes criticos sao modificados
ao longo da desordem da classe CP.

Simulagoes foram realizadas com ramificagao assimértica onde o niimero de filhotes
n = 2 e aniquilagao completa por pares. Seus expoentes foram consistentes com os
expoentes encontrados em simulacoes feitas com ramifacao simétrica e com nimero de
filhotes n = 4 [31,32]. Este processo de ramificagao simétrica com o ntimero de filhotes
n = 2 foi usada para demonstrar uma transicao com uma taxa de ramificacao finita quando
é considerada uma aniquilagao incompleta e os expoentes encontrados foram consitentes
com a classe de universalidade CP [33].

Nesta dissertacao estudamos o caso com um processo de criagao com n = 2 filhotes
e através de um processo de ramificagao finita. As transigoes de fase continua de um estado
absorvente para um estado ativo visto em modelos de uma tinica componente pertence a
classe de universalidade CP.

A aniquilagao finita de particulas fermiénicas ocorre no processo de difusao para um
local onde jé é habitado por outra particula, mas a realizacao deste processo é submetido

a uma probabilidade k e caso essa probabilidade nao seja superada, a particula que foi
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escolhida para difundir permanece no seu sitio de origem. Consequentemente a difusao
depende da densidade local de particulas [33]. A forma como é tratada a difusao é de suma
importancia em algumas transi¢oes da fase em um estado de absorgao [33]. Usaremos uma
estratégia para permitir uma aniquilagao finita, em vez de alterar a taxa de difusao local
vamos considerar um modelo de estrutura estocéstica para Caminhantes Aleatérios de
Ramificacao e Aniquilagao de particulas bosénicas onde fica possivel a ocupacao multipla
dos sitios [34-37].

Realizamos simulacoes estacionarias e dindmicas que apontam um conjunto de
quantidades criticas que possuem caracteristicas consistentes com um comportamento
critico universal pertencente a uma transi¢ao de um estado absorvente. E esta transicao
pertence a classe de uinversalidade Conservacao da Paridade, que conserva a paridade
das particulas localmente. Demostraremos que ambos os conjuntos de expoentes criticos
estacionarios e dinamicos sao consistentes com a validade da relagao hyperescala.

Admitindo a construgao de uma teoria de campo médio para um sistema com um
ntmero ¢ de coordenagoes, escolhendo um sitio e considerando seus vizinhos como sitios
de campo médio. Quando é admitido que o nimero de particulas nos locais de campo

médio é igual & do local escolhido, teremos a equagao diferencial a seguir [38]:

%Ef) - qul[a — ){vop +n(1 = p)} — p{vp + np(1 — p) + p}] (4.3)
dqfl_i” - qull/}{(l —p)n —2¢(n+p—np)} (4.4)
Temos que:

1 — 1) é a probabilidade do sitio escolhido ser vazio;
1 — p é a probabilidade de ramificar;

p é a probabilidade de saltar a outro sitio;

n é o numero de filhotes;

1 é a concentracao de particulas;

1 é probabilidae de aniquilar;

q é o nimero de coordenacoes;

Para o processo em que o sitio sera esvaziado temos os seguintes casos:
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Quando a particula visita um sitio ja habitado por outra particula ocorre o processo

de aniquilagao deixando um sitio vazio;

Quando a particula mae cria filhotes e estes saltam para sitios onde jé sao ocupados

por outras particulas ocorre a aniquilacao deixando o sitio vazio

Quando a particula mae cria filhotes e em seguida difunde para um sitio onde ja

existe outra particula deixando o sitio vazio;

Quando a particula salta para o sitio vizinho, esvaziando o sitio que ocupava ante-

riormente;

Para o processo em que o sitio serd preenchido temos o seguinte:

Quando a particula mae cria o filhote e o0 mesmo difunde para um sitio vizinho
que estava vazio preenchendo o mesmo ou quando a particula mae cria os filhotes e

difunde para ocupar o sitio vizinho que esta vazio;

Em resumo, no termo “Ramificacao e Aniquilagao de Caminhantes Aleatérios ”

é facilmente identificado que as particulas saltam (ramificam) e estas agoes ocorrem de

forma independe das demais particulas, exceto quando duas particulas tentam ocupar o

mesmo sitio da rede.

4.3

Simulacoes Computacionais e Resultados

Aqui trabalhamos com transi¢oes de um estado ativado para um estado absorvente,

um modelo em uma dimenssao com caminhantes aletatorios de ramificacao e aniquilacao

cujo numero de filhotes é par.

Conforme dito anteriormente, a Conservagao da Paridade (Branching and Annihi-

lating Random Walkers-Conserved Parity-BARW-PC) compreende transigoes de fase que

ocorrem nos processos de reacao-difusao da seguinte forma:

A =7 (n+ 1)A; namero de filhotes n e taxa de ramificagdo o (4.5)

A+ A = @; aniquilando com taxa A (4.6)
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O trabalho foi realizado usando simulagao computacional com o método de Monte
Carlo. Encontramos a regiao do ponto critico e calculamos o conjunto de espoentes criti-
cos. Simulamos em uma rede linear de tamanho L com condigoes de contorno periddicas
(isso significa que o tltimo sitio da esquerda ¢é vizinho do primeiro sitio da direita e o
ultimo sitio da direita é vizinho do primeiro sitio da esquerda), para o caso de particulas
bosbnicas em que é permitido a ocupagao multipla dos locais.

A dindmica do modelo envolve os processos de ramificagao, difusao e aniquila-
¢ao sendo que ocorrem de forma independente a cada varredura da rede. Inicialmente
comegamos com cada sitio da cadeia preenchido com uma particula.

A ramificacao, que é o processo onde a particula mae vai gerar seus filhotes, con-
sidere que cada particula gera n = 2 filhotes com uma probabilidade o, sendo que os dois
filhotes de cada cada particula que fez a ramificacao sao colocados na mesma posi¢ao ori-
ginal. Apos ramificar, todas as particulas vao difundir a um dos seus vizinhos com igual
probabilidade de ir para o sitio da direita ou para o sitio da esquerda. Lembrando que as
particulas que ocupam o mesmo sitio serao aniquiladas por pares com uma probabilidade
A

Nas seguintes simula¢oes numéricas, a taxa de ramificagdo ¢ é tomada como pa-
rametro de controle da transicao de fase do estado absorvente, e a aniqulacao \ é fixada,
temos que a fase ativa é caracterizada pela sobreivéncia de uma densidade finita de parti-
culas. Como as simulagoes sao realizadas em redes finitas as flutuagoes aleatérias podem
conduzir o sistema para o estado absorvente, para evitar esse problema deve ser realizado
médias no regime quase-estacionério [39-41].

Quando trabalhamos com modelos com conservacao da paridade, para evitar que
flutuacoes aleatdrias acontececam trabalhamos com o nimero de particulas impar, isto
significa que o estado absorvente nunca seré realmente alcangado. Logo, a transicao sera
observada entre um estado com uma densidade finita de particulas e um estado com uma
densidade de particulas da ordem de 1/L que representa o estado absorvente.

Temos que o conjunto de expoentes criticos estatico e dindmico caracterizam o
comportamento critico do sistema estudado, estes sao obtidos através do efeito tamanho
finito e tempo finito de anélise de escala. Calculamos o ponto critico e com isso foi possivel
determinar o conjunto de expoentes criticos estaticos e dinamicos.

A principio as simulacoes foram realizadas no estado estacionario, com o objetivo
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de encontrar o ponto critico e dessa forma determinar os expoentes criticos. Para isso
simulamos redes finitas unidimensionais de tamanhos L = 101, 201, 501, 1001, 2001,
4001, 8001, 10001, 15001, 20001, 22001 e 32001 sitios. Cada varrimento na rede é consi-
derada uma unidade de tempo ou um passo de Monte Carlo (MCS). O sistema evolui no
tempo e atinge o estado estacionério estatisticamente. Medimos o parametro de ordem,

a densidade de particulas A:

Na(o, L))

W(o, L) = Z (4.7)

onde (Ny(o, L)) é o nimero médio de particulas no regime estacionéario. Os resultados

mostrados a seguir foram feitos com a aniquilagao representada por A = 0.5.

Figura 4.1: Densidade de particulas no estado ativo versus o para diferentes cadeias
lineares L. Preto denota a menor cadeia (L = 101) e verde a maior (L = 32001).

0.32 4

»

0.24 4 —a—1=101
—e— =201
L=501
—v—L=1001
L=2001
—<—L=4001
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—e—L=10001
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—e—1=20001
—o—1=22001
—+—L1=32001

T
0.22 0.24 0.26 0.28

Fonte: Referéncia: [21]

No gréfico da figura 4.1 mostramos a densidade de particulas ¢ (o, L) como uma
funcao da probabilidade de ramificagao o, tal como obtido a partir de simulagoes em redes
lineares de tamanhos distintos L.

Quando estamos trabalhando com simulagoes no estado estacionérios é necessario
que as medidas sejam feitas descartando os primeiros passos L?, isto ¢, sao realizadas
apoés o tempo de relaxamento adequado, mesmo que nas imediagoes do ponto critico.
Geralmente as médias variam de acordo com o tamanho da rede: de 2x10°L configuracoes
para a menor estrutura (L = 101) até 10L para o maior.

Para localizar o ponto critico, calculamos a flutuacao relativa do parametro de
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ordem para diferentes tamanhos de rede. Esta quantidade deve ser invariante por escala
no ponto critico, exceto por pequenas correcoes de escala que podem estar presentes.
Logo, devemos observar que no grafico do cumulante as redes com diferentes estruturas
se cruzam em um Unico ponto, que é o ponto critico [41].
Em nossas simulagoes foram usados valores para a ramificacao no intervalo de
0.225 < 0 < 0.285 com o passo de 0.005 préximo ao ponto critico. Como ja mencionamos,
para localizar com precisao a probabilidade critica de ramificagao o, calculamos a relagao
entre o segundo momento e o quadrado do primeiro momento do ntimero de particulas:
(N3)
my = WAL (4.8)
No grafico da figura 4.2, mostramos my (o) obtidos a partir de simulagoes realizadas
em tamanhos de rede distintos, o que nos permitiu estimar a probabilidade critica como

o, = 0.2427(1).

Figura 4.2: O momento my(0c) como uma fungao da probabilidade de ramificagao o
para distintos tamanhos L (o mesmo que na figura 4.1). A invariancia de escala
no ponto critico nos permitiu estimar com precisao a probabilidade de ramificagao
critica o, = 0,2427(1).

m, (o)

0.22 0.24 - 0.26 0.28

Fonte: Referéncia:|21]

Localizado o ponto critico onde ocorre a transicao o, relacoes de escala de tamanho
finito foram usadas para calcular os expoentes criticos. No limite termodinamico, proximo
ao ponto critico o parametro de ordem obedece a lei de poténcia (o > o.) o (o0 — o.)P.
Consideramos a maior rede simulada e assim estimamos 3 = 0.94(2) (ver a figura 4.3).

Mas como o processo usado no grafico da figura 4.3 é impreciso preferimos ainda,
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e Resultados

Figura 4.3: Grafico no Log-log do parametros de ordem (L = 32001) versus o — o,
acima do ponto critico. O expoente critico 5 é estimado a partir da inclinagao da

reta ajustada ) ~ (0 — 0.)? que fornece 3 = 0.94(2).
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Figura 4.4: Grafico no Log-log do parametro de ordem versus o tamanho linear L
para o. = 0.2426 (quadrados pretos), o. = 0.2427 (circulos vermelhos) e o. = 0.2429
(triangulos verdes). Para o. = 0.2427 e o melhor ajuste para uma lei de poténcia,

Fonte: Referéncia:[21]

estimamos o expoente critico /v, .

0.5 prrr——s : .
0.1 ”\:\ ]

_l_b '—‘\Q

o e
= -\!\

> _\:)

0.014 e,

S
107 1o3|_ 10*

explorar as relagoes de escala de tamanho finito do parametro de ordem critico ¢ (o,, L)
L=8/"L ¢ a derivada logaritmica
das nas figuras 4.4 e 4.5, a partir da qual estimamos /v, = 0.495(1) e v, = 1.93(4).

Na figura 4.6 calculamos a flutuagao do parametro de ordem contra ¢ para varios

Fonte: Referéncia: [21]

dn(oc,L)
do
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Figura 4.5: A derivada logaritmica do parametro de ordem contra L no ponto critico.

A partir do melhor ajuste para uma lei de poténcia, estimamos o expoente critico
v, =1.93(4).

10" ~ - ”
10 10 L 10

Fonte: Referéncia: [21]

tamanhos de rede. Definida pela equagao a seguir:

Aip(o, L) = [(NG) — (Na)’|L (4.9)

Figura 4.6: Flutuagao do parametro de ordem A(o, L) versus o para distintos tama-
nhos L (o mesmo que na figura 4.1). O cruzamento em o = 0.2427(1) sinaliza finitas
flutuagoes criticas no parametro de ordem na transigao.

Fonte: Referéncia: [21]

Um fator importatnte é que a medida que aumentamos o tamanho do sistema,
ocorre uma diminui¢ao no efeito de tamanho finito e levando a um tempo menor para

que o sistema relaxe. Além da influéncia do tamanho da rede, essa outra variavel que
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influi diretamente no aumento do tempo computacional é o que chamamos de tempo de
relaxacao, que ameniza qualquer outra influéncia sobre o sistema, pois os resultados so
comecam a serem guardados apds o sistema atingir o equilibrio. Logo teremos que as
flutuagoes nas médias sao menores com o aumento do sistema.

Para as flutuagoes do parametro de ordem em que temos as duas regioes distintas,
temos que: abaixo do ponto critico, as flutuagoes do pardmetro de ordem diminuem com
o tamanho do sistema, desaparecendo no limite termodinamico como ja é esperado para
uma fase de absor¢ao. E o contrario acontece acima do ponto critico, onde as flutuacoes
crescem com o tamanho do sistema. Ainda no grafico mostrado na figura 4.6 notamos
que temos curvas bem suaves o que evidencia uma transicao de fase continua de segunda
ordem.

Por outro lado, usamos os dados para as flutuacoes do parametro de ordem nas
imediagoes do ponto critico e sao mostrados no gréfico da figura 4.7 para obter expoentes
criticos da relacdo 7'/, a partir de Av(o., L) oc LY'/¥+ no ponto critico. A independéncia
aproximada do tamanho das flutuacoes do parametro no ponto critico é consistente com

v /vy = 0.0 [24].

Figura 4.7: Grafico no log-log da flutuagao do parametro de ordem A versus L no
ponto critico para 0. = 0.2426 (quadrados pretos), o. = 0.2427 (circulos vermelhos)
e 0. = 0.2429 (triangulos verdes). Para o, = 0.2427 o expoente da relagao +'/v, é
estimado a partir da inclinagdo da linha reta a partir do qual obtivemos +'/v, =
0.005(4).

0.96 ]
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b 0.92] ]

<L 5 D I

= 0.88 " teem, ]
10° 1o3|_ 10*

Fonte: Referéncia: [21]

No grafico mostrado na figura 4.8 mostra o colapso de dados para distintos ta-

manhos de rede em uma tnica curva o que mostra a precisao no conjunto de expoentes
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Figura 4.8: Colapso de dados da densidade-parametro de ordem calculado a partir
de distintos tamanhos L (o mesmo que na figura 4.1), f/v; = 0495 e v, =193. O
colapso de dados a partir de diferentes tamanhos corrobora a precisao dos parame-
tros criticos estimados. O ramo inferior corresponde aos dados a partir da fase de
absorcao ¢ < 0. enquanto o ramo superior representa dados da fase ativa ¢ > o..

104 ”
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9_ <4
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Fonte: Referéncia: [21]

criticos estimados.

Tabela 4.2: Densidade critica e expoentes estacionarios

A o, 15} B/vy vy v/ve  (28+7)/ve
05 0.2427(1) 0.94(2) 0.495(1) 1.93(4) 0.005(4)  0.995(6)
[24] 0.92(3) 0.500(5) 1.84(6) 0.00(3)  1.00(4)

Para efeito de comparagao, mostramos expoentes para o BARW com n = 4 descendentes
simétricas e aniquila¢do completa de particulas fermionicas [25]. A dltima coluna representa a
relacdo hyperescala (26 +v7)/vy = d =1, o qual é satisfeito dentro das barras de erro.

Na tabela 4.2 sao apresentados os valores dos expoentes criticos o., 5, 5/vi, v
e 7' /v.. Sao mostrados o conjunto de expoentes calculados que sdo comparados com
os expoentes mostrados em [25]. Os valores para a relagao hiperescala em 1D sdo apre-
sentadas na tultima coluna para comparagao [24]. O valor estimado é consistente com
26/vy ++' /vy =d parad = 1.

Como falado anteriormente, também realizamos simulacoes para o caso dinamico,
as simulacgoes foram feitas a partir da configuracao inicial com uma particula habitando
cada sitio da rede. A evolugcao do parametro de ordem, a sua relacao de momento e
flutuacoes foram utilizados para estimar alguns expoentes criticos dinamicos. A seguir,

consideramos o processo de relaxamento em cadeias com L = 10° locais e as quantidades
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Figura 4.9: A evolugao no tempo do parametro de ordem préximo ao ponto critico:
o. = 0.2422 (preto), o, = 0.2427 (vermelho) e o, = 0.2430 (verde). Usando o, = 0.2427 ,
L = 10 e uma média de mais de 10* cépias, estimamos § = 3/v, Z = 0.286(4) a partir
da lei de poténcia apropriada.

1 T T T T

—~~
-
(&}
e
~—

0.11 1

0.03 T T T T

Fonte: Referéncia: [21]

médias a partir de 10* execucoes distintas. A densidade do parametro de ordem relaxa
com a lei de escala dinamica (., t) < t=#/#+ onde Z = v /v,. No gréifico mostrado na
figura 4.9 no6s mostramos essa evolucao no tempo. A hipotese de escala dinamica também

prevé que a relagdo do momento my(o,,t) %% mostrado no gréafico da figura 4.10.

Figura 4.10: Evolugao do tempo do momento parametro de ordem perto do ponto
critico: 0. = 0.2422 (preto), o, = 0.2427 (vermelho) e 0. = 0.2430 (verde). Usando
0. =0.2427 , L = 10° e uma média de mais de 10* cépias, estimamos Z = 1.76(1).

Referéncia:[21]

Na figura 4.11 estimamos o expoente v definido por { o (0 — 0.)™"I usando

dlnp(o,t)
do

|, ¢ tY/V1 proximo ao ponto critico de transicao de fase. Este calculo independente
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do expoente v mostrando mais evidéncias do comportamento critico incomum do sistema.

Tabela 4.3: Densidade critica e expoentes Dinamicos

A Oc B/Zv, Z A Y| Y| (26 4+v)/vL
05 02427(1) 0.286(4) L.76(1) 0.001(2) 3.27(2) 1.86(2)  L01(3)
[25] 0.285(2)) 1.750(5) 3.25(10) 1.86(6)

Para efeito de comparagao, mostramos expoentes para o BARW com n = 4 descendentes simétri-
cas e aniquila¢do completa de particulas fermionicas [25]. A ultima coluna representa a relagao
de hipersescala (26 +v’)/v, = d =1, o qual é satisfeito dentro das barras de erro.

O melhor ajuste para a lei de poténcia a partir dos dados numeéricos fornece v =
3,27(2). Este valor, em conjunto com o correspondente valor de Z foram usadas para

calcular os valores de | forma independente.

Figura 4.11: Calculo independente para o expoente pelo uso da derivada logaritmica
do parametro de ordem perto do ponto critico o. = 0.2427. O ajuste da lei de poténcia
fornece v| = 3.27(2). Combinado com o valor previamente estimado de Z, isto leva a

v, = 1.86(2)
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Fonte: Referéncia: [21]

Finalmente, o tempo de evolucao das flutuagoes de parametro de ordem é mostrado
na Figura 4.12. Predicoes de escala dinamica Av(o,,t) = t7/4¥+. As estimativas dos
expoentes criticos dindmicos sao relatados na tabela 2. Eles também satisfazem a relagao
de hiperescala [43].

Neste capitulo, foi apresentado nosso modelo de ramificagao e aniquilacao de ca-
minhantes aleatérios, no qual estudamos seu comportamento critico no processo em que

particulas bosonicas difundem em uma cadeia linear.

Instituto de Fisica - UFAL



4 Simulagoes Computacionais e Resultados 60

Nosso sistema apresenta uma transicao de fase de um estado absorvente, que possui
uma probabilidade de ramificacao o e que de acordo com esta cada particula gera n = 2
filhotes distribuidos no local de origem.

Apos simulacgoes encontramos uma transicao continua de segunda ordem e assim
calculamos o ponto critico e o conjunto de expoentes criticos que regem esta transicao de

fase de nao-equilibrio.

Figura 4.12: Evolugao no tempo das flutuagoes de parametro de ordem na vizinhanga
do ponto de o, = 0.2422,0.2427, e 0.2430 L = 10° e uma média de mais de 10* coépias.
A partir do ajuste por uma lei de poténcia dos dados assintético de o., estimamos
~'/Zv, =0.001(2).
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Fonte: Referéncia: [21]
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

5.1 Perspectivas para futuros trabalhos

Aqui apresentamos resultados preliminares de um problema que estamos estudando
e pesquisas que serao desenvolvidas posteriormente, que versa projetos futuros, tal que

uma tese de doutorado.

5.1.1 Modelo de Criacao por trincas

A partir do processo de contato é possivel fazer generalizagdes que consistem no fato
da autocatalise s6 ocorrer quando tiver um determinado ntimero de particulas definido,
para os modelos de criagao por pares e trincas em que a criagao ocorre com um certo
ntumero de particulas, o primeiro necessita de nimero minimo de dois, de criacao por
trincas de trés e assim por diante [44].

Normalmente os modelos apresentam transigoes fase de segunda ordem. Se consi-
derarmos uma populagao de particulas que residem em locais de uma estrutura (com, no
méximo, uma particula por local), que evolui através de aniquilagdo espontanea X — 0,
criagao autocatalitica nX — (n+1)X,n > 1 e o pulo para o vizinho mais proximo, sendo
que para o caso mais simples, ou seja, com n = 1 teremos o processo de contato [45].

Considerando uma populacao de particulas que residem em uma rede (que acontece
com no maximo uma particula por sitio), no modelo de tripleto-criagdo temos que cada

sitio representado por o; pode estar vazio o; = 0 ou ocupado com uma particula o; =1 .
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Para este modelo temos algumas definigoes que estao descritas a seguir, sendo que estas

regras (criagao, aniquilac¢do e pulo/difusao) ocorrem no sistema de forma aleatoria [44]:

e Criagao: Um sitio i é escolhido de forma aleatéria. Para o caso 0,01 =0 =0,_1 =1,
ou seja, o sitio escolhido e os seus vizinhos (da direita e da esquerda) estdo ocupados
com um particulas cada uma formando uma trinca, neste caso uma nova particula
é colocada de forma aleatéria para i 4+ 2 ou ¢ — 2 caso este sitio esteja vazio e caso

contrario nao ocorre a criacao. Ocorre com probabilidade denominada

(1— D)x

T (5.1)

o A representa a taxa de criagao.

e Aniquilagao: Quando o sitio escolhido (aleatoriamente) ja é habitado por uma par-

ticula o1 = 1, ocorre a aniquilacao desta. Este processo corre com probabilidade:

1- D)

ESY] (5.2)

e Pulo/Difusdo: O sitio i é escolhido aleatoriamente, logo o1 e 0,41 sdo trocados
(a particula pula para o sitio vizinho da direita). Ocorre com probabilidade que

denominada de D.

Para este modelo de tripletos temos a equacao de campo médio:

0 t
% = —ap(a,t) = bp(x,t)’ + D ° p(x,1) (5.3)
onde % é a densidade de particulas em func¢ao tempo e D representa a difusao. Quando

temos uma transicdo de primeira ordem o termo da equacao p? é o fator dominante na
equagao, simulagoes em [46] mostraram que a transi¢ao é na verdade continua em uma e
duas dimensoes espaciais, e descontinua quando d = 4. Assim, d = 4 marca a dimensao
critica, abaixo do qual as previsoes de campo médio sao qualitativamente incorrecta.
Para d < 4 as particulas sao fortemente agrupadas de modo a que a taxa de produgao é
proporcional a p e nao p?.

No grafico da figura 5.1—(a) temos simula¢ées do modelo de tripleto para diferentes

difusdes, as curvas indicam que o modelo apresenta uma transicao de fase continua de
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Figura 5.1: Grafico do parametro de ordem versus parametro de controle
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(b) Densidade de particulas em fungao da taxa
de criacao para o modelo de pares

(a) Densidade de particulas em fungao da taxa
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Fonte: Referéncia [44]

segunda ordem para difusoes baixas e se D > 0.85 temos uma transicao descontinua
de primeira ordem. Em [44] também foi estudado o modelo de criagdo de pares para
diferentes difusoes, como mostrado no grafico da figura 5.1 — (b) onde notamos que para
alta difusdo ou baixa difusao (por exemplo D = 0.95 ou D = 0.0) teremos uma transigao
fase continua.

Motivados com os estudos realizados em [44] procuramos estudar o modelo de
criacao por trincas com o objetivo de compreender a transicao de fase para diferentes
difusoes. Inicialmente simulamos redes de diferentes tamanhos (L = 500, L = 2000, L =
5000) todas com a mesma taxa de difusdo D = 0.8. Em seguida, fizemos o grafico da
densidade em fungao da taxa de cria¢do (ver figura 5.2 — (a)) que mostra curvas suaves
caracteriticas de uma transicao continua e consistentes com resultados encontrados em
[44] que indicam uma transicdo de segunda ordem para esta difusdo.

Na figura 5.2 — (b) observamos o grafico do cumulante em fungao da taxa de criagao
para os diferentes tamanhos de rede (mesmos da figura 5.2 — (a)) todas com a mesma
taxa de difusao D = 0.8 e notamos que neste o cumulante exibe também curvas suaves

(sem picos exagerados) que caracteriza uma transi¢ao de fase continua.
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Figura 5.2: Grafico do parametro de ordem versus o parametro de controle
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Fonte: Referéncia [47]

Figura 5.3: Suscetibilidade em fungao da taxa de criagao
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Fonte: Referéncia [47]

Para o caso de uma transigao de segunda ordem, um gréafico como o da figura 5.3
apresentaria uma diferenca em relagao aos tamanhos das redes, mas nao um comporta-
mento abrupto como aparentemente vemos nesse grafico. As simulagbes mostradas do
grafico foram feitas no modelo de tripleto em uma dimensao para redes de 10.000 e 20.000
com alta difusao D = 0,95 no regime estacionario. Uma das principais perspectivas para
futuros trabalhos seré investigar uma possivel transicao de primeira ordem evidenciada

pelo “pico” exagerado, que ocorre devido a densidade ao quadrado médio ser muito maior
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que a média ao quadrado.

Figura 5.4: Grafico da densidade em fung¢ao do tempo
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Fonte: Referéncia [47]

Tabela 5.1: Tabela do Expoente /v, Z para o caso da difusao D = 0.0

A 22914 22918  22.922
B/viZ 017768 0.16447 0.12706
r 0.99721 0.99802 0.99191
sd 0.00578 0.00451 0.00708

Com o objetivo de estimar o ponto critico realizamos simual¢oes para a difusao
D = 0,0 em uma rede umidimensional de L = 10° sitios. No regime dinamico, com o
grafico mostrado na figura 5.4 onde temos a densidade em funcao do tempo visualmente
estimamos a regiao critica entre A = 22,914 e A\ = 22,922 e nessa regiao calculamos o valor
aproximado do expoente /v, Z cujos os valores encontram-se na tabela 5.1. E importante
observar que a média entre os valores encontrados para o expoente /v, Z = 0,156, isto é,
bem proximo do valor pertencente a classe de PD e corroborando os resultados encontrados
em [44].

Para estudar a difusao D = 0, 8 a principio realizamos simualagoes para uma rede
de 50000 sitios fizemos uma estimativa da regiao critica a partir do grafico da figura 5.5

e com isso calculamos o expoente /v, Z na regiao entre A = 12.571 e A = 12.58 cujos
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Figura 5.5: Grafico da densidade em fung¢ao do tempo
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Fonte: Referéncia [47]

Tabela 5.2: Tabela do Expoente /v, Z para o caso da difusdao D = 0.8

A 12,571 12574 12577  12.58
B/viZ 0.17768 0.16447 0.12706  0.121

r 0.99721 0.99802 0.99191 0.99605

sd 0.00578 0.00451 0.00708 0.00472

valores dos expeontes estao na tabela 5.2 que mostra este proximo do expoente pertencente
a PD.

No entanto, estes resultados sao preliminares uma vez que sao simulagoes em redes
curtas, com pouca média e um nimero pequeno de passos e que a pricipio mostram uma
concordancia com os resultados apresentados em [44] mostrando que a difusdo muda a
natureza da transicao e consequentemente a classe de universalidade.

Com a continuagao desta pesquisa sera possivel encontrar com precisao a natureza
da transicao de fase através de simulagoes no regime estacionario e dindmico estimando o
conjunto de expoentes criticos para diferentes difusoes. Os dados mostrados anteriormente

sao apenas os primeiros passos da pesquisa.

Instituto de Fisica - UFAL



5 Conclusoes 67

5.2 Conclusoes

Nesta Dissertacao de Mestrado estudamos as transi¢oes de fases em sistemas fora
do equilibrio. Um campo atraente para pesquisas uma vez que possui uma grande va-
riedade de fendémenos que ainda nao possuem uma teoria unificada. Nossas discussoes
foram feitas com base em conceitos como parametro de ordem, expoentes criticos, classes
de universalidade, entre outros.

Muitas das regras que regem os sistemas fora do equilibrio podem ser estudadas
através de uma probabilidade de ocorréncia ou nao de um evento. Isto pode ser feito
através de simulagoes numéricas, onde se destaca a simulagao de Monte Carlo, que foi
utilizada na realizagao da presente pesquisa, e que se baseia no uso de ntimeros aleatorios
e estatisticas para a resolugao de problemas.

Discorremos a respeito da transicao de fase de segunda ordem, onde sao calculados
os expoentes criticos e consequentemente definida qual classe de universalidade pertence
o modelo estudado. Outra classe de transigao de fase sao as transigoes de primeira ordem,
cuja principal caracteristica é o salto abrupto do parametro de ordem ao passar de uma
fase para outra.

Para enriquecer a discursao falamos sobre alguns modelos fora do equilibrio como
o processo de contato que foi introduzido por Harris em 1974, para estudar a propagagao
de epidemias. Neste modelo cada sitio pode estar infectado (sitio ocupado) ou saudével
(sitio vazio). Este modelo pertence a classe de uinversalidade da Percolagao Direcionada.
Para falar sobre a dindmica de populagoes discutimos sobre o modelo Predador-Presa e
suas principais regras para estudar os mecanismos de competigao bioldgica (no caso entre
a presa e o predador).

Apresentamos o modelo e resultados preliminares de pesquisas que pretendemos
prosseguir, como o modelo de criagao de particlas por trincas (modelo de tripletos), que é
a interacao entre particulas de uma mesma espécie e sua criagao ocorre a um alinhamento
de um determinado ntimero de particulas.

Focamos nosso trabalho em um estudo sobre sistemas que possuem transicao de
fase de um estado ativado para um estado absorvente. Em particular, estudamos o modelo
de Ramificagdo e Aniquilacao de Caminhantes Aleatorios introduzido por Bramson Gray

em 1985, e investigamos o comportamento critico do modelo que descreve o processo de
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ramificacao e aniquilagao conservando a paridade de caminhantes aleatorios.

A motivacao para o desenvolvimento dessa pesquisa foi encontrar um conjunto de
expoentes que governam o comportamento do sistema nas vizinhangas do ponto critico.

Dessa forma, simulamos o modelo com o auxilio do método de Monte Carlo em
redes lineares finitas com nimero impar de sitios, que podem ser ocupados por miiltiplas
particulas e que possuem uma probabilidade finita de aniquilacao. Consideramos que a
difusao ocorre com uma probabilidade p e a ramificagao ocorre com probabilidade 1 — p,
sendo que a criacao de filhotes sempre ocorre em ntimero par.

Como as simulacoes foram desenvolvidas em redes de tamanhos finitos, temos que
estudar o comportamento L — oo, a partir da anélise de tamanho finito, onde diferentes
tamanhos de redes podemos ter o limite termodindmico. Assim, as simulagoes foram
feitas nos regimes estacionério e dinamico para se determinar o ponto critico e calcular
os referentes expoentes.

Iniciamos com simulagoes no estado estacionario para se determinar a regiao de
transicao, para isso fizemos primeiramente o grafico da densidade de particulas em fun-
¢ao da probabilidade de ramificacdo (com redes variando de L = 101 a L = 32001 e a
probabilidade de ramifcagao variando de 0.225 < ¢ < 0.285 ) e com isso obtivemos uma
curva bem comportada mostrando que a medida que ¢ diminui temos a transi¢cao do es-
tado ativado para o estado absorvente. Investigando a invariancia de escala a partir do
grafico do cumulante em fun¢ao da probabilidade de ramificagao foi possivel estimar com
exatidao a probabilidade de ramificagao critica o. = 0.2427(1).

Com o ponto critico estimado usamos as relacoes de escala para determinar os
expoentes criticos. O primeiro expoente encontrado foi 5 = 0.94(2), a partir da inclinagao
da reta no gréafico do parametro de ordem versus os pontos acima do o.. Para obter maior
precisio na determinacao deste expoente exploramos a relacdo de escala v(o., L) oc L=7/7+
e a derivada logoritmica W oc L'V que resultou em (/v; = 0.495(1) e v, =
1.93(4). Com o grafico da flutuagao do pardmetro de ordem versus o em compara¢ao com
estrutura linear de diferentes tamanhos L nos permitiu encontrar o, = 0.2427 e com a
inclina¢do da reta do grafico Ay versus L encontramos ' /v, = 0.005(4).

Realizamos também simulagoes dinamicas de relaxamento, fazendo o grafico da
evolugao no tempo do parametro de ordem na regiao do ponto critico estimamos /v, Z =

0.286(4), para encontrar o expoente dinamico Z plotamos o grafico do cumulante em fun-
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gao do tempo e encontramos Z = 1.76(1), usando a derivada logaritmica do parametro
de ordem em funcao do tempo estimamos o expoente v = 3.27(2) e por fim com o gra-
fico da flutuacao do parametro de ordem em funcao do tempo encontramos o expoente
v /v, Z = 0.001(2). Encerramos o trabalho verificando a validade da relacao de hiperes-

cala para ambos os conjuntos de expoentes criticos (estacionarios e dindmicos).
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