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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos as demonstracoes dos teoremas de comparacao do
Laplaciano para variedades Kahler completas M™ de dimensao complexa m com cur-
vatura bisseccional holomorfa limitada inferiormente por —1, 1 e 0. As variedades a
serem comparadas sao o espaco hiperbélico complexo CH™, o espaco projetivo complexo
CP™ e o espago Euclidiano complexo C™, cujas curvaturas bisseccionais holomorfas sao
—1, 1 e 0, respectivamente. Além disso, como aplicacao dos teoremas de comparacao
do Laplaciano, descrevemos a prova do Teorema de Comparagao de Bishop-Gromov
para variedades Kéhler; obtemos uma estimativa para o primeiro autovalor \;(M) do
Laplaciano, isto é, A\{(M) < m? = A\(CH™); e mostramos que o volume de variedades
Kahler, com curvatura bisseccional limitada inferiormente por 1, é limitado pelo volume
de CP™. Os resultados citados acima foram provados em 2005 por Li e Wang no artigo
“Comparison Theorem for Kahler Manifolds and Positivity of Spectrum”, publicado no
Journal of Differential Geometry.

Palavras-chave: Variedade Kéahler. Laplaciano - Autovalor. Curvatura bisseccional
holomorfa. Espago hiperbdlico complexo. Espaco projetivo complexo.



Abstract

In this work we present the proofs of the Laplacian comparison theorems for Kahler
manifolds M™ of complex dimension m with holomorphic bisectional curvature bounded
from below by —1, 1, and 0. The manifolds being compared are the complex hyperbolic
space CH'™, the complex projective space CP™, and the complex Euclidean space C™,
which holomorphic bisectional curvatures are —1, 1, and 0, respectively. Moreover, as
applications of the Laplacian comparison theorems, we describe the proof of the Bishop-
Gromov comparison theorem for Kahler manifolds and obtain an estimate for the first
eigenvalue \;(M) of the Laplacian operator, that is, A\; (M) < m? = A\;(CH™), and show
that the volume of Kéahler manifolds with holomorphic bisectional curvature bounded
from below by 1 is bounded by the volume of CP™. The results cited above have been
proved in 2005 by Li and Wang, in an article “Comparison theorem for Kahler Manifolds
and Positivity of Spectrum”, published in the Journal of Differential Geometry.

Keywords: Kéahler manifold. Laplacian - Eigenvalue. Holomorphic bisectional cur-
vature. Complex hyperbolic space. Complex projective space.
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Introducao

Estimativas do operador Laplaciano, por exemplo os teoremas de comparacao, sao
ferramentas importantes para a analise de propriedades globais em variedades. Um
resultado classico e bastante conhecido na literatura é o Teorema de Comparacao do
Laplaciano para variedades Riemannianas, cuja demonstracao pode ser encontrada, por
exemplo, em [16].

Teorema 0.1 (Comparagao do Laplaciano). Sejam M™ uma variedade Riemanniana
completa de dimensdo real n e My, a forma espacial de curvatura seccional constante k.
Se Ricy > (n — 1)k, entao

Ar(z) < Ai(r(z)) Yo e M\ (Cut(p) U {p}),

onde A e 7 denotam, respectivamente, o Laplaciano e a funcao distancia definida em
M.

Como consequéncia do Teorema 0.1, em 1964, R. Bishop demonstrou um resultado
envolvendo comparacao de volumes de bolas geodésicas em variedades Riemannianas e
formas espaciais, ver [2]. Este resultado, atualmente, é conhecido como Teorema de
Comparagao de Bishop-Gromov.

Teorema 0.2 (Comparagao de Bishop-Gromov). Sejam M™ uma variedade Riemannia-
na completa de dimensao real n e k uma constante real. Se Ricyy > (n—1)k, entao, para
todox € M e <e <R, ovolume das bolas geodésicas satisfazem

V(R) _ Via (R
%(5) N VMk(g)

Va(R) < Vi (R),
onde Vi, (€) denota o volume da bola geodésica de raio € em M.

Uma outra consequéncia do Teorema 0.1 é uma estimativa para o primeiro autovalor
do Laplaciano em variedades Riemannianas obtida por S. Y. Cheng em 1975, ver [3].

Teorema 0.3. Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa de dimensdo real n. Se
Ricyr > —(n — 1), entdo o primeiro autovalor do Laplaciano satisfaz

(n— 1)

AM(M) < 1

= A (H"). (1)



A estimativa obtida por Cheng é atingida. De fato, a igualdade é verificada para o
espago hiperbdlico H", cuja curvatura de Ricci é igual a —(n — 1).

Em 2005, Li e Wang [12], usando técnicas de Andlise Complexa, provaram teoremas de
comparagao do Laplaciano para variedades Kéahler. Enunciamos a seguir tais resultados:

Teorema 0.4 (Li e Wang). Seja M™ uma variedade Kdhler completa de dimensdo com-
plexa m com curvatura bisseccional holomorfa maior que ou igual a —1. Entdao, em
M\ (Cut(p) U {p}), temos

Ar(z) < 2~(m — 1) cotgh (r(z)) + 2 cotgh (2r(z))
= Ar(r(z)),

onde A e 7 denotam, respectivamente, o Laplaciano e a func¢io distancia definida no
espaco hiperbolico complexo CH™.

Teorema 0.5 (Li e Wang). Seja M™ wuma variedade Kdhler completa de dimensdo
complexa m com curvatura bisseccional holomorfa maior que ou igual a 1. Entdo, em

M\ (Cut(p) U{p}), temos

Ar(z) < 2~(m — 1) cotg (r(z)) + 2 cotg (2r(x))
= Ar(r(z)),

onde A e 7 denotam, respectivamente, o Laplaciano e a func¢io distancia definida no
espaco projetivo complexo CP™.

Vale ressaltar que as variedades a serem comparadas sao os espacos CH™ e CP™,
cujas curvaturas bisseccionais holomorfas sao —1 e 1, respectivamente. Usando técnicas
de Anédlise Complexa, anédlogas as introduzidas por Li e Wang em [12], obtemos o seguinte
resultado:

Teorema 0.6. Seja M™ uma variedade Kdhler completa de dimensao complexa m com
curvatura bisseccional holomorfa nao-negativa. Entdo, em M \ (Cut(p) U {p}), temos

Ar(z) < (2m = 1)(r(x)) ™" = AF(r(z)),

onde A e 7 denotam, respectivamente, o Laplaciano e a fun¢io distancia definida no
espaco Fuclidiano complexo C™.

O resultado acima foi inspirado no Teorema de Comparacao do Laplaciano para
variedades Kéhler quaternionicas obtido por Kong, Li e Zhou em [8]. Observamos que a
curvatura bisseccional holomorfa de C™ é nula.

Como aplicacoes do Teorema 0.4, temos o Teorema de Comparacao de Bishop-Gromov
para variedades Kahler e uma estimativa para o primeiro autovalor do Laplaciano em
variedades Kéahler. Tal estimativa foi obtida por Li e Wang em 2005, ver [12].
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Aplicagao 0.1. Seja M™ wuma variedade Kahler completa com curvatura bisseccional
holomorfa maior que ou tgual a —1. Entao, para todo x € M e 0 < e < R, o volume das
bolas geodésicas satisfazem

Vx(R) < V(CHm(R)
Va(e) = Vemn(e)

Va(R) < Vemr (R),
onde Vegm () denota o volume da bola geodésica de raio e em CH™.

Aplicagao 0.2 (Li e Wang). Seja M™ uma variedade Kdhler completa com curvatura
bisseccional holomorfa maior que ou igqual a —1. Entdo o primeiro autovalor do Lapla-

ciano em M satisfaz

A demonstracao da Aplicacao 0.1 é analoga ao caso Riemanniano e segue do Teorema
0.6. Ver, por exemplo, [16].

Em 2005, uma versao global de comparacao de volume foi obtida por Li e Wang, ver
[12], cuja demonstragao segue como consequéncia do Teorema 0.5.

Aplicagao 0.3 (Li e Wang). Seja M™ uma variedade Kdhler completa com curvatura
bisseccional holomorfa maior que ou igual a 1. Entdo M ¢é compacta e o diametro de M
satisfaz

d(M) < 3 = d(CP™).

Além disso,
vol (M) < vol (CP™).

Nesta dissertacao, descreveremos as demonstracoes dos teoremas de comparagao do
Laplaciano para variedades Kahler, Teorema 0.4 e Teorema 0.5, apresentadas por Li e
Wang em [12], e provaremos o Teorema 0.6. Como consequéncia dos teoremas de com-
paracao do Laplaciano para variedades Kéhler, apresentaremos as provas da Aplicacao
0.1, Aplicacao 0.2 e Aplicacao 0.3.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentaremos algumas propriedades referentes ao Laplaciano da
fungao distancia definida em variedades Riemannianas. Na segunda e terceira secao
deste capitulo, introduziremos as variedades complexas e quase-complexas, e definire-
mos integrabilidade de uma estrutura quase-complexa. Também demonstraremos alguns
resultados bésicos referentes as variedades quase-complexas e enunciaremos um impor-
tante teorema provado em 1957 por Newlander e Nirenberg, ver [15]. Encerraremos este
capitulo introduzindo o conceito de métrica Hermitiana e variedade Hermitiana. Os tex-
tos bésicos usados neste capitulo foram [16], [6], [10], [14] e [1].
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No capitulo 2, definiremos variedades Kéahler e obteremos alguns resultados necessarios
para demonstrar os teoremas de comparacao do Laplaciano da funcao distancia em
variedades Kahler, como por exemplo, obteremos as expressoes da métrica Kahler, da
forma Kahler, dos simbolos de Christoffel e do tensor curvatura Riemanniana em coorde-
nadas. Nesta parte, também definiremos curvatura bisseccional holomorfa e obteremos
as curvaturas bisseccionais holomorfas dos espacos CH™, CP™ e C™. Finalizamos o
capitulo obtendo as expressoes do Laplaciano da fun¢ao distancia nos espacos modelos
CH™, CP™ e C™. Neste capitulo, usamos [9], [14] e [1], textos os quais introduzem a
geometria Kahler.

No ltimo capitulo, apresentaremos as demonstracoes dos teoremas de comparacao do
Laplaciano para variedades Kahler, ver Teorema 0.4, Teorema 0.5 e Teorema 0.6. Como
consequencia do Teorema 0.4, obteremos o Teorema de Comparacao de Volume de Bishop-
Gromov para variedades Kahler e a estimativa do primeiro autovalor do Laplaciano em
variedades Kahler, ver Aplicagao 0.1 e Aplicagao 0.2. Finalmente, encerraremos este
capitulo com a demonstracao da Aplicacao 0.3. Na demonstracao dos resuldados citados
acima, usamos o artigo “Comparison theorem for Kéhler Manifolds and Positivity of
Spectrum”, ver [12], e o texto “Lectures on Differential Geometry”, ver [16].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicoes e Alguns Resultados Basicos

Nesta secao, iremos obter algumas propriedades referentes a geodésica, a aplicacao
exponencial, ao cut locus e ao Laplaciano da funcao distancia em variedades Riemannia-
nas M. Mais precisamente, obteremos que o gradiente da funcao distancia é um campo
unitario em M.

Sejam M uma variedade Riemanniana e 7, a unica geodésica que passa pelo ponto
p € M com velocidade constante v € T, M. Consideremos o conjunto

E, = {v e T,M; 7, esta definida em um intervalo contendo [0, 1]}.

Yo

—
0 1

Figura 1.1: Geddesica 7,.

A aplicagao exp, : E, — M, definida por exp,(v) = 7,(1), ¢ denominada aplicagdo
exponencial. E possivel aumentar a velocidade de uma geddesica diminuindo seu intervalo

12
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de defini¢ao e vice-versa. Isso segue de uma propriedade chamada homogeneidade das
geodésicas, a saber:

Taw(t) = Yo (AL) YoeT,M e VAteR,
tais que 7, esta definida. Segue-se desta propriedade que
epr(tU) = Y (1) = 70(t),

para t € R que estd no intervalo de defini¢ao de ~,.

Figura 1.2: Aplicacao Exponencial.

Proposigao 1.1.1. A aplicagao exponencial exp, : E, — M ¢ diferencidvel.
Demonstracao. Ver [10], pagina 71, Proposigao 5.7, item (c).
O

Definicao 1.1.1. Uma variedade Riemanniana M ¢é completa se, para todo p € M, a
aplicagio exp, estd definida para todo v € T,M, isto é, as geodésicas y(t) partindo de p
estao definidas para todos os valores do parametro t € R.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa e v : [0,+00) — M um raio
geodésico normalizado com ~(0) = p. Sabe-se que, sendo t > 0 suficientemente pe-
queno, d(v(0),v(t)) = t, isto é, v|jpy é uma geodésica minimizante. Além disso, se
Yljo,ts) D80 ¢ minimizante, entao 7[j,) ndo ¢ minimizante para qualquer ¢; > ty. Usando
a continuidade de 7, temos que o conjunto dos nimeros ¢ € [0,+00) tais que 7| ¢
minimizante ¢ da forma [0, ¢y] ou [0, +00). Assim podemos definir

p(v) :=sup{t € [0, +00); 7,(t) = exp,(tv) é minimizante em [0,¢], com |v| = 1}.

Definicao 1.1.2. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e v € T,M unitdrio.
Se p(v) € finito, o ponto v,(p(v)) = exp,(p(v)v) € chamado ponto minimo de p na
direcdo v. O cut locus de p em M € o conjunto formado pelos pontos minimos de p em
M, indicado por Cut(p).
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Agora consideremos o conjunto
C, = {p(v)v; p(v) < +o0, v € T,M, Jv|=1}.

Note que o cut locus de p € M ¢ dado por Cut(p) = exp,(Cp). Seja ¥, o conjunto
definido por
Y, i={tv; 0 <t <pv), veT,M, |v|]=1}.

Portanto

M = {exp,(tv); 0 <t < p(v), v € T,M, |[v] =1} = exp,(¥,) U exp,(C,) = exp,(3,) U Cut(p).

Figura 1.3: Pontos minimos.

Observe que o conjunto ¥, coincide com o conjunto dos vetores v € T,M tais que
Yo(t) = exp,(tv) € M \ Cut(p) para todos 0 <t < 1, que por sua vez esta contido em
E,, isto ¢,

Y, ={v € T,M; exp,(tv) € M\ Cut(p)} C E.

Proposicao 1.1.2. Seja v : [0,tg] = M wuma geodésica. Suponha que y(ty) € o ponto
minimo de p = v(0) ao longo de 7. Entao,

(a) ou y(ty) € o primeiro ponto conjugado de v(0) ao longo de 7;
(b) ou existe uma geodésica minimizante o # v ligando p a Y(to).

Reciprocamente, se (a) ou (b) se verifica, entio existe t € (0,to], tal que y(t) € o ponto
minimo de p ao longo de 7.

Demonstracao. Ver [6], pagina 296, Proposicao 2.2.
0]

Exemplo 1.1.1. Seja S* C R*™! a esfera unitdria n-dimensional. Se p € S", entdo €
podemos verificar que Cut(p) = {—p}. Além disso, o cut locus coincide com o lugar dos
pontos conjugados.
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Figura 1.4: Cut locus de um ponto na esfera.

Corolério 1.1.1. Seja M variedade Riemanniana completa. Sep € M e q € M\ Cut(p),
entao existe uma unica geodésica minimizante vy ligando p a q. Em particular, ¢ nao é
conjugado a p ao longo de .

Demonstracao. Seja v : [0,tg] — M uma geodésica minimizante com 7(0) = p e
v(to) = g. Suponha que p liga-se a ¢ por duas geodésicas minimizantes, ou suponha ¢
conjugado a p ao longo de 7. Usando a Proposicao 1.1.2, existe £ € (0,1], tal que (%)
é o ponto minimo de p ao longo de 7. Como q ¢ Cut(p) e t < t, isso nos afirma que ~y
nao é minimizante em (0, tp], uma contradigao.

O

Corolario 1.1.2. Seja M variedade Riemanniana completa. Entao a aplicagao exponen-
cial exp, : Xy, — M \ Cut(p) € um difeomorfismo.

Demonstracao. Sejam ¢ € M \ Cut(p) e

Yo(t) = exp,(tv)

a tUnica geodésica normalizada e minimizante ligando p = v(0) a ¢ = (1) garantida
pelo Corolario 1.1.1. Em particular, ¢ nao é conjugado a p ao longo de . Deste modo,
v € T, M nao ¢ ponto critico de exp,,. Assim exp, ¢ um difeomorfismo local. Como

exp,(5,) = M\ Cut(p),
resta-nos mostrar que exp, ¢ injetiva. De fato, suponha que existem v, w € ¥, distintos,
tais que

v(t) = expp(tv) e at)= expp(tw)
sao geodésicas minimizantes ligando p a ¢ = y(1) = a(1). Note que g ¢ Cut(p), dai | 1
e aljp) nao é minimizante. Sem perda de generalidade, suponha 7 nao minimizante.
Portanto existe 0 < ty < 1, tal que

exp,(tov) = v(to) € Cut(p).



16

Isso contradiz o fato de que v € X,,.
O

Observacao 1.1.1. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e r : M — R a
funcao distancia em M a partir de p € M. Observe que

(roexpy)(v) = d(p, exp,(v)) = |v],

logo r o exp,, € diferencidvel em X, \ {0}. Decorre da Proposi¢do 1.1.2 que exp,, : X, —
M\ Cut(p) é um difeomorfismo; e, portanto, r é diferencidvel em M \ (Cut(p) U {p}).

Teorema 1.1.1. Seja vy : [0,a] — M\ Cut(p) uma geodésica minimizante e normalizada
partindo de p. Entao
Vr(y(t) =+'(¢) Vo<t<a.

Em particular, |Vr(x)| =1 para todo x € M \ Cut(p).

Demonstragao. Seja y(t) = exp,(tv), 0 <t < a, e q=(ty). Sew € T,M, w L +'(to),
segue do lema de Gauss (ver [6], pagina 77, Lema 3.5), a existéncia de W € T,,(T,M) ~
T,M tal que g(W,v) = 0 e (dexp,); W = w. Tomemos a : (—¢,e) — X, tal que
la(s)] = to, a(0) = tov e o/(0) = W. Como a geodésica minimizante ligando exp,(a(s))
a p € Unica, temos

r(exp,(a(s))) = to.

Figura 1.5: Ilustragao da demonstracao do Teorema 1.1.1.
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Dai
= 9(Vr(q), (dexp,)i W) = g(V7r(q), w).

Como a igualdade acima vale para todo w L 7/(t). Assim Vr(q) é um multiplo de /(o).
Mas r(y(t)) =t, 0 <t < a, logo

g(Vr(y(1)),7'(t)) = 1.

Portanto
Vr(3(t) =7 (0).

Em particular, sendo v uma geodésica normalizada, temos

Vr(z)| = [Vr(y(a))| = [¥/(a)] = 1.

1.2 Variedades Complexas

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. Uma estrutura complexa em V'
¢ um endomorfismo J : V — V., tal que J?> = —1, onde —1 denota o operador identidade
em V. Tal estrutura torna V' um espaco vetorial complexo via a multiplicagao da unidade
imaginaria ¢ por um vetor v € V definida por iv := Jv. Reciprocamente, todo espago
vetorial complexo possui uma estrutura complexa dada por Jv := iv. De fato,

J2(v) = J(J()) = J(iv) =iJ(v) =iv=—v Yv eV,

LT \
V Vv

Figura 1.6: Estrutura complexa

isto é, J? = —1.

Exemplo 1.2.1. Seja C™ o espaco Euclidiano complexo. Escrevemos um vetor de C™
como a m-upla

2= (21, .., 2m) = (T1 + Y1, ..., Ty + 1Y)

e identificamos com o vetor (x1,...,Zm, Y1, -.,¥m) em R?™ Observe que o espaco Eu-
clidiano complexo C™ com as operagoes usuais de adicao e multiplicacao em C, torna-se
um espago vetorial complexo. Assim podemos definir uma estrutura complexa J em C™
por J,,z = iz, ou seja,

T (T1y o Ty Yty oy Um) = (=YL oo oy =Yy T1y -+ oy Ton)-
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A estrutura complexa J,, definida acima é chamada estrutura complexa canénica. Ao
longo do texto, usaremos a identificagao

(1411, T+ W) = (1, o Ty Y1y - -+, Ym) (1.1)

de C™ com R?™ e a estrutura complexa canonica J,,, em R?”™ sem fazer referéncia.

CHI

Figura 1.7: Estrutura complexa canonica

Sejam U um aberto de C™ e F' = (f1+1ig1,..., fn+ig,) : U C C™ — C™ uma funcao.
Usando a identificacao em (1.1), podemos escrever

F(zy, . T yts - Um) = (fi@, oo o, Yoo Um)s e oo Jo(T1s e oo Ty Yty -+ 3 YUm)s

G1(T1, o T, Y1y s Um)s e G (1, o Ty Y1y e oy Yim))-
Dizemos que F = (fi +ig1,-.., fu +igs) : U C C™ — C" é de classe C*', quando
F :U c R*™ — R?" § diferencidvel e as derivadas parciais

Ofa  Ofa 06a 09a

drs’ Bys' Oz Oys

sao continuas paratodos 1 < g <mel <a<n.

Definicao 1.2.1. Seja U um aberto de C™. Dizemos que uma fungao F: U C C™ —
C™ € diferenciavel (no sentido complexo) em a € U, se erxiste uma aplicagao C-linear
L:C™ — C", tal que

F(a+h) = F(a)+ L(h) +0o(h), com lim —=*, (1.2)

para todo h € C™ ~ R?*™ de norma suficientemente pequena. A funcdo F : U Cc C™ — C"
¢ holomorfa em a € U se, e somente se, F' ¢ diferencidvel (no sentido complexo) em uma
vizinhanca de a em U. Além disso, dizemos que F' € holomorfa em U, se I € holomorfa
em todo ponto de U.

Proposicao 1.2.1. Sejam U C C™ aberto e F'= f+1g : U — C" uma funcao de classe
C'. Entdo F ¢é holomorfa em U se, e somente se,

afoz — aga e afa — _aga’ em U, (13)
dxg  Oys ~ Oys  Oug

para todos 1 < f<mel <a<n.




19

Demonstracao. Ver [7], pagina 29, Teorema 6.3.
O]

As equagoes em (1.3) sdo denominadas de equacoes de Cauchy-Riemann para a fungao
F=(fi+ig1,..., fn+ig,) : U CC™— C"

Proposicao 1.2.2. Sejam U um aberto de C™ e F = (fi+ig1,..., fnt+ig,) : U CC™ —
C" uma funcao de classe C*. Entao F é holomorfa em U se, e somente se,

dF(z)o J, = J,odF(z) VzeU,
onde J,, e J, denotam as estruturas complexas canonicas de C™ e C", respec-
tivamente.
Demonstracao. Observe que a matriz de
T (1, Ty Y1y e o3 Um) = (—Y1s ooy =Yy L1y oy T
na base canonica de R*™ é a matriz quadrada de ordem 2m dada por
%:(& &»

onde 1,, e 0,, denotam a matriz identidade e a matriz nula de ordem m, respectivamente.
Note que as condigoes de Cauchy-Riemann para a fungao
F=(fi+ig,...,fn+ig,) UCC"—=C"

sao equivalentes a igualdade matricial

gﬁu ) gﬁm gj;m
g . By g e | o
2;‘;1() ) ) g |\ O

g—iz(Z) gji(z) %(2’) gj:;(z)
gﬁm SL(:) ZQU )
— ggj;u gjmm Zij() gjg)
Ao OOl IO R
g%@.ugi@é%@.ngi@
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Por outro lado, a diferencial de F' em z € U é uma aplicagio linear dF'(z) : R*™ — R?*",
cuja representacao nas bases canonicas de R*™ e R?" ¢é

of, of . Oh of,

8_901(2) oz, (2) a—yl(z) %(2)

3fri 5fn: afn: 3]'?:
dF(z) =

O dg1 o dg

3971: dgn agn: (997;

(9_951(Z> Do (2) 8_3/1(2) B (2)

Logo, usando a Proposicao 1.2.1, obtemos que F : U C C™ — C" é holomorfa se, e
somente se,

dF(z) o Jy = Jy 0 dF(2) VzeU.
U

Definigao 1.2.2. Uma variedade complexa M de dimensao complexa m é uma variedade
diferencidvel de dimensao real 2m, munida de um atlas formado por cartas v, : U, C
M — C™ ~ R*™, tais que a mudanca de coordenadas

Vg oty Ya(Ua NUs) = thg(Us N Up)

¢ uma fungao holomorfa, sempre que U, N Uz # (.

Vg oyt

(Cm

Figura 1.8: Mudanca de coordenadas em uma variedade complexa.
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O par (U, z4) é denominado carta coordenada holomorfa ou sistema de coordenadas
complezas. A colecao de todas as cartas {(Ua,%a)},cp ¢ chamada atlas complero para
M. Se o atlas complexo {(Uq,%¥a)}aep ¢ maximal, dizemos que {(Un,¥a)},cp ¢ uma
estrutura compleza.

Exemplo 1.2.2. Sejam M uma variedade complexa de dimensao complexa m e U C M
um aberto nao-vazio. Observe que U C M, munido com o atlas induzido por M ¢é
também uma variedade complexa de dimensao complexa m.

No final da secao 2.4, daremos mais alguns exemplos de variedades complexas.

1.3 Variedades Quase-Complexas e Integrabilidade

Nesta secao vamos definir variedades quase-complexas e integrabilidade de uma es-
trutura quase-complexa. Também demonstraremos alguns resultados basicos referentes
a variedades quase-complexas e enuciaremos um importante teorema provado em 1957
por Newlander e Nirenberg, ver [15]. Finalmente, introduziremos o conceito de métrica
Hermitiana.

Definicao 1.3.1. Uma estrutura quase-complexa em uma variedade diferencidvel M €
um campo de endomorfismos diferencidvel J que associa a cada p € M um (1,1)-tensor
J(p) = Jp : T,M — T,M tal que J} = —1, onde 1 € o operador identidade em T,M. Uma
variedade diferencidvel M, munida de uma estrutura quase-complexa J, € dita variedade
quase-complexa.

v
v
. \
/‘\
T,M T,M

Figura 1.9: Estrutura quase-complexa

Proposicao 1.3.1. Toda variedade quase-complexa (M, J) tem dimensdo real par e, além
disso, M € orientdvel.

Demonstracao. Observe que podemos tornar o espaco tangente 7, em um espaco ve-
torial complexo definindo em 7, M a multiplicacao por um nimero complexo da seguinte
forma

(a+ib)X =aX +bJX.

Suponhamos que a dimensao complexa de T,M é m e seja {X1,...,X,,} a base de T, M

sobre C. Daf {X3,...,X,,,JX1,...,JX,,} é um conjunto linearmente independente que
gera T,M sobre R, ou seja, {Xi,..., X, JXq,...,JX,;,} é uma base de T,M sobre
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R. Portanto dimgM = 2m. Agora, para concluir a demonstragao dessa proposigao,

resta-nos mostrar que M é orientével, ou seja, as bases {X1,..., X, JX1,..., JX,,} e
{1,...,Y,, JY1,...,JY,,} distintas induzem a mesma orientagao em 7,,M. Com efeito,
para cada j € {1,...,m}, podemos escrever

V=) agXp+ Y bgJXe e JY;=-=) byXp+ > apJXy
k=1 k=1

k=1 k=1

e considerar as matrizes quadradas de ordem m, a = (ay;) e b = (bx;). Note que a matriz
de mudanca de base pode ser representada por

a=(50)

det(A) = (det(a))® + (—=1)™(det(b))(det(—b)) = (det(a))* + (—1)*"(det(b))?
= (det(a))® + (det(b))*> >0,

Como

segue que M é orientavel.
O

Exemplo 1.3.1. As variedades complexas sao variedades quase-complexas. De fato,
seja M uma variedade complexa de dimensao m. Podemos definir em uma vizinhanca
coordenada complexa (U,,1,) 0 operador

J = (dhe) ™" © I 0 diha,

onde J,,,(z) = iz. Veja que o operador J é um endomorfismo e esté globalmente definido,
pois se tomarmos outra carta complexa (Ug, 1g) com U, NUs # 0 e sendo a mudanga de
coordenada 15 o ¢! holomorfa, temos

(dibg) ™ o Tmodiy = (dipp)™" o Jm o dibg o (dipa) ™" 0 dia
= (dig) " o dipg o (dipa) " 0 Jin 0 difa
= (d¢a)_1oJmod¢a_

Além disso,

T = ((dya) ™" 0 Jm o diba) o ((diba) ™" 0 iy 0 dia)
= (dipg) o J2 o diy
= _(dwa)ilodwa
= —1.

Logo J ¢é uma estrutura quase-complexa em M.

A estrutura quase-complexa .J obtida no exemplo acima é denominada estrutura
quase-complezxa canonica.
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Definicao 1.3.2. Sejam M e N duas variedades complexas de dimensao complexa m e
n, respectivamente. Uma funcdo f: M — N de classe C* ¢ holomorfa se, e somente se,
para todas as cartas coordenadas complexas Vo : Uy C M — C™ e pg: Ug C N — C",
com f(Uy) C Ug, a expressio em coordenadas de f,

ppo foy' 1ha(Us) CC™ — pp(Us) C C",

¢ uma func¢ao holomorfa.

e

«

(D s [ ED

Figura 1.10: Aplicacao holomorfa.

B

Observacgao 1.3.1. Sejam M e N variedades complexas de dimensao complexa m e n,
respectivamente. Decorre da Definicao 1.3.2 que uma aplicacao f : M — N de classe C*
¢é holomorfa se, e somente se,

ppofoy! Pa(Ua) CC™ — p(Ug) CC"

é uma fungao holomorfa. Usando a Proposigao 1.2.2, obtemos que pgo fot); ' é holomorfa
se, e somente se,

dpgo foty')odm=Jnodpso fou,’),
donde
dpg o df o (dipa) ™" © Jy = Jn 0 dipg o df o (dipa) ™,
o que implica
df o (dipa) ™t 0 T 0 dipy = (dSOB)il o Jy, odpg o df.
Logo f: M — N de classe C* ¢é holomorfa se, e somente se,

df o J = J' o df,

onde J e J' sdo as estruturas quase-complexas canonicas de M e N, respectivamente.
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Observagao 1.3.2. Consideremos M™ uma variedade complexa de dimensao complexa
m e J a estrutura complexa canonica de M. Sejam z, = xj + 1y, a k-ésima coordenada

da carta coordenada complexa 1 e {e1, ..., €a,} a base canonica de R*™. Afirmamos que
0 0 0 0
J|— ) =— J|l— ) =—.
(8%) Yk ‘ (3%) dxy,
De fato, por definigao,
0 0
— — (dy)!  — (d) ! .
G = @) ) e g = (@) )

para 1 < k < m, onde

9 2 9 9
B B B B

¢ um referencial local em M. Visto que J é a estrutura quase-complexa canonica de M,
entao

! (%) = ()™ 0 Jm o dy) (aﬂ) = ()™ (Tew)) = (@) (emr) = %

1 () = (@) o g ow) () = (@) Unlenes)) = ~(@0) ) =~

Sejam (M, J) uma variedade quase-complexa. A aplicagdo Ny : TM x TM — TM,
definida por

é um (2, 1)-tensor sobre M, denominado o tensor de Nijenhius (ou tor¢ao).

Defini¢ao 1.3.3. Seja (M, J) uma variedade quase-complexa. Dizemos que J € uma
estrutura integravel, se N; = 0.

Proposicao 1.3.2. Sejam M?*™ uma variedade compleza e J a estrutura quase-compleza
canonica de M. Entao J € integrdvel.

Demonstracao. Seja z, = xp+iy, a k-ésima coordenada da carta coordenada complexa
(U, ). Segue da Observacao 1.3.2 que

0 0 0 0
) S 1.
! (axk) Oy, ¢/ (ayk> oxy’ (15)

para cada 1 < k < m. Como N; é um tensor, entdo para verificar que N;(X,Y) = 0,
para todos X,Y € TM, basta mostrar que N; é nulo nos campos coordenados. Para

isto, observe que
o 0 o 0 g 0
_ = | = | = 1.
5070) = |5 3] = [ ) = 0
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com 1 < j, k < n. Substituindo as igualdades em (1.6) na expressao em (1.4) e usando

(1.5), obtemos
o 0 o 0 o 0
N L) on, (S D)o, (2 D) =
J(@xj’axk> J(@xj’ﬁyk) J(@yj’ayk) 0

A reciproca desta proposicao foi provada em 1957, por Newlander e Nirenberg, ver
[15], pdgina 393, Teorema 1.1. A saber:

O

Teorema 1.1 (Newlander e Nirenberg). Seja (M, J) uma variedade quase-compleza.
Se a estrutura quase-complexa J € integrdvel, entao M admite uma unica estrutura de
variedade complexa em relagao a qual J € a estrutura quase-complexa canonica.

Veremos agora uma outra interpretacao para a integrabilidade de J. Para isto, vamos
considerar (M?*™ J) uma variedade quase-complexa de dimensdao complexa m. A com-
plexificagdo do espago tangente de M em p € M é o produto tensorial T,M® = T, M @ C,
cujos vetores sdo da forma Z = X +4Y, com X,Y € T,M. Assim, T,M® é um espago
vetorial complexo com dimensao complexa 2m.

A estrutura quase-complexa J, pode ser estendida a T, M € do seguinte modo:

Jo(X +iY) = J,X +iJ,Y VX,Y € T,M.
Observe que
JUX +Y) = Jp(Jp(X) + iy (V) = JHX) +i2(Y) = —(X +iY),

isto ¢, Jg = —1. Logo a extensao de J, ao espago vetorial T, M € é uma estrutura quase-
complexa.
Agora considere

TYM={ZeT,M% J,Z=iZ} e T)'M={ZecT,M% J,Z=—-iZ} (1.7)

os auto-espagos associados aos autovalores ¢ e —i de J,, respectivamente. O auto-espago
Tpl’OM é chamado espaco tangente complexificado.

Lema 1.3.1. Seja (M*™,J) uma variedade quase-compleza de dimensao real 2m. Os
auto-espagos T)°M e TO'M de T,MC, definidos em (1.7), tém dimensio complexra m e
satisfazem

(i) THOM = {X —iJX; X € T,M};
(ii) TO'M = {X +iJX; X € T,M};

C _ 1,0 0,1
(iii) T,M*~ =T °M & T M.
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Demonstracao. Inicialmente, considere {ey,...,em, Jy(€1),..., Jy(en)} uma base real
de T, M. Se

1
U = §(ek —iJy(er)), 1<k<m,
1
entao Uy = §(ek + idy(ex)) € {u, .., U, Us, ..., Uy} é uma base complexa de T, MC.
Portanto a dimensdo complexa de T, M® é 2m. Note que
€ = U + U € Jp(ek) = Z(uk — ﬂk)
Dai

To(us) = 5 (plex) — iT2(er) = 5 (Jplex) +iex) = & (ex — ip(ex)) = iy

1 , 1 , 1 . o
To(k) = 5 (Jp(ew) + T, (en) = 5 (plex) — iex) = —5 (e +idy(ex)) = —itix.
Logo ug € T,°M e 1y, € T)'' M, para 1 < k < m. Por outro lado,
1,0 018 _
THOM A TOM = {0}

Deste modo {uy, ..., un} e {Ty,...,Un} sdo bases de T)°M e T"' M, respectivamente.
Assim concluimos os itens (7) e (i7). Além disso, obtemos que

dimcT) "M = dimeT)' M = m.

Finalmente, o item (¢ii) decorre do fato da dimensao real de T,M ser 2m.

i T,M

TOM

T,M

Tl.l)]\[
P

T,MC

Figura 1.11: Espago tangente complexificado.

Seja TM® = TM ®g C a complexificacdo do fibrado tangente da variedade M, cujos
elementos sdo da forma Z = X +¢Y, com X,Y € TM. Tal elemento Z € TMC® é
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denominado campo de vetores complezos sobre M. A decomposigao de T, M, para cada
p € M, em soma direta obtida no Lema (1.3.1), item (iii), induz uma decomposi¢ao na
complexificacao do fibrado tangente TM® na soma de Whitney

TMC® =T M @y T M, (1.8)
onde
TYYM ={ZeTM"JZ =iz} ={X —iJX; X e TM}

T"M ={ZeTM%JZ=—-iZ} ={X+iJX; X € TM}.

TOAIA[

Tl.()]\[

o/

TMC

Figura 1.12: Complexificacao do fibrado tangente.

Observe que podemos estender o colchete de Lie [.,.] & campos vetoriais complexos,
do seguinte modo:

(X +V, X'+ = [ X, X' - [V, Y] +i([X, Y] + [V, X']).

Proposicao 1.3.3. Seja (M, J) uma variedade quase-complexa. A estrutura quase-

compleza J € integrdvel se, e somente se, o colchete de Lie deiza invariante TOM
(resp. T"*M ), isto é,

Z, Ly € 700 (resp. Z1,Zy € Tole) — (21, 2,) € TLO NS (resp. [Zy, Zo) € To’lM).
Demonstracao. Seja W = [X,Y] — [JX, JY]. Note que

X —iJX,)Y —iJY] = [X,Y]-[JX,JY]—i([X,JY]+[JX,Y))
= [X,Y] = [JX,JY]—iJ([X,Y] = [JX,JY]) +iJ([X,Y]
—[IX,JY]) —i([X, JY] + [JX,Y])
= W —iJW —iJ([JX,JY] - [X,Y] - J[X,JY] - J[JX,Y]

1
= W —iJW = ZiJ (N,(X,Y).

Logo o colchete de Lie deixa T M invariante se, e somente se, N; = 0.
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Exemplo 1.3.2. Qualquer variedade (M2, J) quase-complexa de dimensio real 2 ¢ in-
tegravel, ou seja, toda superficie munida de uma estrutura quase-complexa ¢é integravel.
Com efeito, seja { Xy, J Xy} um referencial local em M. Usando a anti-simetria do colchete
de Lie, obtemos

Ny (Xo, Xo) = 2{[J X0, JXo] — [Xo, Xo] — J[J X0, Xo] — J[Xo, JX0]} =0,

Ny(JXo, JXo) = 2{[J*Xo, J*Xo] — [J X0, JXo| — J[J* X0, JXo] — J[J X0, J*Xo] }
- 2 {[XQ,XO] - [JX(), JX()] + J[Xo, JX(]] + J[JX(), Xo]}
=0

Ny(Xo,JXo) = 2{[JXo, J*Xo] — [Xo, JXo] — J[J X0, JXo] — J[Xo, J*Xo]}
= 2{—[JXo, Xo] — [Xo, JXo] — J[J X0, JXo] + J[ X0, Xo|}

2{[Xo, J Xo] — [Xo, JXo] = J[J X0, J Xo] + J[Xo, Xo]}

0.

Como o tensor N é bilinear e nulo no referencial { Xy, J X}, obtemos
N;(X,Y)=0 VX,Y € TM.

Definig¢ao 1.3.4. Seja (M, J) uma variedade quase-compleza. Uma métrica Hermitiana
em M é uma métrica Riemanniana g, tal que J € uma isometria, ou seja,

g(JX,JY)=g(X,Y) VX,Y eTM.

Uma variedade quase-complexa (M, J), munida de uma métrica Hermitiana g, é chamada
variedade quase-Hermitiana. No caso em que M é uma variedade complexa, dizemos que
(M,g,J) é uma variedade Hermitiana.

Exemplo 1.3.3. Seja g uma métrica Riemanniana em uma variedade quase-complexa
(M, J). Entao sempre podemos obter uma métrica Hermitiana a partir de g. De fato,
definindo g : TM x TM — R por

1
(X, Y) =X, Y)+9(JX,JY)) VXY eTM,

2
temos
1
JIXTY) = S(g(IXTY) + g(J*X, JY))
1
= §(X,Y).

Teorema 1.3.1. Seja (M, g, J) uma variedade quase-complexa. A métrica Riemanniana
g em M €é Hermitiana se, e somente se, g(X, JX) =0 para todo X € TM.
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Demonstracao. Suponha que g é Hermitiana. Decorre da Definicao 1.3.4 que
9(X, JX) = g(JX, J2X) = —g(JX, X) = —g(X, JX),
donde
g(X,JX)=0. (1.9)

Agora iremos mostrar a reciproca. Se g(X, JJX) = 0 para todo X € T'M, entao
0=g(X+Y, J(X+Y)) = g(X, JX)+9(X, JY)+g(Y, JX)+g(Y,JY) = g(X, JY)+g(Y, JX),
ou seja,

9(X,JY) = —¢g(Y, JX). (1.10)

Portanto
g(JX,JY):—g(Y,JzX):g(Y,X) VX,Y € TM.

Logo g é Hermitiana.
O

Definicao 1.3.5. Seja (M, g, J) uma variedade quase-Hermitiana. A 2-forma funda-
mental de M é uma 2-forma w dada por

w(X,Y) =g(JX,Y)
para todos X,Y € T M.
Dada uma métrica Riemanniana qualquer g em M, podemos estendé-la a um 2-tensor
simétrico
gc : TM® x TM® — C
escrevendo

ge(X +iV, X' +1Y") = (X, X') — g(V,Y") +i(9(X,Y") + g(X",Y)).

A extensao da métrica Riemanniana g a TMC é chamada complexificacdo da métrica g
e também ¢é denotada por g.

Proposicao 1.3.4. A complexificacao da métrica Riemanniana g satisfaz as sequintes
propriedades:

(i) g(ZW)=g(Z,W) Y ZWeTM ;
(ii) g(Z,Z) > 0 ¥V ZecTMC;
(iii)) g(Z,W)=0 VY ZWeTM (ou V Z,W €T M).

Demonstragao. De fato, considere Z = X +1Y e W = X' +1iY".
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(i) Usando a expressao da complexificagdo da métrica, obtemos

g(Z, W) = g(X +1iY, X' +iY")

g(X, X)) —g(VY') —i(g(X,Y") + g(X"Y))
= g(X =Y, X' —iY")

— g(?,W)

(ii) Observe que

(2, 7) = g(X +iV, X —iY)
= 9(X, X)+g(YY) +i(—g(X,Y) +9(X,Y))
= g(X,X)—f—g(Y,Y),

assim concluimos que ¢(Z,Z) > 0.
(iii) Como para X —iJX, Y —iJY € T"OM temos

g(X —iJX)Y —iJY)=g(X,Y) —g(JX,JY) —i(g(X,JY)+ g(JX,Y)),

usando a expressao em (1.10) e o fato da métrica g ser Hermitiana, segue que
g(X —iJX,)Y —iJY) = 0.
Analogamente,
g X +iJX,)Y +iJY)=9(X,)Y)—g(JX,JY) +i(9(X,JY)+ g(JX,Y)) =0,
onde X +iJX, Y +iJY € TU'M.
O

Sejam ¢ a métrica Hermitiana de M™ e {e,...,e,} uma base do espago tangente
complexificado T}°M. Decorre da Proposicao 1.3.4, item (iii), que

9o = 9glea,e8) =0 e gaz=glea,ez) =0 Va,B€{1,2,...,m}.

Além disso, existem unicos 71,...,7, € T,M tais que
1 , 1 .
e = 5(7'1 —iJT), ..., ey = §(Tm —iJ 7).
Dizemos que {ej, ..., ey} é uma base unitdria de T}°M, quando

{m, 711, Ty JTin }
¢ uma base ortonormal de T, M, isto é,
1 . ‘
9op = 9(eaes) = 79(Ta = iJTa, 75 + i 75)

= {970 7) + 9070, T75) + 9(ra, T7) = 970 7))}

1 _ 1
= 5(9(7a,75) +19(7a, J75)) = 00 (1.11)
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para todos «, 5 € {1,2,...,m}.

Iremos obter as expressoes da métrica Hermitiana g e da 2-forma fundamental w =
g(J.,.) no sistema de coordenadas complexas (U, 1) de M, no qual J é a estrutura quase-
complexa canonica de M. Considere 2z, = x,+1y; a k-ésima coordenada de z e definamos
0s campos complexos

o _1(o 9N 0 _1(9 0
8zk o 2 axk ayk afk o 2 83:k 8yk ’

onde
9 9 9 9
9n B B B
¢ a base coordenada associada as coordenadas xi, ..., %y, Y1,---,Ym. Podemos escrever
0 0 0 0
J|l— ) =— J|l— ) =——— 1.12
ver Observacao 1.3.2. Deste modo, usando o Lema 1.3.1,
0 1/ 0 0
— == —iJ (= ™M 1.13
e
0 1/ 0 0
o = aaT = 7% A f 1.14
FERD (axk“ (833;.)) € ’ (1.14)
e, portanto, i, . 9 e i_, Ce i sao bases de THOM e TO' M, respec-
0 O2m 0z 0Zpm,

tivamente. Decorre da soma direta em (1.8) que

o 29 9
0z1" 0z, 07 0z

¢ uma base da complexificacio do fibrado tangente TMC. Com isso, concluimos que

o 0 o 0
g (&zk’ azj) g (82k’ azj) 0 kj<m

9 9N_ .
g 82]97623‘ _gkj7

obtemos a expressao em coordenadas da métrica Hermitiana g em uma variedade com-
plexa M, munida de uma estrutura quase-complexa .J, a saber:

Agora denotando

ds® = Z 97 dzx © dzj,

k,j=1
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onde dz, © dz; := dz,dz; + dz;dzy, dzpdz; denota um produto tensorial, dz;, = dxy, + idyy,
e dz; = dxj, — idy;. Usando a notagao de Einstein, escrevemos somente

ds* = 95 dz © dz;. (1.15)

Também podemos obter uma simples expressao da 2-forma fundamental de M, no
caso em que M é munida de uma estrutura quase-complexa canonica .J. De fato, usando
as igualdades em (1.13) e (1.14), obtemos

(22N (12 2 i (22 2y
82j782k -9 0zj’82k - 8zj’82k N

Analogamente,
Visto que

entao temos

w =19 dzj N\ dz. (1.16)



Capitulo 2

Variedades Kahler

2.1 Definicoes e Alguns Resultados Basicos

Seja (M, g, J) uma variedade Hermitiana com estrutura quase-complexa J e métrica
Hermitiana g. A derivada covariante do tensor J é dada por

(VxJ)Y = VxJY — JVxY. (2.1)

Definicao 2.1.1. Sejam (M, g,J) uma variedade Hermitiana e V a conexdo de Levi-
Civita. A wvariedade M € dita variedade Kéhler, se VxJ = 0 para todo X € TM, ou
seja, se J € paralelo.

Lema 2.1.1. Sejam (M, g, J) uma variedade Hermitiana e V a conexdo de Levi-Clivita,
entao

(i) (VyJ)JX = —J(VyJ)X VXY € TM;
(ii) g(Vy))X,Z) = —g(X,(VyJ)Z)  VX,Y,Z€TM.

Demonstracao. Veja que, derivando covariantemente J(JX) = —X com respeito a Y’
e usando a igualdade em (2.1), obtemos

—Vy X =Vy(J(JX)) = (Vy)(JX)+J(VyJX) = (Vy )(JX)+J(Vy ) X+JIVy X),
para todos X, Y € T'M, donde
—VyX = (VyJ)(JX)+ J(VyJ)X — VyX.

Assim

(VyJ)(JX) + J(VyJ)X =0,

para todos X,Y € T'M. Isso conclui o item (i). Agora mostraremos o item (ii). Observe
que, sendo g Hermitiana, vimos em (1.9) que ¢g(X, JX) = 0 para todo X € T'M. Deste
modo,

Y(g9(X,JX)) =0,

33
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donde
g(Vy X, JX)+9(X,VyJX)=0 = ¢g(VyX,JX)+9(X,(VyJ)X)+9(X,JVyX)=0.
Como g(X, JVyX) = —g(JX,VyX) = —g(Vy X, JX), segue que
9(X, (VyJ)X) = 0.
Em particular,

0 = gX+Z,(Vy)(X +2))
= 9(X, (Vy)X) +9(X, (Vv ))Z) + 9(Z, (Vy ) X) + 9(Z, (Vy J) Z)
= 9(X,(VyJ)Z) + 9(Z, (Vy J)X).
Logo
9(X, (Vv ))Z) = =g(Z,(Vy J)X).
Isso conclui o item (ii).

O

Proposicao 2.1.1. Seja (M,g,J) uma variedade Kdhler. Entao a estrutura quase-
complezxa J € integravel.

Demonstracao. Note que, por definicao,

%NJ(X, Y) = [JX,JY] - [X,Y] - J[JX,Y] - J[X, JY].

Usando o Lema 2.1.1 e sabendo que V é a conexao de Levi-Civita, vemos que

1
§NJ(X,Y) = VyxJY =V JX = VxY +VyX —JV,;xY + JVyJX

—JVxJY + IV iy X

= (VyxJY = JIV,xY) = (Vi JX — IV vy X)
+H(VyX + JVyJX) — (VxY + JVxJY)

= (Vyx )Y = (Vyy )X + J(VyJ)X — J(VxJ)Y.

Como VJ = 0, seque que N; = 0. Logo, por definicao, J é integravel.
O

Seja w uma k-forma diferencial sobre uma variedade diferenciavel M. A diferencial
de w é uma (k + 1)-forma denotada por dw. Dizemos que w é fechada quando dw = 0.
Considere agora w € Q?M uma 2-forma diferencial sobre M e definimos a derivada
covariante de w por

(Vzw)(X,)Y) = Z(w(X,Y)) —w(VzX,Y) —w(X,VzY)

para todos X,Y, Z € T M.
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Lema 2.1.2 (Férmula de Koszul). Se w € uma 2-forma diferencial, entdo a diferencial
é uma 3-forma que satisfaz

dw(X,Y,Z) = Xw(,2)) = Y(w(X,2)+ Zw(X,Y)) —w(X,Y],Z) + w(X, Z],Y)
—w([Y, Z], X).
Demonstragao. Ver [5], pagina 49, Proposigao 2.
O

Lema 2.1.3. Sejam (M, g, J) uma variedade Hermitiana e V a conexdo de Levi-Clivita.
Se w=g(J.,.) € a2-forma fundamental sobre M, entdo

dw(X, Y, Z) = g(Vx )Y, Z) —g((Vy ) Z,X) + g((VzJ)X,Y)
para todos X,Y,7Z € TM.

Demonstragao. Observe que a 2-forma fundamental w é definida por
wX,)Y)=9(JX,Y) VXY eTM.
Aplicando a férmula de Koszul em w, obtemos

do(X,Y,Z) = X(w(Y,2)) - Y(W(X,2)+ Z(w(X,Y)) - g(JVxY — JVyX, Z)

(VX Z — IVZX,Y) — g(JVyZ — IV Y, X)

= (X(w(Y;2)) —g(JVxY,Z) +g(JVxZ,Y))
—(Y(w(X,2)) + g(JVy X, Z) — g(JVy Z, X))
HZW(X,Y)) = g(JV2X,Y) + g(JV5Y, X))

= (XW(Y,2)) —w(VxY,Z) —w(Y,VxZ2))
—(Y(w(X, 2)) + w(Vy X, Z) + w(X, Vy Z))
HZ(W(X,Y)) —w(VX,Y) — w(X, V,Y)),

isto é, a diferencial de w ¢ a 3-forma dada por
dw(X,Y,Z) = (Vxw)(Y, Z) — (Vyw)(X, Z) + (Vzw)(X,Y) (2.2)
para todos X,Y, Z € T M. Agora encontraremos as expressoes de
(Vxw)(Y, 2), (Vyw)(X,2Z) e (Vzw)(X,Y)

em funcao da métrica g. De fato, usando a definicao de derivada covariante de 2-forma
diferencial, temos

(Vxw)(Y.Z) = X(w(Y,2)) ~w(VxY,Z) —w(Y,VxZ)
= X(9(JY,2)) —g(JVxY,Z) = g(JY,VxZ)
= g(VxJY,Z)+ g(JY,VxZ) — g(JVxY,Z) — g(JY,VxZ)
= g(VxJY,Z) — g(JVxY,Z)
= g((VxJ)Y, Z).
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Analogamente,
(Vxw)(X,2) = g(Vy /)X, Z) e (Vzw)(X,Y) =g((Vz/))X,Y).
Substituindo estas expressoes na igualdade em (2.2), concluimos o resultado.

O

Teorema 2.1.1. Sejam (M, g,J) uma variedade Hermitiana e V a conexdo de Levi-
Cwita. Entao a variedade M é Kahler se, e somente se, a estrutura quase-complexa J €
integravel e 2-forma fundamental w = g(J.,.) € fechada.

Demonstracao. Se VJ = 0, decorre do Lema 2.1.3 que dw = 0. Agora, usando a
Proposicao 2.1.1, obtemos que J é integravel. Reciprocamente, observe que

(VyNJIX + J(Vy )X = VyJ2X — JVyJX + J(VyJX — JVyX)
= —VyX — JVyJX + JVyJX + VyX)
= 0. (2.3)

Usando o Lema 2.1.3, juntamente com a igualdade em (2.3) e o carater Hermitiano da
métrica g, obtemos

dw(X,Y, Z) — dw(JX,JY, Z)

= g(Vx)Y,Z) = g(Vy )X, Z) + g((V2J)X,Y) = g((V,xJ)JY, Z)
(Vo DNIX, Z) — g(V2T)IX, TY)

= g(=JA(Vx))Y,Z) = g(=T*(Vy )X, Z) + (V2 )X, Y) + g(J (V. xJ)Y, Z)
—g(J(Vyy )X, Z) + g((VzJ)X,Y)

= g(=J(VxJ)Y + J*(VyNX + J(Vyx )Y = J(Vy )X, Z)
+9((Vz)X + (V2J)X.,Y)

= GJI(Vy D)X = J(VxD)Y + (Vo J)Y — (Voy X)X), Z) + 29((V2 )X, Y)

_ %guNJ(X, Y), Z2)+29((V2)X,Y)

para todos X,Y,Z € T M. Como, por hipétese, dw = N; = 0, entao
g(Vz))X,Y)=0 VX,Y,ZeTM.
Logo VJ = 0.
O

Seja (M, g, J) uma variedade Kéhler. Decorre do Teorema 2.1.1 que a 2-forma funda-
mental w é fechada. Nesse caso, w é chamada forma Kahler e a métrica Hermitiana g é
denominada métrica Kahler. Segue do teorema de Newlander-Nirenberg, juntamente com
Teorema 2.1.1, que a estrutura quase-complexa J é a estrutura quase-complexa canonica
de M. Deste modo, a métrica Kéhler e a forma Kéahler sao expressas, ver (1.15) e (1.16),
em coordenadas por

ds® = 9ap dza © dZp e W =1gap dza N dZg. (2.4)
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Teorema 2.1.2. Seja (M™, g, J) uma variedade Hermitiana de dimensdo complexa m.
Entao a variedade M € Kdhler se, e somente se, em cada p € M, existem coordenadas
holomorfas z = (z1, ..., zm) tais que

9(2) = 1+ O(|z*).
Demonstragao. Ver [1], pagina 47, Teorema 4.17, item 7.
0

Este resultado é bastante 1til, pois ele garante em variedades Kéahler, a existéncia de
um sistema de coordenadas bastante simples chamado sistema de coordenadas normais
holomorfas. Além disso, nos afirma que a métrica Kahler coincide localmente com a
métrica Euclidiana.

2.2 Curvaturas em Variedades Kahler

Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e V a conexao de Levi-Civita. O tensor
curvatura ¢ um (3,1)-tensor R definido por

R(X.Y)Z :=VxVyZ - VyVxZ - VixyZ VY X,Y,ZETM.
A partir deste tensor, podemos definir o (4,0)-tensor
RX,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) ¥ X,Y,Z,W e TM,

denominado tensor curvatura Riemanniana.

O lema abaixo compoe-se em propriedades basicas do tensor curvatura Riemanniana.
A demonstracao dessas propriedades pode ser consultada em [6].

Lema 2.2.1. O tensor curvatura Riemanniana satisfaz as sequintes propriedades:
(i) RX,Y,Z,W)=R(Z W, X,Y),
(i) R(X,Y,Z,W)=—-R(X,Y,W, Z) (anti-simetria),
(i) R(X,Y,ZW)+R(Y,Z, X, W)+R(Z,X,Y,W) =0 (primeira identidade de Bianchi),

(v) (VxR)Y,Z,W,T)+ (VyR)(Z,X,W,T)+ (VzR)(X,Y,W,T) = 0 (sequnda iden-
tidade de Bianchi)

para todos X, Y, Z W, T € TM.

Seja {ei, ..., e, } um referencial ortonormal local de TM. O tensor de Ricci da varie-
dade Riemanniana M™ é definido por

Ricy(X,Y):=) R(e;, X,Y,e)) VXY eTM.

=1
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Decorre diretamente da simetria do tensor curvatura Riemanniana que o tensor de Ricci
de qualquer variedade Riemanniana ¢ simétrico, ou seja,

Ricy (X,Y) = Ricy (Y, X) VX YeTM.
Proposicao 2.2.1. Seja (M", g, J) uma variedade Kdhler. Entao
(i) R(X,Y)oJ=JoR(X,Y),
(i) R(X,Y,JZ,JW)=R(X,Y,Z W),
(iii) Ric(JX,Y) = —Ric(X,JY)
para todos X,Y,Z W € TM.

Demonstracao. Como M ¢é uma variedade Kéahler, J é paralelo com respeito a conexao
de Levi-Civita. Portanto
R(X,Y)JZ = VxVyJZ -VyVxJZ -V xyJZ

= Vx((Vy))Z +JVyZ) =Vy(VxJ)Z + JIVxZ)— (VixyvJ)Z — IJVxy|Z
VxJVyZ —VyJVxZ — JVxy1Z
= (Vx)VyZ +JIVxVyZ — (VyJ)VxZ — JVyVxZ — JVxy|Z
= J(VxVyZ = VyVxZ -V xyZ)
= JR(X,Y)Z,

isto é,
R(X,Y)JZ = JR(X,Y)Z VX,Y € TM. (2.5)
Assim concluimos o item (i). Agora usando as igualdades em (2.5) e (1.10), temos
G(R(X.Y)JZ,W) = g(JR(X,Y)Z,W) = —g(R(X,Y)Z, JW),

donde
R(X,Y,JZ W)= —-R(X,Y,Z, JW),

Logo segue-se o item (ii),
R(X,Y,JZ,JW)=—-R(X,Y,Z, J*W) = R(X,Y,Z, W) ¥V X,Y,Z,W €TM. (2.6)
Mostraremos finalmente o item (iii). Veja que

Ric(JX,Y) = ZR (e, JX,Y,e;) = ZR Jei, X, Y, e;)

=1 =1

- —ZR Jei, X, —J%Y, ¢;) = ZR Jei, X, JY, Je;).

Como J é uma isometria, entdo {Jey,...,Je,} ainda é um referencial ortonormal local
de T'M. Dai

Ric(JX,Y) = —Ric(X,JY) (2.7)
para todos X, Y € T'M.
O
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2.3 Simbolos de Christoffel e Tensor Curvatura em
Coordenadas

Sejam (M™, g, J) uma variedade Kéhler de dimensao complexa m, V a conexao de
Levi-Civita e (U, z) um sistema de coordenadas complexas. Consideremos o referencial
local associado & complexificacdo do fibrado tangente TMC:

0 0
= — - = — < < . .
Z, 5o Z PR 1<a<m (2.8)

Assim como a métrica g tem extensdes C-lineares para TMC, a conexao de Levi-
Civita V, o tensor curvatura R e o tensor de Ricci também podem ser estendidos por
C-linearidade a TMC, por exemplo:

Vo) (X +3Y) = VX + VoY
= (VuX +iVyX) +i(VyY +iVyY)
= (VUX — Vvy) + Z(VUY + VvX)

Considere as seguintes convengoes:
(i) A,B,C,... €{l,....,m,1,...,m},
(i) a,B,7,... €{1,...,m},

(iii) @ = a.

Usando a convencao acima, definimos os simbolos de Christoffel relativos a base
{(Zsy={Z1,..., Zmm, Z1,..., 2z} de TMC por

VZAZB = ZFZBZC
C

A simetria da conexao de Levi-Civita V, implica que
I =T%, (2.9)

Visto que Vz,Zp = V3, 7, obtemos
Z FS;BZC = Z FSIBZC = Z F%BZC = ZFEBZ@
c c c c
e, portanto,
I, =T%;. (2.10)

Proposigao 2.3.1. Seja (M, g,J) uma variedade Kihler. Se Z € T'OM (resp. Z €
TOYM ), entio VwZ € TYOM (resp. VwZ € TO'M) para todo W € TMEC,
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Demonstracao. Considere W = U +iV € TM® e X € TM. Veja que
VW(X — ZJX) = (VUX + VVJX) + i(—VUJX + VvX)

(VuX + JVyX) +i(=JVyX — J*VyX)
= (VuX+JVyX)—iJ(VyX + JVyX)

VW<X —I—ZJX) = (VUX - VVJX) —|—Z(VUJX + VvX)
= (VuX = JVyX) +i(JVpX — J*VyX)
= (VuX = JVyX) +iJ(VyX — JVyX).

Logo Vi (X —iJX) € T"'M e V(X +iJX) € T%' M, para qualquer W € TMC® e
X eTM.

O

Proposicao 2.3.2. Seja (M, g, J) uma variedade Kdhler. Entao os simbolos de Christof-
fel TSy satisfazem .

Fia = Fi& = 0
para todos a, 3 € {1,....m} e Ae{l,....,m,1,...,m}.

Demonstracao. Visto que Z, € TH°M, usando a Proposicao 2.3.1, temos

ViziZa=» TS5 Zc € TM,
C

consequentemente, Fia = 0. Analogamente, Z; € T™'M e Vz,Zs = > 1925 €
T%'M, o que implica, F’Ba = 0.

O

Uma consequeéncia direta e bastante ttil da Proposicao 2.3.2 é expressa no seguinte
resultado:

Corolario 2.3.1. Seja (M, g, J) uma variedade Kdhler. Os inicos simbolos de Christoffel
'S, possivelmente ndao-nulos, sdo do tipo

Y Y
I, e IO
para todos o, B,y € {1,...,m}.

Vamos calcular os simbolos de Christoffel no sistema de coordenadas complexas dadas
m (2.8). Com efeito,

0905
825

= Zﬂ(g(ZOm Zg)) = g(VZ,aZav ZS) + g(Za, VZBZS)
= 9(Q T0sZy Z5) + 9(Zas Y ThsZy) = 93 Vs Zy, Z5)
n n

n
= Y Tg, (2.11)
n
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Denotemos por (g*?) a matriz inversa da matriz fundamental (g,3), isto ¢,

D 0039" = ba.
p=1

Portanto 9
50405 5
S S S T = YT, = T 212
5 B 5 7 0
ou seja,
00,5 50935
= S = @19
5 5 “
e
- — -5 09as -50955
77— 75908 _ 76288 2.14
a8 = Lap 26:9 0% %:g OZa 214)

A seguir veremos o que ocorre com o tensor curvatura em variedades Kahler. Observe
que

R(Za, Zp)Zc =Y  RipcZp,
D

o que define as coordenadas REp. do tensor curvatura R no sistema de coordenada
complexa (U, z). Definiremos também os coeficientes de R por

RABCD = R(ZA,ZB,Zc,ZD). (215)

Dai
Rapep = 9(2 RipcZe, Zp) = Z REpc9(Ze, Zp)
E E
= ZREBCQED = ZgDEngc. (2.16)
E E
Lema 2.3.1. Seja (M,g,J) uma variedade Kdhler. Se Zo é um campo de tipo (1,0)
(resp. (0,1)), entao R(Za, Zp)Zc é um campo de tipo (1,0) (resp. (0,1)).
Demonstracao. Note que, por definicao,
R(ZA, ZB)ZC = VZAVZBZC — VZBVZAZC’ — V[ZA,ZB}ZC’~

Além disso, a Proposigao 2.3.1 afirma que V preserva campos de tipo (1,0) e (0,1). Logo
concluimos que R(Z4, Zg)Zc é de tipo (1,0). Analogamente, V também preserva campos
de tipo (0, 1), deste modo, se Z¢ é um campo de tipo (0, 1), obtemos que R(Z4, Zp)Zc
é de tipo (0,1).

O
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Lema 2.3.2. Seja (M, g, J) uma variedade Kdhler. Entdo as coordenadas e coeficientes
do tensor curvatura R satisfazem

RjBB: iBﬂZO ¢ Rapap = Rapas =0
para todos o, B € {1,... . m} e A,Be{l,...,m,1,...,m}.

Demonstragao. Note que Z5 € TH°M, usando o Lema 2.3.1, obtemos que

R(Za,Zp)Zs =Y  RGpsZc € T°M.
C

Logo i

[e7

Analogamente, podemos obter RS, 3

= 0. Como go3 = g3 = 0, concluimos

RABoc,B = ZgﬁERgBa = Zgﬁ’_Y‘RZ}Ba =0
E Y

Rapap = ZQBEREBa = ZQBWRAB& =0.
E ¥

O

Proposicao 2.3.3. Seja (M, g, J) uma variedade Kdihler. Os tinicos coeficientes Raqp
e Rapep, possivelmente nao nulos, sao 0s do tipo

o
RBWS’

Rfss: Ris Riss: Bapyss Ropss: Rapys © Raps

para todos o, B,y € {1,...,m}.

Demonstracao. O resultado decorre diretamente do Lema 2.3.2.

O

Iremos calcular os coeficientes do tensor curvatura no sistema de coordenadas com-
plexas dado em (2.8). Note que

R(257 27)25 = VZBVZ@ZE - VZ;,VZBZ(S - V[zﬁ7z,_y}Z5
= Vz, (Z [4574) — VZ:,(Z ['55Z5)
A B

= —Vz () _ThZs)
B
or
85
= =D 5 %= Y TV,
n v n
or

_ 86
B Xn: 0z, n-
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Logo
GI‘"
ZRMZ = R(Zp, 2y Z oz,
donde
ors
a B
Analogamente, podemos obter
are
le} _ Y6
Usando as igualdades em (2.16), (2.17), (2.11) e (2.13), segue que
orey,
Raﬁ'yg = ZgSTROCBW Zgé‘r a
0 T ag&’r T
= = Z a_g(gg"rra'y) + Z 0z %5 Foa'y
ag’yé ag(ST fqr 2 I ag'Wl
- —zazﬁ( DI I
an'yS 7 ag *89’
= — [l el g 2.19
IR DU e o (2.19)
1)
Logo o tensor curvatura Riemanniana em coordenadas complexas é dado por
P95 | 50947 095
Rogs = — o0k 200 20T 2.20
8 T 205 Y Dz 02 (220)

A seguir, mostraremos a identidade de Ricci para fungoes f : M™ — R de classe C™
definidas em variedades Kéhler (M™, g, J) de dimensao complexa m.

Counsidere um referencial local unitario
1
{eg,...,emy CTHM

de M, ou seja,
1
gaﬁ = g(eaa 63) — 56045-

Lema 2.3.3. Sejam M™ uma variedade Kahler e f : M™ — R uma funcdo de classe
C*. Entao

0

Fase — Facn = 2 () of 0 (T25) of aof
€B

= = . _ 1ok /.
86D 860 B 86D ABT DC (96E

of

LT s den
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Demonstracao. Usaremos sucessivamente a simetria dos simbolos de Christoffel sem
fazer mencao. Note que

fap = ﬁ _1Tb ﬁ
AB = Oeplea 4B 9ep
e
>’f p Of
fac = decOey Fac Oe
Dai
Ofap

fABC = 660 - FZCfDB - FngDA

0
face = % - FngDC - FngDA-
€B

Usando as duas expressoes acima, obtemos que

Ofap  Ofac

faBc — facs = dec  den +Thsfoc —Thefps. (2.21)
Por outro lado,

afAB _ a3f _ 0 (FD ) ﬁ _1Dh an

dec decdepdes  Oec ¥ B/ dep AB Becdep
e

fac  _ *f 9 (r2.) of p f

Oep depdecdes Oep © Y7 dep AC 9egdep

Logo, substituindo estes resultados na igualdade em (2.21), obtemos

0 0 19, 52 o2
fasc — face = — ( AC’)%_%(FD) f D / D f

Oep AB % AC 9egdep - AB decOep
>’ f of O’ f of
e (—— -1t — |-, (—— _17& L
thas (8608619 DcaeE) A <863(9€D DB@eE)

9 pp O 0 o O b e OF b orm
Des (FAC) Dep e (FAB) Dep, FABFDCaeE +4cl'ns

9 o

of

dep’
O

Proposicao 2.3.4. Sejam M™ uma variedade Kdhler e f : M — R uma funcao de
classe C*°. Entao

(i) fms - fﬁ37 = anRmSm
(i4) fay5 — [a5y = —2[5R05,55
(iit) foy5 — fosy =0,

onde B,7v,6,m € {1,...,m}.
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Demonstracgao. Inicialmente mostraremos a primeira igualdade. Decorre do Corolario
2.3.1 e Lema 2.3.3 que
0 0
) 9

fﬁﬁ - fﬁgv = _a_é(s ( By 8_677.
Usando a expressao em (2.18), podemos obter

0
% (ng) = Rgﬁv = Qg(Rgfmeu, eq) = 29(R(es,ep)eq, eq) = 2Rs5., = —2R; 5.

Logo
Jovs — fasy = 2/nRis-

Agora mostraremos o item (ii). De fato, usando o Corolario 2.3.1 e o Lema 2.3.3, temos
0 7\ Of
Ts = fai = 5o (r%) b6,

Por outro lado, segue da expressao em (2.17) que

0

(9_e,Y (F%) = _Rgvﬁ = —2g(R§W—eﬂ,en) = —29(R(e5,¢e4)ep, ) = —2R5.5, = —2R,5.5.

Assim, podemos concluir
Javs — fa5, = —2f3R,5,5.

O item (iii) decorre diretamente do uso do Corolario 2.3.1 no Lema 2.3.3.

2.4 Curvatura Bisseccional Holomorfa

Ao longo desta se¢ao, (M™, g, J) denotard uma variedade Kéhler de dimensao com-
plexa m e T, M o espaco tangente de M em x € M. Um plano bidimensional ¢ C T, M
é chamado um plano holomorfo, se o é invariante por J, isto é, J(o) C o.

Definigao 2.4.1. Sejam o1 e oy dois planos holomorfos contidos em T, M. A curvatura
bisseccional holomorfa é definida por

KBy(01,09) = R(X, JX, JY)Y),
onde X € um vetor unitdrio em o1 e Y € um vetor unitario em os.

Na Definicao 2.4.1, a curvatura bisseccional holomorfa depende apenas dos planos o,
e 0. Ver [6], pagina 104, Proposicao 3.1.

Sejam g a métrica Kéhler de M™ e {e, ..., e, } uma base unitéria do espago tangente
complexificado M. Assim existem tnicos 7, ...,7, € T,M tais que

1
€1 = 5(7’1 — iJTl), ey € = §<Tm — iJTm),
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onde
{r,J71, s Ty JTin }

¢ uma base ortonormal de T, M, isto é,

1
9B = 50as (2.22)

para todos «, § € {1,2,...,m}. Vimos em (2.15) que
Rapep = R(ea,ep,ec,ep) = g(R(ea, ep)ec, ep)

denota os coeficientes do tensor curvatura Riemanniana na base {ey,...,e,} do espago
tangente complexificado T}°M, onde A, B,C,D € {1,...,m,1,...,m}.

Definicao 2.4.2. Seja M™ wuma variedade Kdhler de dimensdo complera m. A cur-
vatura bisseccional holomorfa de M ¢é limitada por uma constante Ko € R, denotada por
KBy > Ky, se

1
RadﬂB Z §K0<]. + (5,15) (223)

para qualquer base unitdria {ei, ..., ey} do espago tangente complexificado T°M . Quando
em (2.23) ocorre a igualdade, dizemos que a curvatura bisseccional holomorfa de M é
constante igual a Ko. Além disso, nesse caso, M € dita um espaco de curvatura bissec-
cional holomorfa constante K.

Proposicao 2.4.1. Seja M™ uma variedade Kdhler de dimensao complexa m. Se
KBy = Ky, entao
R(To, JTa, JT3,78) = 2Ko(1 + d0p),

onde {my, JT1, ..., Tm, T} € uma base ortonormal de T, M.
Demonstragao. Consideremos a base unitéria {ey,...,e,} de T 0M, tal que
1 .
Co = §(Ta —iJr,) Ya€l,...,m.
Note que
Roass = 9(R(ea,ea)es ez) = 1—169(R(Ta — 1T, Ta +1J70) (T8 — 1JT3), 75 + iJT[)
= ig(R(Ta, JT0) T3, T3).

Logo, usando a Definicao 2.4.2 e a igualdade acima, obtemos

R(To, JTo, JT3,78) = 2Ko(1 + dup).
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Observagao 2.4.1. Sejam XY € T,M. Usando a primeira identidade de Bianchi,
obtemos que

R(X,JX,JY,)Y) = —R(JY,X,JX,Y)— R(JX,JY,X,Y)
= R(X,JY,JY,X)+ R(X,Y,Y, X).

Logo a curvatura bisseccional holomorfa esta intimamente relacionada com a curvatura
seccional da variedade Kahler M.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de variedades Kahler e calcularemos a cur-
vatura bisseccional de tais variedades.

Exemplo 2.4.1 (Espago Euclidiano Complexo). O espago Euclidiano complexo C™,
munido com o atlas formado pela aplicacao identidade, é uma variedade complexa de
dimensao complexa m. Considere em C™ a estrutura quase-complexa canonica J e a
métrica Euclidiana canonica g. Observe que J e g tornam C™ uma variedade Kahler.
Com efeito, seja (z1,...,2m) = (T1 + W1, s Tm + W) = (@1, Ty Y1y -+ Ym) A
coordenada canonica em C™ ~ R?™, dai

0 0 0 0 0 0
g(J(a—%)’J(a—xg))—g(a—ya’a—yﬁ)—%—g(a—%’a—m)’

0 0 0 0 0 0
g<J(a—ya>’J(a—yﬂ>)—9(‘a—%"a—m>—%—g(a—y&’a—yﬁ)

0 0 0 0 0 0
9(‘](8—%)"](@—%))—g(a—ya"a—m)—o—g(a—%@)

para todos «, 8 € {1,...,m}. Logo a métrica g é Hermitiana.
Agora iremos mostrar que g é uma métrica Kahler. Veja que, para cada «, €
{1,...,m}, temos

I B T A T e
o = 9 0z 0Zg ~ 9\ 2\ 0z, o) 2 \0xs  Oys

1 1 1

= Z_L(Saﬁ + Zéaﬁ = §5aﬁ~

Logo a expressao da 2-forma fundamental w(.,.) = g(J.,.) em coordenadas, ver (2.4), é
dada por

i B
w = 3 ; dapdze N dZg.
Assim
w = %(d:va +idys) N (dxg — idy,)

= %(-Zdl’a VAN dyoz + Zdya A dxa)
= dlEa VAN dya'
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Portanto dw = 0. Logo w é uma forma Kahler, com respectiva métrica Kéhler g.
Além disso, observemos que a curvatura bisseccional holomorfa de C™ é nula. De

fato, basta substituir g,z = 5(5&/3 na expressao do tensor curvatura Riemanniana em

coordenada, ver (2.20),

82973 + nT agwﬂf 8957—

o =0. 2.24
Raﬂ’yé 85582a 0%z, 825 0 ( )

Em particular,

RadﬂB - O

Usando a igualdade acima e a Definicao 2.4.2, obtemos que
KB(Cm — 0
Logo (C™, g,J) é um espago de curvatura bisseccional holomorfa constante nula.

Exemplo 2.4.2 (Espaco Projetivo Complexo). Considere em C™*!\ {0} os pontos z =
(2055 2m), w = (wp, ..., wy,) e arelagdo de equivaléncia ~, tal que

z~w = INeC\{0} : z; = w; Vj€{0,...,m},
e denotamos a classe de equivaléncia de z por
2] := {w € C"T\ {0}; w~ z}.

O espago projetivo complero CP™ é o conjunto quociente de C™ "1\ {0} pela relacao de
equivaléncia ~, isto é,

CP™ = {[z]; z € C™\ {0}}.

Assim podemos ver que o espaco projetivo CP™ é o espaco de todas as retas complexas
em C™. Denotamos por [z] a reta gerada por z e por (zy,...,2zn) as coordenadas
homogeéneas de [z]. Para 0 < j < m, definimos

U= {[z] € CP™ 2 #0} o V; = {z€ C™\{0}; 2 #0}.

Consideremos em CP™ a topologia induzida pela aplicagao 7 : C™**\ {0} — CP™ dada
por 7(z) = [z], ou seja, os abertos CP™ sao da forma 7(V'), com V aberto em C™*1\ {0}.
Logo U; = m(V;) é um aberto de CP™. Note que

Wi ={(20,---+%,..-,2m) € V}; 2z, =1}
¢ isomorfo a C™, dai podemos definir as aplicacoes a; : U; — C™ por
1 .
ai([z]) = ;(zo,...,zj,...,zm), (2.25)
J

com a z;-ésima coordenada retirada, ver Figura 2.1. Veja que a; estd bem definida e temos
que a; é continua e bijetiva. Portanto a; ¢ um homeomorfismo. Agora para provar que
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Cﬂ’l

Figura 2.1: Cartas complexas do espago projetivo complexo.

(Uj,a;) é um sistema de coordenadas complexas em CP™, resta mostrar que a mudanga
de coordenadas
ag © a;l : CLj(Uj N Uk) — ak(Uj N Uk>

¢ holomorfa. Com efeito,

—1
agoa; (20, 1,ooizm) = axl[20,-- -5 2-1, 1, 24155 Zm))
1
= _(207'"7Zj—1717Zj+17"-azm)
2k
. 20 Zj-1 1 Zj+1 Zk—1 1 k41 Zm
- EERER y PRI s L P
2k 2k Rk Rk 2k 2k 2k

para todo 0 < j,k < m. Isso mostra que a mudanga de coordenadas ¢ uma funcao
holomorfa de m varidveis complexas. Logo CP™ é uma variedade complexa de dimensao
complexa m.

Sejam z = (2g,...,2m) € C™"" e w = (wy,...,w,) € C™1. Definiremos o produto
interno Hermitiano em C™*! por

(2, W) gmar = 20Wo + . . . + 2 Wy,

Seja

P = {2 = (20, .., 2m) € C" (2, 2)omin = 1}
a esfera unitdria em C™*!. Observe que a aplicacao 7 restrita a S?™*! continua sendo
sobrejetiva. Além disso, 7 : S?™*! — CP™ é uma aplicacao holomorfa, pois a expressao
local de 7 nas coordenadas (2.25) é dada por

1

9 == — Y y y o ..
7T<ZO s 7Zm) Z'(Z(]? 7Zj 17Z]+17 7Zm>
J

. <0 Zj—1 Zj41 Zm
—_ _‘7 ey _'7 _.7 ey _
Zj Zj Zj Zj
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para z = (29, ..., 2m) € U;.

Agora mostraremos que 7 é uma submersao. Como 7 é sobrejetiva, basta provarmos que
a aplicacao diferencial dr, : T,S*"*1 — T, =(z)CP™ tem posto m. De fato, o Jacobiano
complexo de 7 é a matriz de ordem (m + 1) x m

1
~ 0 ... 0 =2 0 .. 0
Zj ?j
1 21
0 — 0 -2 0 0
1 oz
dr.=| 0 0 ... — =“ZL 0 . 0
0 0 0 -t = 0
. 1
0 0 0 - 0 ~

a qual contém o menor inversivel m x m obtido ao excluirmos a j-ésima coluna. Logo
dr, tem posto m.

Note que, cada fibra 771([z]) C S*™*! ¢ um grande circulo na esfera S*™*1 isto ¢,
7 H[z]) = {e?2z; 0 < 0 < 27}. A submersdao 7 : S?"*! — CP™ é conhecida como a
fibragio de Hopf. Como 7 !([z]) é um grande circulo em S*"*! entdo dados U,V €
Tr(zCP™, existem tnicos U,V € T,S*™! ortogonais a fibra 7! ([2]), tais que

dr(U)=U e dr.(V)=V.
Os campos U e V sdo os levantamentos horizontais de U e V a T,S*™*!, respectivamente.
Deste modo, podemos definir uma métrica Riemanniana g sobre CP™ por

g(UV) = (U, V)i - (2.26)

A métrica definida em (2.26) é denominada a métrica de Fubini-Study. A estrutura quase-
complexa canonica J de CP™ é uma isometria com respeito a métrica de Fubini-Study
g. Além disso, g ¢ uma métrica Kéahler, ver [9], pagina 159, Exemplo 6.3.

Agora iremos calcular a curvatura bisseccional holomorfa de CP™. Considere a métrica
de Fubini-Study em coordenadas

ds? — 4(1 + > 2,2,)(d2dz,) — (30 2,d2,) (D 2,d2,)
(L4232 2y2,)? 7

ou seja,
5&5 Eazﬁ

=2 — .
ST SEEN R (S SRR
Fazendo alguns céalculos, obtemos

0gs7 _ o, Za Y Zp S ZaZ,gZT_
024 (14> 2,2,)? (14> 2,2,)2 (14> 2,2,)°
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e
%933 1 z 1
0Za0z4 (1+2°22) (1+2°2%) (1+2°27)
_ =2 — _
ZaZ z ZaZ
46,5 B 44 R N B—
(L4230 2%) (L4 2>022)° (L4 2>022)°
ZaZaZ}
(1+2222)
Consideremos (z1,...,2mn) = (0,...,0). Dai
09z & 955
9o = 2043, 9 0 e e —2(1 4 0ap).
Observe que {8_} nao é unitario. Assim para obter a curvatura bisseccional holo-
Ra a=1

morfa de CP™ necessitaremos dividir por g.agss a expressao do tensor curvatura Rie-
manniana em coordenadas, ver (2.20), isto é,

R(eq,€a: €5, €5) 1
Roas5 = = —(14 bap)-
P glearea)gles ez) 2 ’

Logo, decorre da Definicao 2.4.2 que
KB(C[[DM - ]_

Exemplo 2.4.3 (Espago Hiperbdlico Complexo). Considere no espago Euclidiano com-
plexo C"™! a forma sesquilinear ((,-)) : C™*! x C™*! — C dada por

((z,w)) := —z0wo + Z ZiW;,
i=1

onde z = (2p,...,2m) € C™" e w = (wy, ..., w,) € C". Assim, através desta forma
sesquilinear, podemos definir uma pseudo-métrica ((-,-)) : C™* x C™** — R por

((z,w)) := Re ((z,w)).

O conjunto dado por

Hymth = {2 e €™ ((z,2)) = -1}
= {zeC™ |nP =14z +... +|zal’},

é conhecido como espaco anti-de Sitter. Note que ¢z € HX™' para qualquer § € R.
De fato, se z € H*™!, entdo para qualquer # € R, temos

((€?z,e72)) = ePi0((z, z)) = —|e?)? = —1.
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Desse modo, podemos definir em H7™ ' a relacdo de equivaléncia ~ dada por

z~w = w=¢"z, paraalgum 6 € R.

Seja [2] = {w € H™: w ~ 2z} a classe de equivaléncia de z € H™. O espaco
hiperbdlico complero é o conjunto CH™ = {[z]; z € H{™"'}. Pode ser visto em [9],
pagina 282, Exemplo 10.7, que CH™ é uma variedade complexa.

Também, o espago hiperbdlico complexo pode ser visto como a bola unitaria aberta

Dy ={(z1,. -, 2m); z:zwé7 < 1},
munida com a métrica

ds? — 4(1 — 2 ) (dzydzy) — (30 2 dzy) (3 24,dZ,)
(1=2222)° 7

isto é,
043 Zo?
gaB = 0 — - 2 A ~\2°
(1—2>222,) (1—3222,)
Podemos ver em [9], pagina 169, Teorema 7.8, que a métrica acima é Kéhler. Fazendo
alguns cdlculos, obtemos

0957 20 Za . Zg .y zazng_ :
0zq (1—=>2%%) (1—=>22%) (1—=222%%)
e
= 4 o 2008
02002 IS 222 M-S ez U -3zz)
— =2 —
2028 % ZaZp
—40a —3 4 — — 80ap =3
M- 25)0 (1-X5%)P8 V1= %)
ZaZaZ}
(1—=222%)
Consideremos (z1,...,2m,) = (0,...,0). Portanto,
09p7 829,35
7 = 250( s = — 2 1 50[ .
G = 2o . © Bmdz, 2T 00)

Usando a expressao do tensor curvatura Riemanniana em coordenadas, ver (2.20), obte-

mos 1
RadﬁB - 7(1 + 5a6)-

Logo, decorre da Definicao 2.4.2 que

KB(CHm - —]_
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2.5 Os Operadores Gradiente e Laplaciano em
Variedade Kahler

Seja (M™, g,J) uma variedade Kéhler de dimensao complexa m, V a conexao de
Levi-Civita e (U, 1) um sistema de coordenadas complexas.
Iremos obter as expressoes dos operadores gradiente e Laplaciano em um referen-

cial unitrio do espaco tangente complexificado TH°M na vizinhanca coordenada U da
variedade Kahler M.
Seja {ei, ..., e, } um referencial unitério em TH°M | tal que

1
€a:§(Ta—iJTa), 1<a<m,

onde
{T17 J7-17 c Ty JTm} - TM

¢ um referencial geodésico em uma vizinhanca U C M™ de um ponto p € U. Dai, em p,
Vo8 =Viyrnm3 =V Jis =V Jrs=0 Va,fe{l,...,m}.
Além disso, veja que
Ta =€at+ea € JT,=1i(eqa —es). (2.27)

Definicao 2.5.1. Seja f : M™ — R uma fungao suave. O gradiente de f € o campo de
vetores real V f definido por

9(Vf, X) = X(f)
para todo X € T'M.

Seja {Ta, JTo }0, um referencial geodésico e f € C*°(M). Como

9(\Vf. 1) =7a(f) e g(V [, J1a) = (J7a)(f), (2.28)
entao . .
V= talH)Ta+ D> (1) () I Ta. (2.29)

Proposigao 2.5.1. Sejam f,h € C°(M) e{e1,...,en} CTYM um referencial unitdrio
em uma vizinhanca U C M. Entao o gradiente de f em U € dado por

Vf= QZfdea + QZfaeo_m
a=1 a=1
onde fo =g(Vf,eq) e fa=9(Vf es). Consequentemente,

9(Vf,Vh) =2 (faha + faha).
a=1
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Demonstracao. Usando notacao de Einstein na expressao em (2.29), podemos escrever

Vf=7f)Ta+ (J1a)(f) I Ta.

Logo, substituindo as igualdades em (2.28) na expressao acima,

Vi = g9V ,7)7a+9(Vf, J7a) 70 = g(Vf,7a)(ea + €a) +ig(V [, JTa)(€a — €a)

= (9(Vfi7a) +ig(Vf, J1a)) ea + (9(Vf,70) —ig(V [, JTa)) €a

= 2g¢ (Vf, %(Ta + iJTa)> ea + 29 (Vf, %(Ta — iJT@) ea
= 29(Vf,ea)ea +29(Vf eqea

- 2f546a + 2fozeo7‘
Consequentemente,

g(Vf,Vh) = g(2faca + 2faca,2hzes + 2hges) = 4(fahsg(ea; e5) + fahgg(ea,es))
= 2(f5¢h65a3 + fahB(Sc_vﬁ) = 2f6zha + Qfah&'
[l

Definigao 2.5.2. Seja X € TM. A divergéncia de um campo de vetores X € uma fungao
divX : M™ — R, dada por

(divX)() = tr {¥(2) = (Vyi X)),
onde Y(x) € T,M e tr denota o trago de um operador linear.

Lema 2.5.1. Sejam X € TM e {ey,...,en} C THOM um referencial unitdrio em uma
vizinhanca U C M. Se X = A%, + A%y, entdo a divergéncia de X em U € dada por

div X = e, (A%) + eq(A2),
onde A® denota o conjugado de A*.

Demonstracao. Seja {7,, J7,}7"; o referencial geodésico em uma vizinhanga U C M,
tal que

1
Co = 5(@ —iJ71), 1< a<m.
a® + b )
Suponhamos que A® = 5 Dai

— 1 —1
X = A%, + Avey = Aa§(7'a —iJ71,) + Aai(Ta +1iJ7y)
A® + A i(Ax

— A%)
= 5 Ta + 5 JT,

= a1, + 0" J7,.
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Decorre da definigao de divergéncia de um campo de vetores que

divX = g(Vo, X, 7) +9(Vir, X, J7a)
= Ta(9(X, 7)) = 9(Vi, 7o, X) + (J7)(9(X, ITa)) = 9(Voir, I Tas X)
= Ta(9(X, 7)) + JTa(9(X, J7a))
= Tala®) + (J7a) (0%).

Por outro lado,

_A‘Mrﬁ po
N 2 - 2 ’

i(Ax — A%) 1

. Ta:5(6a+e@) e JTa:%(ﬁ’a—Cd).

a

Logo _
div X = 7,(a”) 4+ J7,(0%) = ea(A%) + ea(A?).

U

Definigao 2.5.3. Seja f: M™ — R uma fung¢do suave. O Laplaciano de f € a funcao
real Af : M™ — R definida por

Af = div(VF).

Proposigao 2.5.2. Sejam f € C*(M) e {ey,...,em} C TYOM um referencial unitdrio
em uma vizinhanca U C M. Entao o Laplaciano de f em U € dado por

Af=4) " foa

onde foa = 9(Ve VI ea).

Demonstracao. Observe que Vf = 2fze, + 2fq€a, ver Proposicao 2.5.1. Decorre do
Lema 2.5.1 que

Af = div <Vf> = 2€a(fo7> + 2607(fa> = 2fda + 2fao7 = 4fad.
0

Nos exemplos a seguir, iremos obter as expressoes do Laplaciano da funcao distancia
r nos espagos modelos C™, CP™ ¢ CH™. Nesse contexto, suponha que (M™, g,J) é
uma variedade Kéhler de dimensao complexa m e seja «y : [0,a] — M uma geodésica
minimizante e normalizada ligando p a x. Consideremos em p uma base ortonormal
{m,Jm,...,Tm, JTn} do espaco tangente T,M, tal que

1 =7(0) = Vr(p).

Seja €951 0 transporte paralelo de 7, ao longo de v para cada k = 1,...,m. Como
J é paralelo, obtemos que Jegp_1 =: €95 € 0 transporte paralelo de J7; ao longo de 7.
Decorre da isometria do transporte paralelo que {1, . .., 9, } é um referencial ortonormal
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0 a

Figura 2.2: Transporte paralelo de Vr e JVr ao longo de 7.

geodésico ao longo de v. Além disso, aplicando o Teorema 1.1.1 e a unicidade de campos
paralelos, vemos que

e1=17'(t) = Vr((1)).

Observe que
2m

Vr? = g(Vr, Vr) = i,
k=1

onde r = g(Vr,e). Derivando covariantemente a expressao acima, obtemos

2m 2m 2m 2m
|VT|?J~ = Z(Tﬁ)” =2 Z(rkrki)j =2 Z TkiTki + 2 Z TETkig - (230)
k=1 k=1 k=1 k=1
Usando a identidade de Ricci (ver [11], pagina 15),
2m
Thij = Tikg = Tijk + Y FyRyijh, (2.31)
n=1

onde Ry = g(R(ey, €i)e), ). Agora substituindo a igualdade em (2.31) na expressao
em (2.30), temos

2m 2m 2m
2
\Vr]ij =2 E TikTkj + 2 E TETijk + 2 E 7670 Roijke-
k=1 k=1

kn=1

Visto que
2m
g1 =Vr= E TkEk,
k=1

entaor; =1ler,=0paral <k <2m. Dai

2m
|V7"|?j =2 Z Tkl + 2ri51 + 2Ryi51. (2.32)
k=1
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Usando o Teorema 1.1.1 e a igualdade em (2.32), obtemos que

2m

Z TikTkj + Tiji + Rijn = 0. (2.33)
k=1

Agora considere a matriz hessiana H da funcao distancia r ao longo de v dada por

H(t) :== (rij(7(£))2mx2m

e denotemos
R(t) := (R1in(Y(t)))2mx2m.-

Logo para obter H(t), basta resolver a equacao diferencial ordinaria de valor inicial

H2(t) + H'(t) + R(t) = 0

(2.34)
limtH(t) = G,
t—0
onde
0 0 . 0
01 ... 0
G = oL ) (2.35)
0 0 1

Observacgao 2.5.1. O limite em (2.34) decorre do fato que a métrica Riemanniana
coincide localmente com a métrica Euclidiana. Com efeito, seja 7 : C™ — R a funcao
distancia a um ponto fixado de C™. Podemos ver no Exemplo 2.5.1 que no espaco
Euclidiano complexo

- - 1 . S
() =0, (i) =5 e () =0, i# ;.

Logo se H denota a matriz hessiana da funcao distancia na variedade Kahler M, temos

lim tH(t) = lim tH(t) = G,

t—0 t—0

onde G é como em (2.35).

Exemplo 2.5.1 (Espago Euclidiano Complexo). Sejam 7 : C™ — R a fungao distancia
a um ponto p € C™ e 7 : [0,a] — C™ uma geodésica minimizante e normalizada ligando
pax e C™ Visto que

Rh‘jl:O Vi,j:17...,2m,

entdo, para obter a hessiana H de 7, devemos resolver o problema de valor inicial, ver
(2.34),

H2(t) + H'(t) = 0

(2.36)
limtH(t) = G,

t—0
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onde
0 0 . 0
01 . 0
G=| . . .
0 0 . 1
De fato,
0 0 O 0
0ttt 0 0
AHty=] 0 0 ¢! 0
0o 0 0 ... tt

¢ a unica solugdo do problema de valor inicial em (2.36). Assim
AF(A(t) = tr H(t) = (2m — 1)t~
Como 4 é uma geodésica normalizada, isto é, 7(3(t)) = ¢, concluimos que
Ai(w) = (2m = 1)(r(2)) ",
onde A denota o operador Laplaciano em C™.

Exemplo 2.5.2 (Espaco Projetivo Complexo). Sejam 7 : CP™ — R a funcao distancia a
um ponto p € CP™ e 4 : [0, a] — CP™ uma geodésica minimizante e normalizada ligando
p ax € CP™ Como a curvatura bisseccional holomorfa de CP™ é 1, entao decorre da
Proposigao 2.4.1 e da Observacao 2.4.1 que

Ry =0, R =4, Rigi-nei-cn=1 ¢ Rigpepn=1 Vi=2,...m.

Além disso, os demais coeficientes do tensor curvatura Riemanniana em CP™ sao nulos.

Portanto para obter a hessiana H de 7 devemos resolver o problema de valor inicial, ver
(2.34),

H2(t) + H'(t) + R(t) = 0

(2.37)
limtH(t) = G,
t—0
onde
00 ...0 000 U
01 0 0 40 0
G=1|. . . e RH=[001..0
00 ... 1 00 0 1
Com efeito,
0 0 0 0
0 2cotg (2t) 0 0
Ht)y=1| 0 0 cotg (t) ... 0

0 0 0 ... cotg(t)
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é a unica soluc¢ao do problema de valor inicial em (2.37). Logo

Af(z) = tr H(r(x)) = 2(m — 1) cotg (r(x)) + 2 cotg (2r(z)),
onde A denota o operador Laplaciano em CP™.

Exemplo 2.5.3 (Espago Hiperbolico Complexo). Sejam 7 : CH™ — R a fun¢ao distancia
a um ponto p € CH™ e 4 : [0,a] — CH™ uma geodésica minimizante e normalizada
ligando p a x € CH™. Como a curvatura bisseccional holomorfa de CH™ é —1, entao
decorre da Proposicao 2.4.1 e da Observacao 2.4.1 que

Ri111 =0,  Rigor =—4, Rigiinei-yr=-1 ¢ Ripyepn=-1 Vi=2,...m.

Além disso, os demais coeficientes do tensor curvatura Riemanniana em CH™ sao nulos.
Portanto para obter a hessiana H de 7 devemos resolver o problema de valor inicial, ver

(2.34),

H?*(t)+ H'(t) + R(t) =0

(2.38)
limtH(t) = G,
t—0
onde
00 . 0 0 0 O 0
01 0 0 -4 0 0
G=| . e RH=|0 0 -1 .. 0
00 ... 1 00 0 1
De fato,
0 0 0 0
0 2cotgh (2t) 0 . 0
Ht)y=| 0 0 cotgh (t) ... 0
0 0 0 ... cotgh (t)

¢ a tnica solu¢do do problema de valor inicial em (2.38). Logo
Af(z) = tr H(r(z)) = 2(m — 1) cotgh (r(x)) + 2 cotgh (2r(x)),

onde A denota o operador Laplaciano em CH™.



Capitulo 3

Teoremas de Comparacao em
Variedades Kahler

Estimativas do operador Laplaciano, por exemplo os teoremas de comparacao, sao
ferramentas importantes para a andlise de propriedades globais em variedades. Neste
capitulo, apresentaremos as demonstragoes dos teoremas de comparacao do Laplaciano
da funcao distancia para variedades Kahler completas. Como aplicacao decreveremos
a prova do Teorema de Comparacao de Bishop-Gromov para variedades Kahler,
obteremos uma estimativa para o primeiro autovalor do Laplaciano em variedades Kéahler
e mostraremos uma versao global de comparacao de volume. Na demonstragao de tais re-
sultados, usaremos técnicas introduzidas por Li e Wang no artigo “Comparison Theorem
for Kahler Manifolds and Positivity of Spectrum”, publicado no Journal of Differential
Geometry em 2005.

3.1 Teoremas de Comparacao do Laplaciano da Funcao
Distancia
Iniciaremos esta secao enunciando um resultado classico e bastante conhecido, de-

nominado Teorema de Comparacao do Laplaciano para variedades Riemannianas, cuja
demonstracao pode ser encontrada, por exemplo, em [16].

Teorema 3.1 (Comparagao do Laplaciano). Sejam M™ uma variedade Riemanniana
completa de dimensdao real n e My, a forma espacial de curvatura seccional constante k.
Se Ricy > (n— 1)k, entao

Ar(z) < Af(r(z)) Yo e M\ (Cut(p)U{p}),

onde A e 7 denotam, respectivamente, o Laplaciano e a funcio distincia definida em
M.

Em 2005, Li e Wang [12], usando técnicas de Anélise Complexa, provaram os teo-
remas de comparagao do Laplaciano para variedades Kéhler. A seguir descreveremos a
demonstracao de tais resultados.

60
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Teorema 3.1.1. Seja M™ uma variedade Kdhler completa de dimensao complexa m com
BKy > —1. Entao, em M \ (Cut(p) U {p}), temos

Ar(z) < 2~(m — 1) cotgh (r(z)) + 2 cotgh (2r(z))
= Ar(r(z)),

onde A e T denotam, respectivamente, o Laplaciano e a funcgdao distancia definida em
CH™.

Demonstracao. Seja v : [0,a] — M uma geodésica minimizante e normalizada ligando

p a z. Consideremos em p uma base unitaria {es, ..., ey}, tal que
r ., o 1 )
er = 5 ((0) = 17/ (0)) = 5 (Vr(p) = iV (p)
Seja £, = e,4(t) o transporte paralelo de e, ao longo de v para cada o = 1,...,m.
Decorre da isometria do transporte paralelo que {e1,...,e,} é um referencial unitario

em 7. Além disso, aplicando o Teorema 1.1.1 e a unicidade de campos paralelos, vemos
que

e = 5 (7 (1) = iT/(1) = 5 (Vr(3(t)) — i 9r(2(1).
Observe que ¢; € TH M, portanto Je; = iy, donde

JVr = 2ie; —iVr.
Assim podemos verificar que

rig = —7ri. (3.1)

De fato,

1 .
™1 = g(vmvra ET) = §g(va1 VT, VT) + %g(va1vr7 JVT)

X .
= 59(Ve, V1, Vr) + 5g(V., V7, 2iey — iV7)
= g(v51 VT’, VT) - g(vs1 VT’, 61)

—T11,
pois g(Vr,Vr) =1, o que implica g(V_, Vr,Vr) = 0. Usando o Teorema 1.1.1, temos
Vr® =1,
derivando covariantemente a expressao acima ambos os lados,

VrlZ. =0 (3.2)



para cada a = 1,...,m. Por outro lado,

Vrloa = (9(Vr,V))aa =4 (rs5)aa =4 ) _(rsals + 75750)a
5=1 6=1

= 4) (Fsaals + TsaTsa T T5aT50 + 'sT50a)
0=1

= 42 |75a|? + 42 |rsal?® + 42 Tsaals + 42 75T 50
5=1 5=1 5=1 5=1

Decorre da identidade de Ricci que

m m
Tsaa = Tada = Taas T 2 E TnRﬁ&ia = Taas 2 E TnRozd&ﬁ

n=1 n=1

Tgad = TaSa = Taiyg'

Substituindo as igualdades em (3.4) e (3.5) na expressao em (3.3), obtemos

|vr|<2xd = 42 |r5a|2 + 42 |’I“55[|2 + 427“57“0@5 + 427’57’0@5 +38 Z TT]TSRaaéﬁ-
6=1 6=1 6=1 6=1

Sn=1
Por outro lado, 7 =71 =1/2 e ro, =15z =0 para cada a« = 2,...,m, daf
Vr2a =4 rsal? + 4 [rsal® + 2raat + 2ras1 + 2Raant.
5=1 5=1
Note que
Taal TTaa1 = €1(Taa) +€1(Taa)
= %(Vr +iJV7r)(roaa) + %(Vr —iJVT)(ras)

87‘0@

or

Dai

a + 2Ra6¢ﬂ

" i or
Vrl2. = 4 Tsol? + 4 real? + 22
i = Al +43 bl 25
87‘0@

or

> 4‘Taa’2+4’ra&|2+2 +2Ro<0711-

Agora, fazendo a = 1 na desigualdade em (3.6),

orq7
Vel > A+ 4] + 28_;"1 + 2R111
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(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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Visto que r1; = —r;3, temos
37“11
[Vrliy > 8lril* + 2— ~ 2R

Por hipétese BK; > —1, entao usando a Definicao 2.4.2, vemos que

1
Ri1i1 2 (5) (=11 +011) = —1.
Logo
(97’11
|V7’|%i > 8|7”11|2 + 2? — 2.
Decorre da igualdade (3.2), juntamente com a desigualdade acima, que
a _
8|l + Rl <2,
or
ou seja,
37’11
4+ == < L 3.7
11]" + oy = (3.7)

Consideremos a funcao f : [0,a] — R definida por

f@t) =ri(v(t)),

assim
87411

f/(t) - or :
Substituindo f(¢) e f'(¢) na desigualdade (3.7), obtemos
AFF(6) + f'(1) < L. (3.8)

Como a métrica Riemanniana coincide localmente com a métrica Euclidiana (ver Obser-
vagao 2.5.1), entao podemos concluir que

lim ¢ £(£) — i

t—0
pois
rio= g(Vqu,el)Zig(vw—wvm’ﬂﬂ’)
= ig(vww, ) — %g(vwvn v) + %Q(VW'VT, JV') + ig(Vth Jv)
= LoV Vr ) + 30Ty IY) + 10(V T, I,

Visto que o problema de valor inicial

42+ /(1) <1
] (3.9)
limtf(t) = 2

t—0
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tem uma unica solugdo. Entado para obter f, basta resolver o problema em (3.9). De

fato, seja T' = inf{t € (0,a); 4f2(t) — 1 = 0}. Daf
4f2%t)—1>0  te(0,7).

Logo, no intervalo (0,7"), temos

PO <] = FO<I-42() = % > 1
Como L d 0
ST cotgh ' (2f(t)) = [EYIOk
entao 14
577 coteh 1 (2f (1) = 1,
isto é,

d _
acotgh Y2f(t) > 2.

Integrando de 0 a t a desigualdade acima,
cotgh ~'(2f(t)) — lim cotgh “H2f) > 2t
—

donde
cotgh ~'(2f(t)) > 2t.

Como a funcao cotangente hiperbdlica é decrescente, vemos que
2(t) < cotgh (2t),
ou seja,
(1) < %cotgh (2)  Vte(0,T).

Se T' <t < a, entao

ft) <

DO | —

1
De fato, se f(t1) > 5 para algum t; > T', entao existiria ty € (T,t;), tal que f(ts) >

f'(t2) > 0. Neste caso terfamos

4f3(ta) + f'(t2) > 1.

(3.10)

(3.11)

e

DO | —

Isto contradiz a desigualdade obtida em (3.8). Como cotgh (¢) > 1 para todo ¢t > 0,

1
f(t) < §cotgh(2t), T<t<a.



Logo podemos concluir

f(t) < %cotgh (2t)  Vte(0,a).

Agora fazendo a = 2,..., m na desigualdade (3.6),

or,,

|V7“|i& > 4|Taoz|2 + 4|ra6‘2 + 28—7’@ + 2Rao‘lli

Orga 1
> Alrpal? +2=22 42 =) (=1)(1 + 6,
_|r|+ar+<2>( )1+ 0a1)
or
= Adlroal? +2—22 — 1.
Iraal” + or

Decorre da igualdade (3.2), juntamente com a desigualdade acima, que

Seja w(t) = raa(y(t)). Logo

Além disso,

or .
Ar.al? + 2222 < 1.
Iraa” + or —
4a?(t) + 20 (t) < 1.

1
lim tw(t) = 5

t—0

Determinaremos w resolvendo o problema de valor inicial

4w (t) +20'(t) <1

1
lim tw(t) = 7

t—0

Com efeito, seja S = inf{t € (0,a); 4w?(t) — 1 = 0}. Portanto

4?(t)—1>0 Vte(0,8).

Logo, no intervalo (0, .5), temos

402(t) 420 (1) <1 = 2/(t) <1 —4w?(t)

Logo

d
Ecotgh “uw(t)) > 1,

integrando de 0 a t a desigualdade acima,

cotgh ~*(2w(t)) > t.

20/(1)

> 1.
1— 4u2(t) =
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(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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Portanto
1
w(t) < §cotgh (t) Vvte(0,9). (3.16)

Se S <t < a, entao
w(t) <

N —

DN | —

1
De fato, se w(ty) > 5> para algum t; > S, entdo existiria t5 € (5,t1), tal que w(ty) >

e w'(t2) > 0. Neste caso terfamos
4w2(t2) + 2w’(t2) > 1.
Isto contradiz a desigualdade obtida em (3.14). Logo podemos concluir
1
w(t) < 5 cotgh (t)  Vt € (0,a). (3.17)

Finalmente, ao longo de v, temos

Ar(y(1) = 4> raaly(t)) = 4r(3(8)) + 4D raa(y(t))
= Af(t)+4) w(t)

Usando as desigualdades (3.12) e (3.17), obtemos
Ar(y(t)) < 2cotgh (2t) + 2(m — 1) cotgh (¢).
Logo, sendo v uma geodésica minimizante, entao r(y(t)) = ¢, com isso concluimos que
Ar(z) < 2(m — 1) cotgh (r(x)) + 2 cotgh (2r(z)) = AF(r(z)),
onde a igualdade decorre do Exemplo 2.5.3.
O

Teorema 3.1.2. Seja M™ uma variedade Kdhler completa de dimensao complexa m com
BKy > 1. Entao, em M \ (Cut(p) U {p}), temos

Ar(z) < 2~(m — 1) cotg (r(z)) + 2 cotg (2r(x))
= Ar(r(z)),

onde A e 7 denotam, respectivamente, o Laplaciano e a funcio distincia definida em
CP™.
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Demonstracao. Seja v : [0,a] — M uma geodésica minimizante e normalizada ligando

p a z. Consideremos em p uma base unitaria {eq, ..., ey}, tal que
1, L 1 .
er =5 (7(0) = iJv(0)) = 5 (Vr(p) = iJVr(p)).
Seja €, = e,4(t) o transporte paralelo de e, ao longo de  para cada a = 1, ..., m. Decorre
da isometria do transporte paralelo que {e1,...,&,} é também um referencial unitario

em 7. Além disso, aplicando o Teorema 1.1.1 e a unicidade de campos paralelos, vemos

que
1 , 1 .
a1 =5 (V1) —iv'(1) = 5 (Vr(y(t) =T Vr(3(#))).
Fazendo calculos andlogos aos usados na demonstracao do Teorema 3.1.1, podemos veri-

ficar que

M1 = —"T1 (318)
e
2 2 2 Oraa
|V7ﬂ|ac—y Z 4|To<a| + 4|T’a&| + QW + QRao?li' (319)
para cada a = 1,...,m.
Agora fazendo « = 1 na desigualdade em (3.19),
2 2 2 Ori1
Vrliz 2 dfrul” + 4fril” + 25 + 2R

Visto que r1; = —rq1, temos
67‘11
Vr(t; > 8lril* + 2_07“ + 2R111-

Por hipétese BK ), > 1, entao usando a Definicao 2.4.2, vemos que

1
Ri11 > (5) (14611) = 1.

Logo
07"11
0=|Vr3; > 8|r* + 25 - +2
ou seja,
87"11
Arg)? + = < —1. 3.20
[riz]” + oy = (3.20)

Consideremos a fungao f : [0,a] — R definida por

f(t) = ri(y(1)),
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assim 9
/ 11
#) = =1L
fiey =2
Substituindo f(¢) e f'(t) na desigualdade (3.20), obtemos

412t + f(t) < —1. (3.21)
Portanto )
ORI
L+4f2(t) —
Observe que
ld f'(t)
——tg TN 2f() = ———2—.
ca s )= e
Dai, podemos concluir
1d.
—— 2 < -1
St 2f(0) < -1,
donde
d

o tg (2 (1) < 2.

Integrando de 0 a t a desigualdade acima,
te ™ (2£(1)) — lim tg ' (2/(1)) < 2t
H

Visto que a métrica Riemanniana coincide localmente com a métrica Euclidiana (ver
Observagao 2.5.1), temos

lim ¢ £(£) = i

t—0
Logo

tg TN 2f(t) < = —2t.

Como a funcao tangente é crescente, vemos que

7
2

2f(t) < tg (g - 2t> = cotg (2t),
isto é,
f(t) < %cotg (2t) Vte (0,a). (3.22)

Agora fazendo a = 2,...,m na desigualdade (3.19),

87’0@

0= |Vr|2a > 4|7"w\2 + 4\7“%7]2 + 2 5y

+ 2Radli

1. (3.23)
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Dai

Seja w(t) = raa(y(t)). Assim
403 (t) + 20 (1) < —1. (3.24)

Além disso,

1
lim tw(t) = 5

t—0
Logo
2w'(t) d _
2 20 (1) < —1 7 < —tg M 2w(t)) < —1. (3.2
402 (1) 4 2u'(t) < = T aem S = Ste (2w() < (3.25)

1
Integrando de 0 a t a ultima das desigualdades acima e usando que Pr% tw(t) = 2 obtemos
—

tg T (2w(t)) < = —t.

b | 3

Como a fungao tangente é crescente, vemos que
T
20(t) < tg (5 —t) — cotg (1),
isto é,
1
w(t) < 5 cotg (t) Vte (0,a). (3.26)

Finalmente, ao longo de v, temos

Ar(y(1) = 4> raa(y(t)) = 4rn(3(8)) + 4D raa((t))
= Af(t)+4) w(t)

Usando as desigualdades em (3.22) e (3.26), obtemos
Ar(y(t)) < 2cotg (2t) + 2(m — 1) cotg (t).
Logo sendo v uma geodésica minimizante, temos r(7(t)) = ¢, com isso concluimos que

Ar(z) <2(m — 1) cotg (r(x)) + 2cotg (2r(x)) = A7(r(x)),

onde a igualdade decorre do Exemplo 2.5.2.
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O Teorema 3.1.3 foi inspirado no Teorema de Comparacao do Laplaciano para
variedades Kéhler quaternionicas obtido por Kong, Li e Zhou em [8] e cuja prova segue
da aplicacao das técnicas de Anélise Complexa introduzidas por Li e Wang em [12].

Teorema 3.1.3. Seja M™ uma variedade Kdhler completa com BKy > 0. Entdo, em
M\ (Cut(p) U {p}), temos

Ar(z) < (2m = 1)(r(2)) ™" = Af(r(x)),
onde A e 7 denotam, respectivamente, o Laplaciano e a funcio distancia em C™.

Demonstracao. Seja v : [0,a] — M uma geodésica minimizante e normalizada ligando

p a z. Consideremos em p uma base unitaria {eq, ..., e,}, tal que
1, o 1 ,
er =5 (7(0) = iJv(0)) = 5 (Vr(p) = iJVr(p)).
Seja €, = e,4(t) o transporte paralelo de e, ao longo de y para cada a = 1, ..., m. Decorre
da isometria do transporte paralelo que {e1,...,&,} é também um referencial unitario

em 7. Além disso, aplicando o Teorema 1.1.1 e a unicidade de campos paralelos, vemos
que

e = 5 (1) — i/ (1) = 5 (Vr(3(1)) — i 9r(2(1)).

Fazendo calculos analogos aos calculos feitos na demonstracao do Teorema 3.1.1, podemos
verificar que

M1 = —"1 (327)

a ad
[Vl 2 4lraal? + diraal® + 2752 + 2Raaur. (3.28)

Agora, fazendo a = 1 na desigualdade em (3.28),

ori
Vel > Al + 4l + 28_71“1 + 2R3
Visto que r1; = —r;1, temos
2 2 ori1
0=[Vrli; = 8lmil” + 2% +2R111-

Por hipétese BK,; > 0, entao usando a Definicao 2.4.2, vemos que

Logo
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ou seja,

a _
Alry)? + % <0. (3.29)

Consideremos a fungao f : [0,a] — R definida por

f(t) =ri(v(1)),

assim

orii
"(t) = =2,
7 =2t
Substituindo f(¢) e f'(t) na desigualdade (3.29), obtemos
4f2(t)+ f'(t) <0. (3.30)
Portanto ,
Nilhy
J2(t)
Dai, podemos concluir
d 1
——— > 4.
dt f(t) =
Integrando de 0 a t a desigualdade acima,
1 1
— —lim—— > 4.
F&) =0 f8) =

Como a métrica Riemanniana coincide localmente com a métrica Euclidiana (ver Ob-
servagao 2.5.1), entdo podemos concluir que

limtf(t) = i

t—0
Logo
Loy
e~
ou seja,
£(t) < 4% vt € (0, ). (3.31)

Agora fazendo o = 2, ..., m na desigualdade (3.28),

a?ﬂa@

QRCM& 1
or + 1

0= |VT|3& > 4|Tocoz|2 + 4|ra07|2 +2

> 4|7‘m|2 + 2

(3.32)

Portanto
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Seja w(t) = raa((t)). Logo

"(t) d 1
2(t) + /(1) < _Wll) L ___>2 .
wi(t)+uw'(t) <0 = 20 = = o) > (3.33)
1
Integrando de 0 a ¢ a ultima das desigualdades acima e usando que 1in3 tw(t) = 3 obtemos
—
! > 2t
w(t) =
isto é,
1
w(t) < % Vte (0,a). (3.34)
Finalmente, ao longo de v, temos
Ar(y(t) = 4 raa(y(t) = 4ri(v(t) + 4 raa(v(t))
a=1 a=2

Usando as desigualdades (3.31) e (3.34), obtemos
Ar(y(t) <t +2m— 1)t = (2m - 1)t
Logo sendo 7 uma geodésica minimizante, temos r(y(t)) = t, com isso concluimos que
Ar(z) < (2m = 1)(r(2))™" = AF(r()).

onde a igualdade decorre do Exemplo 2.5.1.

3.2 Aplicacoes

3.2.1 Comparacao de Volume de Bishop-Gromov

Suponha que M" é uma variedade Riemanniana completa e orientada com elemento
de volume dM, e seja p € M um ponto fixado. Decorre do Corolério 1.1.2 que a aplicacao
exponencial exp, : ¥, — M \ Cut(p) é um difeomorfismo.

Definig¢ao 3.2.1. Seja v : [0,a] — M wuma geodésica. Um campo de vetores B ao longo
de v é um campo de Jacobi, se B satisfaz a equacao de Jacobi
D*B
dt?

+R(B,Y)Y =0  Vte|0,d.
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Considere ¢y € R e v € T, M unitério, tal que tov € £, e seja v : [0,tg] — M \ Cut(p)
a geodésica normalizada dada por (t) = exp,(tv). Observe que o campo de Jacobi B ao
longo de v que satisfaz B(0) = 0 é definido por

B(t) = (depr)w(tB/(O)), 0 S t S tO-

Se w = B'(0), vemos que

(dexp, () = 7 (dexp, ) 1B (0)) = TB(1). (3.35)
Também
(dexpy)un(v) = 7 (1) (3.36)
Seja {e1 = v,ea,...,e,} uma base ortonormal positiva de T,M e

Bi(t) = (dexp,)w(te;)

o campo de Jacobi ao longo de v com B;(0) = 0 e B/(0) = ¢; para cada 2 < i < n.
Usando o lema de Gauss, obtemos

9(B(t),7'(t)) = g((dexp,)w(te:), (dexp,)w(v))
tg(es,v) = tg(ei, e1)
= 0 (3.37)

para cada 1 = 2,...,n.
Se u denota a medida de Lebesgue e K C M ¢é um subconjunto de M, entao

p(Cut(p)) =0 e
vol 3 (K) = /K dM = /K - dM = /L (exp,)*dM, (3.38)

onde L = exp, (K \ Cut(p)) e (exp,)*dM é uma determinada n-forma em T, M.
A seguir, vamos explicitar (exp,)*dM. Usando as expressoes em (3.35) e (3.36), e a
igualdade em (3.37), obtemos

((exp,)"dM )i (e1,€2,. .. €n) = dMexp (w)((dexp,)(er), (dexp,)(e2), ..., (dexp,)(en))

1 1
— dMepr(t’U) (’Y/(t), ;BQ(t), ey ;Bn(t>>
1
= FdMepr(tv) (7' (t), Ba(t), ..., By(t))

1
= v det D(t),

onde D(t) denota uma matriz de ordem n — 1, cuja ij-ésima entrada é o elemento
g(Bi(t), B;(t)) para cada t € (0, o).
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M

Figura 3.1: Subconjunto K de M.

Considere para v € T, M unitario e 0 <t < p(v) a aplicagdo A dada por

1, se t =0,
Altv) = ! det D(t), se 0 <t < p(v). (3:39)

tn—l
Dai
((exp,)*dM )y, = A(t,v)duy A ... A duy,
onde du; é a 1-forma dual de e; em T,M. Se denotarmos por dff o elemento de volume

da esfera unitdria S*~* C T, M. Segue do teorema de integragao em coordenadas polares
que

((exp,)*dM )y, = A(t,v)t"~'dt A db. (3.40)
Logo, usando a igualdade em (3.38), obtemos
vol 3 (K) = / (exp,)"dM = A(t,o)t"rdt A df,  (3.41)
expy | (K\Cut(p)) expy | (K\Cut(p))

onde n é a dimensao de M.

Lema 3.2.1. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana completa orientada e p € M um
ponto fizado. Se v : [0,a] — M \ Cut(p) € a geodésica normalizada () = exp,(tv) e
A(t,v) € como em (5.39), entdo

Ar(y(t)) = %log(tnlA(t,v)).

Demonstracao. Fixado 0 < ty < a, considere ¢ = y(to), {e1 = 7(t0), €2, ...,€,} uma
base ortonormal positiva de T, M e B; o campo de Jacobi ao longo de 7, tal que B;(0) =0
e B;(to) = e;. Observe que

Ar(q) = (Hessr)q(el,el)+Z(Hessr)q(ei,e,-)

1=2

= ZQ(BZ{»Bi)(tO)
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para cada i = 2,...,n. Além disso, {B5(0),...,B/(0)} é uma base do complemento
ortogonal de v = 4/(0), pois decorre da igualdade (3.37) que g(B}(0),~7'(0)) = 0. Sejam
{v, Es, ..., E,} uma base ortonormal e positiva de T,M. Note que

j=2

para cada ¢ = 2,...,n. Portanto

A(t,v) = ((exp,)"dM)w(v, By, ..., Ey)
= det(a;)((exp,)*dM)w (v, By(0), ..., B, (0))
= % det D(t)

c

onde ¢ = det(a;;). Visto que

, _d _ (n—1ec ¢ (det D)'(t)
A (t,’U) — aA(t,U) = — - det D(Zf) + -1 QW
_ ;DC det D(t) + 2tfH(det D(t)) tr (D'(t)D(t)™")

e D(t) coincide com a aplicacdo identidade, vemos que

n—1)c L_C
tn on—1

Al(t,v) = ! tr D'(t).

Por outro lado,
n

tr D' (tg) = Z 29(B;, B;)(to) = 2Ar(q),

i=2
de maneira que
—(n—1)c c
Al(tg,v) = ( ) + —Ar(q).
to to
Logo
Al(to,v) n—1
A\, Y) A
Alto,v) to - ar(a),
isto é,

n—1 Alfty,v) d 3
A = = —1 A .
r(Q) tO + A(to, U) dt Og(tO (to,’l)))

0

Definigao 3.2.2. Se exp, € um difeomorfismo em uma vizinhanga V de 0 € T,M,
exp,V = U ¢ chamada uma vizinhanga normal de p. Se € > 0 € tal que a bola aberta
Br,m(05e) € T,M centrada na origem e de raio € estd inteiramente contida em V,
denominamos exp,(Br,r(0;€)) = By (p;€) a bola geodésica (ou normal) e OBy (p;e) =
S (p;e) a esfera geodésica.
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Aplicagao 3.2.1. Seja M™ uma variedade Kdhler completa com BKy > —1. Entado,
para todo v € M e 0 < e < R, o volume das bolas geodésicas satisfazem

Vi(R) _ Vern(R)

Vi(e) = Vemm(e)

<

Va(R) < Vemn (R),
onde Vemm () denota o volume da bola geodésica de raio € em CH™.

Demonstracao. Decorre da Proposigao 1.3.1 que M™ ¢é orientavel e tem dimensao real
n = 2m. Observe que, T,M e T;CH™ sao espagos vetoriais n-dimensionais munidos
com um produto interno. Dai, uma transformacao linear ¢ : T,M — T;CH™ que aplica
uma base ortonormal de 7,/ em uma base ortonormal de 7;CH ¢é uma isometria, logo
preserva as esferas unitarias centradas na origem dos espacos vetoriais T,M e T;CH™.
Doravante, fixe uma tal ¢ e considere ¢ = ¢(v), onde v € T,M é um vetor fixado. Sejam
v :[0,t] = M\ Cut(p) e ~:[0,f) — CH™\ Cut(p) as geodésicas dadas por

v(t) = exp,(tv) e A(t) = exp;(t0).
Ao longo de v e 7, defina
Aty =t"TA(tv) e A(t) = "TA(t, D).

Decorre do Lema 3.2.1 que

Ar((D) = S log(*" At ) = log(A(1)

- d . d
AT = —log(t*™ 1A(t,0)) = — log(A(1)).
F(1)) = = log(PmHA(1,7)) = - log(A(1)
Aplicando o Teorema de Comparacao do Laplaciano para variedades Kahler, ver Teorema

3.1.1, obtemos

d d ~
- <
Zlog(A(1)) < = log(A(1),
ou seja,
i log & <0
i A(n)

Assim log 5T ¢ uma funcao nao-crescente. Portanto, para 0 < ¢ < R, temos

log AL 10 ALE)

AR) = Ay
Como a funcao logaritma é crescente, entao

A(R) < Ale)

A(R) ~ A(e)’

0<e<R. (3.42)
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Agora, note que

/ORA(t)dt/:A(t)dt = (/OEA(t)dt+/€RA(t)dt> /OEA(t)dt

— /:A(t)dt/oefl(t)dt—i—/ERA(t)dt/Oefl(t)dt. (3.43)

Por outro lado, usando a desigualdade em (3.42),

[ awa [Cana - / R%A( yie [ Aoy < | Rﬁgm yie [ Aty
_ /Adt/Adt/Adt/%~
< / At )dt/o %A(t)dt
= / RA(t)dt /:A(t)dt. (3.44)

Substituindo a desigualdade em (3.44) na igualdade em (3.43), obtemos

/ORA(t)dt/:fl(t)dt < /:A(t)dt/:/I(t)dtJr/ER/I(t)dt/:A(t)dt
- /:A(t)dt </06A(t)dt+/ff1(t)dt>
— /ORA(t)dt /OEA(t)dt.

com 0 < ¢ < R. Portanto

t)dt A df < dt/\de/
[ [ anss [ aowna

o que implica,

R R
/ / t2m=VA(t, v)dt A df / =L A(t, 0)dt A db
s2m-1 Jo < Js2m=1 Jo

/ /tleA(t,v)dt/\dG _/ /t2mlfl(t,1§)dt/\d0
s2m=1 Jo s2m-1Jo

/RA( £)dt A df
- /0 A(t)dt A df
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Assim
/ 2= A(t, v)dt A df / t2m=YA(t, 0)dt A df
Br,n(0;R) Br,cu(0;R)

/ 2R VAGE p)dE A / 2L A(t, 0)dt A df
By, n(03¢) Bry,cn(0s¢e)

Logo, usando a definigdo de bola geodésica e a expressao em (3.42), concluimos que
Vy(R) _ Vy(R)
Vale) = Vile)

Vp € CH™,
isto é,
Vo(R) _ Vern(R)
Vale) — VCHm( )
Agora iremos mostrar que V,(R) < Vegm(R). De fato, segue da expressao em (3.43) que

VO<e<t. (3.45)

Visto que a métrica Riemanniana coincide localmente com a métrica Euclidiana, temos

que
Ale)

lim —= = 1.
e—0 A(E)

Dai, aplicando o limite na desigualdade em (3.45), obtemos
A(t) < A(1).

Logo

/ 2 LA(t, v)dt A df < / M= A(t, 0)dt A d,
Br,m(0;R) B, v (O;R)
isto é,

Vo(R) < Vewmn (R).

3.2.2 Estimativa do Primeiro Autovalor do Laplaciano

Nessa subsecao, quando nao mencionado, M simplesmente denotara uma variedade
Riemanniana compacta, conexa e com fronteira nao vazia.

Definigao 3.2.3. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo OM # ().
Dizemos que um numero A € R € um autovalor do operador Laplaciano —A, quando o
problema de Dirichlet

Af+Af=0 em M\OM
f=0 em OM

tem uma solugdo ndo trivial em C™(int M) N C°(OM). Neste caso, a funcdo f corres-
pondente € uma autofuncao associada ao autovalor \.
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Seja L?(M) o espaco das funcoes mensuréaveis f : M — R tais que

/ 2 dM < +oo.
M

Consideremos em L?(M) o produto interno dado por

(f.h) = /M fhdM,

cuja norma correspondente é

\f\:mz(/MWM)?

Observemos que este produto interno torna L?(M) um espaco de Hilbert.

Teorema 3.2.1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e com bordo. Entao o
conjunto dos autovalores do operador Laplaciano —A consiste de uma sequéncia infinita

0< A< A<...< )X = +oo.

Demonstragao. Ver [4], pagina 8, Teorema 1.

O conjunto
Spec(A) ={0< A\ <X <...< X\ — +oo}

¢ chamado espectro do Laplaciano sobre M. O primeiro autovalor do operador Laplaciano
é definido por
A1 (M) = inf Spec (A)

Em 1975, S. Y. Cheng [3] obteve uma limitagao para o primeiro autovalor do Lapla-
ciano em variedades Riemannianas, a saber:

Teorema 3.2. Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa de dimensdo real n. Se
Ricy > —(n— 1), entao o primeiro autovalor do Laplaciano satisfaz

(n—1)°

AM(M) < 1

=\ (H). (3.46)

A estimativa obtida por Cheng é atigida. De fato, a igualdade é verificada para o
espago hiperbdlico H", cuja curvatura de Ricci é igual a —(n — 1). No caso em que M é
uma variedade Kéhler, Li e Wang obtiveram a seguinte estimativa para A;(M):

Aplicagao 3.2.2. Seja M™ uma variedade Kdhler completa com BKy > —1. Entao o
primeiro autovalor do Laplaciano em M satisfaz

AM(M) < m? = A\ (CH™).
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Demonstracao. Note que, fazendo € = 1 na Aplicagao 3.2.1, obtemos

V,(1
Vo(R) < o) Venn (R) < C1Venn (R),
Verm (1)
1
onde C} = VVL()U é uma constante real. Observe que Vegm (R) < Cye?™ para todo
cH™

R > 1. De fato, seja p € CH™, usando a expressao em (3.41),
Vs(R) = / LAt v)dt A df. (3.47)
Brycn

Por outro lado, decorre do Exemplo 2.5.3 e do Lema 3.2.1 que

Altv)  n-1
At,v)

+2(m — 1) cotgh (t) 4+ 2 cotgh (2t).

Portanto
A(t,v) = t~?m=D senh 2™V (¢) senh (2t).

Agora substituindo a igualdade acima em (3.47), temos que

Vs(R) = /B senh 2™~ (t) senh (2t)dt A df
TﬁCH

R
= / / senh 2™~V () senh (2t)dt A df
S2m—1 J(

R
= w/ 2 senh 2" (t) cosh(t)dt
0

R _ _—R\ 2m
= Esenhzm(]%) =Y <1>

m m 2

IN

2mR
02 € )

w
onde w denota o volume da esfera S*™~! C T,CH™ e Cy = —. Assim
m

V,(R) < Ce*™® VR >1, (3.48)
onde C' > C1Cy. Por outro lado, em [13], Li e Wang provaram que
V,(R) > Cexp(2y/M(M)R). (3.49)
Usando (3.48) e (3.49), concluimos
Cexp(2y/ M (M)R) < Ce?™E,

Logo
)\1<M) S m2.

A igualdade \;(CH™) = m? pode ser vista em [12], na pdgina 46.
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3.2.3 Comparacao de Volume: Versao Global

Sejam M uma variedade Riemanniana completa e r : M — R a funcao distancia a
um ponto fixado p € M. Observemos que

onde H(z) denota a curvatura média da esfera geodésica Sys(z;r(x)) centrada em z €
M\ (Cut(p) U {p}) e raio r(z) (ver [11], pagina 22). Além disso, o volume de uma
variedade compacta M é dada por

vol (M) = V,(d(M)),

onde V,(d(M)) ¢é o volume da bola geodésica centrada em p e raio igual ao diametro de
M, denotado por d(M).

Aplicagao 3.2.3. Seja M™ uma variedade Kdhler completa com BKy > 1. Entao M
¢ compacta e diametro de M satisfaz

d(M) < 5 = d(CP™).

Além disso,

vol (M) < vol (CP™).

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que d(M) > —. Portanto, existem p € M e

x € M\ (Cut(p) U{p}), tal que

o] 3

r(z) > g

Consideremos a geodésica normalizada e minimizante v : [0, a] — M \ Cut(p) ligando p a
x, isto é, v(0) = p e v(a) = z. Visto que a funcao distancia é diferencidavel em M\ Cut(p),
entao existe ty € (0,a), tal que

r(y(to)) = =

Como 7 estd normalizada, temos que ty = m/2. Agora, seja xo = y(m/2). Aplicando o
Teorema 3.1.2,

[\

Ar(zg) < 2(m — 1) cotg (g) +2cotg (2 lim t) = —oc. (3.50)

t—2 7t
Por outro lado, a curvatura média da esfera geodésica Sy (z;r(x)) satisfaz
H(xo) = Ar(zg).

Dai, substituindo a igualdade acima na expressao em (3.50), obtemos H (z) = —o0. Isto
¢ um absurdo. Logo

d(M) < = = d(CP™).

to| 3
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Agora iremos mostrar que vol (M) < vol (CP™). Com efeito, usando o Lema 3.2.1 e o
Teorema 3.1.2,

d 2m—1 d om—1 J /s ~
— <=
g log(t“™ " A(t,v)) o log(t“"™ " A(t,0)),

e, portanto, ~
LAt v) < EPPTLA( D).

Logo

d(M)
vol (M) = Vp(d(M)):/SQ 1/0 " LA(t, v)dt A dO

d(M) ;
/ / =L A(t, 0)dt A db
S2m 1

(cp™)
/ / =L A(t, 0)dt A df
SQm 1

— V5(d(CP™)) = vol (CP™).

IN

IN
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