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Resumo

Nesta dissertacao, descrevemos resultados obtidos por Hildario Alencar e A. Gervasio
Colares, publicado no Annals of Global Analysis and Geometry em 1998. Inicialmente,
obtemos férmulas integrais para a curvatura r-média, as quais generalizam férmulas de
Minkowski. Além disso, usando estas férmulas, caracterizamos as hipersuperficies com-
pactas imersas no espago Euclidiano, esférico ou hiperbdlico cujo conjunto de pontos
nestes espacos que nao pertencem as hipersuperficies totalmente geodésicas tangentes as
hipersuperficies compactas é aberto e nao vazio. Outrossim, obtemos ainda resultados
relacionados com a estabilidade.

As demonstragoes destes resultados sao obtidas através da féormula integral de Dirich-
let para o operador linearizado da curvatura r-média de uma hipersuperficie imersa no
espago Euclidiano, esférico ou hiperbdlico, bem como do uso de um resultado recente
provado por Hildrio Alencar, Walcy Santos e Detang Zhou no preprint Curvature Inte-
gral Estimates for Complete Hypersurfaces.

Ressaltamos que esta dissertacao foi baseada na versao corrigida por Hilario Alencar
do artigo publicado no Annals of Global Analysis and Geometry.

Palavras-chave: Geometria diferencial; Hipersuperficie; Férmula integral; Operador
linearizado; Curvatura r-média; Estabilidade.



Abstract

In this dissertation, we describe results obtained by Hildrio Alencar and A. Gervasio
Colares, published on the Annals of Global Analysis and Geometry in 1998. Initially, we
obtain integral formulas for the r-mean curvature, which generalize Minkowski formulas.
Moreover, using these formulas, we characterize compact hypersurfaces immersed in the
Euclidean, spherical or hyperbolic space whose the set of points in these spaces that
doesn’t belong to the totally geodesic hypersurfaces tangent to compact hypersurfaces is
open and nonempty. Also, we still obtained results related with the stability.

The proofs of these results are obtained by using the Dirichlet integral formula for
the r-mean curvature linearized operator of a hypersurface immersed in the Euclidean,
spherical or hyperbolic space, as well as the use of a recent result proved by Hilario
Alencar, Walcy Santos and Detang Zhou in the preprint Curvature Integral Estimates
for Complete Hypersurfaces.

We point that this work was based on the version corrected by Hilario Alencar of the
article published on the Annals of Global Analysis and Geometry.

Keywords: Differential geometry; Hypersurface; Integral formula; Linearized ope-
rator; r-mean curvature; Stability.
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Introducao

Seja x : M™ — N™1 uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana M™"
na variedade Riemanniana N™"*! com segunda forma fundamental B. Sejam A, ..., A, 0s
autovalores de B associados aos vetores eq,...e,,. As fungoes simétricas elementares S,
associadas a B sao definidas por

Sr: Z >‘i1"'>\ir7 1§7"§7”L

11 <...<bp

e a curvatura r-média é definida por

ondenT:(n).
r

Consideremos Sop = Hy=1e¢ S, = H, =0ser ¢ {0,1,....,n}. As fungoes 51,52 ¢ S,
sao conhecidas como curvatura média, escalar e de Gauss-Kronecker, respectivamente.
A r-ésima transformagao de Newton P, : T,M — T,,M ¢é definida, indutivamente, por

POII e PT:STI—BPT,M'T’Zl.

Associado a cada transformacao de Newton P,, temos um operador diferencial de
segunda ordem L, : C*°(M";R) — R, definido por

Lyf = tr(P(Hess ),

onde Hessf é a matriz Hessiana da funcao f.

Denominamos este operador de operador linearizado L,. Em particular, quando r = 0,
Lof = Af. Por este motivo, dizemos que este operador generaliza, em certo sentido, o
Laplaciano. Tal operador foi introduzido por Voss na conexao com argumentos varia-
cionais, ver [19].

Ao considerarmos uma imersao isométrica z : M™ — Q"' onde Q"' é uma vari-
edade Riemanniana com curvatura seccional constante ¢, Rosenberg em [17], p. 225,
provou que L, é um operador dado pelo divergente de um determinado campo, isto é,

Le(f) = divar (P (grady, f))

para toda funcao suave f : M — R.



Se x : M™ — Q"' é uma imersdo isométrica em uma forma espacial simplesmente
conexa Q" X; uma variacdo normal de x e  é um campo vetorial normal unitério em
M™, Reilly, ver [16], provou que

d
%ST+1<t> = L,f + (81841 — (1 +2)Spy2) f +c(n —7)S, f,
t=0
0X; , o : -
onde f = rra ,m) e L. é o operador linearizado de S,,; obtido das variagoes
t=0

normais de x.

Fixado um ponto p € Q" sejam p : Q"' — R a funcao distancia geodésica ao
ponto p e x : M™ — Q"' uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanniana
orientada M™ em uma forma espacial @""!. Definimos o vetor posicao X : M" — Q!
com respeito a p, por

X(x(p)) = Se(p(p))gradgp(p),

onde S, é a solugao da equagao y” + cy = 0 com condi¢oes iniciais y(0) = 0 e 3/(0) = 1,
isto é,

s
sen (p(p)/c .
Sy =4 — e Tl

senh (p(p)v —c)
V=
Denotando 6.(s) = S.(s) e XT a componente de X tangente a M", apresentaremos

resultados obtidos por Alencar e Colares publicado no Annals of Global Analysis and
Geometry em 1998.

, se ¢ <0.

Teorema 0.1. Sejam x : M™ — Q"' uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana compacta orientada M™ e 0 < q < n, 1 < s < ninteiros. Entao, para qualquer
c7

(X, X)

@ L <<X’">q{( 2 ) 6:(p) (1= )S:8e(p) + (r+ 1)S,1 (X, 1))

—e(r e x4 -0 (B <Pr<xT>,XT>}

(X, X)
2

—q (X, )" ( )S_ 0.(p) (P.(B(X™)), XT>> dM = 0;

(b) " (X, m) " {(0(p))* " [(n = 7)S,0c(p) + (r + 1)Sp1 (X, )]

—c(s = 1)(0(p)** (P(XT), XT)}

—q(0.(p)) (X, ) {P(B(XT)), XT)) dM = 0;

10



© /. ((<X’2X>) {0 7 =0+ 1)Sei10e(p) = (S18m1 — (1 + 2)Sii2) (X, 1)

— (grady, Sy, X)] 4 (s — 1) (X.n)* 2 (P(B*(X7)), X))

(X, X)

—q (T) 7 <X7 77>571 QC(p) <PT(B(XT))7XT>> dM = 0.

O teorema anterior é uma versao corrigida por Alencar do artigo publicado em [1],
cujos resultados originais nao implicaram quaisquer mudancas nas aplicagoes.

As férmulas em (a) e (b) generalizam as férmulas de Minkowski obtidas por Hsiung
em [12] e Bivens em [8], respectivamente.

Corolério 0.1. Sejam x : M™ — Q"' uma imersdo isométrica de uma variedade Rie-
manniana compacta orientada M™ em uma forma espacial Q™. Entao

(@) [ [He+ Hypa (X, m)]dM =0;

(b) [Hr’ec + HT+1 <X7 77>]dM = 0.
Mn
Teorema 0.2. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana compacta orientada e uma imersao
isométrica x : M™ — Q’g“ com curvatura H,,1 constante nao-nula, onde 0 < r <n—1.
Se ¢ > 0, assuma que x(M"™) estd contida em um hemisfério aberto de Q"'. Entdo, o
congunto de pontos
W= = J @0

peM

que sao omitidos em Q"' pelas hipersuperficies totalmente geodésicas (Qm), tangentes a
x(M™) € ndao-vazio, se e somente se, x(M™) é uma esfera geodésica em Q™.

No caso em que r = 0, o Teorema 0.2 foi provado por Alencar e Frensel em [4].

Corolario 0.2. Sejam M™ wuma variedade Riemanniana compacta orientada e uma
imersdo isométrica x : M™ — Q"' com curvatura H,,, constante nao-nula. Se ¢ > 0,
suponha também que x(M™) estd contida em uwm hemisfério aberto. Entao W é nao-vazio,
se e somente se, x € r-estdvel.

Teorema 0.3. Seja x : M™ — Q" uma imersdo isométrica de uma variedade Rieman-
niana M™ coneza, compacta e orientada. Seja py € Q™ relativo ao qual

Hrec + Hr+1 <X7 7]>

nao muda de sinal para algum 0 <r <n—1. Sec> 0, assuma que x(M™) estd contida
em um hemisfério aberto de Q"' centrado em py. Entdo, x(M™) é uma esfera geodésica.

11



Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma:

Inicialmente, estenderemos os métodos do Célculo Diferencial a espagos mais gerais
que o R™. Definiremos variedades diferencidaveis e métricas Riemannianas. A partir dai,
discutiremos sobre conexoes, operadores diferenciaveis, curvaturas e imersoes isométricas.

Na segunda parte, estudaremos a r-ésima transformacao de Newton, o operador line-
arizado e demonstraremos algumas propriedades destes operadores. Em seguida, demons-
traremos o Teorema 0.1 e o Corolario 0.1, obtendo assim férmulas integrais para a cur-
vatura r-média.

Finalmente, apresentaremos algumas aplicacoes das formulas obtidas envolvendo es-
feras geodésicas e estabilidade, as quais foram enunciadas no Teorema 0.2, no Corolario
0.2 e no Teorema 0.3.

12



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, iremos estender os métodos do Calculo Diferencial a espagos mais
gerais que o R™. As demonstracoes dos resultados deste capitulo que foram omitidas
podem ser encontradas no livro Geometria Riemanniana escrito por Manfredo do Carmo,
ver [9]. Ao longo deste trabalho, variedades compactas serdo compactas sem bordo.

1.1 Variedades Diferenciaveis e Métricas Riemanni-
anas

Nesta secao, apresentaremos a definicao de variedade diferencidvel. O conceito sera
dado para uma dimensao n qualquer. A palavra diferenciavel significard de classe C'°.
Introduziremos em cada ponto de uma variedade diferenciavel uma maneira de medirmos
comprimentos de vetores tangentes que varia diferenciavelmente com o ponto.

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M munido
de uma familia de aplicacoes biunivocas x,, : U, C R" — M de abertos U, de R" em M
que satisfazem as seguintes propriedades:

(a) U Xa (Ua) = M;
(b) Para todo par «,f tal que x,(U,) Nx5(Ug) = W # (), os conjuntos x,* (W) e
x5' (W) sao abertos em R™ e as aplicagdes xgl(W) o x, (W) sao diferencidveis;

(c¢) A familia {(U,,X,)} é méxima relativa as condigoes (a) e (b).

O par (U,, X,) (ou a aplicagao x,,), com p € X, (U, ), é denominado uma parametriza¢ao
ou sistema de coordenadas de M em p e x,(U,) é chamada vizinhanga coordenada em p.
Uma familia {(U,, X,)} que satisfaz (a) e (b) é denominada uma estrutura diferencidvel
em M.

13
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x; (W

| xgl oXg

Us x;ll W)
Figura 1.1: Representacao geométrica da definicao de variedade

Observagao 1.1.1. O conjunto ¢ = {A C M;x.'(ANx,(U,)) é aberto do R" para todo o}
define uma topologia em M.

Diremos que M ¢é compacta quando M é um espago topoldgico compacto.

Definicao 1.1.2. Sejam M e N variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ : M — N é
diferencidvel em p € M se dada uma parametrizagdo y : V. C R™ — N em ¢(p), existe
uma parametrizacao x : U C R” — M em p tal que p(x(U)) C y(V) e a aplicagao

y lopox:UCR*—R™ (1.1)
é diferenciavel em x'(p). A aplicagao ¢ ¢ diferencidvel em um aberto de M se é dife-

rencidvel em todos os pontos deste aberto. A aplicagao (1.1) é chamada expressao de ¢
nas parametrizacoes X e y.

w(x(U))

p elp
) o
y
y"o;:x ; ;

Figura 1.2: Representacao geométrica da definicao de aplicacao diferenciavel
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Exemplo 1.1.1. Se x : U C R®" — M é uma parametrizacio, entdao x ! : x(U) — R" é
diferenciavel. De fato, para qualquer parametrizacao y : V.C R” — M em p, temos que
xloy :y *(W) - x (W), onde W = x(U) Ny(V), é diferencidvel. Isso mostra que
U e x(U) sao difeomorfos (isto é, toda variedade é localmente difeomorfa a R™).

Definigao 1.1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagao « : (—¢,e) — M
é denominada uma curva (diferencidvel) em M. Sejam «(0) = p € M e D o conjunto das
funcoes diferenciaveis definidas em M. O wvetor tangente a curva o em t = 0 é a funcao
a/(0) : D — R dada por
oy =Ml pep
dt g

Um wvetor tangente em p é o vetor em t = 0 de alguma curva o : (—¢, ) — M com
a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serda indicado por T,M. O
conjunto TM = {(p,v);p € M e v € T,M} é uma variedade diferencidvel de dimensao
2n, denominado fibrado tangente.

Proposicao 1.1.1. Sejam M"™, N™ variedades diferencidaveis e p : M — N uma aplica¢do
diferencidvel. Dadosp € M ev € T,M, escolha uma curva diferencidvel o : (—e,e) — M
com a(0) =p e /(0) =v e seja B = poa. A aplicagio dp, : T,M — T, N dada por
de,y(v) = 3'(0) € uma aplicagao linear que ndo depende da escolha de o

A aplicacao linear dy, dada na proposigao anterior é denominada diferencial de ¢ em
.

Definicao 1.1.4. Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis. Uma aplicacao diferenciavel
@ : M — N éuma imersao se dp, : T,M — T, N ¢é injetiva para todo p € M. Se, além
disso, ¢ é um homeomorfismo sobre (M) C N, onde ¢(M) tem a topologia induzida
por N, dizemos que ¢ é um mergulho. Se M C N e ainclusao: M — N é um mergulho,
dizemos que M ¢é uma subvariedade de N.

Se ¢ : M™ — N™ é uma imersao, entdo m < n. A diferenca (n —m) é chamada
codimensao da imersao .

Exemplo 1.1.2. Seja f : R — R? dada por f(t) = (cost, sent). A aplicagao f é
uma imersao diferencidvel tal que f : R — f(R) = S'. Assim, S! é uma subvariedade
diferencidvel do R?.

Definicao 1.1.5. Dizemos que uma variedade diferenciavel M é orientdvel se admite uma
estrutura diferencidvel {(U,,x,)} tal que, para todo par a, com x,(U,) N xp(Us) =
W # (), a matriz da diferencial da mudanga de coordenadas x_' o x5 tem determinante
positivo. Caso contrario, dizemos que M é nao-orientdvel. Se M é orientavel, a escolha
da parametrizacao que satisfaca essa definicao é denominada orientacao de M e, neste
caso, dizemos que M é orientada.

Definicao 1.1.6. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.

15



As vezes é conveniente pensar em campos de vetores como uma aplicacao X : D — F
do conjunto D das funcoes diferenciaveis em M no conjunto F' das funcoes em M, definida
do seguinte modo

of

(Xf)p) = Zai(p)g—mi(p),

2

onde f indica a expressao de f na parametrizacao x. Neste contexto, dizemos que X é
diferencidvel se, e somente se, X f € D para todo f € D.

A interpretagao de X como um operador em D permite considerarmos os iterados de
X. O problema é que, na maioria das vezes, XY e Y X de campos de vetores X e Y em
M nao sao campos de vetores. Entretanto, podemos afirmar o seguinte resultado:

Lema 1.1.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade dife-
rencidvel M. Entao, existe um unico campo de vetores Z tal que

Zf = (XY —YX)f, Vf €D.

O campo de vetores Z = XY — Y X é denominado colchete de X e Y, o qual sera
denotado por [X,Y].

Definicao 1.1.7. Uma mélrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma va-
riedade diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um
produto interno ( , ) » (isto é, uma forma bilinear simétrica e positiva definida) no espago
tangente T, M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: se x : U C R" — M
é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,xs,...,z,) = q € x(U)

0 _ 0 0 . -
e 8%(@ = dx(0,...,1,...,0), entdo <@_xi(Q)73_x]~(q>>q = g;j(z1,...,x,) é uma funcao

diferenciavel em U.
As fungdes g¢;;(= gj;) sdo chamadas ezpressio da métrica Riemanniana (ou os g;; da
métrica) no sitema de coordenadas x : U C R" — M.

A defini¢ao de métrica Riemanniana nao depende da escolha do sistema de coorde-
nadas.

Definicao 1.1.8. Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana é
denominada uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.1.9. Consideremos M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo
f: M — N (isto é, f é uma bijegao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado
uma isometria se

(u,v), = (dfp(u), dfp(v)) () » VP € M, Yu,v € T,M. (1.2)

Definicao 1.1.10. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicagao diferenciavel
f: M — N é uma isometria local em p € M, se existe uma vizinhanca U C M de p
tal que f: U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (1.2). Dizemos que a variedade
Riemanniana M é localmente isométrica a variedade N se para todo p em M existem
uma vizinhanca U de p em M e uma isometria local f : U — f(U) C N.

16



Exemplo 1.1.3. (Variedades Imersas) Seja f : M™ — N"** uma imersao. Se N pos-
sui uma estrutura Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M dada por
(u,v), = '(dfp(u), dfp(v))/f(p) SOURS TPM. A/métrica de M é chamada a métrica induzida
por f e dizemos que f é uma imersao isométrica.

1.2 Conexoes Afins e Conexao Riemanniana

Nosso interesse em conexoes afins reside no fato que a escolha de uma métrica Rie-
manniana em uma variedade M determina univocamente uma certa conexao afim de M.
Podemos, deste modo, derivar de uma certa forma campos de vetores em M. Indicaremos
por X(M) o conjunto dos campos de vetores diferencidveis em M e por D(M) o anel das
funcoes reais diferenciaveis definidas em M.

Definicao 1.2.1. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao

Vo X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) s VyY

que satisfaz as seguintes propriedades:
(a) VixigvZ = fVxZ + gVy Z,;
(b) Vx(Y +2)=VxY +VxZ;
(©) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z e X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.2.1. Seja M wuma variedade diferenciavel com uma conexao afim V.
Entao existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo

da curva diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial s ao longo de c, denomi-

nado derivada covariante de V' ao longo de c, tal que

DV DW
@4vw>ﬁ+ﬁ,
D df
b)) =
1) 2(v) = Tv e o8
(c) Se V é um campo vetorial induzido de Y € X(M), isto é, V(t) = Y (c(t)), entao
DV
— CY
o Vd
onde V,W sdo campos vetoriais ao longo de ¢ e f : I — R € uma funcao dife-
rencidvel.

Definicao 1.2.2. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Um

DV
campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢é paralelo quando T 0 para
todo t € I.
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Definigao 1.2.3. Sejam M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim e ( , )
uma métrica Riemanniana. A conexao V é dita compativel com a métrica ( , ) quando
para toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’
ao longo de ¢, tivermos (P, P') = k, onde k é uma constante.

Proposicao 1.2.2. Seja M wuma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M ¢é
compativel com a métrica se, e somente se, para todo par V,W de campos de vetores ao
longo da curva diferencidvel ¢ : I — M, tem-se

d DV DW
— (VWY =(— W)Y+ {V,— I. L.
dt<’ ) <dt’ > <’ dt >’tE (13)

Corolario 1.2.1. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M € compativel com
a métrica se, e somente se,

XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ), X,Y,Z € X(M).

Definicao 1.2.4. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é dita simétrica
quando

VxY = VyX =[X,Y] paratodo X,Y € X(M).

Teorema 1.2.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica
conexdao afim V em M simétrica e compativel com a métrica Riemanniana.

Tal conexdo é denominada conezdo de Levi-Civita (ou Riemanniana) de M.
Definicao 1.2.5. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em ty € I se
D (d
7 (d—Z) = 0 no ponto ty; se v é geodésica em t, para todo t € I, dizemos que v é uma

geodésica.

Exemplo 1.2.1. Podemos mostrar que qualquer geodésica do paraboloide de revolucao
que nao € meridiano se auto-intersecta uma infinidade de vezes.

-

Figura 1.3: Geodésicas de um paraboldide
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O préximo resultado permite introduzirmos o conceito de aplicagao exponencial.

Proposicao 1.2.3. Dado p € M, existem uma vizinhanca V de p em M, um nimero
€ >0 e uma aplicagao diferencidvel,

v:(=2,2) xU — M,

onde U = {(p,w) € TM;p € V,w € T,M,|w| < €}, tal que t — ~(t,p,w),t € (=2,2), €
a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa por p com velocidade w, para cada
peV ecadaweT,M, |lwl <e.

Sejam p € M e d C T'M um aberto dado pela Proposicao 1.2.3. Entao a aplicacao
exp : U — M, dada por

v
eXp(p,U) = 7(17297 'U) =7 (’U|7p7 M) 9 (p,'U) € Z/{,

é chamada a aplicacao exponencial em U.
A aplicagao exponencial é diferenciavel e usaremos a restricao da exp a um aberto do
espacgo tangente 1),M, isto é, definiremos

exp, : B(0) CT,M — M

por exp,(v) = exp(p,v). De agora em diante, indicaremos por B(0) uma bola aberta
de centro na origem 0 de T,M e de raio e. Além da exp, ser diferencidvel, temos que
exp,(0) = p.

Geometricamente, expp(v) ¢ o ponto de M obtido percorrendo um comprimento igual

v
a |v|, a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com velocidade igual a —.

[l

Figura 1.4: A aplicacao exponencial
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Proposigao 1.2.4. Dado p € M, existe um € > 0 tal que exp, : B(0) C T,M — M ¢
um difeomorfismo da bola B.(0) de centro na origem de T,M e raio € sobre um aberto

de M.

Exemplo 1.2.2. Se M = R", a derivacao covariante coincide com a usual. Assim,
as geodésicas sao retas parametrizadas proporcionalmente ao comprimento de arco e a
exponencial é a identidade.

Lema 1.2.1 (de Gauss). Sejam p € M e v € T,M tal que exp,v esteja definida. Seja
we T,M ~T,(T,M). Entdo

<(dezpp)v(v), (dexpp)v(w» = <U, U)) .

Seja V' C T,M uma vizinhanca da origem tal que exp,|y é um difeomorfismo. O
conjunto U = exp, (V) é denominado vizinhanga normal (ou geodésica) de p. Se Bc(0) é
a bola de centro na origem de 7, M e raio €, entao Bc(p) = exp,(B.(0)) é¢ denominado
bola normal (ou geodésica) de centro p e raio e.

Figura 1.5: Bolas geodésicas

Observacao 1.2.1. Decorre, usando o Lema de Gauss, que a fronteira de uma bola
normal S¢(p) = exp,(0B(0)) ¢ uma hipersuperficie (subvariedade de codimensao 1) em
M ortogonal as geodésicas que partem de p, a qual denominamos esfera normal (ou
geodésica) de centro p e raio €.

Definicao 1.2.6. Uma variedade Riemanniana M ¢ (geodesicamente) completa se para
todo p € M, a aplicagao exponencial exp, esta definida para todo v € T,M, isto ¢, se as
geodésicas y(t) que partem de p estdo definidas para todo ¢t € R.

Defini¢ao 1.2.7. Dizemos que um conjunto {Xj, ..., X;,;} de campos de vetores é um
referencial quando todo X € X(M) pode ser escrito como X = ZaiXZ-. O referencial

é dito ortonormal quando (X;(p), X;(p)) = &;;, para todo i,j = 1,..,n e p € M. Um
referencial geodésico em p € M é o campo de vetores ortonormais {ej,...,e,} € X(M)
definidos numa vizinhanga V' C M de p, tal que Ve;(p) =0,Vi,j =1,...,n.
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1.3 Operadores Diferenciaveis

Nesta secao, definiremos operadores importantes num contexto de variedades. Apre-
sentaremos também algumas propriedades desses operadores. Ao longo desta secao, M
serd uma variedade Riemanniana.

Definicao 1.3.1. Seja f € D(M). Definimos o gradiente de f como o campo de vetores
grad,, f tal que
(grad,, f(p),v) = df,(v), p e M, veT,M.

Resulta da defini¢ao, que para todo X € X(M), grad,,f € X(M) é o tnico campo de
vetores tangentes e diferenciaveis sobre M caracterizado por

(grad, f, X) = X(f).
Proposicao 1.3.1. O gradiente satisfaz as sequintes propriedades:

(a) grady(f +g) = grad,, f + gradyg;

(b) grady(fg) = feradyg + ggrady,f;

(c) grady (f7) = qf " grad,, f;

(d) Se {ei,...,en} € um referencial ortonormal em M, entao

grady f = Y ei(f)e;
i=1

para quaisquer f,g € D(M) e todo inteiro positivo q. Aqui denotamos f1 = ff...f,
q-vezes.

Demonstracao. Consideremos f,g € D(M) e X € X(M).

(a) (grady(f+9),X) = X(f+g)=X(f)+ X(g) = (grad, [, X) + (grad,,g, X)
= (grad,,f + grad,;g, X) .

(b) (grady,(fg), X) X(fg) = fX(9) +9X(f) = f(gradyg, X) + g (grad,, f, X)

= (fgrad,, g+ ggrad,, f, X) .

(¢) Demonstraremos a afirmagao usando o processo de indugao finita. Se ¢ = 1, nao ha
nada a fazer. Se ¢ = 2, usando o item (b), a equagao deste item ¢ satisfeita.
Agora, suponhamos que nossa igualdade vale para g — 1, isto é,

grad,, (f*") = (¢ — 1) f*grad,, f.

Usando o item (b) e a igualdade anterior, temos

grad, (f9) = grady(ff") = fegrady f9' + f7 'grad,, f
flg—1)f7%grad,, f + f9 'grad,, f
= qf?'grad,, f.
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(d) Seja {e1,...,e,} uma base ortonormal de T,M. Entao grad,,f = Zaiei, onde
i=1
a; = (grad,, f, e;). Por outro lado, usando a Defini¢ao 1.3.1,

(grady, f,e:) = df (e:) = ei(f),
o que conclui nossa demonstracao.
0J

Definicao 1.3.2. Definimos o tra¢o de um operador T : V' — V', onde V é um espacgo
vetorial de dimensao finita com produto interno, como sendo o traco de qualquer matriz
associada a T

Note que se {ey, ..., e,} é¢ uma base ortonormal de V', entao

n

T(v) =Y (T(v),e;)es.

i=1

Como as colunas da matriz de 7" na base {ey, ..., €, } sdo vetores T'(e;), podemos escrever
a matriz do operador T na base {ey, ..., e,} como

((T'(e3), €5) nxcn
e, portanto,

tr T = (T(e;),€;) .

i=1

Definicao 1.3.3. Seja X € X(M). Definimos a divergéncia como a fungao divy X :
M — R dada por
divy X(p) = tr (Y(p) = Vv X(p)), pe M.

Se {e1, ..., e, } é uma base ortonormal de T,,M, entdo
divy X =) (Ve X,e).
i=1
Proposicao 1.3.2. A divergéncia satisfaz as sequintes igualdades:
(a) divy (X +Y) =divy X + divy Y
(b) divy (fX) = X(f) + fdivy X = (grad,, f, X) + fdivy, X
para quaisquer X,Y € X(M) e f € D(M);
(c) Se{eq,...,en} € um referencial geodésico, entdo
leMX = Z ei(fi),
i=1

onde X = Z fiei.
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Demonstracao. Consideremos X,Y € X(M) e f € D(M).

n n

(a) divy (X +Y) = D (Ve (X +Y),e) =D (Ve X,e;) + (VoY )
— divy X+ divy,Y. -

(b) divar(fX) = D (Ve (fX),e) =D (fVe X +ei(f)X,e)
=1 z 1

n n

= fY (VX e +Z<€z )X, e;) = fdivyy X + <X,Zei(f)ei
= fdivaX + (X, grady f) = fdivarX + X ().

(c) Seja X = Z fiej, onde {e1, ..., e, } é um referencial geodésico. Entao
j=1

divie X = divy (gfjej> = Z< ” <Z fjej> , >

=1
= Z <Z fjveiej, €i> + Z <€z’ (Z f3> €j, 6i> .
=1 j=1 =1 7j=1

Como o referencial é geodésico, obtemos

divi X =) el f).

Definigao 1.3.4. Seja f € D(M). Definimos a Hessiana de f por

Hessf : X(M)x X(M) — C*(M)
(X,Y) — (Vx(grad, f),Y).

Proposicao 1.3.3. A Hessiana satisfaz as sequintes propriedades:
(a) Hessf(X +Y, Z) = Hessf(X, Z) + Hessf (Y, Z);
(b) Hess(f + ¢)(X,Y) = Hessf(X,Y) + Hess g(X,Y);
(¢) Hess(fg)(X,Y) = fHess g+ gHessf + (X(f)gradyg, Y) + (X (g)grady, f,Y);
(d) Hess(f7)(X,Y) = q[f* Hessf(X,Y) + (X (f7)grady £, Y)];
(¢) Hessf(X,Y) = Hess (Y, X)

para quaisquer X,Y, 7 € X(M), f,g € D(M) e todo inteiro q.
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Demonstragio. Sejam X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).
(a) Hessf(X +Y,Z) = (Vxiy(grady[f), Z)
= (Vx(grady f), Z) + (Vy(grady, f), Z)
= Hessf(X,Z) + Hessf(Y, Z).
(b) Hess(f + g)(X,Y) = (Vx(grady(f +9)),Y)
= (Vx(grady f),Y) + (Vx(gradyg)),Y)
= Hessf(X,Y) + Hess g(X,Y).
(c) Hess(fg)(X,Y) = (Vxgrady(fg),Y) = (Vx(feradyg + ggrady f),Y)
= (Vx(feradyg),Y) + (Vx(ggrady f),Y)

= (fVxgrad, g+ X(f)grad,g,Y)
+ (gVxgrad,, f + X(g)grad,, f,Y)

= ([Vxgradyg,Y) + (X(f)gradyg,Y)
(gVXgrade Y>+< ( )grade,Y>

= fHessg + gHessf + (X (f)gradyg,Y) + (X (g)grady, f,Y).
(d) Hess(f9)(X,Y) = (Vxegrady(f9),Y) = (Vx(qf 'grady f),Y)

= q¢(Vx(f"'grady f),Y)

= q[(f* ' Vxgrady f,Y) + (X(f7 )grady f,Y)]

= q[f*'Hessf(X,Y) + (X (f7")grad,, f,Y)].

(e) Temos que

X (grady, f,Y) = (Vx(grad,, f),Y) + (grad, f, VxY) .

Usando as defini¢oes de gradiente e Hessiana, obtemos
XY f = Hessf(X,Y) + (VxY)/,

ou seja,

Hessf(X,Y) = XY f — (VxY)f.
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Logo
Hess/(X,Y) — Hessf(Y.X) = XY[—(VxY)f—(YXf~(VyX)f)
= (XY )= (YX[f) = (VxY = VyX)f

— [X,Y]f—[X,Y]f = 0.

Definigao 1.3.5. Seja f € D(M). Definimos o Laplaciano de f em M por
Af = divy(grad,, f).

Observe que se {ey, ..., e, } é um referencial ortonormal, entao

n

Af = divy(grady, f) = tr (X — Vx(grady, f)) = S (Ve (grady, f), e;) = tr(Hessf).

i=1
O proéximo resultado sera util para cdlculos posteriores.

Teorema 1.3.1 (Teorema da Divergéncia). Sejam M uma variedade Riemanniana com-
pacta e X um campo de vetores definido em M. Entao

M

1.4 Curvaturas

Apresentaremos uma definicdo de curvatura que, intuitivamente, mede o quanto uma
variedade Riemmaniana deixa de ser Euclidiana.

Definicao 1.4.1. A curvatura R de uma variedade Riemmaniana M ¢é uma corres-
pondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X (M)
dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z, 7 € %(M),

onde V ¢ a conexao Riemanniana de M.

O aparecimento do termo V|xy]Z na definicao de curvatura estd ligado ao fato de
desejarmos que a aplicagdo R(X,Y) : X(M) — X(M) seja linear.

De agora em diante, usaremos a notagao

(R(X,Y)Z,T) = (X,Y, Z,T).

Relacionado com o operador curvatura esta a curvatura seccional (ou Riemanniana).

25



Proposicao 1.4.1. Sejam o C T,M um subespago bidimensional do espago tangente
T,M e x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entdao

(z,y,7,y)
FEN = e

nao depende da escolha dos vetores x,y € . Aqui |xA\y| = \/|x|2|y|2 — (z,y)? representa

a drea do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores x,y € V', onde V
€ um espaco vetorial.

O numero real K (z,y) = K(0) é chamado curvatura seccional de o em p.

Definicao 1.4.2. As variedades completas com curvatura seccional constante sao chamadas
formas espaciais.

Entres as variedades Riemannianas, aquelas de curvatura seccional constante sao as
mais simples. Além disso, o teorema a seguir mostra que as variedades R™ S" e H"
sao as unicas variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas com curvatura
seccional constante.

Teorema 1.4.1. Seja M" uma variedade Riemanniana completa e de curvatura seccional
constante K. Entao, o recobrimento universal M de M, com a métrica do recobrimento,
¢ isométrico a:

(a) H", se K = —1;
(b) R", se K =0;
(¢c) S", se K = 1.

1.5 Imersoes Isométricas

Nesta secdo, consideraremos a seguinte situacdo. Seja f : M — M uma imersao de
uma variedade diferencidvel M de dimensdo n em uma variedade Riemanniana M de
dimensao igual a k = n+m. Estudaremos as relacoes entre as geometrias de M e de M.

Seja f : M"™ — M * uma imersdo. Pela forma local das imersoes, para cada
p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de
M. Em outras palavras, existem uma vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo
¢:U—VCR"

Identificaremos U com f(U) e cada vetor v € T,M,q € U, com df,(v) € Ty M. Para
cada p € M, o produto interno em 7, pm decompoe T, pW na soma direta

TPM = TPM D (TpM)L7

onde T,M = df,(T,M) e (T,M)* = (df,(T,M))* é o complemento ortogonal de T, M em
T,M. Portanto, cada vetor v € T, M pode ser decomposto de modo tinico como

v:vT—i—vN,

onde v" € T,M e vV € (T,M)™*.
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Denominamos v? a componente tangencial de v e vV a componente normal de v. Tal
decomposic¢ao ¢ diferenciavel no sentido que as aplicagoes de T'"M em T'M dadas por

(p,v) = (p,v") e (p,v) — (p,0")

sao diferencidveis.
Sejam V a conexao Riemanniana de M, XY campos locais de vetores em M e X,Y
extensoes locais a M. Definimos

VxY = (VYY)
Seja X(U)* o conjunto dos campos de vetores em U normais a f(U) ~ U. A aplicacio
B :X(U) x X(U)* dada por
B(X,Y)=VxY —VxY

é um campo local em M normal a M. o
A aplicacao B nao depende das extensoes X,Y.

Proposicao 1.5.1. A aplicagdo B € bilinear e simétrica.

Demonstragao. Dados g € D(U) e X,Y,Z € X(U), sejam
extensoes locais a M. Temos que

B(X,Y) =

N

suas respectivas

Qf

Y ? ?

Como [X,Y] = [X,Y] em M,

ou seja, B ¢ simétrica.
Além disso,

B(gX,Y) =V xY = VyxV =gVxY — ¢gVxY = gB(X,Y).
Usando a simetria de B,
B(X,gY) = B(gY,X) = gB(Y,X) = gB(X,Y).
Temos também que

B(X+Y,Z) = Vx,5Z-VxwZ
VxZ+VxZ +VvZ —-VyZ
= B(X,Z)+B(Y,Z2)

e como B é simétrica, obtemos
B(X,Y+Z)=B(X,Y)+ B(X, 2).

Portanto, B é bilinear.
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Agora, podemos definir a segunda forma fundamental. Sejam p € M e n € (T,M)*.
Usando a Proposicao 1.5.1, a aplicacao H,, : T,M x T,M — R dada por

H,(x,y) = (B(z,y),n), =,y € T,M
¢ uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.5.1. A forma quadrética I, definida em 7),M por
11, (z) = Hy(z,z)
é denominada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.

Como a aplicagao H,, ¢ bilinear simétrica, existe uma unica aplicagao auto-adjunta
Sy TyM — T,M associada a H, tal que

<S77<.Z‘),y> = Hﬂ(xvy) = <B<£L‘,y),77>.

A aplicacao S, é denominada operador de Weingarten de f.

Proposig¢ao 1.5.2. Sejam p € M,z € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensdo local
de n normal a M. Entao

S,(r) = —(V.N)".

Exemplo 1.5.1. No caso particular em que a codimensao da imersao é 1, ou seja,
f:M"— WH, f(M) c M é denominada uma hipersuperficie.

Neste caso, sejam p € M e n € (I,M)* com || = 1. Como S, : T,M — T,M
¢ simétrica, existe uma base ortonormal de autovetores {ey,...,e,} de T,M associada a
autovalores reais Ap, ..., A, isto é, S, (e;) = Nie;, 1 <i<n. Se M e M estdo previamente
orientadas, entao 7 estd determinado de modo tnico se exigirmos que {ey, ..., e, } esteja
na orientacao de M. Deste modo, denominamos os e; direcoes principais e os \; = k;
curvaturas principais de f. As funcoes simétricas de Ay, ..., A, s@o invariantes da imersao.
Por exemplo, det(S,) = Aj...A, é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e

%()\1 + ...+ Ay) é denominada curvatura média de f.

Definicao 1.5.2. Uma imersdao f : M — M é geodésica em p € M se, para todo
n € (T,M)*, a segunda forma fundamental 11, é identicamente nula em p. A imersao f
é totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M.

Proposicao 1.5.3. Uma imersio f : M — M € geodésica em p € M se, e somente se,
toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

Vimos que a componente tangente de Vxn ¢ dada por (Vxn)T = —S,(X). Estudare-
mos agora a componente normal de Vyn, a qual denominamos a conexdo normal Vxn
da imersao, isto é,

Vin = (Vxn)" =Vxn— (Vxn)" =Vxn+ 85,(X).
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Denotando por X(M)* o espaco dos campos diferenciaveis de vetores normais a M,
podemos considerar a segunda forma fundamental com um tensor B : X(M) x X(M) x
X(M)*+ — D(M), definido por

B(X7K77) = <B(X7Y)777>'

Podemos estender a definicao de derivada covariante a este tipo de tensor de maneira
natural

Proposicao 1.5.4 (Equacao de Codazzi). Com a notagao anterior, temos

Corolario 1.5.1. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, a equacdo
de Codazzi se reduz a

(VxB)(Y. Z,n) = (VyB)(X, Z.n).
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Capitulo 2

Formulas Integrais para a Curvatura
r-Média

Neste capitulo, definiremos a r-ésima transformacao de Newton, o operador lineariza-
do L, e demonstraremos algumas propriedades desses operadores. Além disso, serao
obtidas formulas integrais envolvendo a curvatura r-média.

2.1 A r-ésima Transformacao de Newton P,

Seja x : M™ — N"™! uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana M™
na variedade Riemanniana N™"*! com segunda forma fundamental B. Sejam A, ..., A, 0s
autovalores de B associados aos vetores ey, ...e,. As fungoes simétricas elementares .S,
associadas a B sao definidas por

S,« - Z )\%1/\%
11 <...<ip

e a curvatura r-média é definida por

ondenr:(n).
r

Consideremos Sp = Hy=1e S, = H, =0ser ¢ {0,1,....n}. As funcoes 51,52 e S,

sao conhecidas como curvatura média, escalar e de Gauss-Kronecker, respectivamente.

Definicao 2.1.1. A r-ésima transformacao de Newton P, : T,M — T,M ¢é definida,
indutivamente, por
Phb=1 e P.=S51-BP_, r>1.
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Se A1, ..., A\, sao autovalores de B, entao denotamos
ST(B]') = Sr(/\b ceey )\j—la >\j+17 ey >\n)

a r-funcao elementar simétrica associada a restricao B; de B ao subespago ortogonal ao
autovetor correspondente e;.

Finalizaremos esta secao demonstrando algumas propriedades envolvendo o operador
P..

Proposicao 2.1.1. A r-ésima transformac¢ao de Newton P, e a sequnda forma funda-
mental B comutam.

Demonstragao. Faremos a demonstragao por inducao. O resultado é valido para F.
Suponhamos que BP,_; = P,_1B. Assim

BP, = B(S,]—BP,_1)=B(S,] — P,_1B) = S,B— BP,_\B
— (S,]-BP,_,)B = P,B.

Proposicao 2.1.2. A r-ésima transformacao de Newton P, € auto-adjunta.

Demonstracao. A demonstragao sera feita por indugao. O resultado é valido para
Py = I. Suponhamos que P,_; é auto-adjunta e sejam X,Y € X(M). Entao

(P(X),Y)=((S.I—BP._1)X,Y)=(S.X,Y) — (BP,_1(X),Y).
Como B é uma forma bilinear, temos

(P(X),Y) = (X,5Y) = (Fa(X), B(Y)) = (X, 5Y) = (X, B (B(Y)))
= <X7 (STI - Prle)Y> = <X7 PT<Y)> :

O

Proposicao 2.1.3. Sejam A\;,1 = 1,...,n, 0s autovalores da sequnda forma fundamental
B. Fixemos \;, logo
ST<B7J) == ST - )\ZST—1<B7,)

Demonstracao. Podemos dividir a soma S, em duas parcelas, uma onde \; aparece
e outra onde \; nao aparece. Assim, S, = A+ \;C. A primeira parcela é exatamente
Sr(B;) e C é a soma cujas parcelas sao somas de todos produtos de (r — 1) curvaturas
principais, exceto \;, ou seja, é S,._1(B;). Logo

Sr - ST‘(B’L) + Aer—l(Bz)
U

Nosso proximo resultado apresenta alguns resultados classicos sobre os autovalores de
P,.. A demonstracao destes resultados podem ser encontrados, por exemplo, em [5], p.
279.

31



Proposicao 2.1.4. Para cada 1 <r <n —1, temos

(a) P.(e;) = S.(By)e; para cada 1 <i<n;

(b) tr(P, ZS =(n—-r)S,;

(c) tr(BP,) Z AiSi( (r41)S,41;

(d) tr(B%P, Z A28, (B;) = 818,11 — (r +2)S, 5.

Demonstracgao.

(a) Demonstraremos por inducao, usando a identidade S,1(B;) = S,i1 — NS, (B;).

Suponhamos que nossa igualdade vale para r, isto é, P,(e;) = S,(B;)e;. Mostraremos que
também vale para r + 1. De fato,

Pr+1(€z‘) = Srp16 — Bpr(ei) = Srq16; — B(ST(Bi)ei) = Spy1€; — Sr(Bz‘)B(ei)
= Sr—i-lei - Sr(Bi))\iei = (Sr+1 - /\iST(Bi))ei = Sr(Bi)ei
(b) Observemos que

n n

tr(F) = (Poe:),e) = Y (Su(Bi)es, e:) Z S,

i=1 i=1
A fim de demonstrarmos a segunda igualdade, consideremos S, e S,.(B;) polinémios ho-
mogeéneos nas varidveis A;’s. Cada monomio Aj, Aj,...A;, de S, também é um monoémio de
S-(B;) para i ¢ {j1, ja, ..., jr}. Como temos exatamente (n — r) termos, concluimos este
item.

(c) Temos que

n n n

tr(BP,) =Y (BP.(e:),e:) = Y _ (Pu(es), Bles)) = > (Su(By)ei, hies) Z AilS, (

i=1 i=1 i=1
Por outro lado,

tr(Pr41) = tr(Sy41l — BP,) = tr(S,111) — tr(BP,),

isto é,
tr(BP.) = nSyy1 — tr(Pryq).

Logo, usando o item (b), obtemos

tr(BP,) =nS,1 — (n— (r+1))Sr1 = (r+1)S,41.
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(d) Temos que
= (B*Piei).eiy =D (Ples), B*(e)) = > _ (Su(Bi)es, e Zv
i=1 i=1 i=1
Além disso,

tr(BP,y1) = tr(B(S, 111 — B*P,)) = tr(S,;1BI) — tr(B*P,),

ou seja,

tr(B2P,) = 815,41 — tr(BP,4).

Portanto, usando o item (c), obtemos

tr(B2P,) = 515,11 — (1 +2)S,42.

2.2 Operador Linearizado L,

Nesta secao, apresentaremos o operador L,, essencial no nosso trabalho. Em seguida,
veremos alguns resultados gerais sobre este operador.

Associado a cada transformacao de Newton P,, temos um operador diferencial de
segunda ordem L, : C°(M"™;R) — R, definido por

L.f = tr(P.(Hessf)),

onde Hessf é a matriz Hessiana da funcao f.
Se {ey, ..., e,} é uma base ortonormal de M", entdo L, pode ser escrito como

Lf— Z o (grady £, Prler))

Denominamos este operador de operador linearizado L,. Em particular, quando r = 0,
Lof = Af. Por este motivo, dizemos que este operador generaliza, em certo sentido, o
Laplaciano. Tal operador foi introduzido por Voss na conexao com argumentos varia-
cionais, ver [19].

Proposicao 2.2.1. Sejam f,g: M"™ — R funcgoes suaves. Entdo
(a) L.(f9) =q(f7 'L, f + (P-.(grad,, f),grad,, f91)) para algum inteiro positivo q;
(b) L,(fg) = fLrg+ gL, f +2(P:(grady, f), gradyg).
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Demonstracao. Seja {ey, ..., e,} uma base ortonormal de M™.
(a) Usando a defini¢ao de L,, temos que

n

Lo(f1) = 2 (Velgradyf*), P(ed) = a3 _ (Ve (/" grady, f), Pr(e:))

i=1

n

= q Z <qulveigrade, Pr<€i)> + Z <@i(fq*1)grade, Pr(el-)>

i=1 i=1

— 4 fq1er+<Pr<grade>,Zei<fq1>ei>]

=1

= Q(fq_ler + <Pr(grade), gmdeq_I»‘

(b) Usando a defini¢ao de L,, obtemos que

n n

L.(fg) = Z (Vegrady (fg), Pr(e;)) = Z (Ve,(ferady g + gegrad,, f), Pr(e:))

=1 i=1
n n

= Z <V€i(fgra’dMg)’ Pr(ez)> + Z <v6i (ggrade)a Pr(ez»

=1 =1
n

= Z [(fVegrad,,g, P.(e;)) + (e;(f)grad,, g, P-(e;))]

i=1

+ > [(gVe,grady, f, Pr(es)) + (ei(g)grady, f, Pr(es))]

i=1

= f Z (Ve,grad,,g, Pr(e;)) + <Pr(gradMg), Z ei(f)ei>

i=1

=1
+g Y (Vegrady f, Pr(e:)) + <Pr<grade>, > ei<g>ei>
=1

i=1
= fL.f + (P.(gradyg), grady, f) + gL, f + (Pr(grad,, f), grad,,g)

= fer+ger+2<Pr(grade)7gradMg>)
[

Sejam M™ e N"! variedades Riemannianas orientadas e  : M™ — N™*! uma imersao
isométrica. Consideremos a identificagdo usual de Y € T,M com dz,(Y) e seja F': N —
R uma fungao suave. Se considerarmos a composicao f = Fox : M" — R, temos que
emp e M,

(grad,, f,Y) (p) = df,(Y) = d(F o x),Y = dFy,dx,Y = (grady F\Y) (z(p)) VY € T, M,

onde grad,, e grad, denotam o gradiente em M e o gradiente em N, respectivamente.
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Assim
grady F' = grad,, f + (grady F)*, (2.1)

onde (grady F’ )+ significa a parte normal do gradyF'.
Sejam V a derivada covariante em N e B a segunda forma fundamental de z. A
matriz de B com respeito a base ortonormal {ey, ..., e,} é dada por

hzy = <vei€j7n>a Za] = 17 s T

onde 71 é o campo vetorial normal unitario.

O préximo resultado pode ser encontrada em [3], Lema 2.1.

Proposicao 2.2.2. Seja x : M™ — N™"! wma imersao isométrica. Seja F: N — R
uma funcgao suave e consideremos f = Fox : M — R. Para um referencial ortonormal
{e;,...,en} numa vizinhanga U C M, temos

L.f= ZHess (€, Pr(€;)) + (r 4+ 1)S,41 (grady Fym)

onde n denota o campo vetorial normal unitdrio da imersao e grady € o gradiente em

N.

Demonstracao. Usando a definicao de L,, temos que

n

LTf = Z <v61‘ (grade>7 Pr(el>>

z—l

= Z <V grade) [ ez(grade) eZ (grade)]v PT(61>> :

Como B(e;, grad,, f) = V., (grad,, f) — V., (grad,, f), onde B a segunda forma funda-
mental da imersao, obtemos que

LTf = Z <vei (grade) - B(eiu grade)? Pr(ez>>

— Z (Ve,(grad,, f), Pr(ei)) -

Usando (2.1), obtemos

n

er = Z <v€i<gradNF - (gradNF)L)vPT(ei»

i=1
n

= Z<V€ grady F, P, (e;)) Z<V (grady F)*), Py(e i)
— ZHess(F e, P Z <V gradNFa 77) 77>’PT<€%'>>
= ZHGSS(F) ei, P, Z< grady F,n) Ve, (1), P.(e:)) -
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Usando a Proposicao 1.5.2,

n

L.f= ZHess (€5, Prler)) — (grady Fym) Y~ (—B(es), Pro(es)) -

i=1
Lembrando que B é uma forma bilinear, temos que

n

L.f = ZHGSS (e, (i))+(gradNF,n)Z<ei,BPT(ei)>

=1

= ZHQSS (e;, Pr(e;)) + (grady F,n) tr(BPF,).

Como tr(BP,) = (r + 1)S,41, ver item (c¢) da Proposi¢ao 2.1.4, concluimos que

L.f = ZHess (€, Pr(€;)) + (r +1)S,41 (grady Fym) .

O

Proposigao 2.2.3. Sejam z : M™ — N uma imersao isométrica e F : N — R uma
funcao suave. Se f = Fox: M — R, entao

Lr(fq) = Q(Fq_ler + <Pr(grade)a gradeq_1>),

onde grady € o gradiente em N e q € inteiro positivo.

Demonstragao. Seja {ey, ..., e, } um referencial ortonormal em M. Como f¢ = (Fox)?,
usando a Proposicao 2.2.2, temos que

L.(f7) = Z Hess(F?)(e;, Pr(€;)) 4+ (r + 1)S,11 (grady F'4, 1)
= q Z [F~"Hess(F)(e;, Pr(e;)) + (&;(F ')grady F, P,(e;))]
+27"1+ 1)Syi1 (qF*'grady F' n)

= qZFq "Hess(F)(e;, P.(e;)) +qui(F‘1_1) (grady F, P.(e;))

i1
+qu Y(r +1)Sr41 (grady F,m)

= q Z F7 'Hess(F)(es, P.(e;)) + q Z e;(F177) (grad,, f, P.(e;))
i=1

+qFP (r +1)S,41 (grady F, n)
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= q Z F7 'Hess(F)(e;, Pr(e;)) +q <Pr(grade), Z ei(Fq_l)ei>
i=1 i=1
+qFP 7 (r +1) S, (grady Fm)

= q Z F%'Hess(F)(e;, Pr(e;)) + q (P (grad,, f), grad y F4~")
i=1

FqFP (r +1)S,44 (grady F,n)

= q Z F%'Hess(F)(e;, P (e;)) + q (P (grad,, f), grad, f9")

i=1
+qF? N (r 4-1)S,41 (grad v F, m)

= q(Fqiler + <Pr(grade)> gradeq71>)'

2.3 Operador Linearizado L, em Formas Espaciais

Nesta se¢ao, vamos considerar N"™! uma forma espacial Q"™'. Fixado um ponto
p € Q' sejam p: Q" — R a funcao distancia geodésica ao ponto p e x : M™ — Q!
uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana orientada M™. Definimos o vetor
posigao X : M"™ — Q"' com respeito a p por

X(x(p)) = Se(p(p))gradgp(p),

onde S. ¢ a solucao da equagao y” + cy = 0 com condigoes iniciais y(0) = 0 e 3/(0) = 1,
isto é,

Denotaremos S.(p(p)) = 0.(p(p)).

Os dois proximos resultados sao consequéncias da Proposicao 2.2.2 e da Proposicao
2.2.3, com a condi¢do de N™*! ser uma forma espacial Q""!. A partir desta secao X
sempre serd o vetor posicao X (z(p)) = S.(p(p))gradgp(p).

Proposigao 2.3.1. Seja x : M™ — Q"' wma imersio isométrica de uma variedade
Riemanniana orientada M"™ em uma forma espacial Q™. Entao

1
ELT(GC) = _[(n - T)Srec(p) + (7” + 1)Sr+1 <X7 77)]7 sec 7£ 0.
Identificamos 6. com 6.0 po x.
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Demonstracao. Considere F' = 6, o p na Proposicao 2.2.2 e seja {ey, ..., €,} um refe-
rencial ortonormal numa vizinhanga U C M. Entao

Z Hess(0.(p)) (e, Pr(ei)) + (r + 1)S,11 (gradgbe(p),m) -

Inicialmente, observemos que

Hess(0.(p))(es, Pr(es)) = <v6i(gradQ(ec(p)))7P >—<V )grade) Pr(e )>
= 00(p) (Vegradgp. Prler)) + 02(p) {{sradgp. e;) gradgp, Prle:))
= b.(p)Hessp(e;, Pr(e)) + 6:(p) (gradgp, i) (gradgp, Pr(e;)) -

Como S, é solugao de y” +cy = 0, temos que S”(p)+cS.(p) = 0. Lembrando que S = 0.,
obtemos

0.(p) = —cSc(p) e 0(p) = —cbe(p).
Logo
Hess(0.(p))(ei, Pr(e;)) = —cSe(p)Hessp(e;, Po(e;))
—cb.(p) (gradgp, e;) (gradgp, Pr(e;)) -

Usando o resultado

Hessp(X,Y) = (Vxgradgp,Y) = gcc((/;)) [(X,Y) — (gradgp, X ) (gradgp,Y)],  (2.2)

o qual pode ser encontrado em [14], p. 36, Proposicao 2.4.1, obtemos

Hessp(e;, Pr(e;)) = fclp) [(ei, Pr(e:)) — (gradgp, e;) (gradgp, Pr(e;))].

Se(p)
Portanto
Hs 0.0 ) =~ F(c) = e ) s )
—cb.(p) <grade, el> (gradgp, Pr(e;))
= —cbe(p) (ei, Pr(ei)) -
Assim

n

Lr(ec) = _Cec P Z <€17 P (el)> + (7’ + 1)Sr+1 <gradQ6.c(p)> 77>

(p)
— B (p)tx(P) + (r + 1)S,u1 (8(p)gradgp, 1)
— —cl(p)tr(Py) + (r +1)Sey1 (—cS.(p)eradop, n)
= —cle(p)tr(P,) — c(r 4+ 1)Sp 41 (X, 7).

Como tr(P,) = (n—r)S,, ver item (b) da Proposicao 2.1.4, concluimos a demonstragao.

O
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Proposigao 2.3.2. Seja v : M™ — Q"' wma imersio isométrica de uma variedade
Riemanniana orientada M™ em uma forma espacial Q™. Entdo

S LoIXP = 600 = 7)S,6.(0) + (r + 1S, (X, )] — ¢ (Po(XT), XT) para qualquer c.

Aqui, designamos XT como a componente tangente de X e identificamos X com X o x.

Demonstracao. Observemos que

lgradgp| = 1,
e, portanto,
X% = (S.(p)eradgp, Se(p)eradgp) = (S.(p))*.
Assim 1 1
Lol XIP = S L ((S:(0))°).

Usando a Proposicao 2.2.3, temos que

SLAS)D) = Scp)Lo(Sulp)) + (Pr(aradgSi(p)), gradQs< )

= Se(p)L(Se(p)) + (P, (5”( )grade p)gradgp)
= Se(p)Lr(Se(p)) + (Si(p))? ( Pr(gradgp), gradQ%
Como S..(p) = 0.(p), obtemos

1

5 Lr((5e(p))?) = Se(p)Lr(Selp)) + (Be(p))” (Pr(gradgp), gradgp) -

A Proposigao 2.2.2 nos diz que
Ly(Se(p)) = Y Hess(S(p))(ess Pr(es)) + (r +1)S,41 (gradgSe(p), n)

= Z Hess(S.(p)) (e, P (€;)) + (1 + 1)Sr16c(p) (gradgp, ) -

Por outro lado,

Hess(S.(p))(es, Pr(e;)) = <V (gradgSe(p

(p)eradgp), Pr(e:))
= <ve grad@pa

<<grade, ez> gradgp, P.(e )> )

\/\/
+
CQ/\

Lembrando que S.(p) = 0.(p) e S¥(p) = —cS,, temos
Hess(Sc(p))(ei, Pr(ei)) = Oc(p)Hessp(e;, Pr(e;)) — ¢Se(p) (gradgp, e;) (gradgp, Pr(e;)) -

Agora, usando (2.2), obtemos

Hess(S.(p)ei, P(e)) = O (e, Pa(e)) — (radgp. ) (gradgn, Ple)]

_CSc<p) <grade7 ei> <grade7 PT(61)>

39



e, portanto,

(0:(0))*

L5 = COES e R — (radgp.e:) (radgn ()
—cSe(p) Z (gradgp, e;) (gradgp, P,(e;))

=1

—|—(’f’ + 1)Sr+lec(p> <grade, 77> :
Logo

%LT\X P = (0p)tr(P) = (6:(p)* ) (gradgp, e;) (gradgp, Pr(e))

i=1
n

—c(Se(p))? Z <grade, ei> <grade, PT(ei)>

£+ 1)S.(p)Sri100(p) (radgp,n) + (0c(p))? ( Pr(gradgp), aradgp)

Mas N
(P (gradgp), gradgp) = Y (gradgp, ;) (gradgp, Pr(e:)) -
i=1
Assim
1 n
§Lr|X|2 = (0c(p))*tr(P) + (r + 1)Sri1be(p) (X,m) — > (X, €:) (X, Po(ey)) -
i=1
Como

A i

Z<X7€i><X7PT<6i>> = Z<X761> <PT(61>7Z<X76]'>6J>
= ) (X, e) (Prle;), XT) = Z (X,e) (P(XT), )

7

_ <PT(XT),Z (X,e) €i> = (A1), XT)

7

e tr(P.) = (n —r)S,, concluimos a demonstragao.
U

Agora, usando as proposi¢oes anteriores, demonstraremos o proximo resultado que
serd essencial na Secao 2.4.
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Proposigao 2.3.3. Seja x : M™ — Q" uma imersdo isométrica de uma variedade Rie-
manniana orientada M™ em uma forma espacial Q™. Entdo, para todo inteiro positivo

4,

@ & (55 = () 0wl - 08000+ 0 15 ol

—c(P.(X"),X")}

-0 () @ ee.xn)

(b) Lr‘gg = Q((QC(p))qil[_c((n - T)Srec(p) + (T + 1) <X7 7]> Sr—i—l)]
+(g = D(0e(p)"** (P(XT), XT)) |

onde identificamos X com X ox e 82 com (6.0 po x).

Demonstracao. Sejam X = X ox e 07 = (0.0 pox)?
(a) Usando a Proposicao 2.2.3, temos que
(X, X)
" 2

LT<(X,2X)>Q _ q[((X,zX>)Q1
o (52 e (5]

(Se(p))?

h

Como

1
= 5 <Sc(p)gradev Sc(p>grade> =

temos que

aradg (520) = gnadg (B — 5081000 Y (eradap. e

= HC(P) Z <X7 6i> € = QC(p)XT'

=1

Por outro lado,

grad,, (<X’2X>)q_l =(—1) (<X’2X >)q_2 grad,, (@) .

gradg <<X’ X>)q_1 —(q-1) (<X’X>>H 6.X7. (2.3)

Logo
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Usando a Proposicao 2.3.2, obtemos

L (<X72X>> _ [(@) {01 — P)S,8ulp) + (r + 1)Srar (X, )

—e(P(XT).XT)} + <Pr<ec<p>XT>, -1 (% X>)q_ ec<p>XT>]

2

- 4 [(<X’2X>)q_ o)~ 1)5,0.(9) + (r + 1)S, 1 (X,)

—er e x -0 (S5 e o), XT>] .

(b) Temos que

n n

gradgfe(p) = 0.(p) 3 (sradgp,e,) @:—c2<s Jeradgp, ) e; = —¢ 3 (X e e

i=1 i=1

Assim
gradyf, = —cX". (2.4)

Logo, usando a Proposicao 2.2.3 e a Proposigao 2.3.1, concluimos que

Ly (6:) = q((6c(p))T L6 + (P (gradgb.(p)), grady (6e(p))*™))

)) [=cl(n = 7)S0c(p) + (r + 1) (X, 1) Sra)]
—cX1), (¢ = 1)(0(p))**(—cXT)))

I
A
—~
%
A
Ab

= q((Be(p)H=c((n — 1) S,0c(p) + (r + 1) (X, 1) Sr1)]
—1)(6e(p))1 2 (P(XT), XT)).

O

A fim de demonstrarmos as formulas integrais, vamos obter mais dois resultados antes
de demonstrarmos a tultima proposicao desta secao.

Lema 2.3.1. Seja x : M™ — Q"' uma imersao isométrica de uma variedade Riemanmni-
ana orientada M™ em uma forma espacial Q™. Entdo, temos as sequintes identidades:

(a) vej)( = Qc(p)ej;
(b) veiver = ec(f’)hwﬁ - cC <X7 €i> €js

(C) veivej <X7 77> = _90<p)h‘w Z (v h ) <X7 ek> - h12] <X7 77)7

k

onde n € o campo vetorial normal unitdrio e {ey,...,e,} € um referencial geodésico em
M™,
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Demonstragao. Inicialmente, observamos que

00
Sc((//)))) (e; — (gradgp, €;) gradp). (2.5)

Ve, gradgp =

De fato, temos que
veigrade = Z <Veigrade, ej> €j.
j=1
Usando (2.2) com X =¢; e Y =e;,

_ 0,
<Veigrade, ej> = %((ei, e;) — <grade, ei> <grade, ej>),

obtemos
_ 0,
Vegradgp = SC((pp)) (Z (€i,e;) ej — <grade, ei>z <grade, €j>€j)
J J
0.(p)
= e; — (gradyp, €;) grad,p).
5.(p) @ (Erador e gradar)

Agora, demonstraremos as identidades.
(a) Usando (2.5), obtemos

Ve, X = 761(55(,(0))8;1"&%[)) = Se(p)Ve,gradgp + Si(p) (gradgp, e;) gradgp
Sc(p)SCTZ)(ej — (gradgp, e;) gradgp) + 0c(p) (gradgp, €;) gradgp
= 0.(p)le; — <grade, €;) gradgp + <grade, e;) gradgpl,

ou seja,

(b) Veiver = vei(ec(plej) = ec(p)veiej + 92(p> <grade7 ei> €
= 90(/)) (<ve¢€j7 77> n + Veiej) - CSc(p) <grade, €i> €;.

Como o referencial é geodésico, obtemos
V(ﬁejx = 0:(p)hijn — c (X, €;) ej,

onde (h;;) é a matriz da segunda forma fundamental B com respeito a e;.
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(c) Consideremos o campo vetorial normal unitério n e o referencial geodésico {eq, ..., e, }
em M". Entao

veivejn = vei <Z <v€jn7 €k> ek:> = vei <_ Z <v€j €k, 77> ek)
k

;
- v <_Zhjkek)

— _Z (Vehi)en Zh]kvelek

- Z (Ve hn)en — Z hjk (Veer,n) 1
_ Z (Vehji)er, — Z hjchixt

_Z (Ve hjr)ew

Portanto, usando os itens (a) e (b), obtemos

VeV, (X.n) = V,(Ve,X,n) + (X, V1))

I
55
4
<
S
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4
=

<X Zvelhﬂg er — Zh”n

= 0c(p)hij — 0c(p) (Ve,e5,m >—9c(p)<vejem7>—Z(VeihjkMX&w

_Zh?j<X n
k

Logo, usando o Corolério 1.5.1,

V. V., (X,n) = i = (Veuhig) (X, ex) — b (X,m).
k

O

A demonstracao do préximo resultado pode ser encontrada em [15], p. 489, Lema A.

Lema 2.3.2. Suponhamos que (h;j) é uma matriz simétrica n x n de fungoes dife-
rencidveis reats em um conjunto aberto mo R™. Seja S; a j-ésima funcao elementar
simétrica dos autovalores de (h;;) e hy, o (k,1)-elemento da r-ésima entrada da matriz
(hij). Entdo, para algum vetor x no dominio de (h;;),

rvxsr—‘rl - Z hzj<vx(PT)1])a
onde (P,)ij = (Pr(€:), e;)-
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Proposigao 2.3.4. Seja x : M™ — Q"' uma imersio isométrica de uma variedade
Riemanniana orientada M™ em uma forma espacial Q™. Entdo

Lo (X,m) = —(r +1)S410:(p) — (S1Sr41 — (1 +2)S,12) (X, 1) — (grad,;S,41, X) .

Demonstracao. Consideremos {eq, ..., e,} um referencial geodésico em M™. Inicial-
mente, temos que

Vegrady, (X,n) =

<

e [Z ex((X, 77>)€k]

[(veivek <X7 7]>)€k + ek <X7 77>>vei€k] .

-]

Usando o item (c¢) do Lema 2.3.1, obtemos

Vegrady (X)) = ) [—HC(P)hik% = (Vehie) (X, e1) e — B (X, 1) ex

Ller (X)) (Tower )]

Logo
<v€igradM <X7 77) ) Pr(ej)> = —Qc(p) Z Rk <€k7 PT(ej)> - <X7 77> Z thk <ek7 PT(ej)>
k k
D (Ve i) (X, 1) (ex, Pr(ey)) -
kl
Portanto

L. (X,n) = —0.(p)tr(BP,) — (X,n) tr(B*P,) — tr (Z(velhikPr) (X, el>> :

Como tr(BP,) = (r +1)S,41 e tr(B*P,) = 515,11 — (r + 2)S,,2, obtemos

Ly (X;m) = =0c(p)(r+1)Sp41 = (S1.5r 11 = (r+2) Srp2) (X, ) —tr (Z(velhikﬂ) (X, €z>> :

l

Afirmamos que

tr (Z(Velhikﬂ) (X, e,>> = (grad,;S,1, X) .

l
De fato, o Lema 2.3.2 implica

TvelSrJrl = Z hik(vel(Pr)ik) = Z )\k(velST(Bk))

= ivel()\kST(Bk)) - Z(vez)‘kx‘s?"(Bk))’

k

onde Ay e S,(By) sao os autovalores de B e P,, respectivamente.
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Como tr(BP,) = (r + 1)S,41, temos que

Ve tr(BP,) = (r + 1)V,,S, 1.

Portanto o
rvelsr+1 = Zvel >\k Zv€l)\k
= Veltr (BP,) Zvel )\k
= (r+ 1)v6157”+1 (vezhzk(( Pik))-
Logo - o
VelS'l‘-‘rl = tr(vel hzk((Pr)zk))
Assim

tr (Z(Velhikﬂ) (X, el>) = (grad,;S;41, X),

l

demonstrando a afirmagao. Substituindo esta ultima igualdade na expressao de L, (X, n),
finalizamos o lema.

O

Proposigao 2.3.5. Seja x : M™ — Q"' wma imersio isométrica de uma variedade
Riemanniana orientada M™ em uma forma espacial Q™. Entdo

Lo(X,m)" = qUX,m)" " (=(r + 1)S110e(p) — (518,11 — (r +2)S,12) (X.1)
— (grady 8,11, X)) + (a — 1) (X, )" (P(B*(XT)), XT)]

para todo inteiro positivo q.
Demonstragao. Usando o item (c) da Proposigao 1.3.1, temos

grady, (X,m)" = q(X,n)"" grady, (X,n) = ¢ (X,n)"" [Zej <X,n>ej]

Jj=1

= (X)) D (Ve Xn) + (X, Ven)e;

j=1

Como Vejn = — Z hjrer, obtemos
k

grady, (X, )T = —¢ (X, )" hj (X, ex) ¢
jk

Agora, observemos que

B(X") = (X,ex) Blex) = > _ (X, ex) Z hire; = Z hir (X, ex) e;

k
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Logo
grad,, (X, n)? = —¢ (X, )" B(XT). (2.6)

Usando o item (a) da Proposigao 2.2.1 e a Proposigao 2.3.4, temos que
Lr <X7 77>q = QKX) 77>q_1 LT <X7 77) + <PT(gradM <Xa T/))? gradM <X7 77>q_1>]

= ql(X,0)" (= (r + 1)Sri10c(p) = (S1Sra1 = (1 +2)Sps0) (X, )
—(grady Sy, X)) + (—P(B(XT)), —(¢ = 1) (X, )" " B(XT)].

Portanto

LoAX,m)" = q(X,m)" (= + 1)Srs160c(p) = (S18r41 = (1 +2)Srs2) (X, 1)

~ (gradyy 5,0, X)) + (g — 1) (X (R(BAX), X7 D

O

2.4 Foérmulas Integrais para a Curvatura r-Média

Nesta segao, consideraremos uma imersao isométrica x : M™ — Q" onde QU1 é
uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante ¢. Neste caso, como foi
provado por Rosenberg em [17], p. 225, L, é um operador linear dado pelo divergente de
um determinado campo, isto é,

Le(f) = divar (P (grady, f))

para toda funcao suave f : M — R.

Faremos uma demonstracao deste resultado na préxima proposicao.

Proposigao 2.4.1. Seja x : M" — Q" uma imersao isométrica. O operador L, é dado
pelo divergente de um determinado campo, isto €,

L.(f) = tr(P.(Hessf)) = diva (P, (grad,, f))

para toda funcao suave f: M — R.

Demonstracao. Consideremos um referencial geodésico {ey,...,e,} em M. Podemos
escrever L, como
er: E (Pr)ijfij;
ij

onde (P,);; = (P-(e;),e;) e fij = Hessf(e;, ej). Aqui, usaremos a notagao f; = e;(f).
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Como

(Pr)ijfig = ((Pr)igfi)j — (Pr)ijs fis

temos que
L.f= Z )ig fi)i Z(Pr)ijjfi = Z <Z(Pr>zjfz> — Z (Z(B)m) fi-
Visto que
Py(grady f) = 3 _(Pr(grady f))je;.
vemos que ’

(P (grady, f), e;) = Z(Pr(gfade))j(Sij = (Pr(grad,, f))i-
Por outro lado,

Py (grady, f) = ka

Logo

D e (Prlen)se) = (Pr(grady f))s,

k
ou seja,

ka P, (grady f))s.

Além disso, usando a deﬁnlgao de divergente e lembrando que o referencial é geodésico,
obtemos que

divy (P, (grad,, f)) = Z(Pr(gradM M)y e (divaP); = Z(zar)ijj.
Portanto

L.f= Z -(grad,, f)); Z(dlvMP) fi = divy(Pe(grad,, f)) — (divy By, grad,, f) .

7

Agora, basta mostrarmos que divy; P, = 0. Vejamos:

divy Py = Z(veipr)ei = Z(Vei(sr[ — BP._1))e; = Z(vei(srl) — Ve, (BP1))e;
Temos que

Ve (Sel)e; = Ve, (Srei) — S 1(Ve,e;).
Como o referencial é geodésico,
Ve (SeT)e; = (Sr)iei — Sy Ve, = (S;)iei,
ou seja,

Z V., (SI)e; = grad,,S,.
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Por outro lado,
Vei (BPT_1>€Z' = Vei<BPT—1<ei)) - BP,,_lveiei = (VeiB)PT_l(ei) + Bvei (Pr_l(ei)).
Inicialmente, vamos calcular Z(VeiB)Pr_l(ei). Como B é auto-ajunta, V., B também

i
¢é auto-ajunta, logo

<Z(VeiB)Pr—1(€z‘)a €j> = Z (Pr-1(ei), (Ve Bej) -

Usando a Equacao de Codazzi em formas espaciais, obtemos

<Z(v6i3)pﬂ(ei),ej> = Z(Pr L(ed), Je;) = Z Pr_i(e:)), e:)

; _ tﬁ((vejB)(Pr_l))

Como tr((Ve,B)(P,-1)) = (grad,;Sy, e;), ver [17], p. 226, concluimos que

Z(V@B) —1(e;) = grad,, S,

7

Logo
divy P, = grad,, S, — grad,,S, —ZBV P._1(e)) = ZBVeZ —1(€;))

= =) B((Ve,Proy)ei + PHveiei =-B) ( VeiP,_l e; = —Bdivy Pr_y.

Afirmamos que divy, P, = 0. De fato, se r = 0, obtemos

divy Py = divy (1) = Z Ve Ie; Z V.. (Ie;) — IV,,e;.
Como o referencial é geodésico, temos que div,, Py = 0.
Usando indugao, vemos que divy, P, = 0.
O

Agora, obteremos duas formulas integrais que sao cruciais para a demonstracao do
resultado principal desta secao.

Proposigao 2.4.2. Seja x : M™ — Q"' uma imersdo isométrica, onde M™ é compacta.
Entao, para quaisquer funcoes f e g em M"™, o operador L, satisfaz

(a) Mn(fLrg)dM = | (gL,f)dM

Mn

() [ (FLog -+ (P (grady ). gradyg) a2 =0.
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Demonstracao. Consideremos as fungoes f,g € M".
(a) Usando o item (b) da Proposi¢ao 2.2.1 e o Teorema da Divergéncia, temos que

n n

fL.gdM = —/ gLdeM—Q/ (P,(grad,, f), grad,,;g) dM.

MTL
Como M™ é compacta,
Oz/szMﬂﬂgmMﬁmM:: [(grady,g, Pr(gradyy, f))+gdiva (P (grady, f))]dM.
n Mn
Logo
| (Puterady . gmadyyghadt =~ [ gL ans.

n

Portanto

n

fLMM:—/ @JMMJ/ gL.fdM = | gL, fdM.

Mn n Mmn

(b) A demonstragao deste item segue diretamente do item (a). De fato,

n

fL.gdM = —/ (P.(grad,, f), grad,,;g) dM.

Mn

Assim
[ (Leg + (Prlarady ), grady)) bt = 0.

O

Resulta do item (a) que L, é um operador linear auto-adjunto. Basta definir um produto
interno em D(M ), da seguinte forma: Dados f,g € D(M),

(frg) = /M fodM.

A férmula em (b) é conhecida como férmula integral de Dirichlet para o operador L,.

Teorema 2.4.1. Sejam x : M"™ — Q"' wma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana compacta orientada M™ ¢ 0 < g < n, 1 < s < n inteiros. Entdao, para
qualquer c,

@ [ <<X,n>q{(@) IS B) + (DS (X))

—er e, x4 -0 (B <Pr<xT>,XT>}

™ (552 0 <PT<B<XT>>,XT>> aM = ;
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(b) (X, ) {(0c(p)* (= 7)S,0c(p) + (r + 1)Sr1 (X, )]

M’VL

—C(S - 1)(80(/)))872 <PT(XT)7 XT>}

—q(0:(p))* (X, ) {(P(B(XT)), XT)) dM = 0;

(c) " <(<X,2X>)q {(X, 0 [—=(r 4 1)Sr410c(p) — (515,41 — (1 +2)S,42) (X, 1)

— (grady Sy, X))+ (s — 1) (X,)" (P(BA(XT)). XT)}

4 <<X’2X>>q_ (X, )" 0u(p) (P (B(XT)), XT>> dM = 0.

Demonstracao.
(a) Escolhendo f = (X,n)?eg= (<X’2X>> no item (b) da Proposic¢ao 2.4.2, obtemos
[ (e (S5
/ E 2.8)
X, X (
#( Plarady O,y (555) ) Y aae =

Tomando ¢ — 1 = s em (2.3) e usando (2.6), temos

<Pr(gradM (X, m)?), grad (

=)

_ <Pr<—q (X, )" B(XT), s (<X’ X>) ) ec<p>XT>.

2
Logo

(P 0,0, grad (5 X>)s>

2
s () o (raseen), x7),

Usando o item (a) da Proposigao 2.3.3 e (2.9) em (2.8), concluimos que

(2.9)

/| ( (X, { (557) B0 = S0 + 4 DS, (X))

—er x4 -0 (F52) 0 <PT<XT>,XT>}

—gs (X, )" (<X’2X >)S_ 0.(0) <PT<B<XT>>,XT>) dM =0,
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isto é,

/| <<X, W’ { (557) B0 = 180 + 4 DS, ()

—e{r e, xn) + -0 (B o na, XT>}

(X, X)

—q (X, n)" (T)_ 6.(p) (P.(B(XT)), XT>> dM = 0.

b) No caso em que ¢ # 0 , escolhemos f = (X,7)? e g = 6% em (b) da Proposicao 2.4.2.
n c
Entao
(X, ) Ly 07 + (Pr(grady, (X, n)?), grady, (6c(p))*)) dM = 0. (2.10)

Mn

Usando (2.4) e (2.6), temos que

(Po(=a (X,n)""" B(XT)), 5(6.(p))* ' gradgbe(p))

<Pr(gradM <X7 77>q)7gradM(ec(p))S> )
—q (X, n)" " (P(B(XT)), 5(6:(p)" " (=eXT)) .

Logo
(P (grady, (X,n)"), grady (0:(p))°) = cas(8e(p)*~ (X, )" (P(B(XT)), XT) . (2.11)
Substituindo (2.11) e usando o item (b) da Proposigao 2.3.3 em (2.10), concluimos que

[ (0o el = 1S,8(0) + 7+ DS1 (X))

T+ (s = 1)(0.00)) > (PAXT), XY+ cqs(0(p)™ (X, )™ (P(B(XT)), X")) dM =0,
ou seja,
(X, m {(0e(p))* (0 = 1)Sube(p) + (r +1)Spp1 (X, 1))

Mn

—cls = 1)(0c())* 2 (Po(XT), XT)} = a(0(p)* ™ (X, )™ (P(B(XT)), XT)) dM = 0.
No caso em que ¢ = 0, tomemos s = 1 em (a). Portanto

[ (=), + 6 v ()}

—q (X, )" (P (B(XT)), X)) dM = 0.
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B (5 e

o (s (B2 sty e aar 0.
Por outro lado, temos que

o322 )
- <Pr <q(<X’2X>) lec<p>XT),—s<X ) B(XT>>

Logo q

e S

s (B557) ot e (s 7).

Substituindo (2.7) e (2.13) em (2.12), concluimos que

/Mn ((<X’2X>)q {s (X, )" [=(r + DSri18e(p) — (81811 — (r +2)Srp2) (X, )

— (grady, Sy, X)) + s(s — 1) (X,0)* 2 (P(BX(X™)), X7}

(X, X)

e (T) X () <PT<B<XT>>,XT>) dM =0,

/M ((<X’ X>> (X)) =0 4 1)S440e(p) = (S1Sp41 = (7 +2)Sp40) (X, 1)
—(grad, S0, X)) + (s — 1) (X, ) 2 (P(B*(XT)), X))}

(B 0 R, XT>> o

O

Como consequéncia as férmulas em (a) e (b) do Teorema 2.4.1 generalizam as férmulas
de Minkowski.
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Corolario 2.4.1. Com as hipdteses do Teorema 2.4.1, obtemos as sequintes identidades:

(@) [ [Ho+ Hpa (X, n)]dM = 0;

(b) [ [H () + Ho (X.)]d1 = 0.

Demonstracgao.
(a) Tomando ¢ =0, =0 e s =1 no item (a) do Teorema 2.4.1, temos

/ . ‘90(p>((n - T)STGO(p) + (T + 1)Sr+1 <X7 U))dM = 07

ou seja,
/ n((n —7r)S, 4+ (r+1)S,41 (X, n))dM = 0, pois Oy(p) = 1.
Logo
/ n(n —r)n, {Hr + ((;—i__ 710)) n;—leTH (X,n) | dM = 0.
Como Bril _ (n— T), concluimos que

ny (T + 1)
/ n(n —r)n.[H, + H, 1 (X, n)]dM = 0.

Assim
/ [Hy + Hppa (X, m)]dM = 0.

(b) Fazendo ¢ =0 e s = 1 no item (b) do Teorema 2.4.1, temos que
| (0= 0)88.00) + 4+ S0 (X, =

isto é,
/ (n —r)n.[H.0.(p) + Hy41 (X, n)]dM = 0.

Portanto
[ 1H0.0) + Heo (nldat =0,

O

As férmulas em (a) e (b) foram provadas por Hsiung [12] e Bivens [§8], respectivamente.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo, aplicaremos as féormulas integrais obtidas na Secao 2.4 para obtermos
resultados interessantes.

Teorema 3.1 (Alencar e Colares). Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta
orientada e x : M™ — Q"' uma imersao isométrica com curvatura H,,, constante nao-
nula, onde 0 <r <n—1. Sec> 0, assuma que x(M™) estd contida em um hemisfério
aberto de Q™. Entdo, o conjunto de pontos

W=qQr = (@)

peEM
que sao omitidos em Q™' pelas hipersuperficies totalmente geodésicas (Qm), tangentes a

x(M™) € ndao-vazio, se e somente se, x(M™) é uma esfera geodésica em Q"1

Demonstracgao. Inicialmente, observemos que se W é nao-vazio, existe um ponto pg €
W tal que nenhum plano tangente a hipersuperficie passa por este ponto pg, ou seja,
existe um ponto py € W tal que (X, 7) nunca se anula. Por hipétese, existe p € M™ tal
que todas as curvaturas principais de z tém o mesmo sinal. Assim, para uma escolha
apropriada do vetor normal 7, podemos assumir que H,,; > 0 em p. Como H,;; é
constante, H,,; > 0 em M".

Usando que S, = n, H,, onde n, = ( Z ), a Proposicao 2.3.4 nos diz que

{=(r+2)np2H 10+ nnp  HiHp 1 F (X, ) dM = —(r 4+ 1)npy1 Hrgq / 0.dM.
Mn n

Como M™ é compacta e H,,q > 0, temos
H.>H! 1<r<n-—1, (3.1)

e a igualdade ocorre somente nos pontos umbilicos, ver [13], p. 282, Lema 1.
Assim, se H, .1 > 0 entao H, > 0.
Fazendo ¢ = 0,s = 1 e 7 = 0 no Teorema 2.4.1 (b), obtemos

nSOQC + Sl <X7 T]> = 0,
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ou seja,

0.+ Hy (X,n) =0.
Como H; > 0 e 0. > 0 para qualquer ¢, concluimos que
0= 0.+ Hy (X,n) > Hy (X,7),
isto é,
(X,n) <0.
Usando (3.1) e o item (b) do Corolario 2.4.1, obtemos

HI / 0.dM < | H.0.dM = —H, / (X, n) dM.
n M n
Logo
. {=(r+2)n2H, 1o +nn, 1 HiHy 1 } (X, 1) dM
> (r + 1), HUFD/ 0D / (X, n) dM.
Agora, observamos que se denotarmos
n! n!

e(r) = (n=rjmr = (n = T)r!(n — A= (r+ 1)

obtemos
n! n!
N g e TRl ey Ty e R
n! n n! n
M = n(T + Dl(n— (r+1))! Tt Iri(n—(r+1))! Tt 1C(T)
(r+ Dnpsr = (r + 1) n - n = ¢(r).

(r+Dln—(r+1)  rl(n—(r+1))!

Portanto, usando estas igualdades em (3.2), obtemos

/ {—c<r+1>Hr+2+nrilc<r>ﬂlﬂm}<X,n> M = () HG Y [

Multiplicando esta desigualdade por (r + 1), temos
/ {=(0+ Vel + V) Hys + ne(r) HyHegy — (r+ De(r) HEG /O LX) dM > 0,

Por outro lado, Alencar, do Carmo e Rosenberg, ver [2], p. 392, mostraram que

—(r +1)e(r + 1) Hy g + ne(r) Hy Hyypy — (r + De(r)HED 0 > 0,

Como (X, n) < 0, devemos ter a igualdade. Mas a igualdade ocorre nos pontos umbilicos,
logo x(M™) é uma esfera geodésica.

O
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Observacao 3.1. Se retirarmos a hipotese da variedade ser compacta, o teorema an-
terior nao é valido. Por exemplo, o cilindro circular reto é uma superficie completa
nao-compacta em R3 com curvatura média constante nao-nula e W nao-vazio.

Antes de passarmos a proxima aplicagao, introduziremos a nogao de estabilidade.

Seja x : M" — Q7! uma imersao de uma variedade Riemanniana compacta M" em
Q™. Consideremos

A, = / F.(S1,52,....,8.)dM, 0 <r <n,
M

onde as funcoes F, sao definidas indutivamente por

=1

Fo= 5
- 1

F. = S’T+C(n—rl+>Fr_2,2§T§n—1.
/"’_

Uma varia¢io de x é uma aplicagao diferencidvel Y : I x M™ — Q" tal que a
aplicacao Y; : M" — Q"' dada por Y;(p) = Y (¢,p) é uma imersao para cada t € I e
Yy ==.

A funcdao volume V : I — R é definida por

V(t) = / Y*dQ,
[0,t]x M

onde d@ é o elemento de volume de Q7.

Dizemos que uma variagao preserva volume quando a funcao volume V : I — R é
constante.

Inicialmente, assumimos que um dos pontos criticos de A, é uma dada imersao .
Portanto, com respeito a variacoes que preservam volume, deve ser um ponto critico da
funcao

Ar(t):/AJFT(Sl,...,ST)th,

onde dM; é o elemento de volume da métrica induzida em M por Y;.
Alguns resultados de estabilidade podem ser vistos em [6] no caso em que r = 0, em
2] quando 7 =1 e em [5] para o caso r > 2.

Definigao 3.1. Seja z : M™ — Q"™ uma imersio de uma variedade Riemanniana
compacta com curvatura H, constante. A imersao x é r-estdvel se A”(0) > 0 para todas
variacoes que preservam volume.

O préximo resultado nos dd um critério para establilidade, ver [4].
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Proposigao 3.1. Seja x : M™ — Q"' uma imersdao de uma variedade Riemanniana
compacta. Entao x € r-estdvel se, e somente se,

/ JAL:(f) + (51841 — (r +2)Si42) f +c(n —7)S, f}dM >0

para toda funcdao f: M"™ — R tal que

/MfdM ~ 0.

. -~ Ve . n+1 ~ v .
Proposicao 3.2. As esferas geodésicas de Q2" sao r-estdveis.

Demonstragao. Seja Y. uma esfera geodésica de Q™. Como > ¢é umbilica, entao
suas curvaturas principais sao todas iguais a uma certa constante k. Escolhendo um
vetor normal, podemos assumir que k& > 0. Isto significa que

n .
5= (" )w

Os autovalores das transformagoes de Newton P, também sao constantes e L, é um
multiplo do Laplaciano, isto é,

L,(f) = ( ol ) AL,

Faremos uma demonstracao dessa afirmacgao usando inducao.
Para r = 1, temos que

Li(f) = divy(Pi(grady f)) = dive ((Si1 — B)(grads- f))
= nkAf — kAf
= (n— kAT,

ou seja, nossa afirmacao ¢é verdadeira para r = 1.
Suponhamos que nossa igualdade vale para r — 1, isto é,

L1 (f) = ( ”_ h )k “IAf.
Temos que

L(f) = divg (P (grady. f)) = dive: ((5:1 — BF,—1)(grads: f))
K'Af = kLia(f)

("
_ (Z)kmf—k(”_l)k” 'Af
(7)- (020 war
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n n—1 n—1 , -
Como — = , concluimos nossa afirmacao.
r r—1 r

Agora, consideremos f: > — R tal que / fdM = 0.

Denotaremos por A\; o primeiro autovalor nao-nulo do problema

Ag+ Mg =0.

A :mf{(/Z |gradzg|2dM> (/z deM)l} (3.3)

para toda fungao suave por partes g : >, — R que satisfaz / gdM = 0, onde grads-g

E conhecido que

denota o gradiente de g na métrica induzida pela inclusao Y C Q"'
Decorre da igualdade (3.3) que

A < (/z |gradzg|2dM) </z deM) 71. (3.4)

Af*=2fAf + 2|grady- f|,

Integrando a igualdade

obtemos )

5/ZAdeM:/ZfAfdM+/Z|gradzf|2dM.

Aplicando o Teorema de Stokes, encontramos

_/ZfAfdM:/z|gradzf\2dM.

L) = _/Z{(n;l>kaAf+n<n;1)kr+2f2

+c(n—r)(7;)k;rf2}dM
_ _<”;1 )kT/Z{fAf+n(k2+c)f2}dM
_ <”;1 )kT/Z{|grade|2—n(k:2+c)f2}dM.

Usando (3.4), obtemos

Portanto

n—1
T

r= (" e /Z Dt = n(k + )} M.
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Além disso, como ) ¢é isométrica a uma esfera Euclidiana de dimensao n com curvatura
seccional constante igual a k? + ¢, temos que A\; = n(k? + ¢), ver [7].
Logo

[T(f) = O'

Portanto, usando a Proposigao 3.1, > é r-estavel.

Usando este resultado, obtemos uma consequéncia do Teorema 3.1.

Corolario 3.1. Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta orientada e x : M™ —
Q" wma imersao isométrica com curvatura H,, constante. Se ¢ > 0, suponha também
que (M™) estd contida em um hemisfério aberto. Entdo W € nao-vazio, se e somente
se, x € r-estdvel.

Demonstracao. Como W é nao-vazio, usando o Teorema 3.1, xz(M™) é uma esfera
geodésica. Logo, segue da Proposicao 3.2, que x é r-estavel.

O

Exemplo 3.1. Uma esfera geodésica de centro py em Q"' satisfaz
HO.+H. 1 (X,;n)=0, 0<r<n-1,

onde X é o vetor posicao relativo a py. De fato, como a esfera geodésica possui todas as
curvaturas pricipais iguais a uma certa constante k, temos que H, = k'.

A fim de calcular as curvaturas principais, consideremos {es, ..., e,} uma base de auto-
valores de T, M. Entao

k= <kei7 ei) = <B(ei7 67;), 77> - <vei€i - veieia 7l> - <veiei7 77> = € <ei7 T]> - <€iavein> :

Escolhendo 1 = -5 = —gradgp e usando que gradgp ¢ normal a esfera geodésica,
obtemos ‘

k= <V6igrade, ei> :

Usando (2.2), concluimos que

0
k==,
Se
Logo
0.\ 0.\
Hrec + Hr—i-l <X, 77> = (gc) 90 + (§C> (_Sc) = 0.

O préximo resultado estabelece a reciproca. A prova da versao Euclidiana, ou seja,
¢ =0, foi dada em [10], p. 2, Teorema 1.
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Teorema 3.2 (Alencar e Colares). Seja z : M™ — Q"' uma imersao isométrica de
uma variedade Riemanniana M™ coneza, compacta e orientada. Seja py € QM relativo

ao qual
Hrec + Hr—i-l <Xa 77)

ndao muda de sinal para algum 0 <r <n—1. Sec> 0, assuma que x(M™) estd contida
em um hemisfério aberto de Q"' centrado em py. Entdo, x(M™) é uma esfera geodésica.

Demonstracao. Como H,0.+ H,,1 (X, n) ndo muda de sinal para algum 0 < r <n-—1,
usando o item (b) do Corolério 2.4.1, obtemos

H,0.+ Hpr (X, 1) =0 (3.5)

para qualquer c.
Inicialmente, provaremos que H,,1 > 0.
Temos que, para qualquer ¢ < 0,
6. > 0. (3.6)

Usando a convexidade do espaco ambiente e a compacidade de M", podemos escolher 7
tal que exista um conjunto aberto U onde todas as curvaturas principais de x sao posi-
tivas. Portanto, H,. 1 > 0 em U.

Além disso, assumimos que U é o maior subconjunto de M"™ com tal propriedade.
Mostraremos que U = M™".

Como H, > 0 em U, usando (3.5) e (3.6), temos que

H. 1 (X,n)=—-H.0.<0 em U.
Logo
(X,n) <0 em U.
Assim, aplicando (3.1) em (3.5), obtemos em U,

0= H.0, + Hyyy (X, ) > H50, + Hopy (X,n) = HIH 6, + HY (X ).

Portanto
0. + H:J/:lﬂ (X,n) <0 em U.

Por continuidade, 6. + Hiﬁrl (X,n) <0 no fecho U de U em M™. Por (3.6), temos que
0. > 0em M", logo em U. Assim, se H,,(p) = 0 para algum p € U, terfamos 0.(p) < 0,
o que é um absurdo. Portanto, H,,; também é positivo em U. Isto prova que U = U.
Como M™ é conexo, temos que U = M™. Logo, H,.1 > 0 em M™".

Agora, lembrando que S, = n,H, e usando (3.5) na Proposi¢ao 2.3.1, obtemos

(i) Se c#0,

L,0. —cl[(n —7)S, 0. + (r+1) (X, n) Sy41]

= —c[(n—r)n.Hb0.+ (r+1) %X, n) N1 Hygr].
Como n,1(r +1) =n,(n —r), temos

Lyfe = —cng(n — r)[H:bc + Hyiq (X, m)] =0,
isto é,

LO.=0 em M" se c#0.
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(ii) Se ¢ =0,
L|X]? = [(n—7)S + (r+ 1)S,1 (X, )]
= (= Py + (7 + Dy Hro (X, )
= (n—r)n[H, + H11 (X, )],

ou seja,
L|X?=0 em M", se c=0.

Usando o item (a) da Proposi¢ao 2.2.1, temos que

1
—/ Lr(ef):/ HCLT¢96+/ (P.(grad,,f.), grad,0.) .
2 Ju M M

Logo, pelo Teorema da Divergéncia,

/ (Py(grady 6.), grady,6,) = 0.
M

Visto que H,y1 > 0 em M™, L, é eliptico, ver [5], p. 280, Proposi¢ao 3.2. Logo P, é
positivo definido e, portanto,
grad,, 0. =0,

isto é,
0. =cte. em M", se c#D0.

Analogamente, concluimos que
| X|* =cte. em M", se c¢=0.

Assim, em qualquer caso, z(M™) é uma esfera geodésica em Q7.
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