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Resumo

Esta dissertacdo contém um estudo a respeito de curvas planas e superficies. Sdo vistas
as duas formas mais usuais de se definirem estes elementos: a defini¢do paramétrica e
a implicita, com énfase nesta tltima. Sdo analisadas algumas formas de representacao
de curvas planas e superficies, 0 que vem a ser uma tarefa relativamente simples ao se
utilizar a definicdo paramétrica, porém com a definicdo implicita isto exige um maior
numero de operagodes.

Sdo apresentados alguns métodos para encontrar aproximagdes de curvas e superfi-
cies definidas implicitamente que mantenham a sua topologia e que geram objetos suaves
o suficiente. Isto é feito basicamente subdividindo-se o plano (respectivamente o espago),
que é utilizado para aproximar a curva (respectivamente a superficie) de forma linear por
partes, e entdo subdivide-se essa aproximacdo para que o resultado seja suave. No caso
das superficies a saida é uma malha triangular. Sao realizados também tratamentos para
aumentar a qualidade desta malha.



Abstract

This dissertation contains a study about plane curves and surfaces. The two most com-
mon way to define this elements are reviewed: the parametric and the implicit defini-
tion, with emphasis on the latter. An analysis of some methods to represent plane curves
and surfaces is made. One notices that this job is relatively simple when the parametric
definition is used, however with the implicit definition this requires a larger number of
operations.

This works also presents some methods to find approximations of curves and surfaces
implicitly defined that preserves the topology and that generate objects smooth enough.
This is achieved basically by a subdivision of the plane (respectivelly the space), which
is used to find a piecewise linear approximation of the curve (respectivelly the surface),
then this approximation is subdivided to make the result smooth. In the case of surfaces
the output is a triangular mesh. Some treatments are also made to improve the quality of
the mesh.
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caio L

Capitulo

Introducao

URVAS PLANAS E SUPERFICIES sdo elementos importantes, tanto do ponto de vista
C puramente matematico quanto do ponto de vista de aplicagdes. Em computagao
gréfica, por exemplo, estes elementos podem ser utilizados em modelagem, descrevendo
a forma de objetos, e em animagdo, descrevendo trajetdrias.

H4 duas formas comuns de se descrever uma curva ou superficie: a descri¢do pa-
ramétrica, onde a partir de um pardmetro é possivel encontrar um ponto sobre a curva
ou superficie, este pardmetro pode ser um valor real, no caso das curvas, ou uma dupla de
valores reais, no caso das superficies; ja a descri¢do implicita define curvas e superficies
como conjuntos de niveis de funcdes reais definidas no plano e no espaco, respectiva-
mente.

A descrigdo paramétrica possui a vantagem de facilidade de se extrair uma aproxima-
¢do poligonal, porém é dificil saber se algum ponto estd sobre a curva ou superficie. Com
a descricao implicita a situagdo se inverte, é dificil extrair uma aproximagdo poligonal,
porém é bastante simples saber quando um ponto esta sobre a curva ou superficie, e isto
se torna bastante ttil em aplicagdes onde é preciso realizar operagdes sobre conjuntos,
como unido, intersecdo e diferenga, que podem ser utilizadas, por exemplo, em ambientes
de modelagem CSG. A forma implicita ainda oferece a vantagem de descrever objetos de
topologia arbitraria, o que ndo acontece com a forma paramétrica.

Em algumas aplicac¢des, curvas ou superficies descritas implicitamente surgem na-
turalmente. A partir de dados produzidos em tomografias e scanners em aplicacdes
médicas, por exemplo, podem-se extrair superficies implicitas representando, por exem-
plo, a parte externa de um osso. A Figura [L1] ilustra alguns exemplos de superficies
obtidas desta maneira pelo método descrito em [9].

Figura 1.1: Superficies implicitas (poligonizadas) obtidas a partir de dados de tomogra-
fias, da esquerda para a direita: um pulméo, um fémur e um coracao.



CAPITULO 1. INTRODUCAO

Esta disserta¢do apresenta um estudo de defini¢des e formas de representacao de cur-
vas planas e superficies, dando um enfoque maior para a definigdo implicita. Sdo apre-
sentados também alguns métodos para obter aproximagdes destes elementos mantendo
suas topologias e com um determinado nivel de suavidade. Estes métodos foram forma-
dos a partir de outros trabalhos, com algumas altera¢des de forma a obter o resultado
desejado.

1.1 Estrutura do trabalho

Este trabalho estd divido da seguinte forma:
Capitulo 2: Sdo vistas defini¢des no contexto de curvas planas e superficies.
Capitulo 3: Sdo vistas diversas formas de representagdo de curvas planas e superficies.

Capitulo 4: Sao apresentados alguns métodos para a obtengdo de aproximagdes isot6pi-
cas suaves de curvas e superficies definidas implicitamente.

Capitulo 5: Conclusdo e trabalhos futuros.



Capitulo

Curvas e superficies

NESTE CAPITULO sdo vistas as principais defini¢des para curvas e superficies, além de
alguns conceitos relacionados que serdo tteis nos préximos capitulos.

2.1 Curvas planas

Curvas planas podem ser entendidas intuitivamente como figuras desenhadas a lapis
em uma folha de papel. Nesta segdo sdo vistas definicdes que formalizam este conceito.
2.1.1 Defini¢ao paramétrica

Nesta definigdo (tirada de [1]) uma curva plana é vista como uma aplicagdo continua
no plano que mapeia um intervalo na reta real em um conjunto de pontos no plano.

Definigdo 1 Uma curva continua no plano R? é uma aplicagio continua a : I — R definida
num intervalo I C R. A aplicagio w, dada por a(t) = (x(t),y(t)), é continua se cada fungio
coordenada x,y : I — R é uma fungdo continua.

Definigdo 2 Seja a uma curva continua no plano R?, o trago de & é o conjunto C dado por:
C = {a(t) = (x(), y(), ¢ € I}.

Diz-se que & é uma parametrizac¢do de C, e t é o pardmetro de w. A Figura21lilustra
geometricamente a definigao.

Figura 2.1: Curva paramétrica.



CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES

Como exemplo: seja C a circunferéncia de raio r centrada na origem, ou seja, C é o
conjunto de pontos no plano cuja distancia a origem (0,0) é igual a r. C pode ser visto
como o trago da curva « definida por a(t) = (rcos(t),rsen(t)). A Figura [2.2]ilustra
geometricamente o significado do parametro ¢, que é o angulo que o vetor a(t) forma
com 0 eixo-x.

a
N

Figura 2.2: Circunferéncia definida parametricamente.

A Figura2.3lilustra alguns outros exemplos de curvas paramétricas.

Yy

(@) a(t) = (£2,t3) (b) a(t) = (t —sen(t),1 — cos(t))

Yy
y

- x

<\ L/

(c) a(t) = (sen(t),sen(2t)) (d) a(t) = (tcos(t),tsen(t))

Figura 2.3: Exemplos de curvas paramétricas.

2.1.2 Defini¢do implicita

Neste tipo de descrigdo, as curvas planas sdo vistas com o conjunto de zeros de uma
fungdo real definida no plano.

Defini¢do 3 Dada uma funcio F : R?> — R ao menos C° continua, uma curva implicita é o



CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES

conjunto:
S={p=(xy) € R;F(p) =0}

Pode-se também utilizar a notagdo S = F~1(0) para representar curvas implicitas. A
Figura[2Z4lilustra alguns exemplos de curvas implicitas.

[\
-

@) F(x,y) =x*+y*—1 ®) F(x,y) = (y — 2+ 1)+ (2 +y2)* -1

ay

N2

Yy
y
/ S -
\/\A
\\\\ ;?ﬁ;} gi?;;
(©) F(x,y) =y* —x®+x—-025 (d) F(x,y) = ysen(x) + xcos(y) — 1

Figura 2.4: Exemplos de curvas implicitas S = F~1(0) (os gréficos estdo em diferentes
escalas.

Os pontos p € R? que ndo pertencem a curva S podem ser classificados de acordo
com o sinal de F(p):

Definicdo 4 O ponto p = (x,y) € R? que satisfaz F(p) > 0 é chamado ponto exterior & curva
S = F~1(0).

Definicdo 5 O ponto p = (x,y) € R? que satisfaz F(p) < 0 é chamado ponto interior & curva
S = F~1(0).

Pode-se perceber que nem toda curva descrita implicitamente pode ser descrita pa-
rametricamente. De fato curvas implicitas podem ser compostas por mais de uma com-
ponente conexa (como na Figura 2.4(c)-(d)), o que ndo ocorre em curvas paramétricas.
Neste trabalho, a defini¢do utilizada predominantemente serd a defini¢do implicita. A
seguir serdo vistos outros conceitos importantes relacionados a curvas implicitas.

Uma defini¢do importante para este trabalho é a nogdo de gradiente de uma fungao:

8



CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES

Defini¢do 6 Seja F : R? — R uma fungio ao menos C! continua, o vetor gradiente de F no

ponto (x,y) é dado por:
0 0
VEGry) = (5 Fw), 5P )

VF(x,y) indica a direcdo de maior crescimento da fun¢do F no ponto (x,y). A Fi-
gura [2.5(a) ilustra o gradiente da funcdo F(x,y) = x(y + 1), dado por VF(x,y) = (y +
1,x), calculado em pontos amostrados nos intervalos x € [—-0.8,04] e y € [—0.9,0.2]
(aplicou-se uma escala de 0.1 aos vetores gradiente para facilitar a visualiza¢gdo). Uma
caracteristica interessante do gradiente é sua relagdo com as curvas implicitas dadas por
F~1(0) (mais geralmente com qualquer curva de nivel F~(c), ¢ € R), onde pode-se ve-
rificar que se p € S = F~1(0), entdo VF(p) é perpendicular a S. A Figura Z3(b) ilustra
essa propriedade para a fungdo F(x,y) = y*> — x> + x — 0.25 (foi aplicada uma escala de
forma que o comprimento de cada vetor gradiente seja igual a 0.25).

N—M/)
S
N
I
\\\\\\,\»Nﬂa/j

—
NS T T
NN R

_ = — =

NN N N o
\\\\\\\*H”ﬂﬂ
\\\x\\“*””)]
R
\&&&x&x»>””¢
R T A

(b) Gradiente perpendicular a curva implicita

(a) Gradiente de F(x,y) = x(y + 1).
y? —x3 +x =0.25.

Figura 2.5: Vetor gradiente.

2.1.3 Isotopia

O conceito de isotopia é uma ferramenta utilizada para fazer comparagdes entre con-
juntos. E bastante util para comparar um conjunto com alguma aproximacdo deste.
Isto sera utilizado nos capitulos seguintes, onde serdo feitas aproximacoes de curvas,

requerendo-se que estas sejam isotdpicas.
Em [4] apresenta-se a seguinte defini¢do de isotopi:

Defini¢do 7 Uma isotopia entre duas curvas planas S,S' C R? é uma aplicagiio continua
7:5x[0,1] —» R?

onde, para cada t € [0,1] fixo, y(-,t) é um homeomorfismo de S em sua imagem, ou seja, é
uma aplicagiio continua que possui uma inversa continua, e que deforma continuamente S em S':

v(S,1) = 8.

1A definigao de [4] se refere a superficies, aqui foi adaptada ao caso de curvas planas.




CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES

A Figura[2.6]ilustra uma isotopia entre uma curva e uma aproximagdo desta mesma.
A isotopia estd representada através de segmentos de reta perpendiculares as arestas da
aproximacao poligonal, onde cada segmento corresponde a aplicacdo y(p, t), dado um p
fixo sobre a curva e variando-se ¢ no intervalo [0, 1].

Figura 2.6: Isotopia entre uma curva suave e sua aproximagao.

2.2 Superficies

Uma superficie é um subconjunto bidimensional imerso em um espaco tridimensio-
nal. Nesta segdo serdo vistas defini¢des para superficies.
2.2.1 Defini¢ao paramétrica

Em [7] definem-se superficies regulares da seguinte forma:

Definicdao 8 Um subconjunto S C R3 é uma superficie regular se, para cada p € S, existe
uma vizinhanga V € R® e uma aplicagio x : U — V N S de um aberto U C R?em VNS C R3
tal que:

1. x é diferencidvel, ou seja, se for escrito:
x(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v) e U,

as fungoes x(u,v), y(u,v), z(u,v) possuem derivadas parciais continuas de todas as ordens
em U.

2. x é um homeomorfismo, ou seja, x possui uma inversa x ' : VNS — U que é continua.
3. Condigdo de regularidade: Em cada q € U, o produto vetorial 2-x(q) A 2x(q) # 0.

A aplicagdo x é chamada de parametrizagdo de S.

Como exemplo, seja S? a esfera de raio unitario, definida como o conjunto de pontos
cuja distdncia a origem éiguala 1. Dado V = {(6,¢);0 < 6 < 7,0 < ¢ < 27} a aplicagdo
x : V — R® dada por

x(0,¢) = (sen b cos ¢, sen O sen ¢, cos b)

¢ uma parametrizacdo de S%. 0 é chamado colatitude, enquanto ¢ é conhecido como
longitude. A Figura[2.7lilustra geometricamente o significado destes parametros.

10



CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES

Figura 2.7: Esfera definida parametricamente.
A Figura[2.8ilustra outros exemplos de superficies paramétricas. 2.8(a) é a superficie

dada por
x(u,v) = (cos(v)(3 4 cos(u)),sen(v)(3 + cos(u)),sen(u)),

com u,v € [0,271].
2.8(b) é dada por
x(1,v) = (1.21°(sen(u) cos(u)),1.21%(sen(u)? sen(v)), 1.21° (sen(u)? cos(v))),

comu € [0,7]|,v € [-571/2, /4]

7525
[7750CS
775X XN
g

(b)

(a)

Figura 2.8: Exemplos de superficies paramétricas.

11



CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES

2.2.2 Defini¢do implicita

Definigdo 9 Dada uma fungio F : R®> — R ao menos C° continua, uma superficie implicita é
o0 conjunto:

S={p=(xy2) e R%F(p) =0}

As superficies implicitas também podem ser denotadas por S = F~1(0). Caso 0 seja

um valor regular de F, ou seja, se as derivadas parciais 3—1;, ‘3—5, %—’; nao se anulam simulta-

neamente em pontos sobre S, entdo pode-se provar que S é uma superficie regular (prova
em [7]).

Do mesmo modo que foi feito para curvas, os pontos p € R? que ndo pertencem a
superficie S podem ser classificados de acordo com o sinal de F(p):

Definigdo 10 O ponto p = (x,y,z) € R® que satisfaz F(p) > 0 é chamado ponto exterior a
superficie S = F~1(0).

Definigdo 11 O ponto p = (x,y,z) € R3 que satisfaz F(p) < 0 é chamado ponto interior a
superficie S = F~1(0).

A Figura 2.9 ilustra alguns exemplos de superficies implicitas. 2.9(a) representa a
superficie dada por 0.4(sen(5x) + sen(5y) + sen(5z)) + 0.1x2 4 0.3y> + 0.2z — 0.5 = 0.
29(b) é a superficie dada por (x? 4+ y* + z2 — 23.75)> — 0.8((z — 5)% — 2x2)((z + 5)* —
2y%) = 0.

(b)

Figura 2.9: Exemplos de Superficies implicitas.

12



CAPITULO 2. CURVAS E SUPERFICIES

De forma andloga a utilizada na se¢do de curvas implicitas, pode-se definir o gradi-
ente de uma fungao definida no espago R*:

Defini¢do 12 Seja F : R® — R uma fungio ao menos C! continua, define-se VF : R® — R® da
seguinte forma:

0 0 0
VEF(x,y,z) = <axF(x,y,z),ayF(x,y,z), aZF(x,y,z)) .
VF(x,y,z) é chamado vetor gradiente de F no ponto (x,y,z).

2.2.3 Isotopia

O mesmo conceito de isotopia visto para curvas pode ser utilizado em superficies,
fazendo-se as alteracdes necessarias:

Definigdo 13 Uma isotopia entre duas superficies S, S’ C R3 é uma aplicagio continua
v:5x[0,1] - R®

onde, para cada t € [0,1] fixo, (-, t) é um homeomorfismo de S em sua imagem, e que deforma
continuamente S em S': (S,1) = S'.

13



Capitulo

Representacdo de curvas e superficies

STE CAPITULO traz um estudo a respeito de diversas formas de se obter aproximacoes
de curvas e superficies. Serdo analisados diversos métodos e trabalhos relacionados,
com énfase a métodos de representacdo de curvas e superficies descritas implicitamente.

3.1 Representacao de curvas

O problema de representagdo consiste em se obter uma estrutura que aproxima a
curva. Esta tarefa é relativamente simples de ser executada quando a curva é descrita
parametricamente, pois basta tomar amostras do dominio do pardmetro da funcéo «,
formando uma seqiiéncia de valores t; < t, < --- < t,, a partir dos quais forma-se uma
seqiiéncia de pontos «a(t1),a(t1), - -, a(ty), a curva é aproximada através de algum tipo
de interpolacdo destes pontos, como por exemplo por interpolacdo linear, ligando cada
dois pontos consecutivos a(t;) e a(t; 1) por segmentos de reta, conforme ilustra a Figura
B.Ia). A representacdo da Figura[3.I(b) utiliza os mesmos pontos amostrados da Figura
B.1(a), porém utiliza um método de interpolagdo que torna a representagdo mais suave.

Yy y

I v x

(a) Interpolagdo linear. (b) Interpolagdo suave.
Figura 3.1: Representacdo de curvas paramétricas.

No caso de curvas descritas implicitamente a tarefa de representacdo torna-se mais
trabalhosa, pois é preciso analisar pontos no plano, inferindo de alguma forma as regides
por onde a curva passa. Na proxima segdo serdo vistas diversas formas de se realizar esta
tarefa.

14



CAPITULO 3. REPRESENTACAO DE CURVAS E SUPERFICIES

3.2 Representacdo de curvas implicitas

H4 diversas maneiras de se representar curvas implicitas. H4 métodos que tratam da
rasterizacdo de curvas, isto é, geram visualiza¢gdes em forma de imagens bidimensionais.
Outros métodos extraem estruturas que podem ser usadas como aproximagdes das cur-
vas, geralmente na forma de curvas poligonais. Este tipo de método pode, normalmente,
ser dividido em duas etapas: primeiramente faz-se uma amostragem de pontos sobre as
curvas; em seguida realiza-se uma etapa de estruturagio, onde os dados da amostragem
sdo utilizados para se formar uma estrutura que representa a curva, mantendo (ideal-
mente) a geometria e a topologia da curva.

3.2.1 Rasterizagao

Entre os métodos de rasterizagdo, uma forma simples, porém pouco pratica, é calcular
a distancia euclidiana entre pontos em uma grade regular e a curva desejada, onde cada
ponto é relacionado a um pixel de uma imagem, e cada pixel s6 sera pintado caso a
distancia euclidiana deste ponto a curva seja menor do que um determinado limiar. Este
método ndo é prético pois se n for o nimero de pixels num lado de um quadrado, serdo
necessérios n? calculos de distancia para aproximar a curva tendo este quadrado como
dominio, porém o namero esperado de pixels que serdo pintados é apenas O(n), ou seja,
muitos cédlculos desnecessarios sdo efetuados.

[17] descreve um algoritmo que utiliza um esquema de subdivisdo através de re-
cursdes como em Quadtrees, evitando calculos desnecessarios. A distancia euclidiana de
um ponto a curva foi verificada utilizando-se uma distancia aproximada, que é assintoti-
camente equivalente a distancia euclidiana. Foi descrito também um teste suficiente para
uma func¢do polinomial de grau k ndo possuir raizes em um circulo. A Figura[3.2]ilustra

um resultado de rasterizagdo obtido por [17].
(b):32x32 (c):64x64

(a):16x16

|

[

1{5

So 0 0

d):128x128 (¢):256x 256 (£):512x 512

Figura 3.2: Um método para rasterizagdo de curvas implicitas.
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CAPITULO 3. REPRESENTACAO DE CURVAS E SUPERFICIES

3.2.2 Aproximacao poligonal

A forma mais comum de se obter uma aproximacao poligonal de curvas implicitas é
através de métodos de enumeragio, onde o dominio é decomposto em uma grade (nor-
malmente retangular ou triangular). A amostragem ¢é feita calculando-se os pontos de
intersecdo da curva com cada aresta da grade. A estruturacéo é feita ligando-se os pon-
tos que pertencam a uma mesma célula, como ilustra a Figura

/
.
/

i

NV
AT

A,
i
Y

Figura 3.3: Método de enumeragéo aplicado a curva implicita y> — x> + x = 0.

Um problema deste método é a escolha da resolugdo da grade, isto é, como escolher
o tamanho das células de forma a ndo perder informagdes importantes sobre a topologia
da curva. Outro problema é como encontrar as interse¢des da curva com as arestas da
grade, o que pode ser feito avaliando-se o sinal da funcdo em cada vértice. Se em uma
aresta os vértices possuem sinais opostos, entdo ha algum ponto de intersecdo na aresta,
que pode ser obtido de forma aproximada através de interpolagdo linear, ou, se for exi-
gida uma maior precisdo, através de algum método numérico para encontrar raizes de
fungdes, como bissecdo, por exemplo. Porém ndo se pode descartar arestas que ndo pos-
suam variagdo de sinal nos vértices, pois a curva pode também cortar a aresta duas vezes
(ou qualquer ntiimero par de vezes). Para evitar estes problemas, a solu¢do mais sim-
ples é utilizar uma grade de alta resolugdo, porém, esta solugdo torna os algoritmos mais
custosos, exigindo desnecessariamente operacdes em pontos de muitas regides por onde
a curva ndo passa. Uma outra solu¢do mais eficiente é utilizar uma enumeracio adapta-
tiva, onde as células sdo maiores em regides distantes da curva, e menores em regides
proximas. A maior tarefa neste caso é como saber quando uma célula esta mais proxima
ou mais afastada da curva em questdo. Mais adiante serdo analisadas algumas formas de
se realizar tal tarefa.

H4 diversas outras formas para se fazer amostragem de pontos sobre curvas im-
plicitas, como por exemplo através de algoritmos de ray-casting, onde sdo calculadas
interse¢des da curva com uma familia de retas, chamadas de raios, como ilustra a Figura

Outra forma de se obter amostragem é por continuagio, onde a partir de um ponto p
sobre a curva, utiliza-se um método para prever a posigdo de outro ponto q préximo a p,
como o método de Euler, que utiliza um vetor perpendicular ao gradiente da fun¢do em p

16



CAPITULO 3. REPRESENTACAO DE CURVAS E SUPERFICIES

Figura 3.4: Amostragem por ray-casting.

para aproximar g, em seguida aplica-se o método de Newton para levar 4 a um ponto so-
bre a curva, este processo é repetido a partir de cada novo ponto da curva encontrado, até
que se tenham pontos suficientes sobre a curva. A estruturagdo pode ser feita simples-
mente ligando-se os pontos na seqiiéncia em que sdo encontrados. Uma desvantagem
deste método é a necessidade de se conhecer a priori um ponto pertencente a curva, e
para se obter possiveis componentes disjuntas da curva é preciso haver iniciamente um
ponto de cada uma destas componentes.

H4 ainda métodos de amostragem baseados em fisica de particulas, como o apresen-
tado por [8], que inicia com uma amostragem aleatéria no plano, cada ponto da amostra
se move em Orbitas que tendem a curva, utilizando-se para este movimento um campo
gradiente modificado. A Figura mostra um exemplo deste método, ilustrando as
6rbitas destes pontos juntamente com a amostragem final.

Figura 3.5: Orbitas e amostragem final.
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3.2.3 Enumeracao adaptativa

Os métodos de enumeracdo adaptativa, como ja foi visto, podem ser usados para
encontrar aproximagdes de curvas implicitas a partir de grades cujas células possuem
um tamanho varidvel, de forma a evitar calculos desnecessdrios em regides por onde a
curva ndo passa. Nesta se¢do serdo analisados dois trabalhos nesta linha.

O trabalho de [13] apresenta um método de enumeracdo adaptativa que utiliza arit-
mética intervalar e diferenciacdo automaética (descritos brevemente a seguir) para encon-
trar uma aproximacao robusta de curvas definidas implicitamente.

Aritmética intervalar

A aritmética intervalar [6] consiste em realizar operagdes basicas sobre intervalos,
como somas, subtra¢des, multiplica¢des, etc. Para cada fungdo F(x,y,...) operando so-
bre valores reais, hd uma funcio correspondente F(X,7, ... ) operando sobre intervalos,
cujo resultado é um intervalo (preferencialmente o minimo) que contém todos os valores
de F(x,y,...),onde x,y,... pertencem aos intervalos X, , . . ., respectivamente.

Por exemplo, seja a fungdo F(x) = x2, pode-se definir F por

([ b]) = [min(a?, b?), max(a?,b?)] seab >0,
" 1[0, max(a?, b?)] se ab < 0.

Diferencia¢io automatica

Em diversas aplicagdes, é preciso calcular o valor de derivadas de fungdes reais, ha
algumas formas de se realizar tal tarefa. Uma possibilidade é através da diferenciagio
simbdlica, que manipula a expressdo de uma fun¢do F para encontrar uma outra ex-
pressdo referente a derivada de F (em relagdo a uma determinada varidvel). Outra forma
é através da diferenciagio numérica, que calcula aproximacgdes das derivadas utilizando
métodos numéricos. Ambas as possibilidades sdo simples de se implementar, porém a
diferenciagdo automatica pode gerar expressdes muito longas, o que torna o célculo das
derivadas lento, enquanto que grandes erros de aproximagao podem surgir ao se utilizar
diferenciagdo numérica. Existe uma outra técnica chamada diferenciacio automdtica, que
une a velocidade da diferenciagdo numérica com a precisdo da diferenciacdo simbdlica.
Ha diversos trabalhos relacionados, como em [18), 10}, [11].

Na diferenciagdo automatica, dada uma fungdo F : R” — IR, avaliam-se tuplas de
valores (ug, u1,...,uy,), onde ug é o valor da fun¢do, enquanto u; é sua derivada parcial
em relacdo a i-ésima varidvel. As operagdes elementares sdo definidas entre tuplas, de
acordo com a regra da cadeia e férmulas elementares do célculo. Com isto, calculam-se
automaticamente as derivadas de fun¢des dadas por expressdes complicadas através da
aplicacdo das regras definidas para cada operacdo elementar presente nas expressoes.

Como exemplo, para n = 2 as operagdes de soma, multiplicagdo e fun¢do seno sdo
dadas respectivamente por:

(1o, u1, u2) + (vo,v1,v2) = (o ~+ vy, u1 +v1,up +v2)
(uo, U1, u2) - (vo,v1,v2) = (Ugvo, UgV1 + U1V, UV + URT)
sen(ug, u1,up) = (senug, g Cos Ug, Uy COS Ug)
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Adaptatividade espacial

Utilizando os recursos da aritmética intervalar, pode-se descrever um algoritmo sim-
ples de enumeracdo adaptativa, como através desta fungdo:

Funcgao Expl ore(B).

Entrada: uma funcéo F : R?2 - R, um retangulo
B ={(x,y) € R%;x € [x0,x1],¥ € [yo,y1]}, e um pardmetro € > 0.

Saida: uma subdivisdo adaptativa espacial de B.
inicio
se 0 ¢ F(B) entdo descarte B;
sendo se diam(B) < € entdo retorne B;
senao

Divida B em pedagos menores B;;

para cada i faca Expl or e(B;)
fim

fim

Esta funcdo cria uma subdivisdo adaptativa de B, geralmente divide-se B em qua-
tro pedacos iguais, gerando assim uma Quadtree. diam(B) < € significa que max(x1 —
X0,¥1 — Yo) < €, para um determinado €. Todas as células que sdo retornadas possuem
o mesmo tamanho, diz-se entdo que esta é uma subdivisdo adaptativa espacial. A Fi-
gura[3.6lilustra um exemplo deste tipo de subdivisdo, as células pintadas de cinza sdo as
retornadas pelo algoritmo.

Figura 3.6: Subdivisao adaptativa espacial.

Uma desvantagem deste método de subdivisdo é que pequenas componentes da cur-
va podem ndo ser detectadas, neste caso o valor de € precisa ser menor. Além disto,
ndo ha uma adaptacdo a curvatura da curva, ou seja, a mesma quantidade de pontos sdo
amostrados em regides tanto de alta como de baixa curvatura, o que pode prejudicar a
geometria da curva.
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Adaptatividade geométrica

A adaptatividade geométrica precisa obter informagdes sobre a curvatura de curvas
implicitas a fim de ajustar o tamanho das células da subdivisdo a estas informagdes.
Para isto, [13] utiliza o gradiente de F (que pode ser obtido através de diferenciacdo au-
tomadtica). O valor de VF é analisado em cada célula, como o gradiente possui duas
componentes, este valor é composto por dois intervalos, um indicando a variagao de %I;

e outro indicando a variacao de 3—5. Se o didmetro destes intervalos for um valor pe-

queno (i.e. abaixo de uma tolerancia §) entdo hd uma pequena variagdo do gradiente na
célula, conseqiientemente hd também uma pequena variacdo na dire¢do da curva dentro
da célula. Assim, um algoritmo de subdivisdo espacial pode utilizar a fungdo abaixo:

Fungéo Expl ore( B) .

Entrada: uma funcdo F : R> — R, um retangulo
B = {(x,y) € R%x € [x0,x1],¥ € [yo,y1]}, e pardmetros € > 0 e > 0.

Saida: uma subdivisdo adaptativa geométrica de B.
inicio
se 0 ¢ F(B) entdo descarte B;
sendo se diam(B) < € ou diam(VF(B)) < é entdo appr ox(B);
senao

Divida B em pedagos menores B;;

para cada i faca Expl or e(B;)
fim

fim

A diferenga entre esta fungéo e a anterior ¢, além da presenca da verificacdo da con-
dicdo diam(VF(B)) < 4, a chamada a funcdo appr ox(B), que aproxima a curva através
de segmentos de reta dentro da célula B. A Figura [3.7]ilustra um exemplo da aplicacdo

deste algoritmo.

\

Figura 3.7: Subdivisdo adaptativa geométrica.
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Ja no trabalho de Plantinga e Vegter [15] descreve-se um algoritmo de aproximagdo
isotépica de curvas e superficies implicitas, avaliando o valor da fungado e seu gradiente
em intervalos do dominio onde a curva serd aproximada, utilizando para tal avaliacdo
aritmética intervalar.

Algoritmo de subdivisao

Seja S = F~1(0) uma curva implicita, onde F : R? — R é uma fungéo suave e 0 é um
valor regular de F, ou seja, VF nédo se anula nos pontos da curva. O seguinte algoritmo
forma uma subdivisdo do plano:

Algoritmo 3: Subdivisdo do plano.

Entrada: uma fungio F : R> — R e um retangulo
B={(x,y) € R%x € [xo,x1],y € [yo,y1]}-

Saida: um Quadtree T .

Inicialize o Quadtree T com o retangulo B;

Subdivida 7 até que em todos os nés folhas C tenha-se

0¢ F(C)V (VF(C),VE(C)) > 0;

Para cada n6 folha do Quadtree resultante, se a primeira condigao (0 ¢ F(C)) for ver-
dadeira, entdo garante-se que este né ndo contém pontos da curva a ser aproximada. Se a
segunda condicdo ((VF(C), VF(C)) > 0) for verdadeira, entdo o angulo formado entre
dois vetores gradientes em pontos do né folha ndo ultrapassa 90°, como VF em pontos
da curva possui a mesma dire¢do do vetor normal a curva, entdo conseqiientemente o
angulo formado entre dois vetores normais a curva ndo ultrapassa 90°. Além disto, se
(VF(C), VF(C)) > 0, entdo ao menos um dos dois termos F(C) - F¢(C) e F,(C) - F,(C)
(onde F, = 3—’;) ndo contém zero, ou seja F é estritamente crescente ou decrescente na
direcdo x ou y, portanto a func¢do F é localmente parametrizdvel numa das dire¢oes dos
eixos.

Aproximacao linear por partes

O algoritmo apresentado por [15] para a aproximagdo linear por partes de curvas
verifica cada n6 folha do Quadtree resultante do algoritmo [ criando vértices nos pon-
tos médios das arestas destes nés sempre que houver uma alteragdo no sinal de F nos
pontos extremos destas arestas, e em seguida ligando estes vértices, construindo assim a
aproximagdo desejada. Como o objetivo do trabalho é obter uma aproximagao isot6pica,
ndo houve preocupacdo com a geometria desta aproximacdo, por isto foi utilizado o
ponto médio das arestas, e ndo algum ponto mais préximo a curva.

Este algoritmo forma uma aproximacao isotépica da curva implicita. A prova desta
afirmacao colocada em [15] e sera resumida aqui. A prova é dividida em trés partes:

e Constréi-se uma aproximagdo a partir de uma grade regular, com determinadas
restri¢des, e prova-se que esta aproximagéo é isotépica a curva S = F~1(0).

¢ Removem-se restri¢des.

e Mostra-se que a aproximagdo obtida a partir da grade regular ¢é isotépica a criada a
partir do Quadtree.
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Grade regular

Seja G uma grade regular, tal que em cada célula C ¢é satisfeita a condi¢do 0 ¢ F(C) V
(VF(C),VF(C)) > 0. Assume-se F # 0 nos vértices de G, e que S intersecta cada aresta
de G no maximo uma vez. Pela restricio do produto interno, S é parametrizavel na
direcdo de um dos eixos, logo ndo é possivel haver sinais alternados nos vértices de C,
pois F seria crescente ao longo de uma aresta e decrescente ao longo da aresta paralela.
Assim S intersecta no maximo duas arestas de C. Como S é localmente parametrizavel,
ndo pode haver loops na célula, e como 0 é um valor regular de F, também ndo pode
haver auto-interse¢des. Logo, se em uma célula C existem dois pontos de interse¢do de
S com as arestas de C, entdo a curva S dentro da célula C é isotépica a um segmento de
reta. De fato, seja S parametrizdvel na diregdo y. Se S intersectar as arestas esquerda e di-
reita, pode-se simplesmente utilizar interpolacdo linear na diregdo y para mover de forma
continua esta parte de S para o segmento de reta da aproximagdo (que liga os pontos
médios das arestas esquerda e direita), conforme ilustra a Figura[3.8(a). Se a curva S ndo
intersectar as arestas esquerda e direita, pode-se aplicar uma escala na direcao x de forma
que a curva intersecte a aresta horizontal de C no mesmos ponto da aproximacéo, e pode-
se entdo mover de forma continua os pontos da curva sobre os pontos da aproximacao
na diregdo y, conforme ilustra a Figura[3.8(b).

(a) (b)

Figura 3.8: Isotopia local entre curva e aproximagdo em uma célula.

Remocgio de restri¢oes

As restrigdes aplicadas a curva S sdo retiradas nesta etapa da prova. Se S intersecta
uma aresta da grade mais de uma vez, ela serd parametrizavel na diregdo perpendicular
a esta aresta nas duas células adjacentes. Pelo teorema do valor médio é facil ver que a
restrigdo do produto interno evita S de ser “muito” curvada (i.e. acima de 90°) entre os
dois pontos de intersecdo, e portanto S ndo pode sair das duas células que contém os pon-
tos de intersecdo. Pode-se mover continuamente a curva entre os pontos de intersecao
na direcdo parametrizavel projetandod sobre a aresta, e pode-se mover esta projecao de
forma a eliminar os dois pontos de interse¢do. Fazendo-se isto para todos os pares de
pontos de intersecdo, verifica-se que S é isotdpica a curva que intersecta cada aresta no
maximo uma vez, sendo portanto isotépica a aproximacgao poligonal.

Se S passar por um vértice da grade, pode-se deformar S movendoa continuamente
para a curva F + € = 0. Para € pequeno isto também forma uma isotopia. Pode-se tomar
€ arbitrariamente pequeno com uma perturbacao simbdlica, considerando F estritamente
positiva num vértice onde F > 0.
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Quadtrees

Nesta terceira etapa prova-se que a aproximagdo usando Quadtree é isotdpica a en-
contrada usando grade regular. Dado um né folha C do Quadtree, com suas arestas da
aproximagao. Ao subdividir C, a restri¢do do produto interno continua vélida para seus
quatro nos filhos. Como S é parametrizavel em C, também serd nos noés filhos. As tinicas
alteracdes topoldgicas possiveis ocorrem quando a subdivisao forma dois novos vértices
em uma aresta de C, conforme ilustra a Figura[3.9

Figura 3.9: Alteracdes topoldgicas apds a subdivisao.

Os dois novos vértices serdo detectados quando a célula vizinha for subdividida, e
serdo conectados a dois outros vértices ja existentes. Esta alteragcdo corresponde a “em-
purrar” parte da curva através da aresta, nas duas células adjacentes a esta aresta a
aproximacdo a isotopia se mantém. Ao subdividir todas as folhas do Quadtree chega-se
a um Quadtree completo, com uma aproximagéo isotdpica a encontrada na grade regular.
Portanto a aproximagdo encontrada é isotépica a curva S.

A Figura [3.10/ mostra o resultado da execugdo deste algoritmo para aproximacgado da
curva S = F~1(0), onde F(x,y) = x*>(1 — x?) — y*> + 0.01.

N
|
AN

~

N

Figura 3.10: Aproximagao da curva x%(1 — x?) — y? + 0.01 = 0.
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3.3 Representacdo de superficies

De forma andloga ao descrito para curvas, o problema de representacdo de superficies
consiste em se obter uma estrutura que aproxima a superficie. Quando as superficies sdo
descritas parametricamente, elas sdo relativamente simples de serem representadas. Uma
forma de se fazer isto é formando uma grade quadrangular no dominio dos parametros.
Para cada célula da grade obtém-se um quadrilatero sobre a superficie. Ao unir todos os
quadrilateros obtém-se a aproximagédo desejada, conforme ilustra a Figura B.11]

Figura 3.11: Representacdo de superficies paramétricas.

Quando a superficie é descrita implicitamente, entretanto, a tarefa de representagao
ndo é tdo simples, pois é preciso percorrer o espago R? tomando informagdes necessérias
para encontrar as regides por onde a superficie passa. Na préxima se¢do sdo vistos alguns
métodos de representagdo de superficies descritas implicitamente.

3.4 Representacao de superficies implicitas

Existem varias abordagens para a tarefa de representar superficies implicitas, ha a-
quelas focadas na renderizacdo de superficies, cujo objetivo é gerar uma imagem ilus-
trando a superficie. Ha também aquelas cujo principal objetivo é a extracdo de su-
perficies, onde estas sdo aproximadas através de malhas poligonais.

3.4.1 Renderizacao de superficies implicitas

H4 algumas formas possiveis de se renderizar superficies implicitas. Um forma pos-
sivel é simplesmente usar um método de extragdo de superficies (como serd visto na
proxima se¢do) para obter uma malha poligonal, que pode ser trivialmente rasterizada
através de algoritmos Z-buffer. Outra possibilidade é amostrar a superficie utilizando
outros objetos que a aproximam, e usar algum outro método para renderiza-los. Pode-
se ainda utilizar algoritmos de ray-tracing, onde sdo simulados raios de luz através de
retas, uma reta a(t) intersecta uma superficie S = F~!(0) nos pontos que satisfazem
F(a(t)) = 0, logo o problema se resume a encontrar as raizes da funcdo G(t) = F(a(t)).
A Figura ilustra alguns resultados obtidos por [5], que resolve esta tarefa utilizando
operagdes sobre intervalos através da aritmética afim (mais informagoes em [6]).
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Figura 3.12: Superficies implicitas renderizadas por ray-tracing.

3.4.2 Extracao de superficies implicitas

O método de extracdo de superficies implicitas mais conhecido na literatura é o al-
goritmo de Marching Cubes, desenvolvido por Lorensen e Cline [14]. Neste algoritmo,
o espago de onde se quer extrair a superficie é subdividido, formando uma grade re-
gular composta por paralelepipedos. cada paralelepipedo é analisado, verificando-se
o valor da fungdo em cada um de seus oito vértices. Quando houver variagdo no si-
nal da funcdo, a superficie é aproximada dentro do paralelepipedo através de poligonos
cujos vértices estdo sobre as arestas do paralelepipedo onde hé variagdo no sinal. Es-
tes poligonos sdo obtidos através de uma tabela que indica, para cada configuragdo de
vértices, como formar os poligonos (uma forma comum é definir o poligono como a unido
de tridngulos). Existem 256 casos possiveis (8 vértices, cada um podendo ser positivo ou
nao-positivo), porém, pode-se observar que diversos casos diferem apenas por rotacoes
ou por inversdes de sinais. Agrupando estes casos o niimero de possibilidades diminui
para apenas 15, e os poligonos podem ser definidos com base nestes casos, conforme
indica a Figura[3.13

\

= b P
Nib NI

Figura 3.13: Casos possiveis no algoritmo Marching Cubes.

Um problema neste algoritmo é a possivel presenca de casos ambiguos, isto é, quando
ha mais de uma forma possivel de se gerarem os poligonos, a forma escolhida pode ndo
corresponder a correta, no sentido de ndo manter a topologia da superficie. Ha diversos
trabalhos que modificam este algoritmo de forma a tratar os casos ambiguos mantendo a
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topologia, como por exemplo em [12], que utiliza uma técnica para garantir um resultado
topologicamente correto. A Figura [3.14 mostra uma comparagdo da malha gerada pelo
algoritmo cléssico com a gerada pelo algoritmo de [12].

Figura 3.14: Comparacao entre o algoritmo de Marching Cubes cléssico e o de [12].

Um outro trabalho que estende o algoritmo classico de Marching Cubes é [15], ja citado
na Secao no caso de curvas implicitas. O Algoritmo 3] também pode ser utilizado
para tratar de superficies implicitas, fazendo as devidas alteracdes. Neste caso é gerado
um Octree, ao invés de um Quadtree. As células do Octree sdo analisadas da mesma forma
que as células da grade regular do algoritmo cldssico, o niimero de casos possiveis cai
para 9, conforme a Figura[8.15] diminui¢do causada pela forma como é feita a subdivisao.
Alguns casos ambiguos (casos 4 e 6 da Figura 3.15) sdo tratados de forma a manter a
topologia da superficie.

ul B/ Ty e
=

Figura 3.15: Casos utilizados do algoritmo Marching Cubes.

Como o objetivo de [15] é obter uma aproximacao isotdpica, ndo houve tratamento
especifico para a geometria das superficies, de forma que a aproximacdo encontrada é
bastante grosseira. A Figura ilustra o resultado obtido por [15] da aproximagdo da
superficie dada pelo zero da funcdo F(x,y,z) = x* — 5x2 + y* — 5% + z* — 522 + 10.
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Figura 3.16: Aproximagcio isotpica da superficie x* — 5x2 + y* — 5y? + z* — 522 +10 = 0.

Outro trabalho relacionado a aproximacao isotépica de superficies é [3], que utiliza
teoria de Morse para obter uma aproximacao linear por partes. E fornecido um critério

para garantir a isotopia, a partir do qual é deduzido um algoritmo para obter uma malha
isotopica a superficie real.
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Capitulo

Aproximacdo suave de curvas e
supertficies implicitas

ESTE CAPITULO sdo apresentados métodos para aproximacao de curvas e superficies
N implicitas, criados a partir de outros métodos conhecidos, com algumas modifica-
¢Oes. O objetivo destes métodos é obter aproximacdes lineares por partes, isotopicas e que
apresentem um determinado nivel de suavidade. No caso de curvas obtém-se uma apro-
ximacdo poligonal, isto ¢, um conjunto de segmentos de reta suficientemente préximos
a curva. No caso de superficies o resultado sdo malhas triangulares, onde os tridngulos
devem estar suficientemente préximos a superficie.

4.1 Curvas planas

Dada uma curva implicita S = F~1(0), onde 0 é um valor regular de F, pode-se
utilizar o algoritmo de [15] (descrito na secdo [3.2.3) para construir uma estrutura que
tem a mesma topologia da curva a ser representada. Desta forma um dos objetivos é
alcancado, porém é preciso realizar algum tipo de processamento sobre esta estrutura a
fim de se melhorar a geometria da aproximacao, para torné-la mais suave.

Uma primeira alteragdo a ser feita no algoritmo de [15] esta relacionada a forma de
divisdo do plano. Alguns noés folhas do Quadtree podem ser vizinhos e estarem em niveis
diferentes, é preciso verificar quando essa situagdo ocorre para evitar a formagao de des-
continuidades na aproximacao da curva, conforme ilustra a Figura d.1]

- + + + - -

v

Figura 4.1: N6s vizinhos em niveis diferentes do Quadtree gerando uma descontinuidade
na aproximagdo da curva (em preto).
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Para abolir a presenca de descontinuidades na aproximacgao de curvas, pode-se utili-
zar uma estrutura que é topologicamente dual a estrutura Quadtree, como a utilizada em
[16], que serd chamada de DualQuadtree. Nesta estrutura, cada célula do DualQuadtree
corresponde a um vértice do Quadtree, cada aresta do DualQuadtree corresponde a duas
células vizinhas do Quadtree, e cada vértice do DualQuadtree corresponde a uma célula
do Quadtree, conforme ilustra a Figura

VAN —/\
< ;j\ /ig —
~ —
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VIV

e AVARYE =

/- —\/

Figura 4.2: Quadtree (em vermelho) e DualQuadtree (em azul).

Uma forma de se obter o DualQuadtree a partir do Quadtree é utilizando-se as fungdes
recursivas f aceProc, edgeProc e vert Proc. A funcdo faceProc recebe como en-
trada um né do Quadtree, edgePr oc recebe dois nds vizinhos, e ver t Pr oc recebe quatro
nés do Quadtree que compartilham um vértice, as chamadas recursivas estdo indicadas
na Figura @3l O DualQuadtree é obtido através de uma chamada a fungio f acePr oc,
passando-se como entrada o né raiz do Quadtree. Se em alguma chamada da funcdo
vert Proc os quatro nds passados sejam folhas, cria-se entdo uma nova célula do Dual-
Quadltree, cujos vértices sdo os pontos centrais de cada um destes quatro nés.

ull [ [I™["W
— %E[II]

] Clr ]

Figura 4.3: Fungdes recursivas para obtencdo do DualQuadtree: faceProc (preto),
edgePr oc (cinza escuro) e ver t Pr oc (cinza claro).

O mesmo procedimento utilizado para aproximar a curva nas células do Quadtree
pode ser utilizado agora nas células do DualQuadtree, sem haver problema de descon-

29



CAPITULO 4. APROXIMACAO SUAVE

tinuidade na aproximagédo obtida. A Figura 4.4l ilustra o resultado deste procedimento
utilizando a mesma curva da Figura Uma outra alteragdo no algoritmo, ja utilizada
na Figurald.4] é a alteragdo do calculo dos pontos que estdo sobre a curva. Ao invés de se
utilizar o ponto médio das arestas do DualQuadtree onde ha varia¢do no sinal da fungéo,
pode-se aplicar algum método numérico como o de bisse¢do, que encontra um ponto p
sobre a aresta, tal que |F(p)| < €, para um determinado €.

Figura 4.4: Aproximacdo da curva x(1 — x?) — y? + 0.01 = 0, utilizando o DualQuadtree.

Em geral, a topologia da aproximagado obtida desta maneira equivale a encontrada
através do Quadtree. Porém pode haver casos onde as células do DualQuadtree ndo satis-
fazem as mesmas condig¢des das células do Quadtree, nestes casos uma forma de garantir a
isotopia é subdividindo as células do DualQuadtree, de forma que cada parte desta subdi-
visdo satisfaca as condi¢des que garantem a aproximacao isotdpica. Por exemplo, pode-se
tomar as intersecoes da célula do DualQuadtree com as células do Quadtree, extraindo as
aproximagdes a partir destas intersec¢des.

4.1.1 Refinamento

A aproximacdo obtida até aqui obedece ao critério de manter a topologia, porém
ainda ndo pode ser considerada suave. Pode-se aplicar um método de refinamento para
suavizar as aproximacdes de curvas. Uma outra forma simples de se obter tal refina-
mento é alterar o critério de subdivisdo do Quadtree do Algoritmo[3] de forma a continuar
a subdivisdo até que a aproximagdo seja suave o suficiente. Uma forma de se refinar a
curva é apresentada a seguir: primeiramente é necessario utilizar uma estrutura diferente
para representar a curva. Dados dois pontos p; e p2 € R?, caso F(p;) e F(p2) possuam
sinais diferentes, o segmento e = p;p, é chamado segmento ativo. O vértice de e que é
externo a curva F~1(0) é representado por p,, o vértice interno a curva é representado
por 1., e o ponto do segmento ativo intersectado pela curva é representado por z. (este
ponto pode ser encontrado numericamente utilizando um método de bissegao).

Seja E um conjunto de segmentos ativos, formado inicialmente pelas arestas de células
do DualQuadtree que sejam segmentos ativos. Dados e, ex € E, se pe, pe, Ou 1, 11, for uma
aresta do DualQuadtree entdo o segmento z,,z.,, € uma aresta da aproximagdo da curva
S = F~1(0). A aproximagao obtida desta forma equivale a obtida anteriormente (a partir
do DualQuadtree).

Uma vez criados o conjunto E e as arestas da aproximagado da curva, pode-se entdo
refinar esta aproximagédo através de subdivisdes de cada aresta. Isto pode ser realizado
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da seguinte maneira: dados ey, e; € E, onde z,, z¢, ¢ uma aresta da aproximacao da curva,
calcula-se o ponto p., como sendo o ponto médio entre p., e p,,. Da mesma maneira
o ponto n,, é calculado como o ponto médio entre n,, e 1n,,, formando assim um novo
segmento ativo e3 que esta situado entre e; e ep, como ilustra a Figura 4.5

» Zey

€1 (] €1 €3 (=]

Figura 4.5: Subdivisdo de arestas.

Nesta etapa de subdivisdo, é possivel que o segmento e3 ndo seja um segmento ativo
(quando p,, < 0 ou n,, > 0). Neste caso ndo é possivel utilizar o método de bissegdo
para encontrar z,,, uma vez que a raiz de F ndo esta situada entre n,, e p,,. Ainda assim,
pode-se encontrar um ponto da curva através do método de Newton para aproximacao
de raizes de fungdes, utilizando o ponto mais préximo da curva dentre n,, e p,, como
sendo a primeira aproximacdo da raiz da funcdo. O método de Newton se encarrega de
“atrair” esta primeira aproximagado até a curva. A Figura 4.6 ilustra uma situagdo onde
isto ocorre.

Figura 4.6: Situagdo onde ndo se forma um segmento ativo na etapa de subdivisdo de
arestas, o ponto z., foi calculado pelo método de Newton a partir de p., (ponto mais
préximo a curva).

Ja se sabe até agora como subdividir uma aresta. Falta ainda decidir o critério de
subdivisdo, ou seja, em que situacdo uma determinada aresta deve ser subdividida. Um
critério simples é verificar o comprimento da aresta, ou seja a distadncia entre os seus
vértices, caso este comprimento ultrapasse um determinado valor, a aresta é subdividida.
A Figura [4.7) ilustra um exemplo de resultado desta operacdo aplicada a aproximagdo
encontrada na Figura 4.4
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Figura 4.7: Suavizagdo de curva obtida subdividindo-se as arestas pelos seus compri-
mentos.

O uso deste critério possui a desvantagem de ndo ser adaptativo, isto €, subdividem-
se da mesma forma regides da curva que possuam alta ou baixa curvatura, o que causa
uma amostragem com muitos pontos desnecessdrios em regides de baixa curvatura, e
com um numero insuficiente de pontos em regides de alta curvatura, como pode ser
observado na Figura

Outro critério que pode ser utilizado é a verificagdo do dngulo entre arestas: dadas
duas arestas adjacentes z, z,, € z¢,Z.,, seja 0 0 d&ngulo entre os vetores z,, — z¢, € Ze, — Ze,,
conforme ilustra a Figura Subdivide-se a aresta z, z,, quando > J, para um deter-
minado J. Este critério possui a vantagem de ser adaptativo, como pode ser observado

na Figura[4.9

Zel Z€2

Figura 4.8: Angulo entre arestas.

Figura 4.9: Suavizagdo de curva subdividindo-se pelo dngulo entre as arestas, observa-se
uma alta concentracdo de pontos em regides de alta curvatura.
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4.1.2 Resultados

O método descrito foi implementado em C++. Para obter os resultados desta secao foi
utilizado € = 1078 como sendo a tolerancia no calculo numérico das raizes das fungdes,
isto é, obtém-se |F(p)| < € em cada vértice p das aproximag¢des. Como critério de subdi-
visdo verificou-se o angulo entre as arestas, com a tolerancia § = 0.075.

As Figuras até ilustram alguns exemplos da aplicacdo do algoritmo de ex-
tragdo de curvas implicitas. Cada figura foi dividida em cinco partes. A parte (a) mostra
o Quadtree encontrado pelo algoritmo de subdivisdo do plano. O DualQuadtree obtido
a partir deste Quadtree pode ser visto em azul na parte (b). A parte (c) mostra a apro-
ximagdo linear por partes obtida a partir do DualQuadtree. A parte (d) mostra como a
aproximacao se altera ap6s o refinamento. O resultado final é mostrado em (e), é a mesma
curva de (d), porém sem destacar os pontos encontrados.

Pode-se fazer uma anélise do qudo préximo uma curva esta de sua aproximagdo. Uma
medida possivel é a através distancia de Hausdorff entre conjuntos, definida por:

du(X,Y) = max{ sup inf d(x,y), sup inf d(x,y) }.
xeX ¥Y&€Y yey XX

Onde X e Y sdo conjuntos, e d(x,y) é uma funcdo de distdncia entre pontos x e y.
No caso da aproximagdo de curvas, pode-se utilizar X como sendo a curva F -1 0), Y
a aproximacdo, e d(x,y) a distancia euclidiana entre pontos no plano. E quase sempre
invidvel o calculo exato de dy(X,Y), pois seria preciso calcular d(x, y) para um namero
infinito de pontos x € X ey € Y. O que se pode fazer é obter uma aproximacao
desta medida, por exemplo calculando-se uma amostragem de pontos sobre as arestas da
aproximagdo. Para cada ponto p desta amostragem calcula-se um ponto p sobre a curva
através do método de Newton, dy(X,Y) é aproximado pelo valor méximo entre todos
os d(p, p) calculados. A tabela abaixo ilustra o resultado desta métrica para algumas
aproximagoes encontradas, ilustrando o valor encontrado antes e depois da suavizagdo,
cada aresta foi particionada em cem pontos uniformemente distribuidos.

Curva Sem suavizagdo | Com suavizagdo
+yP—-1=0 0.0513113 0.00128388
(y—x2+ 1D+ (2 +y?)*P—1=0 0.0228366 0.00282148
v —x>+x—-025=0 0.0697288 0.0013592
x% — xy +y* +0.0001 =0 0.00549521 0.00115506

Tabela 4.1: Aproximagédo da distancia de Hausdorff entre a curva e suas aproximagdes.
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(a) Quadtree. (b) DualQuadtree.
(c) Aproximagdo linear. (d) Suavizagao.

A\
/

(e) Aproximacao final.

Figura 4.10: Etapas do processo de extragdo da curva implicita x> +y*> — 1 = 0.
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(a) Quadtree. (b) DualQuadtree.

(c) Aproximagdo linear. (d) Suavizagao.

(e) Aproximacao final.

Figura 4.11: Etapas do processo de extragdo da curva implicita (y — x* + 1)* + (2% +
214
y)*—1=0.
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-

(a) Quadtree. (b) DualQuadtree.
(c) Aproximagdo linear. (d) Suavizagao.

/
.

(e) Aproximacao final.

Figura 4.12: Etapas do processo de extragdo da curva implicita y? — x> + x — 0.25 = 0.
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(a) Quadtree. (b) DualQuadtree.

4

(c) Aproximagdo linear. (d) Suavizagéao.

(e) Aproximacao final.

Figura 4.13: Etapas do processo de extragdo da curva implicita x> — xy +y* + 0.0001 = 0.
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4.2 Superficies implicitas

Para a geragdo de malhas suaves aproximando superficies implicitas foi utilizado
inicialmente o algoritmo de [15], que obtém uma aproximacao isotépica da superficie.
Porém esta aproximacao precisa ser tratada para que o resultado seja uma representacdo
suave. A primeira alteragdo no algoritmo estd relacionada a estruturacdo dos objetos
tratados. O mesmo problema que acontece com a aproximacdo de curvas a partir do
Quadtree acontece também com aproximagdo de superficies a partir do Octree: células vi-
zinhas porém em niveis diferentes podem causar descontinuidades na aproximagdo. A
forma como foi isto foi tratado em [15] possui um inconveniente de ndo gerar uma malha
triangular consistente, isto €, a interse¢do de dois tridngulos pode ser diferente de vazio,
de um vértice, ou de uma aresta da triangulagdo, conforme pode ser visto na Figura 4.14

\) " " Ve e’
VAR

/N
AN

/)
A

V/’V
<
S PC

Figura 4.14: Irregularidades na malha encontrada.

Estas irregularidades prejudicam diversas formas de pés-processamento, sendo, por-
tanto, indesejaveis. Para evita-las pode-se utilizar o algoritmo Dual Marching Cubes [16],
que processa uma estrutura dual ao Octree, que é chamada DualOctree. Esta estrutura
pode ser encontrada de forma andloga a utilizada para encontrar o DualQuadtree, através
de chamadas de fungdes recursivas que constroem o DualOctree percorrendo os nés do
Octree do nd raiz até os nds folhas. Uma vez calculado o DualOctree, analisa-se cada célula
(que tem a mesma topologia de um cubo) de acordo com os casos do algoritmo classico
Marching Cubes, encontrando assim a aproximacdo desejada. Em geral a aproximagao
obtida utilizando o DualOctree possui a mesma topologia daquela encontrada utilizando
o Octree, nos casos onde isso ndo ocorre pode-se subdividir as células do DualOctree em
partes que satisfazem as condi¢des que garantem a aproximacao isotdpica.

4.2.1 Eliminagao de slivers

Uma caracteristica do uso do algoritmo Dual Marching Cubes é a presenca de trian-
gulos de baixa qualidade conhecidos como slivers, que possuem um dos lados muito
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menor do que os outros dois. E possivel utilizar alguma operacéo para evitar a presenca
deste tipo de tridngulos, esta operacdo ndo é necesséria se o objetivo for apenas obter
uma malha triangular independente da qualidade dos tridngulos, porém tridngulos de
baixa qualidade dificultam outras operagdes, pois podem causar erros de instabilidade
numérica.

Em [16] a maior parte dos slivers sdo eliminados ao se modificarem as posi¢des de
vértices do DualOctree da seguinte forma: caso em uma aresta do DualOctree que seja
cortada pela superficie, um dos vértices estiver muito préoximo (dada uma determinada
tolerdncia €) a raiz da fungdo, este vértice é reposicionado para esta raiz. A Figura
ilustra um exemplo de resultado deste método de eliminacao de slivers.
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Figura 4.15: Eliminagdo de slivers.

Uma observacdo 1til a ser feita é que quanto maior for a tolerdncia €, mais slivers
deixam de ser formados. O maior valor possivel para € é de 50% do tamanho total da
aresta, ao se usar este valor todas as arestas por onde a superficie passa sdo alteradas,
de forma que um de seus vértices é movido para a superficie. A Figura mostra um
exemplo desta forma de se eliminar slivers, compare com a Figura
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Figura 4.16: Eliminacdo de slivers com a maior tolerancia possivel.

Apesar de diminuir o ntimero de slivers, em alguns casos esta alteragdo nos vértices
das arestas pode formar tridngulos sobressalentes, e a triangulacdo deixa de represen-
tar corretamente a topologia da superficie. Nestes casos deve-se buscar uma tolerancia

menor, para evitar resultados indesejaveis.
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4.2.2 Flip de arestas

A forma de eliminacgao de slivers vista possui uma desvantagem de formar em alguns
casos triangulos de baixa qualidade, ou mesmo degenerados. E preciso tratar estes casos
antes de tentar refinar a malha. Para isto foi utilizado um algoritmo de flip de arestas,
que, ao ser efetuado em arestas de tridngulos mal-formados aumenta a qualidade destes
triangulos. Dada uma aresta da triangulacdo, a operacdo de flip nesta aresta consiste
em se trocar os vértices da aresta pelos outros vértices dos tridngulos adjacentes a ela,
conforme ilustra a Figura .17

flip

Figura 4.17: Operagao de flip de aresta.

Os algoritmos de flip de arestas executam diversos flips até que uma determinada
condigdo seja satisfeita. Um critério que pode ser utilizado é o de Delaunay (mais infor-
magoes em [2]). A Figura ilustra o resultado da aplicacdo deste algoritmo em uma
aproximacdo da esfera x* + > +2z2 — 1 = 0.

Delaunay >

Figura 4.18: Aplicagdo do algoritmo de Delaunay.

4.2.3 Refinamento da malha

Para tornar a malha suave é preciso aplicar algum método de subdivisao, isto foi feito
da seguinte forma: dada uma aresta da triangulagdo a ser subdividida, calcula-se seu
ponto médio p, que é utilizado como primeira aproximagdo no método de Newton, que
encontra um ponto sobre a superficie. Os tridngulos adjacentes a esta aresta também sdo
subdivididos, conforme ilustra a Figura[4.19]
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Dstprs

Figura 4.19: Método de subdivisao.

Para subdividir toda a triangulagédo, aplica-se este esquema de subdivisdo a todas as
arestas que satisfizerem uma determinada condigdo, repetindo o processo até que ne-
nhuma aresta satisfaca esta condi¢do. Neste trabalho foi utilizada uma verificagdo do
tamanho da aresta. Uma aresta é subdividida se seu tamanho for superior a um determi-
nado valor. Melhores resultados (em relagdo a qualidade dos tridngulos formados) sdo
obtidos quando se da prioridade as arestas de maior comprimento. A Figura 4.20/ilustra
o resultado desta operagdo aplicada a aproximagao da esfera.

Figura 4.20: Subdivisdo aplicada a aproximacao da esfera.

4.2.4 Resultados

O método de aproximagdo de superficies descrito neste capitulo foi implementado
com a linguagem C++. As Figuras@d.2T|até4.24]ilustram resultados obtidos pela aplicagéo
do método de extragdo de superficies implicitas. A parte (a) mostra a aproximacdo sem
eliminacao de slivers nem flip de arestas. Em (b) sdo aplicadas a eliminagdo de slivers e flip
de arestas, subdividindo a malha em (a) obtém-se (c). E (d) é o resultado da subdivisao
aplicada a malha em (b).

Pode-se fazer uma andlise das aproximagdes de acordo com a qualidade dos trian-
gulos encontrados. Para isto é preciso utilizar uma métrica que classifique os tridngulos,
como, por exemplo, por meio da razdo entre a area do circulo inscrito e a do circuncirculo
a cada tridngulo. Esta razdo vale no minimo zero (em tridngulos degenerados), e possui
um valor maximo quando o tridngulo é equildtero, podendo ser normalizada para que
os valores estejam entre 0 e 1. Utilizando esta métrica, foram gerados os histogramas das
Figuras@.25até[4.28] que ilustram a distribuigdo da qualidade dos tridngulos das malhas
das Figuras [£.27] até respectivamente. Observa-se que a operagdo para eliminagdo
de slivers, juntamente com o flip de arestas aumenta a qualidade dos tridngulos, o que
facilita o uso destas malhas triangulares em outras possiveis aplicagdes.
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Figura 4.21: Extragao da superficie implicita (x% + y* 4+ z2 + R? —1?)2 —4R?(x? + y?) = 0,

comR=4er=2.
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(©

(d)
Figura 4.22: Extracdo da superficie implicita x> + y*> + 22 — 1 = 0.
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Figura 4.23: Extracdo da superficie implicita (x> + y? + z> — 23.75)2 — 0.8((z — 5) —
2x2)((z +5)% —2y%) = 0.
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(a) Histograma da aproximagédo da Figura2T[c). (b) Histograma da aproximagao da Figura[£.21(d).

Figura 4.25: Histogramas indicando a qualidade dos tridngulos nas aproximagdes da
superficie (x2 + y? + 2% + R? — 12)2 — 4R%(x® + y?) = 0.
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(a) Histograma da aproximagéo da Figura@22(c).  (b) Histograma da aproximacdo da Figura[£22(d).

Figura 4.26: Histogramas indicando a qualidade dos tridngulos nas aproximagdes da
superficie x> + y* +z> — 1 = 0.
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(a) Histograma da aproximagéo da Figura£23[c).  (b) Histograma da aproximacdo da Figura[£.23(d).

Figura 4.27: Histogramas indicando a qualidade dos tridngulos nas aproximagdes da
superficie (x? + y* + 22 — 23.75)2 — 0.8((z — 5)2 — 2x?)((z + 5)% — 2y?) = 0.
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(a) Histograma da aproximagéo da Figura[f24(c). (b) Histograma da aproximacio da Figura[£24(d).

Figura 4.28: Histogramas indicando a qualidade dos tridngulos nas aproximagdes da
superficie 0.4(sen(5x) + sen(5y) + sen(5z)) + 0.1x% + 0.3y* + 0.2z — 0.5 = 0.

47



s O

Capitulo

Conclusao e trabalhos futuros

STE TRABALHO discutiu defini¢des e diversas formas de representagdo de curvas pla-
E nas e superficies. Observou-se que, a partir da definicdo paramétrica, torna-se de
certa forma simples a representac¢do da curva ou superficie. Porém, quando a definicao
é implicita esta tarefa se torna mais laboriosa. Foram analisados diversos métodos cujo
objetivo é a visualizagdo ou extragdo de estruturas representando curvas e superficies
implicitas.

Apresentou-se também um método de extragdo de curvas e superficies implicitas que
garante que o resultado seja uma aproximagdo isotépica e que mantém um determinado
nivel de suavidade. Para manter a topologia, o plano (respectivamente espaco) foi subdi-
vidido formando um Quadtree (respectivamente Octree) de acordo com o método descrito
em [15]. Para evitar problemas de descontinuidade, trabalhou-se com estruturas duais ao
Quadtree e ao Octree, de onde pode-se tirar uma primeira aproximagao das curvas e su-
perficies, respectivamente. Apesar de manter a topologia, esta primeira aproximacao pre-
cisa ser tratada para que sua geometria seja mais proxima da geometria da curva ou su-
perficie. Foram utilizados alguns métodos para subdividir estas aproximagdes de forma
a aumentar a suavidade dos resultados finais, melhorando assim a geometria. No caso
das curvas planas, isto foi feito subdividindo-se as arestas de acordo com seus compri-
mentos ou pelo angulo entre as arestas. Para o caso das superficies, cujo resultado obtido
é uma malha triangular, a suavizacdo é obtida através de diversas subdivisdes nas arestas
e tridngulos, realizadas de acordo com o comprimento das arestas. Foi proposta também
uma forma de aumentar a qualidade dos tridngulos gerados, através de altera¢des na
estrutura de onde sdo extraidos os tridngulos, juntamente com uma operagdo de flip de
arestas. Estas operagdes aumentaram bastante a qualidade das malhas triangulares, con-
forme pode ser constatado pelas figuras e histogramas no Capitulo @l

Entre possiveis trabalhos futuros destacam-se:

e Adaptar o algoritmo para encontrar aproximagdes para curvas em 3 dimensdes.

e Utilizar uma aritmética mais precisa para se trabalhar com intervalos, como por
exemplo a aritmética afim, uma vez que a precisdo da aritmética intervalar tradi-
cional tende a diminuir ao serem avaliadas expressdes maiores. A aritmética afim
também pode ser ttil para verificar se as células do DualQuadtree e do DualOctree
satisfazem as condi¢des que garantem a aproximacao isotépica.

e Utilizar, como critério de subdivisdo nas aproximacdes de superficies, a curvatura
da superficie, aproximada possivelmente por algum operador diferencial discreto.
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Isto tornaria as aproximagdes mais adaptativas, subdividindo apenas onde for ne-
cessdario, ainda mantendo a suavidade.

e Aplicar outro método mais eficiente e seguro para eliminacao de slivers. Eficiente
no sentido de eliminar o maior niimero possivel de tridngulos deste tipo. E seguro
no sentido de manter a topologia em qualquer circunstancia.

e Estudar outras aplica¢des para as aproximacdes encontradas.

49



Referéncias Bibliograficas

[1] H. Alencar and W. Santos. Geometria Diferencial das Curvas Planas. 2002.

[2] A.I. Bobenko and B. A. Springborn. A discrete laplace-beltrami operator for simpli-
cial surfaces, Feb 2006.

[3] J.-D. Boissonnat, D. Cohen-Steiner, and G. Vegter. Isotopic implicit surface meshing.
In Proc. 36 th ACM Symp. on the Theory of Computing, pages 301-309, 2004.

[4] ].-D. Boissonnat and M. Teillaud, editors. Effective Computational Geometry for Curves
and Surfaces. Springer-Verlag, Mathematics and Visualization, 2006.

[5] A. de Cusatis Junior, L. H. de Figueiredo, and M. Gattass. Interval methods for
ray casting implicit surfaces with affine arithmetic. In SIBGRAPI '99: Proceedings of
the XII Brazilian Symposium on Computer Graphics and Image Processing, pages 65-72,
Washington, DC, USA, 1999. IEEE Computer Society.

[6] L. H. de Figueiredo and J. Stolfi. Self-Validated Numerical Methods and Applications.
Brazilian Mathematics Colloquium monographs. IMPACNPq, Rio de Janeiro, Brazil,
1997.

[7] M. P. Do-Carmo. Differential Geometry of Curves and Surfaces. Prentice Hall, February
1976.

[8] L. H. Figueiredo and J. Gomes. Sampling implicit objects with physically-based
particle systems. Computer & Graphics, 20(3), 1996.

[9] E. Galin and S. Akkouche. Fast surface reconstruction from contours using implicit
surfaces. In Implicit Surfaces 98 proceedings, pages 139-144, 1998.

[10] M. Iri, K. Tanabe, K. Academic, A. Griewank, A. Griewank, and A. Griewank. On
automatic differentiation. In in Mathematical Programming: Recent Developments and
Applications, pages 83-108. Kluwer Academic Publishers, 1989.

[11] H. Kagiwada, R. Kalaba, N. Rasakhoo, and S. Karl. Numerical Derivatives and Nonli-
near Analysis, volume 31 of Mathematical Concepts and Methods in Science and Engine-
ering. Plenum Press, Inc., New York, NY, USA, 1985.

[12] T. Lewiner, H. Lopes, A. W. Vieira, and G. Tavares. Efficient implementation of
marching cubes’ cases with topological guarantees. journal of graphics tools, 8(2):1-
15, 2003.

50



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[13] H. Lopes, J. B. S. de Oliveira, and L. H. de Figueiredo. Robust adaptive polygonal
approximation of implicit curves. Computers & Graphics, 26(6):841-852, 2002.

[14] W. E. Lorensen and H. E. Cline. Marching cubes: A high resolution 3d surface cons-
truction algorithm. In SIGGRAPH ’'87: Proceedings of the 14th annual conference on
Computer graphics and interactive techniques, volume 21, pages 163-169, New York,
NY, USA, July 1987. ACM Press.

[15] S. Plantinga and G. Vegter. Isotopic approximation of implicit curves and surfaces.
In Symposium on Geometry Processing, pages 251-260, 2004.

[16] S. Schaefer and J. Warren. Dual marching cubes: Primal contouring of dual grids. In
PG '04: Proceedings of the Computer Graphics and Applications, 12th Pacific Conference
on PG '04, pages 70-76, 2004.

[17] G. Taubin. Distance approximations for rastering implicit curves. ACM Transactions
on Graphics, 13(1):3—42, January 1994.

[18] R. E. Wengert. A simple automatic derivative evaluation program. Commun. ACM,
7(8):463-464, 1964.

51



	Introdução
	Estrutura do trabalho

	Curvas e superfícies
	Curvas planas
	Definição paramétrica
	Definição implícita
	Isotopia

	Superfícies
	Definição paramétrica
	Definição implícita
	Isotopia


	Representação de curvas e superfícies
	Representação de curvas
	Curvas implícitas
	Rasterização
	Aproximação poligonal
	Enumeração adaptativa

	Representação de superfícies
	Representação de superfícies implícitas
	Renderização de superfícies implícitas
	Extração de superfícies implícitas


	Aproximação suave
	Curvas planas
	Refinamento
	Resultados

	Superfícies implícitas
	Eliminação de slivers
	Flip de arestas
	Refinamento da malha
	Resultados


	Conclusão e trabalhos futuros



