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2012
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RESUMO

Nesta dissertação, estudamos a possibilidade de violação da invariância de Lorentz le-
vando em conta alguns termos do modelo padrão estendido, mais especificamente, da
parte deste modelo que trata da eletrodinâmica quântica estendida. Realizamos correções
quânticas no setor fermiônico da eletrodinâmica quântica usual adicionada de termos que
violam as simetrias de Lorentz e CPT em duas configurações diferentes. Primeiramente,
adicionando operadores governados pelo coeficiente gκλµ e, em um momento posterior,
adicionando operadores governados pelo coeficiente bµ. Para a teoria com o coeficiente
gκλµ, realizamos correções quânticas com a intenção de induzir, no setor bosônico da
teoria, os termos de Chern-Simons convencional e o de derivada superior, e analisar o
comportamento de ambos os termos no regime de temperatura finita, fazendo o uso do
método da expansão derivativa e do formalismo de Matsubara. Já para o modelo com o
coeficiente bµ, realizamos correções quânticas a fim de induzir, no setor bosônico, o termo
de Chern-Simons de derivada superior, usando o método da expansão derivativa e, pos-
teriormente, analisar o comportamento deste termo no regime de temperatura finita, ao
utilizarmos novamente o formalismo de Matsubara. Assim, para o primeiro caso, nota-
mos que o termo de Chern-Simons convencional é diferente de zero apenas à temperatura
finita, enquanto que, o termo de derivada superior é finito em temperatura zero, porém,
tal termo vai a zero quando a temperatura cresce infinitamente. Na segunda parte do
nosso estudo, mostramos que o termo de Chern-Simons de derivada superior é induzido
no regime de temperatura zero, contudo, tal termo vai a zero quando a temperatura cresce
muito.

Palavras-chave: Violação da invariância de Lorentz. Teoria de campos à temperatura
finita. Operadores de derivada superior.



ABSTRACT

In this master’s thesis, we have studied the possibility of Lorentz invariance violation by
considering some terms of the standard-model extesion (SME), specifically, those terms
which refer to the quantum electrodynamics extension. We have performed quantum
corrections in the fermionic sector of the usual quantum electrodynamics with added
terms which violate the Lorentz and CPT symmetries in two different configurations.
Firstly, adding operators governed by the coefficient gκλµ and, in a later time, adding
operators governed by the coefficient bµ. In the theory with the coefficient gκλµ, we have
performed quantum corrections in order to induce, in the bosonic sector of the theory, the
conventional Chern-Simons and the higher-derivative terms, and analyze the behavior of
both terms in the finite temperature regime, by using the method of derivative expansion
and the Matsubara formalism. On the other hand, in the model with the coefficient bµ,
we have performed quantum corrections in order to induce, in the bosonic sector, the
higher-derivative Chern-Simons term, by using the method of derivative expansion and,
subsequently, analyze the behavior of this term in the finite temperatura regime, where we
have used the Matsubara formalism again. Thus, for the first case, we have observed that
the conventional Chern-Simons term is nonzero only at finite temperature, whereas the
higher-derivative term is finite at zero temperature, however, this term goes to zero when
the temperature increases infinitely. In the second part of our study, we have shown that
the higher-derivative Chern-Simons term is induced at zero temperature, nevertheless,
this term goes to zero when the temperature increases too much.

Keywords: Lorentz invariance violation. Finite temperature field theory. Higher-
derivative operators.
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2.3 TL de observador: rotação em um campo de fundo constante . . . . . 16

2.4 TL de part́ıcula: rotação em um campo de fundo constante . . . . . . 17

2.5 S′ se movendo com velocidade ~v em relação ao capacitor (S) . . . . . . 18
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A ÁLGEBRA DAS MATRIZES DE DIRAC 56

B INTEGRAIS DE LAÇO 58
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1

INTRODUÇÃO

A natureza, talvez por pura beleza e simplicidade, costuma se expressar através de

simetrias. Por tal motivo, é de extrema importância, ao desejarmos entender os processos

f́ısicos no universo, aprender a identificar e buscar compreender as simetrias presentes na

natureza. Porém, é fundamental deixarmos nossas mentes abertas, pois, com o passar do

tempo é comum o surgimento de novas teorias e dados experimentais e/ou observacionais

que podem invalidar uma simetria que outrora era aceita como própria da natureza.

Dentro deste contexto, após passar por vários testes ao longo do último século, a

simetria de Lorentz se tornou uma propriedade essencial das teorias f́ısicas atuais. Como

prova disto, ela está presente no modelo padrão que é o modelo mais bem aceito na

descrição das part́ıculas elementares e suas interações, pois, revela grande concordância

com os dados experimentais obtidos. Contudo, acredita-se que o modelo padrão fornece

apenas o limite de baixas energias de uma teoria mais fundamental. Por sua vez, uma

teoria mais fundamental fornecerá um melhor entendimento da formação e evolução do

universo e, consequentemente, trará uma descrição quântica para a gravitação, que até

hoje não é bem entendida. Para isso, tal teoria deve ser elaborada em uma escala de

energia muito maior do que aquela em que trabalhamos atualmente, conhecida como

escala de Planck, que é a escala onde os efeitos quânticos da gravitação começariam a

influenciar a natureza de forma importante.

Assim, na busca por teorias mais fundamentais da natureza, existem vários exem-

plos onde o surgimento da violação da invariância de Lorentz (ou simplesmente VIL)

ocorre, e então, a validade da simetria de Lorentz entra em questão. Por exemplo, em

teorias de cordas [1, 2], onde este processo de quebra de simetria pode ocorrer de forma

espontânea e também em teoria de campos não-comutativas [3, 4].

Apesar do estudo de modelos com violação de Lorentz ter começado muitos anos

atrás, tendo como um de seus precursores um trabalho sobre eletrodinâmica com violação

de Lorentz [5], atualmente uma das teorias mais bem sucedidas no estudo de VIL é o

modelo padrão estendido (MPE), formulado por Kostelecky et al. e apresentado inicial-
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mente em [6, 7]. Tal teoria apresenta correções ao modelo padrão, devido a VIL que viria

de teorias mais fundamentais. Desta forma, além dos termos convencionais encontrados

no modelo padrão, o MPE contém um conjunto de operadores governados por tensores

constantes que apresentam uma direção preferencial no espaço-tempo e assim, violam um

tipo especial das transformações de Lorentz, conhecida como transformação de Lorentz

de part́ıcula, como mostraremos mais adiante. Embora, o MPE viole a invariância de

Lorentz e, em alguns casos, a simetria de CPT (que engloba as simetrias discretas de

conjugação de carga C, paridade P e reversão temporal T) também seja violada, o mo-

delo padrão estendido obedece basicamente a todas as outras simetrias do modelo padrão,

como SU(3)× SU(2)× U(1), conservando várias propriedades importantes.

Em geral, podemos dividir o MPE em duas partes principais, uma conhecida como

MPE mı́nimo e outra como MPE não-mı́nimo. O MPE mı́nimo apresenta termos renor-

malizáveis com operadores de dimensão de massa d = 3 ou d = 4. Já o MPE não-mı́nimo

apresenta termos não renormalizáveis com operadores de dimensão de massa d ≥ 5. Como

a parte mı́nima do modelo padrão estendido é renormalizável, já foram publicados muitos

trabalhos acerca dela, os quais, em geral, apresentam limites muito severos para os coefi-

cientes de violação de Lorentz. Por outro lado, o MPE não-mı́nimo apresenta limites mais

aceitáveis, pois, os termos presentes nesta parte do MPE são naturalmente suprimidos

pela massa de Planck (MP lanck), ou seja, eles são, no mı́nimo, da ordem de 1/MP lanck,

enquanto que, os termos do MPE mı́nimo não tem um ordem de grandeza bem definida.

Somado a isso, outra forte motivação para estudar violação de Lorentz por operadores

com dimensão de massa d ≥ 5 é que, como foi mostrado em [8], a menor dimensão para

tais operadores no contexto de teorias supersimétricas com invariância de calibre é d = 5.

Além disso, os operadores com dimensão de massa d ≥ 5, apesar de muito pequenos, pare-

cem ser especialmente relevantes em estudos envolvendo alt́ıssimas energias, contribuindo

com novas correções. Desta forma, novos estudos sobre estes operadores que aqui serão

chamados também de operadores de derivadas superiores, por apresentar mais derivadas

que o usual, são necessários. Em especial, vamos nos basear em [9], que trata de operado-

res com dimensão de massa arbitrária no setor bosônico da eletrodinâmica quântica com

violação de Lorentz, para a realização deste trabalho.

Desta maneira, nesta dissertação temos como objetivo o estudo da indução e com-

preensão, principalmente no regime de temperatura finita, de termos no setor bosônico

da eletrodinâmica quântica (EDQ) estendida, associados com operadores de dimensão de

massa d = 3 e especialmente d = 5, a partir de dois diferentes termos que violam CPT e

a simetria de Lorentz, oriundos do setor fermiônico da mesma teoria.

No próximo caṕıtulo, apresentaremos os tipos de transformações de Lorentz (ou

TL’s). Então, focaremos nas TL’s de part́ıcula e como elas podem ser violadas. Por fim,

apresentaremos alguns exemplos simples onde a VIL ocorre.

No caṕıtulo 3, apresentaremos a EDQ estendida contida no modelo padrão esten-

Instituto de F́ısica - UFAL
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dido que é a parte mais importante para esta dissertação e então, mostraremos algumas

posśıveis formas de obtermos ind́ıcios experimentais e observacionais a favor da violação

de Lorentz. Em seguida, introduziremos os posśıveis operadores de altas dimensões de

massa presentes no setor bosônico da EDQ estendida e apresentaremos o tipo espećıfico

de operador que estamos interessados em estudar.

Mais adiante, no caṕıtulo 4, escolheremos os termos da EDQ estendida que quere-

mos estudar. E então, apresentaremos nossos cálculos e resultados obtidos ao tentarmos

induzir, através de correções quânticas, operadores que violam a simetria de Lorentz.

Estas análises serão feitas principalmente no regime de temperatura finita, usando o for-

malismo do tempo imaginário ou formalismo de Matsubara.

Finalmente, apresentaremos nossas principais conclusões acerca do estudo reali-

zado.

Durante toda esta dissertação, utilizaremos as unidades naturais, ou seja, consi-

deraremos ~ = c = kB = 1, onde ~ é a constante de Planck dividida por 2π, c é a

velocidade da luz no vácuo e kB é a constante de Boltzmann. Além disso, a métrica

adotada apresenta os seguintes elementos diagonais (+1,−1,−1,−1).

Instituto de F́ısica - UFAL



2

A VIOLAÇÃO DA INVARIÂNCIA

DE LORENTZ

No ińıcio do século passado, mais precisamente em 1905, o f́ısico Albert Eins-

tein publicou vários trabalhos importantes que revolucionaram a forma como olhamos o

universo. Dentre estes trabalhos revolucionários, Einstein apresentou a teoria da relativi-

dade especial (ou restrita) que, baseada em dois postulados básicos, previu que a natureza

pode se comportar de uma maneira bem diferente do que podemos imaginar ao observar

o mundo cotidiano.

A partir dos postulados da nova teoria de Einstein, foi observado que as trans-

formações realizadas para relacionar diferentes referenciais inerciais deveriam ser diferen-

tes daquelas de Galileu, as quais eram aceitas na época. Pois, a partir daquele momento,

notou-se que tais transformações, além de continuar respeitando o primeiro postulado

da teoria: i) as leis da f́ısica são idênticas em quaisquer referenciais inerciais; deveriam

obedecer ao segundo dos postulados: ii) a velocidade da luz no vácuo é a mesma em qual-

quer referencial inercial. Desta forma, Einstein notou que as transformações que estavam

amplamente de acordo com sua teoria eram as já conhecidas transformações de Lorentz

(TL’s).

Portanto, após o desenvolvimento da teoria da relatividade especial, as novas te-

orias f́ısicas foram aos poucos englobando as TL’s como simetrias a serem respeitadas e,

assim, elas obtiveram grande êxito ao descrever os fenômenos f́ısicos. Como é o caso, por

exemplo, do modelo padrão das part́ıculas elementares, ou simplesmente modelo padrão.

Contudo, como comentamos no caṕıtulo anterior, existem indicações para acreditarmos

que a simetria de Lorentz pode ser violada em algum momento na natureza, principal-

mente em regimes com alt́ıssimas energias, os quais ainda não podemos estudar a fundo

devido, principalmente, a impossibilidades tecnológicas. Consequentemente, devido a esta

possibilidade de quebra da simetria de Lorentz, surgiram vários trabalhos explorando o

tema e suas posśıveis consequências, como em [5, 7, 10] entre vários outros.

11



2 As transformações de Lorentz 12

Nas próximas seções deste caṕıtulo, apresentaremos os tipos diferentes de trans-

formações de Lorentz e, então, explicaremos qual o tipo de VIL que estamos interessados.

Por fim, forneceremos alguns exemplos simples.

2.1 As transformações de Lorentz

No âmbito da relatividade especial, as transformações de Lorentz1 indicam as ma-

neiras como rotações ou mudanças de velocidade (empurrões, boosts), que ocorrem em um

dado sistema f́ısico, relacionam-se a partir do ponto de vista de diferentes observadores

inerciais, de forma que respeitem os dois postulados da teoria de Einstein. As rotações

podem ser realizadas em relação a cada um dos eixos espaciais do sistema de referência

adotado, no caso do espaço-tempo 4D, temos rotações com relação aos três eixos espaci-

ais. Da mesma forma, os boosts podem ser divididos em três tipos, cada um sendo uma

mudança de velocidade com relação a um dos eixos espaciais.

No entanto, não existe apenas uma forma de realizarmos estas transformações. Na

verdade, podemos classificar vários diferentes tipos de TL’s. Na literatura respectiva a

este assunto, os nomes das transformações acabam variando de autor para autor, não

chegando a um consenso sobre como denominá-las. Para explicar os tipos de TL’s, vamos

seguir as denominações usadas em [13]. Portanto, usando tal denominação, podemos

dividir as transformações de Lorentz em transformações passivas, ativas, de observador e

de part́ıcula.

Neste primeiro momento, vamos apenas descrever como estas transformações são

realizadas e, posteriormente na seção de exemplos, veremos esquematicamente como elas

realmente ocorrem.

2.1.1 As TL’s passivas e ativas

As transformações de Lorentz passivas são aquelas que relacionam, através de

rotações ou boosts, dois referenciais inerciais, de forma que os pontos do espaço-tempo

permanecem fixos. De uma forma geral, este tipo de TL’s é o mais comum e o primeiro

a ser estudado em um curso sobre relatividade espacial.

Já as transformações ativas, são basicamente as transformações inversas das passi-

vas. Neste caso, ao invés de relacionarmos dois sistemas de referência inerciais e manter-

mos o sistema f́ısico fixo, aplicamos a transformação diretamente na part́ıcula ou campo

de interesse (ou seja, nos pontos do espaço-tempo) e relacionamos as mudanças ocorridas

1Como livros-texto sobre relatividade restrita e, por conseguinte, transformações de Lorentz, veja
[11, 12].

Instituto de F́ısica - UFAL



2 A VIL e exemplos 13

sem alterar o referencial.

Portanto, estes dois tipos de transformações estão relacionados de maneira muito

simples, por exemplo, descrever uma rotação de um dado sistema, por um ângulo qualquer

φ usando uma transformação passiva, é equivalente a decrever uma rotação de um ângulo

−φ através de uma transformação ativa, como veremos mais adiante ainda neste caṕıtulo.

Assim, tanto faz vizualizarmos uma rotação por meio de uma TL passiva ou ativa, pois,

independente do tipo de transformação usada, vamos observar a mesma f́ısica acontecendo

(é importante ressaltar que na presença de um campo de fundo estas descrições podem

mudar, como veremos mais adiante). Ao fazermos uma análise semelhante para os boosts

de Lorentz, chegamos a mesma conclusão, a f́ısica descrita é a mesma se a escolhemos um

ou outro tipo de transformação.

2.1.2 As TL’s de observador e de part́ıcula

Diferentemente das TL’s passiva e ativa, as transformações de observador e de

part́ıcula são realizadas quando o sistema apresenta um campo de fundo, ou seja, quando

o sistema se apresenta imerso em um campo qualquer onde não temos acesso às suas

fontes.

De uma forma geral, podemos definir as TL’s de observador como TL’s passivas

na presença de um campo de fundo e, assim, a interpretação é bastante similar ao caso

sem a presença do campo de fundo. No entanto, as transformações de part́ıcula, além

de serem uma generalização para as transformações ativas na presença de um campo de

fundo, apresentam uma caracteŕıstica de fundamental importância: o fato de que tais

transformações são realizadas diretamente em part́ıculas ou campos localizados e não

alteram os valores esperados dos campos de fundo presentes [7]. Sendo assim, bastante

diferente do que ocorre com as transformações de observador, onde os campos de fundo

“sentem” as transformações de observador, como veremos nos exemplos mais adiante.

Com estas definições, é fácil observar que as transformações de Lorentz ativas e

passivas, são casos especiais das transformações de observador e de part́ıcula, respectiva-

mente. Portanto, quando o campo de fundo é nulo, as transformações de observador e

part́ıcula representam a mesma coisa que as TL’s passiva e ativa, respectivamente.

2.2 A VIL e exemplos

Compreendendo os tipos de TL’s e suas diferenças, estamos prontos para visualizar

o que se passa quando dizemos que houve uma VIL e, então, analisar alguns exemplos

básicos.

Instituto de F́ısica - UFAL



2 A VIL e exemplos 14

Se por um lado, em situações onde temos um campo de fundo, suponhamos um

campo vetorial, ao realizarmos TL’s de observador, o campo de fundo se transforma per-

feitamente como um campo vetorial. Por outro lado, quando realizamos TL’s de part́ıcula,

o campo de fundo acaba se transformando como um campo escalar, pois, como já citamos,

as TL’s deixam inalterados os valores dos campos de fundo. Assim, depois destas trans-

formações, notamos duas situações f́ısicas diferentes, logo, estas tranformações não podem

ser mais consideradas como invariantes. Então, devido à este efeito at́ıpico relacionado

com as transformações de part́ıcula, conclúımos que neste caso há uma quebra de sime-

tria de Lorentz sob a transformação de part́ıcula. Neste trabalho, estamos interessados

exatamente nesse tipo de violação, portanto, toda vez que citarmos uma VIL, estamos

nos referindo a uma quebra de simetria, ou violação de invariância, relacionada com as

TL’s de part́ıcula.

Desta maneira, ao saber do que se trata a VIL ou quebra de simetria de part́ıcula,

vale a pena explicitar que a teoria estudada nesta dissertação mantém a invariância sob

as TL’s de observador. Consequentemente, ao manter a invariância sob as TL’s de obser-

vador, a teoria mantém uma caracteŕıstica muito importante: a garantia de que a f́ısica

descrita é independente da escolha do sistema de referência.

Para mostrar como a VIL ocorre na prática, vamos analisar alguns exemplos.

2.2.1 Elétron em um campo elétrico de fundo constante

Nos exemplos seguintes, vamos supor um elétron imerso em um campo elétrico

de fundo constante, gerado por uma capacitor de placas paralelas, da mesma forma que

em [13].

Análise de uma rotação

Inicialmente, vamos assumir que o campo de fundo é nulo. Então, suponhamos que

o elétron imerso neste sistema sofra uma rotação por um ângulo φ, à prinćıpio, podemos

descrever esta rotação através de uma TL passiva ou uma ativa, pois, o campo de fundo

é nulo.

No caso de uma rotação passiva, de acordo com a Fig. 2.1, rotacionamos o refe-

rencial S por um ângulo φ, de forma que, após a rotação teremos um novo referencial

S ′.

Assim, podemos relacionar matematicamente estes dois referencias que descrevem
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2 A VIL e exemplos 15

uma rotação do ponto de vista passivo, da seguinte forma:

(

x′

y′

)

=

(

cosφ sinφ

− sinφ cosφ

)(

x

y

)

, (2.1)

ou ainda, podemos escrever a expressão matricial acima em sua forma infinitesimal, le-

vando em conta apenas a primeira ordem na expansão de φ, como

(

x′

y′

)

=

(

1 δφ

−δφ 1

)(

x

y

)

. (2.2)

Figura 2.1: TL passiva: descrição de uma rotação por um ângulo φ

Fonte: Belich et al., 2007

Já no caso de uma rotação ativa, rotacionamos os pontos do espaço-tempo por um

ângulo −φ (Fig. 2.2).

Então, podemos representar esta transformação ativa usando a seguinte expressão,

(

x′

y′

)

=

(

cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)(

x

y

)

, (2.3)

ou ainda, usando a sua versão infinitesimal,

(

x′

y′

)

=

(

1 −δφ
δφ 1

)(

x

y

)

. (2.4)

Logo, independente de qual tipo de transformação queremos levar em conta, passiva

ou ativa, notamos que uma rotação passiva por um ângulo φ tem o mesmo efeito de uma

rotação ativa por um ângulo −φ. Portanto, fica a nosso critério qual das transformações
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Figura 2.2: TL ativa: descrição de uma rotação por um ângulo −φ

Fonte: Belich et al., 2007

usar para descrever o sistema f́ısico, sem nenhum tipo de ônus nos resultados f́ısicos.

Por outro lado, as coisas começam a ficar mais interessantes quando temos a pre-

sença de um campo de fundo interagindo com o sistema e é isso que vamos estudar agora.

Supondo então, que o campo de fundo gerado por um capacitor de placas paralelas

é “ligado”, vamos realizar transformações semelhantes as que fizemos quando não havia

campo de fundo e analisar se escolha arbitrária do tipo de transformação influencia ou

não nos resultados f́ısicos.

Neste exemplo, vamos observar uma rotação por um ângulo de π
2
em meio a um

campo elétrico de fundo constante na direção z, especificando a posição inicial do elétron

pelo vetor posição ~R = (0, a, 0). A esquematização para a transformação de observador é

mostrada na Fig. 2.3.

Figura 2.3: TL de observador: rotação em um campo de fundo constante

Fonte: Belich et al., 2007
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2 A VIL e exemplos 17

Logo, usando tranformações de observador para descrever a transformação, é fácil

notar que após a rotação por um ângulo de π
2
radianos, o vetor posição segue perpendicular

ao campo elétrico de fundo, ou seja, após a rotação (~R ⊥ ~E).

Já na rotação de part́ıcula, somos induzidos a realizar uma rotação de −π
2
radianos,

pois, como vimos no exemplo onde o campo de fundo era nulo, uma rotação passiva por

um ângulo φ corresponde a uma rotação ativa por um ângulo −φ. Generalizando isto

para sistemas com campo de fundo, podeŕıamos esperar que uma rotação de observador

por um dado ângulo fosse fisicamente equivalente a uma rotação de part́ıcula pelo inverso

deste ângulo. Essa nova rotação é mostrada pela Fig. 2.4.

Figura 2.4: TL de part́ıcula: rotação em um campo de fundo constante

Fonte: Belich et al., 2007

Diferente do que aconteceu no exemplo anterior, notamos que na presença de um

campo de fundo ocorre uma violação da invariância de Lorentz, pois, como podemos

observar, após uma rotação de part́ıcula de −π
2
radianos, o vetor posição se torna paralelo

ao campo de fundo (~R ‖ ~E). Portanto, descreve uma situação f́ısica diferente daquela

observada ao efetuarmos uma rotação ativa por um ângulo de π
2
radianos onde no fim da

rotação ~R ⊥ ~E.

Análise de um boost

Além de rotações, outros tipos de transformações de Lorentz que devemos levar

em conta são os boosts.

Vamos agora, analisar a quebra de invariância de Lorentz ao se descrever um boost

em um sistema dado por um elétron localizado em um campo elétrico de fundo constante,

usando um capacitor de placas paralelas como no caso da rotação.

Para estudar este exemplo, vamos estabelecer dois referenciais, o referencial S

onde o capacitor se encontra em repouso e o referencial S ′ que se move com velocidade ~v

Instituto de F́ısica - UFAL



2 A VIL e exemplos 18

paralela ao capacitor2, como podemos observar na Fig. 2.5.

Figura 2.5: S′ se movendo com velocidade ~v em relação ao capacitor (S)

Fonte: Belich et al., 2007

Efetuando uma transformação de observador para analisar um boost, podemos

relacionar os campos observados pelos dois referenciais da seguinte maneira,

~E ′ =
~E

√

1− v2

c2

(2.5)

~B′ = −
~v× ~E
c2

√

1− v2

c2

= −~v ×
~E ′

c2
(2.6)

Desta forma, notamos a presença de um “novo” campo elétrico ~E ′, devido a pre-

sença do fator
√

1− v2/c2 e, além disso, notamos a presença de um campo magnético ~B′,

que é perpendicular a velocidade e ao campo elétrico.

Por outro lado, se observarmos este sistema por uma transformação de part́ıcula,

vemos que o elétron recebe um boost, enquanto que, as placas do capacitor permanecem

imóveis. Então, durante este processo o campo de fundo não está variando, isto é,

E ′(x′) = E(x). (2.7)

Nesta situação, levando em conta a transformação de part́ıcula, somente o elétron

está se movendo com velocidade −~v, pois, as placas permanecem fixas fazendo com que

o campo elétrico de fundo não se modifique. Assim, o campo elétrico se comporta como

um escalar e, mais uma vez, notamos que a f́ısica descrita num sistema com violação nas

TL’s de part́ıcula pode apresentar caracteŕısticas diferentes daquelas esperadas.

2Para entender como campos eletromagnéticos se transformam (TL’s de observador) devido a boosts,
dentro do contexto relativ́ıstico, ver [14].
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Adicionalmente, é interessante analisar o movimento do elétron de acordo com

estes dois tipos de transformações. Para isso, vamos supor um elétron, com carga elétrica

e, movendo-se com velocidade ~u paralelamente às placas do capacitor. Neste caso, a força

que o elétron sente é ~F = e( ~E + ~u × ~B). Como a força é a variação do momento linear

com relação ao tempo (~F = d~p/dt), e como em t = 0, temos py = 0, podemos escrever:

p =
muy

√

1− (uy

c
)2

= Ft. (2.8)

Com isso, podemos isolar a função que descreve a velocidade na direção y, ou seja,

uy =
( F
m
)t

√

1 + ( Ft
mc

)2
. (2.9)

Seguindo nossa análise, podemos, a partir da expressão anterior (2.9), realizar uma inte-

gração temporal e obter a função que descreve a posição vertical do elétron em função do

tempo, isto é,

y(t) =
mc2

F

(

√

1 + (
Ft

mc
)2 − 1

)

, (2.10)

que apresenta uma forma hiperbólica. Diferente do caso não-relativ́ıstico, onde natural-

mente encontraŕıamos um movimento descrevendo uma parábola.

Por outro lado, o observador S ′, em movimento, verá o elétron submetido a uma

força

~F ′ = e
~E

√

1− v2

c2

. (2.11)

Portanto, a partir desta expressão, podemos obter a trajetória do elétron, que é descrita

por

y′(t) =

√

1− v2

c2
y(t). (2.12)

Da forma semelhante obtemos o alcance do elétron (x(t)),

x′(t) =

√

1− v2

c2
x(t). (2.13)

Sob o ponto de vista da transformação de part́ıcula, o campo de fundo fica inal-

terado e aplicamos um “boost” na part́ıcula de −~v. Desta forma, o observador S verá o
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2 A VIL e exemplos 20

elétron cair em queda livre apresentando como alcance A = (u− v)tq, onde tq é o tempo

de queda. No caso anterior tinhamos o elétron se movendo com velocidade ~u, portanto, o

alcance no caso da transformação de observador é maior como podemos ver em Fig. 2.6.

Figura 2.6: Trajetórias: (1) velocidade inicial ~u ; (2) velocidade inicial ~u− ~v

Fonte: Belich et al., 2007

Portanto, através destes simples exemplos, podemos ter uma noção básica de como

um campo de fundo pode gerar uma quebra na transformação de Lorentz de part́ıcula, ou

seja, contribuindo para o que chamamos de violação da invariância de Lorentz. Contudo,

neste nosso trabalho, esperamos que estes campos de fundo constantes surjam de uma

quebra espontanea de simetria em teorias mais fundamentais e não da forma “manipulada”

como vimos nos exemplos. Logo, a VIL seria algo próprio da natureza.
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3

O MODELO TEÓRICO - EDQ

ESTENDIDA

Neste caṕıtulo, vamos falar de forma geral e breve sobre o modelo padrão estendido

(MPE) e, então, focar na parte deste modelo que é tomada como base nesta dissertação,

a eletrodinâmica quântica com violação de Lorentz ou, ainda, EDQ estendida.

Inicialmente, apresentaremos algumas das motivações para a formulação e estudo

deste modelo teórico, e citaremos algumas possibilidades experimentais e observacionais

que podem ser usadas para detectar algum ind́ıcio da violação da invariância de Lorentz,

de acordo com as previsões teóricas do MPE. Em seguida, mostraremos a lagrangiana que

descreve a extensão da eletrodinâmica quântica usual, analisando algumas caracteŕısticas

importantes dos novos termos. Conclúıremos o caṕıtulo apresentando os operadores de

dimensão de massa d ≥ 5 que podem ser adicionados nos setores bosônico e fermiônico da

teoria, pois a indução e compreensão do comportamento destes operadores, em especial

no regime de temperatura finita, é de fundamental importância nesta dissertação.

3.1 Uma visão geral sobre o MPE

O modelo padrão usual juntamente com a teoria da relatividade geral, ao que tudo

indica, formam o que consideramos como o limite de baixas energias de uma teoria mais

fundamental. Desta forma, esperamos que ao encontrarmos esta teoria mais fundamental,

ela nos ajude a solucionar várias questões ainda em aberto como, por exemplo, prover

uma descrição consistente para a gravitação quântica.

Como é esperado atualmente, a gravitação quântica deve apresentar efeitos rele-

vantes numa escala de altas energias, conhecida como escala de Planck. Nesta escala a

massa de referência é conhecida como massa de Planck, MP lanck ≈ 1019GeV . Por outro
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3 Uma visão geral sobre o MPE 22

lado, o modelo padrão apresenta resultados eficazes numa escala de energia muito menor,

conhecida como escala eletrofraca, onde a massa de referência é mW ≈ 102GeV . Isto

sugere que os sinais experimentais observáveis a partir de uma teoria fundamental são

possivelmente suprimidos por alguma potência da razão r ≈ mW/mP ≈ 10−17 [7]. Logo,

ao considerarmos que a violação da invariância de Lorentz surja a partir de teorias mais

fundamentais, como em teorias de cordas, é natural esperarmos que os efeitos f́ısicos desta

violação sejam bastante pequenos e então, a possibilidade de observarmos ind́ıcios desta

violação só existiria através de experimentos que apresentem alt́ıssima sensibilidade.

Portanto, é neste cenário de busca por efeitos de violações de Lorentz oriundos de

teorias mais fundamentais que surge o modelo padrão estendido [6, 7]. O MPE apresenta

a estrutura do modelo padrão usual acrescida de termos que apresentam explicitamente

VIL. Este modelo teórico surgiria de uma teoria mais fundamental, na qual sua lagrangiana

pode ser invariante sob ambas transformações de Lorentz, de observador e de part́ıcula,

e mesmo assim, existir a possibilidade de algumas de suas interações causarem quebra

espontânea da simetria de Lorentz.

Como já ressaltamos na introdução, podemos separar o MPE em duas partes

principais: o MPE mı́nimo e o não mı́nimo. Enquanto que o MPE mı́nimo apresenta

apenas operadores renormalizáveis de dimensão de massa d = 3 ou d = 4, a parte não

mı́nima apresenta todos os outros operadores com dimensão de massa d ≥ 5, ou seja,

operadores não renormalizáveis.

Porém, apesar do MPE mı́nimo ter recebido a maior parte da atenção no começo

do desenvolvimento da teoria, ultimamente, os operadores de dimensão de massa d ≥ 5

têm sido bastante estudados devido a fortes motivações como, por exemplo, estudos rea-

lizados com teorias supersimétricas e também devido ao melhor entendimento da origem

da ordem de grandeza destes operadores que são naturalmente suprimidos pela massa de

Planck, como citamos anteriormente. Portanto, levando em conta estas motivações e a ne-

cessidade de aprofundarmos nossos conhecimentos neste grupo de operadores menos explo-

rados, vamos neste trabalho estudar operadores pertencentes ao MPE não mı́nimo, mais

especificamente pertencentes à parte do MPE não mı́nimo que trata da eletrodinâmica

quântica, considerando principalmente aqueles operadores com dimensão de massa d = 5

no regime de temperatura finita.

3.1.1 Ind́ıcios para VIL

Assim como todas teorias f́ısicas, o MPE necessita de dados obtidos por meios

experimentais e/ou observacionais para comprovar sua validade. Apesar desta tarefa

ser um pouco complicada, pois esperamos que as correções devido a VIL sejam muito

pequenas, caso contrário já teŕıamos detectado-as, podemos obter estes dados atráves de
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uma gama muito grande de experimentos e, também, através de observações astrof́ısicas.

Alguns desses ind́ıcios para a comprovação da VIL na natureza, podem ser obtidos das

seguintes maneiras:

Oscilações de neutrinos [15, 16, 17];

Oscilações de kaons [18, 19];

Experimentos com comparação de relógios [20, 21, 22];

Dados do setor bosônico [23, 24, 25, 26];

Dados do setor gravitacional [27, 28], entre outros;

Como no caṕıtulo seguinte, apresentaremos como um de nossos resultados uma

estimativa para um coeficiente (bµ) que viola Lorentz a partir de observações relacionadas

a birrefringência no vácuo, fenômeno esse que deve ocorrer no setor bosônico da nossa

teria com violação de Lorentz, então, vamos agora explicar de forma simples e concisa

como se dá a birrefringência no vácuo.

Sendo um efeito interessante e importante na nossa teoria, a birrefringência no

vácuo é uma das assinaturas da violação de Lorentz, pois a partir de soluções de ondas-

planas obtidas no setor bosônico da EDQ estendida, notamos que, devido a violação de

Lorentz, a propagação da luz no vácuo pode ser vista como uma superposição de dois

modos que diferem na polarização e na velocidade. A diferença na velocidade de fase

entre os modos causa um desvio na fase relativa entre eles durante a propagação, o que

altera a superposição e, assim, produz a birrefringência cósmica [9]. Tal efeito pode ser

testado a partir de radição emitida por fontes pontuais, assim como, da luz proveniente

da radiação cósmica de fundo.

3.2 A EDQ estendida

Após termos comentado de forma geral acerca do MPE, vamos entrar em detalhes

na parte desta teoria que trata da eletrodinâmica quântica.

A EDQ usual1, que é a teoria quântica de campos para a eletrodinâmica (de

Maxwell), estuda como a luz e a matéria se comportam e interagem. Tal teoria foi

uma das primeiras a obedecer os postulados da relatividade especial e da teoria quântica

simultaneamente. Além disso, a EDQ é uma das teorias mais bem-sucedidas da f́ısica,

pois apresenta ótima precisão quando comparamos suas previsões teóricas com os dados

experimentais obtidos. Devido a tamanha importância para o entendimento da natureza,

ela é parte integrante do modelo padrão das part́ıculas elementares.

1como livros-textos de EDQ veja, por exemplo [29, 30]
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Contudo, apesar das caracteŕısticas positivas presentes na EDQ usual, sabemos da

possibilidade da quebra da simetria de Lorentz, proveniente de teorias mais fundamentais,

como já citamos algumas vezes. Portanto, é extremamente válido e interessante o estudo

de um modelo mais geral para a EDQ, que englobe os sucessos da teoria atual e que abra

a possibilidade de visualizarmos os efeitos de uma posśıvel VIL. Logo, com este intuito,

temos dentro do MPE uma parte voltada para o estudo da EDQ com violação de Lorentz,

conhecida simplesmente como EDQ estendida.

Porém, antes da formulação do MPE já haviam sido realizados alguns estudos sobre

EDQ com violação de Lorentz. Um dos trabalhos pioneiros sobre o assunto foi publicado

em 1990, por Jackiw et al. [5], onde os autores adicionam um termo de Chern-Simons,

governado por um tensor constante, à lagrangiana de Maxwell quebrando a simetria de

Lorentz. No fim do trabalho, através de dados colhidos em testes astrof́ısicos, os autores

encontram limites numéricos para este termo e para a massa que o fóton deveria apresentar

na teoria. No entanto, os limites encontrados foram muito pequenos, de forma que, não

foram observadas correções importantes à EDQ usual na escala de energia investigada.

Ainda assim, mesmo após deste primeiro resultado negativo, surgiram novos modelos que

apresentaram melhores limites para a violação de Lorentz na EDQ, como é o caso da EDQ

estendida.

Desta forma, vamos voltar nossa atenção para a EDQ estendida, em especial,

vamos agora analisar a EDQ estendida mı́nima, ou seja, a formulação da EDQ estendida

que apresenta apenas operadores renormalizáveis com dimensão de massa d = 3 ou d = 4.

A densidade de lagrangiana (ou simplesmente, lagrangiana) desta teoria, é dada por

L =
i

2
ψ̄ΓµDµψ − ψ̄Mψ − 1

4
FµνF

µν − 1

4
(kF )κλµνF

κλF µν +
1

2
(kAF )

κǫκλµνA
λF µν , (3.1)

onde Γµ = γµ + Γµ
1 e M = m+M1, com

Γµ
1 = cνµγν + dνµγ5γν + eµ + ifµγ5 +

1

2
gκλµσκλ,

M1 = aµγ
µ + bµγ5γ

µ +
1

2
Hµνσ

µν . (3.2)

Nas expressões acima, adotamos a definição usual de derivada covariante Dµ = ∂µ+ iqAµ,

assim como, a definição convencional do tensor intensidade do campo eletromagnético

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.

Da lagrangiana (3.1), a seguinte parte: LEDQ = i
2
ψ̄γµDµψ − ψ̄mψ − 1

4
FµνF

µν

representa a lagrangiana da eletrodinâmica quântica usual, enquanto que, os outros termos

adicionados são responsáveis pela violação da invariância de Lorentz. Consequentemente,

os vários novos termos que violam a invariância de Lorentz, são governados pelos seguintes

tensores constantes: aµ, bµ, cνµ, dνµ, eµ, fµ, gκλµ e Hµν , no setor fermiônico, enquanto

que no setor bosônico, temos (kAF )µ e (kF )κλµν . Além da VIL, os termos que possuem
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coeficientes com uma quantidade ı́mpar de ı́ndices também apresentam violação de CPT,

são eles: aµ, bµ, eµ, fµ, gκλµ e (kF )µ, como podemos ver na tabela 1 que além disso,

mostra detalhadamente as simetrias discretas violadas e conservadas pelos operadores

contráıdos com as componentes dos coeficientes que governam a violação de Lorentz.

Vale lembrar que os coeficientes que governam os termos com violação de Lorentz e de

CPT estão relacionados com valores esperados no vácuo de campos tensoriais de alguma

teoria subjacente.

Além disso, através de uma simples análise dimensional na lagrangiana (3.1), po-

demos concluir que os coeficientes aµ, bµ, Hµν e (kAF )µ tem dimesão de massa, enquanto

os outros são adimensionais. Também é importante ressaltar que devido ao fato da lagran-

giana ser hermitiana, todos os coeficientes apresentados acima devem ser reais. Podemos

ainda citar algumas caracteŕısticas importantes destes coeficientes, como por exemplo,

o fato dos coeficientes cνµ e dνµ poderem ser tratados como tendo traço nulo, o coefici-

ente gκλµ ser antissimétrico nos seus dois primeiros ı́ndices e Hµν ser antissimétrico. Já

o coeficiente (kF )κλµν apresenta as propriedades de simetria do tensor de Riemann e é

duplamente sem traço:

(kF )κλµν = (kF )µνκλ = −(kF )λκµν ,

(kF )κλµν + (kF )κµνλ + (kF )κνλµ = 0,

(kF )
µν

µν = 0. (3.3)

Tabela 1: Coeficientes e simetrias discretas

C P T CP CT PT CPT

c00,(kF )0j0k,

cjk,(kF )jklm
+ + + + + + +

bj, gj0l, gjk0, (kAF )j + + − + − − −
b0, gj00, gjkl, (kAF )0 + − + − + − −
c0j, cj0, (kF )0jkl + − − − − + +

a0, e0, fj − + + − − + −
Hjk, d0j , dj0 − + − − + − +

H0j, d00, djk − − + + − − +

aj, ej, f0 − − − + + + −

Fonte: Kostelecky et al., 2002

Como podemos observar pela lagrangiana (3.1), todos os ı́ndices aparecem devi-

damente contráıdos, de forma que os termos da lagrangiana são, de fato, escalares de

Lorentz. Desta maneira, podemos considerar que esta teoria independe da escolha do

sistema de coordenadas, portanto ela respeita a simetria de Lorentz do ponto de vista das

transformações de observador. Por outro lado, as transformações de Lorentz de part́ıcula
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deixam os coeficientes, aµ, bµ, cνµ, dνµ, eµ, fµ, gκλµ, Hµν , (kF )µ e (kAF )κλµν , invariantes, de

forma que podemos ter uma interpretação f́ısica diferente daquela obtida após uma trans-

formação de observador, apresentando assim, uma quebra nas transformações de Lorentz

de part́ıcula, ou simplesmente, uma VIL.

Ao longo do últimos anos, após a apresentação dessa extensão do modelo padrão

em [6, 7], muitos trabalhos foram desenvolvidos tomando como base a EDQ estendida e

de forma mais geral, o MPE. Muitos destes trabalhos apresentam importantes conceitos e

resultados teóricos e outros, além disso, apresentam maneiras de detectar consequências

da VIL na natureza através de experimentos e observações e, consequentemente, as esti-

mativas numéricas obtidas pelas análises dos dados experimentais e observacionais para

os termos com violação de Lorentz presentes na teoria. Podemos citar como alguns dos

muitos trabalhos realizados acerca do MPE, as referências [31, 32, 33, 34, 35, 36, 9, 37,

38, 39, 40, 41, 42].

3.2.1 Operadores com dimensão de massa d ≥ 5

Vamos agora concentrarmo-nos nos operadores da EDQ estendida presentes na

parte não mı́nima da teoria. Desta maneira, tais operadores têm dimensão de massa

d ≥ 5 e aparecem contráıdos com coeficientes de dimensão de massa d ≤ −1, causando

violação de Lorentz e em alguns casos violação da simetria CPT também.

Dentro deste contexto, o trabalho [9] apresenta um interessante estudo no setor

bosônico da EDQ estendida, classificando todos os operadores com duas contribuições do

campo bosônico (Aµ) e com dimensão de massa arbitrária que, apesar de manterem a

simetria de calibre U(1) e a invariância sob as translações espaço-temporais, conservando

assim a carga, energia e momento do sistema, violam a simetria de Lorentz e alguns deles

violam a CPT também.

Como é apresentado em [9], a forma geral destes operadores, é dada por

S(d) =

∫

d4xKα1α2···αd

(d) Aα1∂α3 · · · ∂αd
Aα2 , (3.4)

onde d é a dimensão do operador tensorial e os coeficientes Kα1α2···αd

(d) têm dimensão de

massa 4− d.

Por um lado, para termos que não apresentam violação de CPT, os primeiros

quatro ı́ndices do coeficienteKα1α2···αd

(d) têm as simetrias do tensor de Riemann e apresentam

simetria total nos d − 4 ı́ndices restantes. Por outro lado, para termos com violação de

CPT, o coeficiente Kα1α2···αd

(d) é antissimétrico nos três primeiros ı́ndices e simétrico nos

últimos d− 3 ı́ndices.

Assim, englobando estes operadores, podemos escrever a lagrangiana do setor
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bosônico de forma semelhante ao escrito em (3.1) para a parte mı́nima da teoria, ou

seja,

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
(k̂F )κλµνF

κλF µν +
1

2
(k̂AF )

κǫκλµνA
λF µν , (3.5)

só que agora, os coeficientes (k̂F )κλµν e (k̂AF )
κ são dados pelas seguintes expansões:

(k̂F )κλµν =
∑

d par

(k
(d)
F )κλµνα1...α(d−4)∂α1 ...∂α(d−4)

, (3.6)

(k̂AF )κ =
∑

d impar

(k
(d)
AF )

α1...α(d−3)
κ ∂α1 ...∂α(d−3)

, (3.7)

onde os somatórios começam para valores d ≥ 3. Os coeficientes (k̂F )κλµν são definidos

como

(k
(d)
F )κλµνα1...α(d−4) ≡ Kκλµνα1...α(d−4)

(d) (3.8)

e apresentam N
(d)
F = (d + 1)d(d − 3) componentes independentes. Enquanto que, os

coeficientes (k
(d)
AF )

α1...α(d−3)
κ são definidos por

(k
(d)
AF )

α1...α(d−3)
κ ≡ 1

3!
ǫκµνρKµνρα1...α(d−4)

(d) , (3.9)

com N
(d)
AF = 1

2
(d+ 1)(d− 1)(d− 2) componentes independentes.

Como nesta dissertação estamos interessados principalmente em operadores de

dimensão de massa d = 5, então, de acordo com (3.4) se d = 5, a forma mais geral dos

operadores é

S(5) =

∫

d4xKµνραβ
(5) Aµ∂ρ∂α∂βAν . (3.10)

Como veremos mais adiante, vamos trabalhar com operadores que, além de violarem a

invariância de Lorentz, também violam a simetria CPT. Portanto, para o caso de violação

de CPT, os três primeiros ı́ndices do coeficiente Kµνραβ
(5) são totalmente antissimétricos,

enquanto que os dois últimos são totalmente simétricos.

Analisando os operadores dados por (3.10), notamos que, devido a dimensão do

operador ser d = 5, o coeficiente K apresenta dimensão de massa d = −1. Portanto,

o operador é suprimido por uma dimensão de massa, a qual pode ser relacionada com

a massa de Planck (tal que K ∼ M−1
P lanck). Relacionamos esta massa de supressão com

a massa de Planck, pois como já vimos, o MPE vem de teorias mais fundamentais que

englobam o modelo padrão com uma descrição quântica da gravitação e isso deve ocorrer

na escala de Planck, escala na qual os os efeitos da gravitação quântica são relevantes.
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Portanto, devido a tal supressão, esperamos que os dados experimentais e observacionais

revelem um valor muito pequeno para K.
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4

VIL NO REGIME DE

TEMPERATURA FINITA

Neste caṕıtulo, após as motivações e o embasamento teórico apresentados nos

caṕıtulos anteriores, apresentaremos nossos cálculos, análises e resultados. Escolheremos,

em momentos distintos, dois diferentes tipos de termos para adicionar ao setor fermiônico

da EDQ convencional, termos estes presentes na EDQ estendida (3.1) e, a partir dessas

duas configurações, vamos investigar a possibilidade de indução, através de correções

quânticas, de operadores com dimensão de massa d = 3 e, em especial, d = 5 como

(3.10), no setor bosônico da EDQ estendida. Em geral, vamos dar mais atenção ao

comportamento desses termos no regime de temperatura finita, devido a falta deste tipo

de tratamento para tais operadores na literatura. Na seção (4.1), vamos estudar o modelo

da EDQ usual adicionada pelos termos que causam VIL, governados pelo coeficiente gκλµ.

Já no segundo momento, na seção (4.2), vamos trabalhar com a EDQ usual adicionada

pelo termo governado por bµ.

4.1 Parte I - modelo com gκλµ

Até pouco tempo atrás, os únicos termos fermiônicos estudados que geram correções

quânticas no setor bosônico da teoria eram aqueles associados aos coeficientes cνµ e bµ.

Mais recentemente, foi mostrado em um trabalho realizado no regime de temperatura

zero, [43], que o operador contráıdo com o coeficiente gκλµ também apresenta essa possi-

bilidade, contudo, induzindo apenas termos com derivadas superiores.

Seguindo este estudo com o termo governado pelo coeficiente gκλµ, vamos dividir

esta seção em duas partes principais. Na primeira, vamos realizar correções radiativas a

fim de induzir e estudar os efeitos de temperatura finita sobre o termo de Chern-Simons
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convencional. Já na segunda parte, vamos estender o estudo feito em [43], analisando os

efeitos de temperatura finita no termo de derivada superior da forma (3.10), [44].

Portanto, vamos começar nossas análises apresentando a lagrangiana relevante ao

sistema em questão, que é dada por

Lg = ψ̄

(

i/∂ +
i

2
gκλµσκλ∂µ −m− /A− 1

2
gκλµσκλAµ

)

ψ, (4.1)

onde σκλ = i
2
[γκ, γλ].

Como vimos na seção (3.1) do caṕıtulo anterior, os termos governados por gκλµ

além de violarem as transformações de Lorentz de part́ıcula, também violam a simetria

CPT. Adicionalmente, é importante lembrar que o coeficiente gκλµ apresenta antissimetria

nos dois primeiros ı́ndices.

4.1.1 O termo de Chern-Simons

O termo de Chern-Simons é aquele governado pelo coeficiente (kAF )
κ na lagrangi-

ana (3.1), que também pode ser escrito como

Lκ = KµνρAµ∂ρAν , (4.2)

onde Kµνρ é totalmente antissimétrico e sua dimensão de massa é d = 1. Logo, o operador

associado com este coeficiente apresenta dimensão de massa d = 3 e, portanto, o termo de

Chern-Simons convencional não é um termo de derivada superior, diferente dos outros que

estudaremos aqui. Além disso, é fácil ver, comparando o termo de Chern-Simons em (3.1)

e (4.2) que Kµνρ ∝ ǫµνρσ(kAF )σ, onde (kAF )σ é o coeficiente para o termo de Chern-Simons

com violação de Lorentz. Tal termo foi bastante estudado [5, 45, 46, 31, 47, 48, 49, 50]

e até mesmo no regime de temperatura finita [51, 52, 53, 54]. Contudo, ele nunca foi

induzido a partir do termo governado por gκλµ no regime de temperatura finita, como

estamos nos propondo a fazer.

Para este caso, vamos realizar nossos cálculos partindo das contribuições rele-

vantes dadas pelos diagramas de Feynman. Tais contribuições estão representadas na

figura (4.1). As regras de Feynman que geram estes diagramas são as seguintes. O pro-

pagador fermiônico é descrito por

=
i

/p−m
, (4.3)
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Figura 4.1: Diagramas de Feynman para contribuições de um laço

(a) (b)

(c) (d)
Fonte: Mariz, 2011

e o vértice férmion-fóton é o usual,

= −iγµ. (4.4)

O coeficiente para violação de Lorentz gera uma inserção no propagador fermiônico, re-

presentada por

=
i

2
gκλµσκλ pµ, (4.5)

e um vértice adicional,

= − i

2
gκλµσκλ. (4.6)

Desta forma, a partir dos diagramas de Feynman apresentados, podemos escrever

as seguintes expressões

iΠµν
(a) = −

∫

d4p

(2π)4
tr (−i)γµiS(p) i

2
gκλρσκλpρiS(p)(−i)γνiS(p− k), (4.7a)

iΠµν
(b) = −

∫

d4p

(2π)4
[tr (−i)γµiS(p)(−i)γνiS(p− k)

× i

2
gκλρσκλ(pρ − kρ)iS(p− k)], (4.7b)

iΠµν
(c) = −

∫

d4p

(2π)4
tr

(

− i

2

)

gκλµσκλiS(p)(−i)γνiS(p− k), (4.7c)

iΠµν
(d) = −

∫

d4p

(2π)4
tr (−i)γµiS(p)

(

− i

2

)

gκλνσκλiS(p− k), (4.7d)

com S(p) = (/p−m)−1 e tr representando o traço sobre as matrizes de Dirac.

O cálculo das integrais nas expressões (4.7), no regime de temperatura zero, foi

realizado em [43] usando parametrização de Feynman, onde o único termo gerado é aquele

de derivada superior. Contudo, no regime de temperatura finita é mais apropriado usar-

Instituto de F́ısica - UFAL



4 Parte I - modelo com gκλµ 32

mos o método da expansão derivativa [55, 56, 57, 58, 59] e, então, a seguinte expansão no

propagador fermiônico,

S(p− k) = S(p) + S(p)/kS(p) + S(p)/kS(p)/kS(p) + S(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p) + · · · (4.8)

e, retringirmos nossas escolhas a termos lineares, os quais são suficientes para gerar o

termo de Chern-Simons. Assim, as expressões (4.7) se tornam

Πµν
(1) = − i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)gκλρσκλpρS(p)γ

νS(p)/kS(p), (4.9a)

Πµν
(2) = − i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)/kS(p)gκλρσκλ pρS(p), (4.9b)

Πµν
(3) =

i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)gκλρσκλkρS(p), (4.9c)

Πµν
(4) = − i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)gκλρσκλ pρS(p)/kS(p), (4.9d)

Πµν
(5) =

i

2

∫

d4p

(2π)4
tr gκλµσκλS(p)γ

νS(p)/kS(p), (4.9e)

Πµν
(6) =

i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)gκλνσκλS(p)/kS(p), (4.9f)

com Πµν
(a,c,d) → Πµν

(1,5,6), respectivamente, e Πµν
(b) → Πµν

(2) +Πµν
(3) +Πµν

(4).

Antes de assumirmos que o sistema está em equiĺıbrio térmico com uma tempera-

tura T = β−1, vamos calcular o traço sobre as matrizes de Dirac de acordo com as regras

expostas no Apêndice A. Fazendo isto, podemos reagrupar as expressões (4.9) como

Πµν
κ = 8mGµνραβkρ

∫

d4p

(2π)4
pαpβ

(p2 −m2)3
− 4mGµνρkρ

∫

d4p

(2π)4
1

(p2 −m2)2
, (4.10)

onde Πµν
κ = Πµν

(1) +Πµν
(2) +Πµν

(3) +Πµν
(4) +Πµν

(5) +Πµν
(6),

Gµνραβ = gµναgβρ + gµνβgαρ + gνραgβµ + gνρβgαµ + gρµαgβν + gρµβgαν , (4.11)

e

Gµνρ = gµνρ + gνρµ + gρµν . (4.12)

Para chegarmos a expressão (4.10), precisamos simplificar o propagador escalar G(p) =

(p2 −m2)−1 em todas expressões, fazendo as seguintes substituições p2 = G−1(p) +m2 e

p4 = G−2(p) + 2G−1(p)m2 +m4.

Neste momento, para facilitar os cálculos de temperatura finita que pretendemos

fazer, é adequado mudar do espaço de Minkowski para o espaço euclidiano efetuando a

rotação de Wick, isto é, p0 → ip0 (gµν → −δµν), então, d4p → id4pE = idp0dp1dp2dp3,

p2 → −δµνpµEpνE = −p2E, p · k → −pE · kE, gµναgαβpβ → −gµναE δαβpβE = −gµναE pαE, e
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gµνρkρ → −gµνρE kρE. Portanto, a expressão anterior escrita no espaço euclidiano tem a

seguinte forma

Πµν
κ = −8imGµνραβ

E kρE

∫

d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2E +m2)3
+ 4imGµνρ

E kρE

∫

d4pE
(2π)4

1

(p2E +m2)2
, (4.13)

com

Gµνραβ
E = gµναE δβρ + gµνβE δαρ + gνραE δβµ + gνρβE δαµ + gρµαE δβν + gρµβE δαν (4.14)

e

Gµνρ
E = gµνρE + gνρµE + gρµνE . (4.15)

A fim de calcularmos as integrais espaciais da equação acima, primeiramente de-

compomos pαE = (p0, pi), como segue

pαE = p̂α + p0δ
α0, (4.16)

logo, por consequência p̂α = (0, ~p). Fazendo uma simples contagem de potências, notamos

que as integrais em (4.13) parecem ser logaritmicamente divergentes, por este motivo, va-

mos usar o método da regularização dimensional para calcularmos as integrais. Então,

promovemos a integral espacial em 3 dimensões para d dimensões, assim como introduzi-

mos um parametro arbitrário µ para manter a dimensão de massa fixa, e por fim, devido

a simetria da integral sob rotações espaciais, substitúımos

p̂αp̂β → p̂2

d
(δαβ − δα0δβ0). (4.17)

Assim, após estes procedimentos e usando as soluções para as integrais apresentadas no

Apêndice B, ficamos com o seguinte resultado

Πµν
κ = i21−dmπ−d/2(µ2)

3
2
− d

2 Gµνρ00
E kρE

×Γ

(

2− d

2

)
∫

dp0
2π

[

(d− 3)

(p20 +m2)2−
d
2

− (d− 4)m2

(p20 +m2)3−
d
2

]

. (4.18)

Se calcularmos a integral em p0, encontraremos Πµν
κ = 0, ou seja, não há indução do termo

de Chern-Simons convencional à temperatura zero, como esperado.

A partir de agora, começamos efetivamente a calcular os efeitos de temperatura

finita, para isto usaremos o formalismo de Matsubara1. Supondo que o sistema encontra-se

em equiĺıbrio térmico com um reservatório à temperatura T = β−1, a energia é discretizada

p0 = (n + 1/2)2π/β e então, (1/2π)
∫

dp0 → 1/β
∑

n. Para calcular os somatórios, não

podemos tomar o limite d → 3 diretamente na Eq. (4.18), pois o somatório do primeiro

1Para detalhes sobre este formalismo, veja o Apêndice C.
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termo exibe singularidades. Assim, com a intenção de isolar estas singularidades, vamos

usar uma representação expĺıcita para os somatórios sobre as frequências de Matsubara

[60], dada por

∑

n

[

(n+ b)2 + a2
]−λ

=

√
πΓ(λ− 1/2)

Γ(λ)(a2)λ−1/2
+ 4 sin(πλ)fλ(a, b) (4.19)

onde

fλ(a, b) =

∫ ∞

|a|

dz

(z2 − a2)λ
Re

(

1

e2π(z+ib) − 1

)

, (4.20)

que é válida para Reλ < 1, a menos dos pólos em λ = 1/2,−1/2,−3/2, · · · .
Então, usando as expressões acima, para o primeiro termo de Eq. (4.18), temos

λ→ 1/2 (quando d→ 3); contudo, para o segundo, λ→ 3/2, que está claramente fora do

intervalo de validade. Entretanto, para nossa sorte, podemos fazer o uso de uma relação

de recorrência para deixar o valor de λ dentro do intervalo de validade e, então, usar as

expressões (4.19) e (4.20) para resolver os somatórios. A relação de recorrência de nosso

interesse é

fλ(a, b) = − 1

2a2
2λ− 3

λ− 1
fλ−1(a, b)−

1

4a2
1

(λ− 2)(λ− 1)

∂2

∂b2
fλ−2(a, b). (4.21)

Logo, no segundo somatório da Eq. (4.18), ficamos com λ − 1 → 1/2 e λ − 2 → −1/2,

perfeitamente dentro dos limites estabelecidos.

Finalmente, após termos resolvido os somatórios, obtemos a seguinte expressão:

Πµν
κ =

im

2
Gµνρ00kρ F (ξ), (4.22)

com Gµνρ00 = 2gµν0g0ρ + 2gνρ0g0µ + 2gρµ0g0ν e

F (ξ) =

∫ ∞

|ξ|

dz(z2 − ξ2)1/2 sech2(πξ) tanh(πξ), (4.23)

onde ξ = βm/2π. Ou podemos escrever a seguinte lagrangiana

Lκ =
m

2
F (ξ)Gµνρ00Aµ∂ρAν . (4.24)

Portanto, comparando (4.24) com (4.2), encontramos Kµνρ = m
2
F (ξ)Gµνρ00, e o

comportamento da função F (ξ) está apresentado na Fig. 4.2.

O resultado (4.24) se assemelha aquele obtido anteriormente em [51], quando os

férmions são integrados com o termo ψ̄/bγ5ψ incluso, desde que o operador contráıdo com

o coeficiente gij0 viola a simetria de reversão-temporal, assim como o operador contráıdo

com o coeficiente bi. Vale a pena ressaltar que, apesar do coeficiente g
κλµ ter uma estrutura
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tensorial diferente e estar associado com um operador diferente daquele do coeficiente bµ,

ele também é responsável pela indução do termo de Chern-Simons que viola a invariância

de Lorentz. Observamos também que a formulação perturbativa para gκλµ parece ser livre

de ambiguidades, ao menos à temperatura zero, desde que em Ref. [43] o mesmo resultado

para Kµνρ foi obtido através de outro procedimento.

Figura 4.2: Comportamento da função F(ξ)
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0.01
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0.05

Fonte: Autor, 2012

4.1.2 O termo de derivada superior

Vamos agora estudar o efeito de um banho térmico no termo de derivada superior

(3.10). Para isto, devemos expandir o propagador fermiônico S(p− k) como em (4.8). E,

tomando os termos até a terceira ordem em k nas expressões (4.7), obtemos as seguintes

contribuições

Πµν
(i) = − i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)gκλρσκλpρS(p)γ

νS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p), (4.25a)

Πµν
(ii) = − i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p)gκλρσκλ pρS(p), (4.25b)

Πµν
(iii) = − i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)/kS(p)/kS(p)gκλρσκλ pρS(p)/kS(p), (4.25c)

Πµν
(iv) = − i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)/kS(p)gκλρσκλ pρS(p)/kS(p)/kS(p), (4.25d)

Πµν
(v) = − i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)gκλρσκλ pρS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p), (4.25e)
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e

Πµν
(vi) =

i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)/kS(p)/kS(p)gκλρσκλ kρS(p), (4.26a)

Πµν
(vii) =

i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)/kS(p)gκλρσκλ kρS(p)/kS(p), (4.26b)

Πµν
(viii) =

i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)γνS(p)gκλρσκλ kρS(p)/kS(p)/kS(p), (4.26c)

Πµν
(ix) =

i

2

∫

d4p

(2π)4
tr gκλµσκλS(p)γ

νS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p), (4.26d)

Πµν
(x) =

i

2

∫

d4p

(2π)4
tr γµS(p)gκλνσκλS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p), (4.26e)

onde Πµν
(a,c,d) → Πµν

(i,ix,x), respectivamente, e Πµν
(b) → Πµν

(ii) + Πµν
(iii) + Πµν

(iv) + Πµν
(v) + Πµν

(vi) +

Πµν
(vii) +Πµν

(viii).

Seguindo os mesmos passos da seção anterior, ou seja, calculando o traço e simpli-

ficando o propagador escalar em todas as expressões (4.25) e (4.26), com a ajuda também

da substituição p6 = G−3(p) + 3G−2(p)m2 + 3G−1(p)m4 +m6, obtemos

Πµν
k = 64mGµνραβkγkδkρ

∫

d4p

(2π)4
pαpβpγpδ
(p2 −m2)5

− 32mGµνραβkγkβkρ

∫

d4p

(2π)4
pαpγ

(p2 −m2)4

−(12mGµνραβk2kρ + 16mGµνρkαkβkρ)

∫

d4p

(2π)4
pαpβ

(p2 −m2)4

+(4mGµνραβkαkβkρ + 4mGµνρk2kρ)

∫

d4p

(2π)4
1

(p2 −m2)3
, (4.27)

ou ainda, mudando do espaço de Minkowski para o espaço euclidiano, encontramos

Πµν
k = −64imGµνραβ

E kγEk
δ
Ek

ρ
E

∫

d4pE
(2π)4

pαEp
β
Ep

γ
Ep

δ
E

(p2E +m2)5

+32imGµνραβ
E kγEk

β
Ek

ρ
E

∫

d4pE
(2π)4

pαEp
γ
E

(p2E +m2)4

+(12imGµνραβ
E k2Ek

ρ
E + 16imGµνρ

E kαEk
β
Ek

ρ
E)

∫

d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2E +m2)4

−(4imGµνραβ
E kαEk

β
Ek

ρ
E + 4imGµνρ

E k2Ek
ρ
E)

∫

d4pE
(2π)4

1

(p2E +m2)3
. (4.28)

Nas expressões acima, vamos primeiramente calcular as integrais espaciais usando

a decomposição (4.16), assim como usando (4.17) e

p̂µp̂ν p̂λp̂ρ → p̂4

d(d+ 2)
[(δµν − δµ0δν0)(δλρ − δλ0δρ0) + (δµλ − δµ0δλ0)(δνρ − δν0δρ0)

+(δµρ − δµ0δρ0)(δλν − δλ0δν0)], (4.29)
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de forma que temos

Πµν
k = − i

m
GµνραβkαkβkρG(m) +

i

2m
Gµνρ00k2kρH1(m)

+
i

2m
Gµνρ00k20kρH2(m), (4.30)

ou, de outra maneira,

Lk = − 1

m
G(m)GµνραβAµ∂ρ∂α∂βAν +

1

2m
H1(m)Gµνρ00Aµ∂ρ�Aν

+
1

2m
H2(m)Gµνρ00Aµ∂ρ∂

2
0Aν , (4.31)

onde

G(m) = µ′

∫

dp0
2π

m2

(p20 +m2)3−
d
2

, (4.32a)

H1(m) = −µ′

∫

dp0
2π

[

(d− 5)m2

(p20 +m2)3−
d
2

− (d− 6)m4

(p20 +m2)4−
d
2

]

, (4.32b)

H2(m) = −2µ′

∫

dp0
2π

[

(d− 3)(d− 5)m2

(p20 +m2)3−
d
2

− 2(d− 5)(d− 6)m4

(p20 +m2)4−
d
2

+
(d− 6)(d− 8)m6

(p20 +m2)5−
d
2

]

(4.32c)

com µ′ = 1
3
21−dπ−d/2(µ2)

3
2
− d

2Γ
(

3− d
2

)

. Como esperado, calculando a integral temporal,

achamos G(m) = 1/24π2, enquanto que H1(m) e H2(m) se anulam, que é o resultado

obtido previamente em Ref. [43], à temperatura zero.

Agora, para aplicar o formalismo de Matsubara nas expressões (4.32), como usual,

nós tomamos p0 = (n + 1/2)2π/β e mudamos (1/2π)
∫

dp0 → 1/β
∑

n, tal que G(m) →
G(ξ), e assim por diante. Como os somatórios resultantes de (4.32) são todos conver-

gentes, usaremos a Eq. (4.19) para obter as expressões correspondentes que variam com

a temperatura T = β−1. Os mesmos resultados podem ser obtidos através de cálculos

numéricos destes somatórios resultantes, como veremos.

Todavia, notamos que todos os expoentes de (4.32) estão fora do intervalo de

validade, desde que temos λ → 3/2, λ → 5/2, e λ → 7/2, quando fazemos d → 3

nos somatórios. Como vimos no cálculo de termo de Chern-Simons convencional, para

somatórios com λ → 3/2, devemos usar a relação de recorrência (4.21) para colocá-los

dentro do intervalo de validade, isto é, com λ− 1 → 1/2 e λ− 2 → −1/2. Agora, para o

caso λ→ 5/2, inserimos a expansão

fλ−1(a, b) = − 1

2a2
2λ− 5

λ− 2
fλ−2(a, b)−

1

4a2
1

(λ− 3)(λ− 2)

∂2

∂b2
fλ−3(a, b) (4.33)
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no primeiro termo de (4.21), de forma que tenhamos λ − 2 → 1/2 e λ − 3 → −1/2.

Finalmente, para os somatórios com λ→ 7/2, inserimos

fλ−2(a, b) = − 1

2a2
2λ− 7

λ− 3
fλ−3(a, b)−

1

4a2
1

(λ− 4)(λ− 3)

∂2

∂b2
fλ−4(a, b) (4.34)

no primeiro termo de (4.33), e então estas Eq. (4.33) e (4.34) dentro do primeiro e do

segundo termos de (4.21), respectivamente, tal que agora temos λ − 3 → 1/2 e λ − 4 →
−1/2.

Após estes procedimentos, encontramos

G(ξ) =
1

24π2
− 1

12

∫ ∞

|ξ|

dz(z2 − ξ2)1/2 sech2(πξ) tanh(πξ), (4.35a)

H1(ξ) =
1

12

∫ ∞

|ξ|

dz(z2 − ξ2)−1/2 ξ2 sech2(πξ) tanh(πξ), (4.35b)

H2(ξ) =
π2

6

∫ ∞

|ξ|

dz(z2 − ξ2)1/2 ξ2 sech5(πξ)[sinh(3πξ)− 11 sinh(πξ)]. (4.35c)

Estas funções são mostrados nas Figs. 4.3, 4.4, e 4.5, respectivamente. Como

podemos ver, no limite de temperatura zero, isto é ξ → ∞, G(ξ → ∞) → 1/24π2,

H1(ξ → ∞) → 0, e H2(ξ → ∞) → 0, como esperado. Enquanto que no limite de

altas temperaturas (ξ → 0) todas as expressões (4.35) se anulam. Observamos que isso

acontece, pois, ao analisarmos as eqs.(4.32), todos os somatórios são suprimidos pela

temperatura. Ainda mais, notamos que os limites assintóticos de (4.35a) são opostos aos

de (4.23): à temperatura zero apenas o termo de derivada superior é induzido, enquanto

que à alta temperatura apenas o termo de Chern-Simons aparece.

Figura 4.3: Comportamento da função G(ξ)
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Fonte: Autor, 2012

Como tinhámos mencionado anteriormente, os mesmos gráficos das funções (4.35)

(apresentados nas Figs. 4.3, 4.4, e 4.5) também podem ser calculados numericamente a
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Figura 4.4: Comportamento da função H1(ξ)
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Figura 4.5: Comportamento da função H2(ξ)
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partir das expressões alternativas

G(ξ) =
∑

n

ξ2

48π2

[

(n+ 1/2)2 + ξ2
]−3/2

, (4.36a)

H1(ξ) =
∑

n

ξ2

24π2

[

(n+ 1/2)2 + ξ2
]−3/2 −

∑

n

ξ4

16π2

[

(n+ 1/2)2 + ξ2
]−5/2

,(4.36b)

H2(ξ) =
∑

n

ξ4

2π2

[

(n+ 1/2)2 + ξ2
]−5/2 −

∑

n

5ξ6

8π2

[

(n+ 1/2)2 + ξ2
]−7/2

, (4.36c)

que são obtidas quando simplesmente tomamos d = 3 nas expressões (4.32). A desvanta-

gem deste tratamento é o procedimento para calcular os limites assintóticos, ou seja, com

a temperatura tendendo a zero e com a temperatura tendendo a infinito, os quais, por

outro lado, são facilmente calculados a partir de Eqs. (4.35).

Finalmente, gostaŕıamos de fazer um comentário sobre os dois últimos termos da

Eq. (4.31), controlados pelas funçõesH1(ξ) eH2(ξ), respectivamente, que são responsáveis
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pela indução de termos de Chern-Simons de derivada superior não convariantes. Anali-

sando os gráficos destas funções, observamos que H1(ξ) e H2(ξ) crescem até uma certa

temperatura, e então decrescem enquanto que a temperatura cresce para infinito. Esta

geração de termos de derivadas superiores não covariantes está consistente com a geração

do termo de Chern-Simons induzido previamente em (4.24), desde que eles violam a si-

metria de reversão temporal. Contudo, estes termos de derivadas superiores se anulam

nos limites de baixas e altas temperaturas.

4.2 Parte II - modelo com bµ

Nesta seção, vamos nos restringir a EDQ convencional adicionada do termo do

modelo padrão estendido ψ̄γ5/bψ. A lagrangiana desse sistema é descrita por

Lb = ψ̄(i/∂ −m− /A− γ5/b)ψ, (4.37)

onde o coeficiente bµ tem dimensão de massa e, como já citamos, o termo adicional além

de apresentar VIL também viola a simetria CPT.

Embora, já existam alguns trabalhos que tratem de correções quânticas no sistema

descrito pela lagrangiana acima, em geral, tais trabalhos se interessam em correções que

gerem termos pertencentes ao MPE mı́nimo. Nesta seção, estamos principalmente inte-

ressados na indução do operador de derivada superior com dimensão de massa d = 5 e,

sobretudo, em seu comportamento à temperatura finita [61].

Como já sabemos de estudos anteriores, a partir da lagrangiana acima, podemos

induzir através de correções radiativas, à temperatura zero, o termo de Chern-Simons

de derivada superior dado por (3.10), com Kµνραβ
(5) ∝ ǫµνρσbσg

αβ, como podemos ver na

expansão de resultados em [7, 31] ou diretamente em [48, 62]. Porém aqui, vamos induzir

este termo usando o método da expansão derivativa [55, 56, 57, 58, 59] como uma pre-

paração para a análise de temperatura finita que nunca foi realizada e será feita usando o

formalismo de Matsubara. Posteriormente, vamos analisar as relações de dispersão e obter

estimativas numéricas para o coeficiente b que surgem a partir de dados observacionais,

levando em conta os resultados à temperatura zero.

É interessante mencionar que o termo (3.10) surge quando o termo bosônico de

Myers-Pospelov [10] é induzido radiativamente a partir do setor fermiônico [62]. Assim,

os efeitos de temperatura finita no termo de Chern-Simons de derivada superior estão

de certa forma relacionados com o termo de Myers-Pospelov. Portanto, estudos desta

natureza merecem ser considerados com a intenção de melhor caracterizar os modelos

com derivadas superiores que violam a simetria de Lorentz.
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4.2.1 O termo de Chern-Simons de derivada superior

Para induzir o termo de derivada superior, vamos mais uma vez utilizar os di-

agramas de Feynman. Porém, para este sistema os diagramas importantes são apenas

aqueles representados pelas figuras (a) e (b) da Fig.4.1, pois, não temos inserções nos

vértices que gerariam os diagramas (c) e (d). Para este caso, o propagador fermiônico e

o vértice férmion-fóton são os mesmos descritos anteriormente, ou seja, aqueles expressos

nas regras de Feynman dadas por (4.3) e (4.4), respectivamente. Além dessas, devemos

levar em conta uma outra regra para representar as inserções no propagador fermiônico

por causa do coeficiente para violação de Lorentz bµ. Tal regra pode ser vista como

= −iγ5/b. (4.38)

Usando, então, as regras de Feynman descritas acima, podemos interpretar os

diagramas referentes a este contexto, como

iΠµν
(I) = −

∫

d4p

(2π)4
tr (−i)γνiS(p)(−i)γ5/biS(p)(−i)γµiS(p− k), (4.39a)

iΠµν
(II) = −

∫

d4p

(2π)4
tr (−i)γνiS(p)(−i)γµiS(p− k)(−i)γ5/biS(p− k), (4.39b)

onde S(p) = (/p−m)−1. Vale a pena enfatizar que o termo de Chern-Simons de derivada

superior (e o termo de Myers-Pospelov [10]) é também induzido quando nós consideramos

constribuições de terceira ordem em bµ, como foi mostrado em [62].

Agora, juntamos as contribuições (4.39a) e (4.39b) de cada diagrama em um termo

só, fazendo Πµν
(I) + Πµν

(II) = Πµν
b . Em seguida, usamos novamente o método da expansão

derivativa, expandindo o propagador até terceira ordem em kµ, como em (4.8), e obtemos

Πµν
b = i

∫

d4p

(2π)4
tr [γνS(p)γ5/bS(p)γ

µS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p)

+γνS(p)γµS(p)/kS(p)γ5/bS(p)/kS(p)/kS(p)

+γνS(p)γµS(p)/kS(p)/kS(p)γ5/bS(p)/kS(p)

+γνS(p)γµS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p)γ5/bS(p)

+γνS(p)γµS(p)γ5/bS(p)/kS(p)/kS(p)/kS(p)] (4.40)

Antes de calcular as integrais em (4.40), calculamos o traço sobre as matrizes de
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Dirac, ficando com

Πµν
b = −4ǫµνσρbσkρk

2

∫

d4p

(2π)4
1

(p2 −m2)3
+ 16ǫµνσρbσkρk

αkβ
∫

d4p

(2π)4
pαpβ

(p2 −m2)4

−24m2ǫµνσρbσkρk
2

∫

d4p

(2π)4
1

(p2 −m2)4
− 24ǫµνραkρb

βk2
∫

d4p

(2π)4
pαpβ

(p2 −m2)4

−32ǫµνραkρ(b · k)kβ
∫

d4p

(2π)4
pαpβ

(p2 −m2)4

+128ǫµνσρbσkρk
αkβ

∫

d4p

(2π)4
pαpβ

(p2 −m2)5

+128ǫµνραkρb
βkδkγ

∫

d4p

(2π)4
pαpβpδpγ
(p2 −m2)5

. (4.41)

Seguindo o processo de indução, com o intuito principal de obtermos a contribuição

no regime de temperatura finita, tomamos a Eq. (4.41) e mudamos do espaço de Minkowski

para o espaço euclidiano, fazendo a rotação de Wick como no caso anterior do coeficiente

gκλµ. Com isso, obtemos a seguinte expressão

Πµν
b = −4iǫµνσρbσEk

ρ
Ek

2
E

∫

d4pE
(2π)4

1

(p2E +m2)3
+ 16iǫµνσρbσEk

ρ
Ek

α
Ek

β
E

∫

d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2E +m2)4

+24im2ǫµνσρbσEk
ρ
Ek

2
E

∫

d4pE
(2π)4

1

(p2E +m2)4
− 24iǫµνραkρEb

β
Ek

2
E

∫

d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2E +m2)4

−32iǫµνραkρE(bE · kE)kβE
∫

d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2E +m2)4

−128iǫµνσρbσEk
ρ
Ek

α
Ek

β
E

∫

d4pE
(2π)4

pαEp
β
E

(p2E +m2)5

+128iǫµνραkρEb
β
Ek

δ
Ek

γ
E

∫

d4pE
(2π)4

pαEp
β
Ep

δ
Ep

γ
E

(p2E +m2)5
. (4.42)

Para atacar efetivamente a questão do comportamento à temperatura finita, sepa-

ramos as componentes espaciais e temporais do quadri-momento pαE = (p0, ~p) como em

(4.16), de forma que p̂σ = (0, ~p). Desta maneira, da mesma forma que fizemos nos cálculos

de temperatura finita anteriores, podemos usar as seguintes relações (4.17) e (4.29).

Após efetuarmos estas mudanças em (4.42), encontramos sete estruturas tensoriais

diferentes. As duas primeiras estruturas, ǫµνσρkσEk
ρ
Eb

0
Ek

0
E e ǫµνσρkσEk

ρ
E(bE · kE), são nulas,

devido à antissimetria nos dois últimos ı́ndices de ǫµνσρ contráıdos com kσEk
ρ
E, que são

simétricos. A terceira contribuição, ǫµνσ0k0Ek
σ
E(bE · kE), vai a zero após a integração nas

componentes espaciais de pαE. Portanto, ficamos com apenas quatro estruturas diferentes,

que podem ser escritas como ǫµνσρbσEk
ρ
Ek

2
E, ǫ

µνρ0kρEb
0
Ek

2
E, ǫ

µνσρbσEk
ρ
E(k

0
E)

2 e ǫµνρ0kρEb
0
E(k

0
E)

2.

De agora em diante, vamos olhar cada uma das quatros contribuições separada-

mente. Usando os passos acima descritos para separar as componentes espaciais e tem-
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porais de pαE, encontramos as seguintes expressões para as quatro estruturas tensoriais:

Πµν
(1) = −4iǫµνσρbσEk

ρ
Ek

2
E

∫

dp0
2π

[
32

15
I1(p0,m) +

32m2

3
I2(p0,m)

−10

3
I4(p0,m)− 6m2I5(p0,m) + I6(p0,m)]; (4.43)

Πµν
(2) = −8iǫµνρ0kρEb

0
Ek

2
E

∫

dp0
2π

[
16

15
I1(p0,m)− 16

3
p20I2(p0,m)

−I4(p0,m) + 3p20I5(p0,m)]; (4.44)

Πµν
(3) = −16iǫµνσρbσEk

ρ
E(k

0
E)

2

∫

dp0
2π

[− 8

15
I1(p0,m) +

8

3
(p20 −m2)I2(p0,m)

+8p20m
2I3(p0,m) +

1

3
I4(p0,m)− p20I5(p0,m)]; (4.45)

e, por último,

Πµν
(4) = 128iǫµνρ0kρEb

0
E(k

0
E)

2

∫

dp0
2π

[
1

5
I1(p0,m)− 2p20I2(p0,m) + p40I3(p0,m)],(4.46)

onde as integrais I1,2,3,4,5,6(p0,m) são dadas por

I1,2,3(p0,m) =

∫

d3pE
(2π)3

α1,2,3

(~p2 + p20 +m2)5
, (4.47)

I4,5(p0,m) =

∫

d3pE
(2π)3

α4,5

(~p2 + p20 +m2)4
, (4.48)

I6(p0,m) =

∫

d3pE
(2π)3

1

(~p2 + p20 +m2)3
, (4.49)

com α1 = ~p4, α2 = α4 = ~p2 and α3 = α5 = 1.

Contudo, antes de procedermos nossa indução da contribuição relativa ao regime de

temperatura finita, vamos obter a contribuição para o sistema à temperatura zero. Para

isto, basta-nos resolver todas as integrações em (4.43), (4.44), (4.45) e (4.46). Analisando

tais integrais, após uma simples contagem de potências, notamos que não precisaremos

usar esquemas de regularização, pois, todas elas são convergentes. Diferente do que acon-

teceu na seção anterior quando apareceram integrais divergentes nos cálculos com o coefici-

ente gκλµ. Desta forma, podemos resolvê-las diretamente usando as soluções do apêndice B

e obtemos o seguinte termo de Chern-Simons de derivada superior: Πµν
b = −i ǫµνσρbσkρk2

12m2π2 .

Ou ainda podemos representá-lo pela seguinte lagrangiana

Lb =
1

12m2π2
ǫµνρσbσAµ∂ρ�Aν , (4.50)
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com Kµνραβ
(5) = 1

12m2π2 ǫ
µνρσbσg

αβ.

Após mostrarmos a indução do termo de Chern-Simons de derivada superior no

regime de temperatura zero, vamos induzir e analisar seu comportamento no regime de

temperatura finita. Para isso, calculamos as integrais apenas sobre as componentes espa-

ciais ~p em (4.43), (4.44), (4.45) e (4.46). Após estas integrações, ficamos com

Πµν
(1) =

im2

8π
ǫµνσρbσEk

ρ
Ek

2
E

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
5
2 , (4.51)

Πµν
(2) =

i

4π
ǫµνρ0kρEb

0
Ek

2
E[
m2

2

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
5
2 − 1

3

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
3
2 ], (4.52)

Πµν
(3) =

im2

π
ǫµνσρbσEk

ρ
E(k

0
E)

2[
5m2

4

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
7
2 −

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
5
2 ], (4.53)

Πµν
(4) =

im2

π
ǫµνρ0kρEb

0
E(k

0
E)

2[
5m2

4

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
7
2 −

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
5
2 ]. (4.54)

Analisando tais expressões, notamos que podemos juntar Πµν
(3) and Πµν

(4) numa

mesma estrutura tensorial, devido ao fato que as componentes temporais de bσE se can-

celam. Então, fazendo isto e juntando todos as contribuições em uma única expressão,

Πµν
b = Πµν

(1) +Πµν
(2) +Πµν

(3) +Πµν
(4), obtemos

Πµν
b =

i

m2
ǫµνσρbσEk

ρ
Ek

2
EB(m) +

i

m2
ǫµνρ0kρEb

0
Ek

2
EC1(m)

+
i

m2
ǫµνjρbjEk

ρ
E(k

0
E)

2C2(m), (4.55)

onde

B(m) =
m4

8π

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
5
2 , (4.56)

C1(m) =
m4

8π

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
5
2 − m2

12π

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
3
2 , (4.57)

C2(m) =
5m6

4π

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
7
2 − m4

π

∫

dp0
2π

(p20 +m2)−
5
2 , (4.58)

com j = 1, 2, 3.

Após todos estes procedimentos de preparação para realmente obter o comporta-

mento dos termos acima no regime de temperatura finita, usamos o formalismo de Matsu-

bara. Portanto, como das outras vezes em (4.1.1) e (4.1.2), escrevemos p0 = (n+ 1/2)2π
β
,

que são as frequências de Matsubara, e trocamos a integração sobre p0 por um somatório,
1
2π

∫

dp0 → 1
β

∑

n, onde T = β−1 é a temperatura de equiĺıbrio do sistema. Assumindo

que ξ = βm
2π

, podemos escrever B(m) → B(ξ), C1(m) → C1(ξ), and C2(m) → C2(ξ), como
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segue

B(ξ) =
ξ4

16π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−5/2, (4.59)

C1(ξ) =
ξ4

16π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−5/2 − ξ2

24π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−3/2, (4.60)

C2(ξ) =
5ξ6

8π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−7/2 − ξ4

2π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−5/2. (4.61)

Agora, para resolver os somatórios usamos as expressões (4.19) e (4.20). Contudo,

analisando as equações (4.59), (4.60) e (4.61) temos os valores λ = 3/2, λ = 5/2 and

λ = 7/2, que, portanto, estão fora do limite de validade. Em compensação, podemos usar

a relação de recorrência (4.21), para baixar os valores de λ. Desta forma, para λ = 3/2,

devemos usar a relação de recorrência uma vez, para λ = 5/2 duas vezes e para λ = 7/2

três vezes. Também devemos escrever λ = 3/2 → (D − 1)/2, λ = 5/2 → (D + 1)/2, e

λ = 7/2 → (D + 3)/2, para evitar os pólos λ = 1/2,−1/2 na solução geral (4.19), de

forma que as expressões (4.59), (4.60), e (4.61) se tornam

B(ξ) =
ξD

16π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D+1
2 , (4.62)

C1(ξ) =
ξD

16π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D+1
2 − ξD−2

24π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D−1
2 , (4.63)

C2(ξ) =
5ξD+2

8π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D+3
2 − ξD

2π2

∑

n

[(n+ 1/2)2 + ξ2]−
D+1
2 . (4.64)

Então, usamos a relação de recorrência (4.21) e consideramos a soma (4.19), e depois

tomamos o limite D → 4, para obtermos

B(ξ) =
1

12π2
− 1

6

∞
∫

|ξ|

√

z2 − ξ2 tanh(πz)sech2(πz)dz

− ξ2

12

∞
∫

|ξ|

tanh(πz)sech2(πz)
√

z2 − ξ2
dz, (4.65)

C1(ξ) = − ξ2

12

∞
∫

|ξ|

tanh(πz)sech2(πz)
√

z2 − ξ2
dz, (4.66)

C2(ξ) =
π2ξ2

6

∞
∫

|ξ|

√

z2 − ξ2sech5(πz)[11 sinh(πz)− sinh(3πz)]dz. (4.67)

Note que as componentes temporais de bσE, associadas com as contribuições C1(ξ) e B(ξ),
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cancelam-se mutuamente. Finalmente, após retornarmos para o espaço de Minkowski,

achamos que

Πµν
b =

i

m2
ǫµνσρbσkρk

2J(ξ) +
i

m2
ǫµνjρbjkρk

2K1(ξ) +
i

m2
ǫµνjρbjkρk

2
0K2(ξ). (4.68)

onde

J(ξ) =
1

6

∞
∫

|ξ|

√

z2 − ξ2 tanh(πz)sech2(πz)dz − 1

12π2
, (4.69)

K1(ξ) =
ξ2

12

∞
∫

|ξ|

tanh(πz)sech2(πz)
√

z2 − ξ2
dz, (4.70)

K2(ξ) =
π2ξ2

6

∞
∫

|ξ|

√

z2 − ξ2sech5(πz)[sinh(3πz)− 11 sinh(πz)]dz. (4.71)

Analisando as equações acima, observamos que quando T → 0, isto é, ξ → ∞, todas as

integrais vão a zero, de forma que Πµν
b vai para − 1

12π2m2 ǫ
µνσρbσkρk

2. Este é, de fato, o

resultado de temperatura zero, obtido anteriormente em (4.50).

Por outro lado, quando T → ∞ (ξ → 0) a expressão (4.69) se anula, assim como as

expressões (4.70) e (4.71). Este comportamento já era esperado, pois todos os somatórios

em (4.59), (4.60), e (4.61) são fortemente suprimidos pela temperatura.

Figura 4.6: Comportamento da função J(ξ)

0.5 1 1.5 2
Ξ

-0.008

-0.006

-0.004

-0.002

J

Fonte: Autor, 2012

O gráfico das funções J(ξ), K1(ξ), e K2(ξ) estão apresentados nas Figs. 4.6, 4.7,

e 4.8, respectivamente. É interessante notar, que estas funções são basicamente as mesmas

obtidas no contexto do coeficiente gκλµ. Isto é devido ao fato que sob uma certa redefinição

de campos fermiônicos a componente totalmente antissimétrica de gκλµ é absorvida em
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bµ [7, 63].

Figura 4.7: Comportamento da função K1(ξ)
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Figura 4.8: Comportamento da função K2(ξ)
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Relações de dispersão e estimativas numéricas

Após termos realizado as correções radiativas nos regimes de temperatura zero

e finita, vamos agora analisar as relações de dispersão à temperatura zero da teoria de

Maxwell convencional adicionada do termo de Chern-Simons de derivada superior (4.50).

Em geral, a relação de dispersão é dada por [35]:

k4 + 4(k̂AF )
2k2 − 4(k̂AF · k)2 = 0 (4.72)
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onde, em nosso caso, (k̂AF )λ = 1
24m2π2k

2bλ, com k2 = k20 − ~k2, onde levamos em conta o

fator de multiplicidade 1/2 em (4.50).

Primeiramente, vamos estudar a relação de dispersão quando assumimos que o

coeficiente é puramente tipo-tempo, isto é, bµ = (b0, 0) e (k̂AF )0 = 1
24m2π2k

2b0. Fazendo

esta escolha e substituindo (k̂AF )0 em (4.72), obtemos apenas a relação de dispersão

usual, k20 =
~k2. Neste caso, a relação de dispersão é bem-comportada e assim, não temos

problemas com analiticidade, unitariedade, causalidade e positividade [9, 64]. Então, ela

parece ser fisicamente consistente.

Em segundo lugar, escolhemos um coeficiente puramente tipo-espaço, ou seja, bµ =

(0, bi), e portanto (k̂AF )i =
1

24m2π2k
2bi, com i variando sobre 1, 2, 3. Desta vez, obtemos

uma relação de dispersão usual k20 =
~k2 e outra não-usual:

k20 =
~k2 +

1

~b2
[144m4π4 − (~b · ~k)2]. (4.73)

A partir da expressão acima (4.73), vemos que no limite ~b → 0 a energia diverge, o

que não é algo esperado, pois na ausência do campo de fundo b, temos um sistema que

representa a EDQ usual, portanto deveŕıamos ter a relação de dispersão usual neste

limite. Portanto, devido a este comportamento, esta solução é não-anaĺıtica e assim,

devemos focar no coeficiente puramente tipo-tempo. Comparando com o coeficiente gκλµ,

observamos um comportamento oposto, pois apenas o coeficiente tipo-espaço (k̂AF )i ∝
ǫi0jk(g

0jlgkm + gk0lgjm)klkm leva a uma relação de dispersão consistente [43].

Estimativas numéricas para o coeficiente bµ do termo de Chern-Simons de deri-

vada superior podem ser obtidas a partir de limites sobre o coeficiente Kµνραβ
(5) do setor

bosônico. A partir de dados observacionais relacionados com a polarização da radiação

cósmica de fundo, podemos estimar b ∼ 10−25. Além disso, de sistemas relacionados

com birrefringência astrof́ısica, estimamos que nosso coeficiente é ∼ 10−37. Nestas esti-

mativas, consideramos m como sendo a massa do elétron e os dados presentes em [34].

Desta maneira, observamos que os minúsculos valores encontrados para o coeficiente bµ

são compat́ıveis com aqueles obtidos anteriormente.
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5

CONCLUSÕES

Nesta dissertação, exploramos um tema que vem sendo muito discutido ultima-

mente e que parece ser de fundamental importância para o entendimento de teorias mais

fundamentais: a violação da invariância de Lorentz e suas consequências.

Inicialmente, no caṕıtulo 1, apresentamos algumas motivações e fornecemos al-

gumas informações introdutórias, ajudando o leitor a identificar os objetivos principais

desta dissertação. Em seguida, no caṕıtulo 2, apresentamos os diferentes tipos de trans-

formações de Lorentz e, então, explicamos como esta violação ou quebra de simetria

pode ocorrer na natureza, apresentando alguns exemplos simples. Posteriormente, já no

caṕıtulo 3, apresentamos a eletrodinâmica quântica estendida, teoria proveniente de teo-

rias mais fundamentais e que tem como caracteŕıstica fundamental a presença de campos

de fundo constantes, capazes de violarem a invariância de Lorentz. Já no último e mais

importante caṕıtulo deste trabalho, apresentamos nossos cálculos, análises e resultados.

Vamos agora, revisar tais resultados e nossas conclusões.

Ao trabalharmos com diferentes termos adicionados a eletrodinâmica quântica con-

vencional, induzimos através de correções radiativas no setor fermiônico da teoria, con-

tribuições para o setor bosônico da mesma. Em especial, termos com operadores de

dimensão de massa d = 5, e estudamos seus comportamentos focando principalmente no

comportamento à temperatura finita.

No primeiro modelo, descrito pela lagrangiana (4.1), onde adicionamos à EDQ

usual termos governados pelo coeficiente gκλµ, estudamos, primeiramente, a indução do

termo de Chern-Simons convencional (4.22) no regime de temperatura finita. Posteri-

ormente, induzimos neste mesmo regime de temperatura finita um outro termo, agora

representado por um operador de dimensão de massa d = 5 (4.31).

Para o termo de Chern-Simons convencional, observamos que ele é nulo para tem-

peratura zero, porém, quando a temperatura aumenta ele também cresce. Contudo, tende

a um valor constante quando a temperatura tende ao infinito, como vemos em Fig. 4.2. E,

portanto, mostramos que apesar de estar relacionado com um estrutura tensorial diferente
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daquela relacionada ao coeficiente bµ, tal coeficiente é também responsável pela indução

do termo de Chern-Simons convencional.

No que diz respeito ao termo de derivada superior, encontramos um termo que é

finito à temperatura zero, porém, vai a zero quando a temperatura vai ao infinito, vejamos

Fig. 4.3, Fig. 4.4 e Fig. 4.5. Ainda dentro da análise deste termo, encontramos também

um termo de Chern-Simons de derivada superior, apenas à temperatura finita, consistente

com o termo convencional, já que ele viola a simetria de reversão temporal, porém, ele

se anula a altas temperaturas. Por fim, gostaŕıamos de ressaltar que estas análises e

resultados envolvendo a teoria com o coeficiente gκλµ estão compilados em [44] que foi

recentemente aceito para publicação.

Enquanto que, no restante do caṕıtulo tratamos o segundo modelo que é descrito

pela lagrangiana (4.37), que mostra a adição do termo governado pelo coeficiente bµ à EDQ

usual. Para este modelo, analisamos a indução do termo de Chern-Simons de derivada

superior nos regimes de temperatura finita, assim como, no regime de temperatura zero.

No regime de temperatura zero, induzimos o termo de Chern-Simons de derivada

superior (4.50), e mostramos que caso o coeficiente seja puramente tipo-tempo, obtemos

a relação de dispersão usual da eletrodinâmica sem violação de Lorentz. Enquanto que,

para o coeficiente tipo-espaço, mostramos que parte das soluções parecem não ter signifi-

cados f́ısicos, já que são não-anaĺıticas. E então, fornecemos estimativas numéricas para

o coeficiente b baseadas em dados observacionais e observamos que o coeficiente é tão

pequeno quanto esperávamos.

Então, consideramos o comportamento do termo de derivada superior no regime

de temperatura finita usando o formalismo de Matsubara e, vimos que através de Fig. 4.6,

Fig. 4.7 e Fig. 4.8 este termo vai a zero a medida que a temperatura aumenta infinitamente.

Podemos ainda ressaltar que, dentro de uma certa redefinição nos campos fermiônicos,

a componente totalmente antissimétrica de gκλµ pode ser completamente absorvida em

bµ [7, 63], justificando assim a semelhança nos resultados obtidos para os dois coeficientes.

Tais análises e resultados para o estudo feito com o modelo com bµ estão apresentados

em [61], recentemente submetido para publicação.

Finalmente, percebendo que nos dois modelos os termos de derivada superior foram

fortemente suprimidos pelas altas temperaturas, achamos que este é um comportamento

inerente aos termos de derivada superior. Desta maneira, acreditamos que apenas opera-

dores com dimensão de massa d ≤ 4 sobrevivem no limite T → ∞.
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APÊNDICE A

ÁLGEBRA DAS MATRIZES DE DIRAC

Neste apêndice, vamos mostrar algumas caracteŕısticas das matrizes de Dirac1 e

apresentar as regras necessárias para efetuar o traço delas.

Em 4-D, as matrizes de Dirac podem ser definidas escrevendo-as em blocos 2× 2

da seguinte maneira,

γ0 =

(

1 0

0 -1

)

; γi =

(

0 σi

−σi 0

)

, (A.1)

onde 0 é a matriz nula, 1 é a matriz identidade e σi são as matrizes de Pauli, definidas

por

σ1 =

(

0 1

1 0

)

; σ2 =

(

0 −i
i 0

)

; σ3 =

(

1 0

0 −1

)

. (A.2)

De tal forma que γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3, é dada por

γ5 =

(

0 1

1 0

)

. (A.3)

Além disso, tais matrizes obdecem as seguintes relações de anticomutação

{γµ, γν} = 2gµν , (A.4)
{

γ5, γµ
}

= 0. (A.5)

Dadas estas definições, podemos calcular o traço nas matrizes γ em 4-D usando as

1Outros detalhes sobre as matrizes de Dirac, como construção, representações e mais propriedades
podem ser vistos em [65, 66], por exemplo.
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seguintes regras

tr(1) = 4; (A.6)

tr(quantidade ı́mpar de γ’s) = 0; (A.7)

tr(γµγν) = 4gµν ; (A.8)

tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ); (A.9)

tr(γ5) = 0; (A.10)

tr(γµγνγ5) = 0; (A.11)

tr(γµγνγργσγ5) = −4iǫµνρσ. (A.12)
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APÊNDICE B

INTEGRAIS DE LAÇO

O objetivo deste apêndice é mostrar as soluções das integrais de laço usadas nos

cálculos desta dissertação.

Como no cálculo à temperatura finita passamos do espaço de Minkowski para o

espaço euclidiano, vamos resolver as integrais no espaço euclidiano. A forma geral das

integrais e suas soluções usadas aqui, são dadas por

∫

dnpE
(2π)n

1

(p2E +∆2)α
=

1

(4π)n/2
Γ(α− n/2)

Γ(α)(∆2)α−n/2
(B.1)

∫

dnpE
(2π)n

p2E
(p2E +∆2)α

=
1

2

1

(4π)n/2
Γ(α− 1− n/2)

Γ(α)(∆2)α−1−n/2
(B.2)

∫

dnpE
(2π)n

p4E
(p2E +∆2)α

=
1

4

1

(4π)n/2
Γ(α− 2− n/2)

Γ(α)(∆2)α−2−n/2
(B.3)
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APÊNDICE C

FORMALISMO DE MATSUBARA

Neste apêndice, vamos apresentar de forma bastante sucinta o formalismo que

usamos nos casos em que tinhámos um sistema f́ısico em equiĺıbrio térmico com um

reservatório à temperatura T = β−1, conhecido como formalismo do tempo imaginário

ou, simplesmente, formalismo de Matsubara1. Vamos nos deter a formulação relacionada

com integrais de trajetória, pois é a que utilizamos nesta dissertação.

Como sabemos da teoria quântica de campos à temperatura zero, a amplitude de

transição tem sua representação funcional, para um campo escalar φ(~x, t), dada por

〈φ(~x1, t1)|φ(~x2, t2)〉 = 〈φ1| e−iH(t1−t2) |φ2〉 = N ′

∫

DφeiS, (C.1)

onde N ′ é uma constante relacionada com a renormalização e S é a ação definida da

maneira usal, como S[φ] =
∫ t2
t1
dt
∫

d3xL, com L sendo a densidade de lagragiana do

sistema em questão. Neste caso, a integração funcional é definida sobre trajetórias que

satisfazem: φ(~x1, t1) = φ1 e φ(~x2, t2) = φ2, e os pontos extremos são fixos.

Desta forma, olhando para (C.1), fazendo t1 − t2 = −iβ e recordando o conceito

de função de partição da mecânica estat́ıstica, podemos escrever a seguinte função de

partição para o sistema

Z(β) = Tr(e−βH) =

∫

dφ1 〈φ1| e−βH |φ1〉 = N ′

∫

Dφe−S′

E , (C.2)

onde S ′
E é simplesmente a ação euclidiana para o caso de potencial qúımico nulo.

Além disso, os campos devem assumir condições de periodicidade ou antiperiodici-

dade (φ(~x, β) = ±φ(~x, 0)), caso sejam campos bosônicos ou fermiônicos, respectivamente.

Tais condições de periodicidade levam a teoria a assumir apenas valores discretos de ener-

1Para mais detalhes sobre formalismo de Matsubara ou, de forma mais geral, sobre teoria de campos
à temperatura finita, indicamos [67].
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gia, que são representados pelas frequências de Matsubara

ωn =
2nπ

β
, para bósons (C.3)

ωn =
(2n+ 1)π

β
, para férmions. (C.4)

É válido ressaltar que o formalismo de Matsubara é totalmente densenvolvido

dentro do contexto de um sistema em equiĺıbrio, pois trocamos a variável relacionada

com o tempo, em favor da temperatura.

Portanto, no formalismo de Matsubara, representamos a função de partição do

sistema através de integrais de trajetória, onde a ação para a integral de trajetória corres-

ponde a ação euclidiana do sistema original com a integração temporal sob um intervalo

finito. Devido a sua formulação, as regras de Feynmann para o sistema à temperatura fi-

nita podem ser obtidas diretamente da integral de trajetória, de forma análoga ao fazemos

ao tratar sistemas à temperatura zero.
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