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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar a Representacao de Weierstrass-Enneper
um conceito muito importante para Geometria Diferencial. Essa Representacdo nos mostra
um método para obter superficies de curvatura constante igual a zero. Por meio de fungdes
de uma varidavel complexa. Dessa forma, apresentamos os principais conceitos necessarios
para a compreensao deste resultado, entre os quais: superficies regulares, curvatura média,
curvatura Gaussiana e nocoes de funcdes de uma varidvel complexa. Apresentamos ainda
alguns exemplos de superficies minimas obtidas por meio desta Representagdo.
Palavras-chave: Geometria Diferencial. Superficies Minimas. Representacao de Weierstrass-

Enneper.



ABSTRACT

The goal of this monograph is to present the Weierstrass-Enneper representation for minimal
surfaces, which is a very important concept for Differential Geometry. This representation
shows us a method to obtain minimal surfaces, i.e., surfaces with constant mean curvature
equal to zero, through functions of one complex variable. Here we also present the main
tools for understanding this result, among which: regular surfaces, mean curvature, Gaus-
sian curvature, notions of functions of one complex variable, as well as some examples of
minimum surfaces obtained through this representation.

Keywords: Differential Geometry. Minimal Surfaces. Weierstrass-Enneper Representation.
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1 Introducao

O presente trabalho encontra-se dividido em duas partes: Resultados Preliminares e
Representacdo de Weierstrass-Enneper. A primeira, como o proprio nome sugere, foi de-
dicada a apresentagdo de conceitos fundamentais para a compreensao da segunda parte e
nela encontram-se as defini¢des de superficie parametrizada regular, primeira forma funda-
mental, curvatura média e curvatura Gaussiana, fun¢des harmonicas e nocdes de varidvel
complexa. Os dois ultimos topicos serdo de grande valia ao introduzirmos a Representacdo
de Weierstrass-Enneper na secdo seguinte.

Na segunda parte, apresentamos alguns resultados interessantes acerca das Superficies
Minimas, entre os quais destaca-se o resultado que afirma que toda superficie minima e
regrada em R? é localmente um helicoide ou um plano.

Encerramos o trabalho apresentando uma ponte que conecta o estudo das Superficies
Minimas com fun¢des de uma varidvel complexa. Esta conexao € dada pela Representacao de
Weierstrass-Enneper. Esta Representacao € importante do ponto de vista do desenvolvimento
da Geometria Diferencial, visto que até o século XVIII, as tnicas superficies minimas co-
nhecidas, além do plano, eram o helicoide e o catenoide. Heinrich Scherk descobriu em 1835
a terceira superficie minima chamada de superficie de Scherk, ver [2]. Com a Representacao
citada, obtemos um método para obter superficies de curvatura média nula ainda que ndo
sejam de fécil visualizacdo. Para plotar as superficies utilizamos o software Geogebra 3D e

para fazer as demais figuras usamos o software Inkscape.
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2 Resultados Preliminares

Esta secdo tem como objetivo expor alguns conceitos fundamentais para a compreensao
dos resultados principais deste trabalho. Dentre os topicos abordados nesta se¢ao, encontram-
se: superficies regulares, curvatura gaussiana, primeira forma fundamental, espaco tan-
gente a uma superficie e coordenadas isotérmicas. Dedicamos a primeira subsecdo para
apresentacdo de resultados de Célculo diferencial e integral que serao utilizados ao longo do

texto.

2.1 Resultados de Calculo

Iniciaremos esta subsec@o apresentando a defini¢dao de curvas diferencidveis regulares e

o Triedro de Frenet. E encerraremos enunciando o Teorema da Aplicacdo Inversa.

Definicdo 2.1. Uma curva diferencidvel parametrizada o : I — R é chamada regular se

o/(t) #0 paratodot € I.

Dizemos que uma curva estd parametrizada pelo comprimento de arco quando |0/ ()| = 1
para todo 7 € I. E usaremos o parametro s para denotar curvas parametrizadas pelo compri-
mento de arco, ou seja, 0i(s). A seguir apresentaremos mais algumas defini¢des acerca de
curvas parametrizadas pelo comprimento de arco. Para mais informacdes e resultados acerca

destas curvas recomendamos o primeiro capitulo de [2].

Definiciio 2.2. Seja o : I — R> uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s € I.

O niimero | (s)| = k(s) chama-se curvatura de o. em s.

Nos pontos onde k(s) # 0, fica bem definido pela equagdo o (s) = k(s)n(s) um vetor
unitério n(s) na dire¢do de o’ (s). O vetor n(s) é chamado de vetor normal em s uma vez que
o' (s) e o/(s) sdo ortogonais.

Indicando o vetor tangente unitdrio a oc em s por ¢(s) = o/ (s), temos 7’ (s) = k(s)n(s). Nas

condig¢des acima apresentamos a defini¢do a seguir.

Definicao 2.3. O vetor unitdrio b(s) = t(s) X n(s) serd chamado o vetor binormal em s.

12



Definiciio 2.4. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s tal
que o' (s) £ 0, s € I. O miimero t(s) definido por b’ (s) = t(s)n(s) é chamado de torgio de o

ems.

Para uso posterior iremos destacar as equagdes

t' = kn,
n' = —kt — b,
b =1n,

as equacodes acima sdao chamadas de formulas de Frenet. O Teorema de Green, enunci-
ado a seguir, serd utilizado durante a prova do Teorema 3.1. Para mais informag¢des e uma

demonstracao desse teorema, recomendamos [1].

Teorema 2.1 (Teorema de Green para Regides Planas Limitadas por Curvas de Jordan Re-
gulares por Partes). Sejam P e Q campos escalares de classe C' em um conjunto aberto S do
plano xy. Seja C uma curva de Jordan regular por partes, e representemos por R a reunido

de C com seu interior. Suponhamos que R estd contida em S. Entdo temos a identidade

//R (%—f - gi:) dxdy = fcpder 0dy,

onde a integral de linha é calculada sobre a curva C no sentido anti-hordrio.

O teorema que enunciaremos a seguir serd utilizado na prova do Teorema 3.1 e sua

demonstracdo pode ser encontrada na pagina 115 de [3].

Teorema 2.2 (Teorema da Aplicacdo Inversa). Seja f : U — R™ de classe C* (k > 1) no
aberto U CR™. Se a € U é tal que f'(a) : R™ — R™ ¢ invertivel, entdo existe uma bola

B = B(a,d) C U tal que a restricdo f|B é um difeomorfismo sobre um abertoV > f(a).

2.2 Superficies Regulares

Sejax:U — R3, onde U C R?, uma aplicagdo diferencidvel de classe C**. Denotamos as
d 0
derivadas parciais em relagdo a u e a v da aplicagdo x por a—X(u, V) =X, e a—x(u,v) =Xy, A
u v

seguir, definiremos uma superficie parametrizada.
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Definiciio 2.5. Uma aplicacio x : U — R3 de um conjunto aberto U C R?* é dita regular
quando x, X X, # 0 para todo ponto em U. Chamamos de parametrizacdo uma aplica¢do

regular X : U — R3 de um conjunto aberto U C R? em R3 que é injetiva.

Definiciio 2.6. Uma superficie regular em R3 é um subconjunto S C R? tal que para cada

ponto de S existe uma vizinhanca em S contida na imagem de alguma parametrizacdo X :

U cR? - R3.

X

Figura 1: Superficie

Fonte: Autoria Propria

Isto é, dado p € S existem V C S com p € V e uma parametrizagio x : U — R tal que

V C x(U). Na Figura 1 podemos ver uma representa¢ao da defini¢do acima.

Exemplo 2.1. A aplicagdo x : (=%, %) x (-Z.I) (u,v,g—lln (£2a1)) ¢ uma superficie.
Observe que x € diferencidvel, uma vez que cada uma de suas funcdes coordenadas € dife-
rencidvel. Note ainda que podemos estender X para um dominio U C R? desde que >0
para todo (u,v) € U. A superficie x : U — R3 é chamada de superficie de Scherk, ver Figura

2. Calculando as derivadas parciais de X em relacdo a u e a v, obtemos

x, = (1,0, —tgaucosav)
t

Xy = <0717_ hile )
cosau
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t
X, X X, = (—tgaucosav, cfs%’ 1) #(0,0,0) para todo (u,v) € U.

Com isto, concluimos que a superficie de Scherk é regular.

Figura 2: Superficie de Scherk

Fonte: Autoria Propria

Definicao 2.7. Uma superficie regular S é dita regrada quando existe uma parametrizacdo

x: I xR — R> que cobre S tal que
X(u,v) = B(u) +v8(u),

onde §:1— R e B:1— R3 sdo curvas diferencidveis com I C R aberto e 8(u) # 0 para

todou € 1.

Proposicao 2.1. Sejay : 1 xJ — R3, definida por y(u,v) = a(u) +vy(u), uma parametrizacdo

de uma superficie regrada. Entdo, y, possui uma reparametrizacdo da forma
X(u,v) = B(u) +v8(u),

onde ||8(u)|| = 1 e (B'(u),8(u)) = 0.
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Prova Podemos definir a reparametrizacio y de y, por

y =y (u-— = ol(u vY(t)
y“‘”)‘y( ’Hv(u)\l) o)+

pois, por defini¢io de superficie regrada, temos y(v) # 0 para todo v € J. Observe que § tem

Y(u)

o mesmo tra¢o de y. Denotando &(u) = ———, temos
“ = Thtw)
v
Vuv)=ylu,——— | =a(u)+vd(u).
(09 =3 (s gy ) =00 +2500

Assim, obtemos ||8(u)|| = 1 e, consequentemente (8(u),d (1)) = 0. Seja p uma curva para-

metrizada dada por
Bu) = oulu) +s(u)8(u),
onde s é uma fungdo diferencidvel de valores reais tal que (B(u),8(u)) = 0. Derivando 3 em

relacdo a u, obtemos

B (u) = o (u) + 5" (u)d(u) + s(u)d ().
Tomando o produto escalar da equagdo acima com &(u), temos
0 = (B'(u),8(u)) = (o¢' (1), 8(u)) + 5" (u) (B (ut), 8(u))-

Integrando a equacao acima, obtemos

Desse modo, temos que a parametrizagao
x(ut,v) = B(u) + v3(u),

¢ a reparametrizacao requerida.

O

Quando existem duas parametriza¢des regradas distintas x(u,v) = B(u) +vd(u) e y(u,v) =
o(u) + vy(u) que cobrem S, dizemos que S é uma superficie duplamente regrada. Os exem-

plos a seguir mostram que os cilindros e os helicoides sao superficies regradas.
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Exemplo 2.2 (Cilindros Generalizados). Considere uma curva plana o : U C— R dife-
rencidvel e regular no conjunto aberto U. Seja d um vetor unitdrio. Chamamos de cilindro

generalizado a superficie dada por
x(u,v) = o(u) +vd,

onde x: U x R — R3. Ou seja, cilindros generalizados sdo curvas transladadas ao longo de
uma dire¢cdo d fixada. Assim, na nota¢do da Defini¢do 2.7 temos que cilindros generalizados
sdo superficies regradas por 8(u) = d. Em particular, o cilindro reto de base circular, ver
Figura 3, é dado por

x(u,v) = (cosu,senu,0) +v(0,0,1).

Figura 3: Cilindros

Fonte: Autoria Propria
Exemplo 2.3 (Helicoide). A curva diferencidvel parametrizada o.: R — R3 dada por ol(t) =
(acost,asent,bt) tem por traco uma hélice de passo 2mb sobre o cilindro X2 +y? =d%
Tragcando por cada ponto desta hélice uma reta paralela ao plano xy e que intersecta o eixo
Oz, obtemos uma superficie chamada de helicoide. Uma parametriza¢do do helicoide é

dada por

x(u,v) = (vcosu,vsenu,au),

onde x : (0,21) x R — R3. Como
x(u,v) = (0,0,au) + v(cosu,senu,0) = aB(u) +vd(u)

concluimos que o helicoide é uma superficie regrada.

17



Figura 4: Helicoide

Fonte: Autoria Prépria

De maneira mais geral, uma curva o, : / — R3 é chamada uma hélice se as retas tangentes
t de o. fazem um angulo constante com uma direcdo fixa d. Isto é, sendo ¢ o vetor unitario
tangente a o e d o vetor unitdrio na dire¢do fixada, entdo (t,d) = cos®, onde 6 é o angulo

entref e d.

Proposicio 2.2. Sejam o.: I — R3 uma curva regular parametrizada por comprimento de
arco, T e k a tor¢do e a curvatura de Q, respectivamente. Se t(s) # 0, s € I e k/t é constante,

entdo o, é uma hélice.

Prova Como a razdo entre k e T € uma constante igual a ¢, temos

sen©
=c=tanO =

T ~ cosO’

Tomando a direcdo d =t cos0+bsen6, onde ¢ e b sdo, respectivamente, os vetores tangentes

e binormal a o, obtemos
(t,d) = (t,tcosO+ bsenB) = cosb.

Ou seja, as retas tangentes ¢ de o0 fazem um angulo constante com a dire¢do d dada e, por-

tanto, o € uma hélice.

18



2.3 Primeira Forma Fundamental

Definicao 2.8. Seja o : (—¢,€) — S uma curva parametrizada diferencidvel, com o(0) = p.

Chamamos o vetor tangente o (0) de vetor tangente a S, em um ponto p.

Teorema 2.3. Seja S C R3 uma superficie regular e p um ponto de S. O plano tangente a S
em p, T,S é um subespago vetorial de R3. Além disso, sendo x uma parametrizagdo de S,

{xu(x0,¥0),Xy(x0,¥0) } € uma base de TS, onde p = x(xo,0).

Figura 5: Plano Tangente, 7),S

Fonte: Autoria Prépria

Sabemos pelo Teorema 2.3 que o 7,S € um subespago vetorial de R3. Assim, podemos
considerar em 7, produto escalar induzido do R3. Dados v,w € T,S denotaremos o produto

escalar entre v e w por (v, w) .

Definicao 2.9. A forma quadrdtica I, : T,S — R dada por

IP(W) = <W7 W)P?

é chamada a primeira forma fundamental de S em p.
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Sejaw € T,,S. Da defini¢do de 7,5 decorre a existéncia de uma curva o : (—€,€) — S tal

que or) = x(u(z),v(t)), a(0) = p = x(up,vp) € o/(0) = w. Assim, temos

/ / / /
= (' X, +V X, U X +V'X,)

= (ulz) (Xu, Xu)p + 2u/V,<Xu7 Xv)p + (V/)2<XV7 Xv>p7
calculados no ponto ¢ = x~!(p). Denominamos

E(”O>V0) = <Xuaxu>p; F(”O;VO) = <XM7XV>p € G(”O;VO) = <Xu7Xu>p7

de coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x, } de 7),S. Agora, considerando
U uma vizinhanga de (ug,vo), vemos que E,F,G : U — R sdo fungdes diferencidveis nesta
vizinhanca. A definicdo que apresentaremos a seguir, que trata dos coeficientes da primeira

forma fundamental, serd de grande valia no decorrer deste texto.

Definicao 2.10. Dizemos que uma parametriza¢do X : U — M de uma superficie regular é
isotérmica quando E =X, - X, = X,-X, =G e FF =0, onde E, F e G sdo os coeficientes da

primeira forma fundamental de X.

A partir da primeira forma fundamental, podemos tratar de questdes métricas acerca da
superficie sem ser necessario fazer mengio ao espaco R3. Por exemplo, a partir da primeira
forma fundamental de uma superficie S, pode-se obter informacdes a respeito do compri-
mento de arco, do angulo entre duas curvas contidas em S e da area de uma regido contida

em S.

Exemplo 2.4. Seja f : U C R?> — R uma funcdo diferencidvel, onde U é um conjunto aberto
do R?. A aplicagdo x : U C R?> — R dada por x(u,v) = (u,v, f (u,v)) é uma parametrizacdo
do grdfico da funcdo f que, desta forma, é uma superficie parametrizada regular. Calcu-

lando as derivadas parciais de X em relacdo a u e a v a fim de calcular seus coeficientes da

primeira forma fundamental, obtemos

Xy = (1707fu)7
xy = (0,1, /),

20



Exemplo 2.5. Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental do helicoide, na

parametrizagdo do Exemplo 3.6, obtemos

xu(u,v) = (—avsen (au), avcos (au),b)
%, (i, v) = (cos (au),sen (au),0)
E = (x,(u,v), X, (u,)) = a®Vv* 4 b2,
F = (xu(u,v),%(u,v)) =0,
G = (X, (u,v), %, (u,v)) = 1.

2.4 Curvatura de Gauss e Curvatura Média

Nesta se¢do, definiremos a aplicagdo de Gauss e exploraremos as suas propriedades fun-
damentais. Em seguida, faremos uma breve exposicao acerca da diferencial da aplicacdo de

Gauss e encerraremos a secao definindo as Curvaturas Média e Gaussiana.

Definicdo 2.11. Se V C S é um conjunto aberto em S e N : V — R3 é uma aplicacdo dife-
rencidvel que associa a cada q € V um vetor normal unitdrio em q, dizemos que N é um

campo diferencidvel de vetores normais unitarios em V.

Definicao 2.12. Dizemos que uma superficie S é orientdvel quando admite um campo de
vetores normais unitdrios definidos em toda superficie. A escolha do campo N é chamada

orientacdo de S.

Observe que sendo S uma superficie regular parametrizada, x : U C R? — S, por definicio,
temos que a cada ponto p € S, podemos escolher, para cada ponto de x(U ), um vetor normal

unitario de modo que

X, X X,

N(q) (9), qex(U).

- | X, X Xy |
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Ou seja, dada uma parametrizacao de S, conseguimos um campo diferenciavel de vetores
normais unitdrios dado por N : x(U) — R?® que associa a cada ¢ € x(U) um vetor normal
unitério N(q).

Diante disto, percebemos que toda superficie coberta por um tnico sistema de coordena-
das como, por exemplo, superficies representadas por grificos de funcdes diferenciaveis sao

orientaveis.

Definiciio 2.13. Seja S C R3 uma superficie com uma orientacio N. A aplicagcdo N : S — R3

toma seus valores na esfera unitdria
$?={(x,y32) RN +y* +27 =1},

A aplicacio N : S — S, assim definida, é chamada a aplicagio de Gauss de S.

{

y
S

=

Figura 6: Aplicacdo Normal de Gauss

Fonte: Autoria Prépria

Como, por defini¢do, temos que N € um campo diferencidvel de vetores normais unitarios,
concluimos que a aplicagdo de Gauss € diferencidvel. A diferencial dN, de N em p € S €
uma aplicagdo linear de 7,S em Ty(p)S?. Como T,,S e Ty(p)S? sdo os mesmos espagos ve-
toriais, dN,, pode ser vista como uma aplica¢do linear em 7,S.

Agora, descreveremos o funcionamento da aplicacéo linear dN), : T,,S — T,S. Dada uma
curva parametrizada o(t) em S com a(0) = p, consideramos a curva Noa(t) = N(t) C §?,

isto €, a aplicagdo N restrita a curva oi(¢). Assim, temos N'(0) = dN,(a,(0)) é um vetor de
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T,S. Este vetor mede a variagdo do vetor normal N, restrito a curva o(t) em t = 0. Assim,
dN, mede quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhanga de p. A seguir apresentaremos

um resultado acerca da diferencial dN,.

Proposicao 2.3. A diferencial dN, : T,S — T,S da aplica¢do de Gauss é uma aplicagdo

linear auto-adjunta.

Prova Mostraremos apenas que (dN,(w1),w2) = (w1,dNy,(w>)) para uma base {wy,w,} de
T,,S, pois sabemos que dN,, linear. Seja X(u,v) uma parametrizacdo de S em p e {X,,X,}
a base associada de T),S. Se B(f) = x(u(¢),v(z)) ¢ uma curva parametrizada em S, com

B(0) = p, temos

dN,(B'(0)) = dNp (x, 1 (0) +x,V/(0))

N (u(e) v(2))

T dt =0

= N,u'(0) + N,V (0).

Em particular, dN,(X,) = N, e dN,(x,) = N,. Observe que sendo o produto escalar
uma fungdo bilinear, {x,,x,} uma base de T,S, dados w,v € TS, entdo v = ax, +bx,, w =

cXx, +dx, e temos

(dN,(v),w) = (dN,(ax,+bx,),cx,+dX,)
= ac(N,,x,) +ad(N,,x,) + bc(Ny,x,) + bd(N,,X,),
(dN,(w),v) = (dNp(cx,+dx,),ax, +bX,)
= ca(Ny,Xy) +cb(Ny,X,) +da(Ny,x,) +db{(N,,X,).
Dessa forma, para provar que dN,, ¢ auto-adjunta, isto &, que (dN,(v),w) = (dN,(w),v) é

suficiente mostrar que

<Nuaxv> = <Xuan>'
De fato, derivando (N,x,) =0e (N,x,) =0, em relacdo a v e a u, respectivamente, obtemos
<NV7XM> + <N;Xuv> =0= <Nuaxv> + <N,XW>.
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E, portanto,

(Ny,Xy) = —(N,Xup) = (Nu,Xy).

Isto conclui a prova.

O

Sendo dN,, : T,S — T,S uma aplicacdo linear auto-adjunta, podemos associar a dN, uma

forma quadrética em 7),S definida a seguir.

Definicio 2.14. A forma quadrdtica 11, definida em T,S por I1,(v) = —(dN,(v),v), € cha-

mada a segunda forma fundamental de S em p.

A definicdo a seguir nomeia esta secdo e serd de grande importancia para o resultado

principal do texto.

Definicao 2.15. Seja p € S e seja AN, : T,,S — T,S a diferencial da aplicagdo de Gauss. O
determinante de dN,, é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da metade

do trago de dN, é chamado a curvatura média H de S em p.

Agora, caracterizaremos as curvaturas definidas acima em termos dos coeficientes da
primeira e segunda formas fundamentais. Para isto, considere B(¢) = x(u(t),v(¢)) uma curva
parametrizada em S, com B(0) = p. A fim de simplificar a notagdo, convencionaremos que
todas as fungdes abaixo encontram-se aplicadas no ponto p. Usando a regra da cadeia,

conclui-se que o vetor tangente de B(¢) em p é B’ = x,u’ +x,V €
dN(B') = N'(u(t),v(t)) = N’ + N,V
Como N, e N, pertencem a 7),S, temos

N, = a1 X, +az Xy, (1)

N, = a;nx,+axnx,, (2)

€, portanto,

dN(B/) = (anu' +6112V/)Xu —I—(azlu’ +a22v')xv.
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Isto é,

u ail apn u
dN =
v a1 ax) \V

Isto mostra que na base {x,,X,a}, dN é dada pela matriz (a;;) i,j = 1,2.

Por outro lado, a expressdo da segunda forma fundamental na base {x,,x, } é dada por

1,(B') =—(@NP),p") = —(Nud' + N x, " +x,1)

=e(u )2 +2fuV +g(V')>.

Uma vez que (N,x,) = (N,x,) = 0 derivando as igualdades em relagdo a u e em seguida

em relacdo a v, obtemos

€= _<Nuaxu> = <N7XW>7
= —(Ny,Xu) = (N, Xuy) = (N, Xpu) = —(Nu, Xv),

g=—(Ny,Xy) = (N, Xp).
Agora, substituindo as equagdes (1) e (2), nas equagdes acima, obtemos

( ) =ankE+ayF,
( ) = apkE +ank,
—f = (Nu,xy) = anF +axG,
( ) = anF +anG,

onde E, F, G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,}.
Nosso objetivo agora € determinar os valores a;; em termos dos coeficientes da primeira
e segunda formas fundamentais. Observe que podemos representar o sistema de equagdes

acima de forma matricial, como se segue.

e f ajr ap\ (E F
/8 a1 axn) \F G

25



Como o determinante da matriz formada pelos coeficientes da primeira forma fundamen-
tal é igual a EG — F? # 0, temos que esta matriz possui inversa e sua inversa é dada por

-1

E F 1 G -—F
G T EG-F? —F E
Assim, temos
-1
aip ap\| e f E F B 1 e f G -—F
ax; ax o fg)\F G EG-F? f g) \-F E

A partir da equagdo acima obtemos as seguintes expressdes para os coeficientes (a;;) da

matriz de dN na base {x,,x,}:

_ fF—eG
all—E_G_an
gF — fG
a12:E_G—F2’
eF — fE

@1 = pe
JF—gE
2= EG_F?

As equacoes (1) e (2) com os valores obtidos acima sao chamadas de equacoes de Wein-

garten. Por meio da Defini¢do 2.15 dos valores de g;;, obtemos

eg— f*
K= - S 3
anap — e = g0 3)
— 1eG—-2fF+gE
g Gi—an _le fF+g @)

2 2 EG-F?
Encerraremos essa subsecao apresentando uma interpretacao geométrica da segunda forma

quadratica. Para isto, precisamos de algumas defini¢des.

Definicao 2.16. Seja C uma curva regular em S passando por p € S, k a curvatura de C em
p, e cos® = (n,N), onde n é o vetor normal a C e N é o vetor normal a S em p. O niimero

k, = kcos 0 é chamado a curvatura normal de C C S em p.
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A seguir, mostraremos uma relag@o entre a segunda forma fundamental /7, e a curvatura
normal de uma curva regular C.

Seja C C S uma curva regular parametrizada por comprimento de arco por ¢(s), com
0.(0) = p. Indicando por N(s) a restri¢do do vetor normal N a curva a(s), temos (N(s), o/ (s)) =

0. Derivando este tltimo termo em relacao a s, obtemos

Portanto,

11,(0/(0)) = —(dN, (el (0)). ¢! (0))
= —(N'(0),0/(0) = (N(0),"(0))

= <N,kn>(p) = kn(p)'

Ou seja, o valor da segunda forma fundamental /1, em um vetor unitario v € 7, € igual a
curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v.

A prova do teorema a seguir encontra-se em [2], padgina 258. As defini¢des de curva-
tura normal e linhas de curvatura que apresentaremos logo em seguida estdo embasadas no

teorema em questao.

Teorema 2.4. Seja A : V — V uma aplicacdo linear auto-adjunta. Entdo existe uma base
ortonormal {ey,er} de V tais que A(ey) = Aiey, A(ey) = Ayep. Na base {ey,er}, a matriz
de A é diagonal e os elementos hi, Ay (M > Ay) da diagonal sdo o mdximo e o minimo,

respectivamente, da forma quadrdtica Q(v) = (A(v),v) sobre o circulo unitdrio de V.

Sabemos da Proposi¢do 2.3 que dN, € uma aplica¢do auto-adjunta. Dessa forma, o
Teorema 2.4 garante a existéncia de uma base {e1,e>} de T, tal que dN,(e1) = —kie; e
dN, (e2) = —kaes. Além disso, kj e ky sdo 0 maximo e o minimo da segunda forma funda-
mental /1, restrita ao circulo unitério de 7,S. Chamamos a0 maximo da curvatura normal k| e
ao minimo da curvatura normal k de curvaturas principais em p e chamamos os autovetores

correspondentes, isto €, e € e de direcoes principais em p.
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Definicao 2.17. Se uma curva regular conexa C em S ¢é tal que para todo p € C a reta
tangente a C é uma direcdo principal em p, entdo dizemos que C é uma linha de curvatura

de S.

Observe que considerando a base B = {ey,e»} de 7,5 obtida usando o Teorema 2.4,

obtemos

—k; 0
[dNP]B = )
0 —k

onde [dN,|g € a matriz da transformagéo linear dN,, na base [3. Portanto, a curvatura Gaussi-

ana e a curvatura média sdo dadas por

ki +k
K=kiky, H= ”2”.

2.5 Minimizacao de Area

Antes de definirmos a drea de uma superficie, precisamos apresentar alguns conceitos,
entre os quais o dominio e regido de uma superficie parametrizada regular S. No decorrer

desta secdo, S denotard uma superficie parametrizada regular.

Definicao 2.18. Um subconjunto aberto e conexo D de S cuja fronteira é a imagem de um
circulo por um homeomorfismo diferencidvel que é regular (isto é, a sua diferencial ndo se

anula), exceto em um niimero finito de pontos é chamado dominio de S.

Defini¢cdo 2.19. Uma regido R de S é a reunido de um dominio D e sua fronteira oD. Dize-

mos que R_ ¢ limitada quando estd contida em alguma bola de R3.

Definicao 2.20. Seja R C S uma regido limitada de uma superficie parametrizada regular,

contida em uma vizinhanga coordenada da parametrizacio X : U C R? — S. O niimero

//Q|xu XX, |dudv=A(R), Q=x L(R),

é chamado de area de X.
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Fronteira de R

Figura 7: Regido R

Fonte: Autoria Prépria

Justificaremos o uso da palavra minima, usada para definir as superficies citadas na se¢ao

anterior. Para isto, temos a seguinte

Definiciio 2.21. Sejam x: U C R?> — R uma superficie parametrizada regular, D C U um
dominio limitado e h : D — R, onde D = DUAD. Chamamos de variagio normal de x(D),

determinada por h, a aplica¢do ¢ : D x (—€,€) — R3 dada por

Q(u,v,t) =x(u,v) +th(u,v)N(u,v), (u,v) €D, t € (—¢,¢).
Para cada ¢ € (—¢,¢) fixado, a aplicacdo x' : D — R3 dada por
X' (u,v) = @(u,v,1),

€ uma superficie parametrizada com

r __
X, =

=X, +thN, +th,N,

I __
X, =

Xl‘
u
aa—)f =X, +thN, +th,N.

Denotando por E’, F', G os coeficientes da primeira forma fundamental de x’, temos
E' = (X,,X,) = E + th((Xy, Ny) + (X, Nu)) + 120> (N, Ny) + 1 hyhy,
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hIN

htN
0
—htN
(x + thN)(D)
@ Y
(x — thN)(D)

Figura 8: Uma varia¢@o normal de x(D)

Fonte: Autoria Propria
F'=(x x') = F +th((x,,N,) + (X, N,)) +*h*(N,,N,) + > hyh,,
G' = (x!,x\) = G+ th((Xy,Ny) + (Xp, Ny)) + 120 (Ny, Ny) + 12 hy .
Usando os coeficientes da segunda forma fundamental e a equacio (4), obtemos

E'G' — (F')» =EG—F* - 2th(Eg —2F f + Ge) +R

= (EG—F*)(1—4thH) +R,

. R ) ., A
onde lim;— T = 0, pois R = 2Q (onde Q é um polindmio de grau 2 em ?).
Assim, para € suficientemente pequeno, temos que X’ é uma parametrizagio regular, isto

é, E'G' — (F")? # 0. Usando a defini¢io 2.20, a drea A(¢) de x/ (D) é

Alr) = /D E'G — (F')2dudv

= /\/1 —4thH +RVEG — F2dudv,
D
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onde R = R/(EG — F?). Dessa forma, para € pequeno, A é um fungio diferencidvel. Deri-

vando A em relagdo a ¢, obtemos

—4hH +R
Alr) = / N \JEG—F?dudv.
D2

1 —4thH +R

Note que R(r) = 12Q(t) e, portanto, R (0) = 0. Assim, em 7 = 0, obtemos
A'(0) = — / 2hH\EG — F2dudv. 5)
D

Definiciio 2.22. Dizemos que uma superficie S C R? é minima quando tem curvatura média

nula, isto é, quando H = 0.

A proposi¢do a seguir justifica o uso da palavra minima para definir superficies com

curvatura média nula.

Proposicio 2.4. Seja x : U — R3 uma superficie parametrizada regular e seja D C U um
dominio limitado de U. Entdo, X é minima se, e somente, se A’ (0) = 0 para todo dominio D

e toda variagdo normal de x(D).

Prova Se x € minima, entdo H = 0. Assim, usando a equacao (5), obtemos que a condi¢dao
é satisfeita. Reciprocamente, suponha que A’(0) =0 e H(g) # 0 para algum ¢g € D. Escolha
h:D — R tal que h(q) = H(q) € h sendo identicamente nula fora de uma pequena vizinhanga
de g, entdo h(q)H(g) > 0 e terfamos A’(0) < 0 para a varia¢do determinada por essa fungéo

h, o que € uma contradi¢do.

O

A partir da proposi¢ao acima, concluimos que t = 0 € um ponto critico da fun¢do 4rea
A, isto €, qualquer regido limitada x(D) de uma superficie minima é um ponto critico para a
fungdo drea de qualquer variagio normal de x(D). Observe que ¢ = 0 ndio é necessariamente
um ponto de minimo, no entanto, a terminologia ja estd consagrada pelo tempo e continua

sendo utilizada. O primeiro a definir uma superficie minima foi Lagrange em 1760. E em

1776, Meusnier descobriu o helicoide e o catenoide, ver [2].
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2.6 Funcoes de uma Variavel Complexa

Para a compreensao da Representacao de Weierstrass-Enneper, faz-se necessario um
breve comentario sobre funcdes de uma varidvel complexa. Diante disto, dedicamos esta
secao a este tema.

Denotaremos o conjunto dos nimeros complexos por C = {x + iy;x,y € R}, onde i =
v/—1. Seja f : C — C uma relacdo que associa a cada z € C um tnico w € C chamado a
imagem de z por f, isto é, w = f(z). Temos ainda a seguinte correspondéncia z = x+ iy =
(x,y) € R2. Assim, podemos escrever w = f(z) = f(x,y) = (¢(x,y), W(x,y)) = @(x,y) +
iy(x,y).

Definicao 2.23. Sejam U um conjunto aberto de C e f: U — C uma funcdo de z. Dado

um niimero 7o € U, dizemos que o niimero wy € C é o limite de f quando z € U tende a

20 se, dado qualquer niimero € > 0, existe um niimero & > 0 tal que, |z — zo| < 9, entdo

|f(z) —wo| < & Se esse for o caso, escrevemos

li = .
Jim f(2) = wo

Em outras palavras, a definicdo afirma que se wg € limite de f quando z tende a zg entdo
| f(z) — wo| fica tdo pequeno quanto se queira desde que z esteja suficientemente proximo de
Z0. A partir da definicdo acima, obtemos algumas propriedades do limite, entre as quais a

sua unicidade e a proposicao a seguir.

Proposicao 2.5. Sejam f: U — C dada por f(z) = @(x,y) +i¥(x,y), com @ e ¥ funcdes das
varidveis reais x, y e U um conjunto aberto de C. Entdo existe o limite lim,_,, f(z) = wo

com wog = ug + ivg se, e somente se, os limites

lim  @(x,y) e lim  y(x,y)

(x,y)—(u0,v0) (x,y)—(uo,v0)

existem e sdo iguais a ug, vy, respectivamente.

Definiciio 2.24. Uma fungdo f : U — C é dita continua em zo quando lim,_,, f(z) = f(zo).

Dizemos que f é continua em um conjunto aberto U quando f é continua em cada zp € U.
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Definicao 2.25. Uma fungcdo complexa é diferenciavel em zg € C quando o limite

o) — tim L0 =)

Z—20 7—20

existe. Quando o limite existe para todo zo € U, U aberto, dizemos que f é holomorfa ou

analitica em U.
Agora vamos assumir que o limite acima existe e calculd-lo no caso particular em que
7z =X — zg = Xxo. Obtemos

A—-B i 0 (x,y0) — 0(x0,¥0) + W (x, y0) — iW(xo,y0)
X—X0 (x — xo) X—>X0 (x —X())

5 9(x:0) — 0(x0.0) n y(x,y0) — i¥(x0,0)

X—X0 (x — xo) (x - xO)

00 dy
"o

_d0 oy
o ax
onde A = ¢(x,yo) +iWy(x,y0) € B = 0(x0,y0) +iy(x0,Y0)-

De modo anélogo, para o caso particular em que z = iy — z9 = iyp, temos

i 2(0:Y) +Y(x0,y) — [0(x0,y0) + iy(x0,0)] _ 0y .90
el i(y— o) dy Iy

Como, por hipétese, f é diferencidvel em 7o, os limites acima sdo iguais a f/(zo) e, por-

tanto, iguais. Assim,

oy ddp dIp oy

dy ox dy  ox
Estas equagdes sao chamadas de equacoes de Cauchy-Riemann. O comentirio acima

pode ser formalizado mediante a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 2.6 (Condi¢des de Cauchy-Riemann). Se a funcdo f(z) = @(x,y) +iy(x,y) tem

derivada no ponto zo = xo + iyo, entdo

oy dd 0 oy

dy  ox ¢ 5__5'

Uma condicao para que valha a reciproca da Proposicao 2.6 é dada por

Proposicao 2.7. Seja f: U — C, U C C aberto, f(z) = @(x,y) +iy(x,y), uma funcdo com-
plexa tal que as derivadas parciais %—‘;j, %, g—qy), %le existem em U e sdo continuas no ponto
20 = xo0 +1iyo € U. Se as condi¢coes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas em zo, entdo f é

derivdvel em 7.

Dedicaremos os dois exemplos a seguir para ilustrar o cdlculo da derivada usando a
definicao apresentada acima bem como informar uma func¢ao holomorfa e uma fun¢do nao

holomorfa.

Exemplo 2.6. A funcdo f : C — C dada por f(z) = 7> € holomorfa. Com efeito, seja z = x+
iy. Assim, temos f(z) = z> = (x> —y*) +i2xy. Denotando @(x,y) = x> —y* e y(x,y) = 2xy,

obtemos f(x,y) = @(x,y) + iy (x,y). Agora, derivando f em rela¢do a x e a'y, obtemos

Wy 90

dy ox

dy 90
_g__y_a_y'

Com isto, usando a Proposicdo 2.7, concluimos que f é holomorfa.

Exemplo 2.7. Dado um niimero complexo z = x + iy o conjugado complexo de z é o niimero
complexo 7 = x—1iy. A fungdo f : C — C dada por f(z) =7 ndo é holomorfa. Com efeito, De-
notando @(x,y) = x e Y(x,y) = —y temos f(z) = @(x,y) +iy(x,y). Calculando as derivadas

parciais de @ e \J, obtemos
99
ox’

Como [ ndo satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann, concluimos que f ndo é holomorfa.

oy B
3 =141
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Agora, apresentaremos uma notacao que sera de grande valia no decorrer da Se¢do 3.
Sejam x(u,v) uma parametrizagdo com coordenadas complexas, z = « -+ iv um nimero com-

plexo e Z o seu conjugado, denotamos por

9 _1 i_i 9_1(o0_ .0
3z u ‘ov) oz 2\ou  ‘ov

a derivacdo parcial complexa. Uma vantagem dessa notacdo € que ela fornece um teste facil

para f ser holomorfa.

0
Proposicao 2.8. f: U — C, com U C C aberto, é holomorfa se, e somente se, a—]_c =0.
Z

Prova Sendo f(x,y) = ¢(x,y) + iy(x,y), temos

af 1 /30 30 2 0 Ay
v = E(E*’a +<av av>> (au aﬂ’%‘%)'

Usando a Proposi¢do 2.6 e a Proposicdo 2.7, concluimos a demonstracao.
O

Proposiciio 2.9. Seja f: U — R de classe C?, onde U C C. f é holomorfa se, e somente se,
of
oz

Prova Sendo f(x,y) = ¢(x,y) + iy(x,y), temos

of 9 30w\ 1/  dy 30 dy
v = 2(a T aﬁ(a—v*’a—v 2\ w e e )

Usando as equacdes de Cauchy-Riemann concluimos que a equacdo acima € igual a zero.
O

Proposicio 2.10. Seja f : U — R de classe C?, onde U C C. Entdo

B (3 [of
Af_fuu'i_fvv—él'(a_Z (a_z>>

Prova Calculando 4 i 8_]_‘ , obtemos
0z \ 07

(5(3) (GG E)
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f . of 10 f . of
4(zau< (a* av)>— ia—v< (5* a)))
9 (9f\ .9 [(of\ .9 [(9f\, 9 [of
—@(a)ﬂa(ﬂ—ﬁ(a)*ﬂa)

_0f afz  of 92 f
~ o2 e (auav avau) * o2’

e)
Usando o Teorema de Schwarz, concluimos que Af =4 ( 3 ( af> ) .
< <

O

Uma outra defini¢do necessdria para a compreensao da Representacao de Weierstrass-Enneper
€ a de funcdo meromorfa. Antes de enuncid-la, apresentaremos mais alguns conceitos.

Uma grande diferenca entre a integracdo de uma funcdo de uma varidvel complexa e
uma funcdo real é que a integragdo da primeira pode ser dada no pontos interiores a um
disco fechado ao longo de sua fronteira. A seguir, falaremos brevemente sobre a integracao

de uma funcdo complexa.

Definicao 2.26. Um ponto singular de uma fungcdo complexa f (ou singularidade isolada de

f) € um ponto zg tal que existe um disco D(zo,r) no qual f é holomorfa exceto no ponto z.
Recordemos que um disco D(zp, r) aberto é um conjunto de pontos da forma
D(z0,r) ={z€ C;|z—2z0| < r}.

Isto é, o conjunto dos pontos z cuja distancia a zp € menor que r. Analogamente, podemos

definir o disco fechado D|[zg, r] como o conjunto dos z € C tais que |z —zo| < 7.

Definicao 2.27. Sejam v : [a,b] — C e f: U — C uma fungdo continua onde U C C é um

dominio. A integral da funcdo f ao longo do caminho Y é o niimero complexo

b
[f@dz= [ .
v a
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Observe que escrevendo Y(z) = x(r) 4 iy(t), temos Y (t) = x'(t) + iy’ (¢). Por sua vez,
sendo f(x,y) = u(x,y) + iu(x,y), obtemos

Usando a defini¢do, temos

b
[f@dz= [ o e
v a
b
= [ al0),3(0) + ) YOI 1) = 2 0+ ().

Efetuando o produto, segue que

Ou seja,

/f(z)dZZ/udx—vdy+i/udy+vdx.

v v Y
Definicao 2.28. Seja f : U — C uma funcdo continua, onde U C C é um dominio. Uma

fungdo F : U — C ¢é chamada uma primitiva de f se F é holomorfa em U e F'(z) = f(z)

para todo z € U.
Desse modo, vale a seguinte versao do Teorema Fundamental do Célculo.

Teorema 2.5. Sejam U C C um dominio, f : U — C uma fun¢do continua, F uma primitiva

de f em U e'yum caminho suave por partes em U unindo o ponto 7y ao ponto z1. Entdo

/Y F(R)dz=F(21) — F(z0).

Uma prova para o teorema acima encontra-se em [5], pagina 100.

Chamamos de anel A(zo,p1,p2) 0 conjunto aberto dado por

A(z0,p1,p2) = {z € C;p1 < |z—z0] < P2},

onde p, P2 sdo niimeros reais. De modo anélogo, definimos o anel fechado por A(zg, p1,p2) =

{zeCip1 <|z—2z0| < p2}.

37



Exemplo 2.8. Sejam f(z) = m e g(z) =7. 1 e i sdo pontos singulares de f, por outro
lado g ndo possui pontos singulares, pois, como vimos no Exemplo 2.7, ndo é derivdvel em

nenhum ponto.

Teorema 2.6 (Teorema de Laurent). Seja f uma funcdo holomorfa no anel A(zg,p1,pP2)-

Entdo

i + ian(z—ZO)”,

m=1 Z ZO) n=0

sendo que a série Y, _, bm( converge absolutamente fora do disco fechado D(zo,p1)

1
7—20)"

n

e a série Yo gan(z—z0)" converge absolutamente no disco D(z0,p2). Além disso, essa

expansdo é tinica e os coeficientes b, e a, sao dados por

1 m—1
m>1
b 27:1'/yf<z)(Z @)™ dy m2 1,

anzi/ﬂdw, n>0,

21 Jy (w—zo)"H!

onde 'y é um circulo de centro em z, orientado no sentido anti-hordrio e contido em A(zo,p1,p2)-

A demonstragdo do teorema acima encontra-se em [5], pagina 139. A expansao dada pelo
Teorema 2.6 é chamada de série de Laurent de f e nos permite classificar as singularidades
isoladas de f. Para a definicdo a seguir, suponha que f é uma func¢do holomorfa no anel
A(z0,0,p) e considere sua série de Laurent em torno de zg

= i + ian(z—zo)”.

m=1 Z ZO) n=0

Definicao 2.29. O ponto zp é uma singularidade removivel de f se b,, = 0 param > 1. z
¢ dito um polo de ordem k de f se by # 0 e b, = 0 para m > k. Por fim, zo é chamado

singularidade essencial de f se b,, # 0 para uma infinidade de valores de m.

Dizemos que uma fun¢do g é meromorfa quando todas as suas singularidades forem
P(z)
Q(z2)

polos. As fung¢des racionais g(z) = para polindmios P, Q sdo exemplos importantes

de fun¢des meromorfas.
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2.7 Funcoes Harmonicas

A equagdo de Laplace € uma equacao diferencial parcial de segunda ordem dada por

AP =0
ox? + dy? ’

onde ® : U C R? — R é uma funcio duas vezes diferencidvel.

Definicao 2.30. Dizemos que f: U C R?> — R é uma fungio harmdnica quando suas deri-
vadas de primeira e segunda ordem sdo continuas em cada ponto do dominio e satisfazem a

equacdo de Laplace.

Teorema 2.7. Seja f : U — C dada por f(x,y) = ¢(x,y) +iy(x,y), onde U C C é aberto. Se

f € holomorfa entdo as funcées 0(x,y) e Y(x,y) sdo harménicas.

Prova Dada f holomorfa, usando a Proposi¢ao 2.6, sabemos que as equacoes de Cauchy-

Riemann sao validas, isto &,

dy _ do

dy  ox’
c

a0  dy

o o

sdo verdadeiras. Derivando a primeira equacdo em relacdo a y e a segunda equagdo em

relagcdo a x, obtemos

Py 9%

9> 9yox’
€

o’y 9%

X2 oxdy

Somando as duas equagdes acima, obtemos

dy Py %0 o

dy? + ox2  dyox oxdy 0

Assim, concluimos que y € harmonica. Analogamente, podemos mostrar que ¢ € harmonica,

concluindo a prova.
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Mostraremos agora uma relagdo interessante entre superficies minimas e fun¢des harmonicas.
Essa relacdo ocorre quando a superficie estd parametrizada por coordenadas isotérmicas e €

dada pelo teorema a seguir.

Teorema 2.8. Se x é um parametrizacdo isotérmica, entdo

AX =Xy, +X,, = (2EH)N.

Prova Sendo E = G e F = 0 temos

E, E, G, Gy

2E  2G 2F  2G
E”X va—i—N E“X—l—EVX—i—N
2E T g™ 2 T
=(e+g)N
(48 .
2E

Por outro lado, usando a equagdo (7), temos

Assim, concluimos X, +X,, = (2EH)N.

O

Corolario 2.1. Uma superficie M : x(u,v) = (x' (u,v),x*(u,v),x>(u,v)) com coordenadas

isotérmicas é minima se, e somente se xl, x2 e X3 sdo fungées harmoénicas.

Prova Se M ¢ minima, H = 0 e, pelo teorema anterior, X, +X,,, = 0. Assim, X é harmonica.
Por outro lado, se x!, x% e x> sdo fun¢des harmonicas, entdo x € harmdnica com X, + X, =0
e, usando o teorema anterior, (2EH)U = 0. Assim, como U é o normal unitdrio e E =
X, X, # 0, entdo H = 0 e M é minima.

|

Vale ressaltar que na secao seguinte mostraremos o Teorema 3.1, o qual afirma que toda

superficie minima admite uma parametrizagdo isotérmica.
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3 Representacao de Weierstrass-Enneper

Nesta se¢do, apresentaremos alguns resultados que envolvem superficies minimas e o
Teorema de Representacdo de Weierstrass-Enneper. Além disso, algumas aplicacdes destes

resultados.

3.1 Primeiras Nocoes de Superficies Minimas

Proposicio 3.1. Seja M o grdfico de uma fun¢do f: U C R* — R diferencidvel no aberto

U C R%. M é uma superficie minima se, e somente se

(L4 £) fuu = 2 fufo fuv + (L4 £7) fn = 0. (6)

Esta equagado diferencial parcial é chamada de equacdo da superficie minima.

Prova Sabemos que x : U — M dada por x(u,v) = (u,v, f(u,v)) é uma parametrizagio de M.

Assim, calculando as derivadas parciais de x (de primeira e segunda ordem), obtemos

XMZ(I,O,fu), qu:(oa()?fuu)a va:(()»(),fvv);
XV:(0717fV)7 XuV:(anvfuv)u

Desse modo, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, temos
E=1+f;, F=fuf, G=1+f.

Agora, calculando os coeficientes da segunda forma fundamental, obtemos

_(_ _ _ (_fua_f\/?l)
XuXXV_( fua fV71)7 N ma
fuu fMV fVV

NiES Eu Jiizre ST A

Finalmente, calculando a curvatura média em fun¢do dos coeficientes da primeira e se-

gunda formas, obtemos

_1eG=2fF+gE _ (14 ) fuu+ (14 £7) fov = 2fufvfuv
2 EG-F 21+ 3+ £2)1 |

Com isto, temos M superficie minima se, € somente se a equacgao (6) € satisfeita.
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Teorema 3.1. Coordenadas isotérmicas existem em qualquer superficie minima M C R3.

Prova Fixe um ponto m € M. Escolha um sistema de coordenadas para R? de forma que m
seja a origem, o plano tangente a M, T,,M, seja o plano xy e, préximo a m, M seja o grifico

de uma fungdo z = f(x,y). Além disso, as regras do quociente e da cadeia fornecem

w w

14+ f? X
( +fx> _(&) :_%[fxx(l—l— 1) =2fcfofoy+ (14 £2)]
y X

1+ 2 X X
<_fy> . <M> = P14 ) =2t (14 2],
X y

w w

ondew=,/1+ f2+ fyz. Como € tradicional (e conveniente), denote p = f, e ¢ = f,. Sendo

M minima, f satisfaz a equagdo da superficie minima

(1 +fy2)fxx - 2fxfyfxy+ (1 +fx2)fyy = 07

entao,

(57), -G e (R9) -G

Defina dois campos de vetores no plano xy por

1+ p? 1+ ¢?
V:(+p’@) . W:<@7 +q)_

w w w w

Aplicando o Teorema de Green a qualquer curva fechada C contida em uma regido &

simplesmente conexa, obtemos

(127 () e
/CW://R(l—;qz)x—(%>ydxdy:O.
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Uma vez que as integrais de linha sdo zero para todas as curvas fechadas em R, V e

W devem ter fungdes potenciais. Ou seja, existem u e p com grad(u) =V e grad(p) =W.

. - . . 1+p2
Consideradas em termos de coordenadas, estas equacdes implicam que (i, = %, Uy = %,

Px = % epy= #. Defina uma aplicacio T : R — R? por

T (x,y) = (x+u(x,y),y+p(x,y)).

Calculando a matriz Jacobiana desta aplicagdo, obtemos

14 p? Pq
J(T) = ey — b+ w W
( )_ - pq 1+q2 9
px  1+py L 1+ —=1
w w

e calculando o seu determinante obtemos detJ(T) = (1 4+ w?)/w > 0. O Teorema 2.2 (Teo-
rema da Fung¢do Inversa) afirma que préximo a m = (0,0) existe uma fungdo inversa suave

T~ (u,v) = (x,y) com

1+4?
sy =say = [
- "~ detJ(T) pq 1+ p?
-2 14
w w
B 1 w4 144> —pq
(1+w?) —pgq w1+ p?

Observe que a ultima matriz € apenas
Xu Xy
Yu v

conforme a definicdo de matriz Jacobiana. Usando o que foi calculado acima, provaremos
que

X(”7V) = (x(u,v),y(u,v),f(x(u,v),y(u,v)))

¢ isotérmica. Calculando a derivada parcial de x em relagdo a u, v, obtemos
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" (vﬁiﬁz"(l o (W<1++1I>ZZ) co(i )

"o (_<1fi>2’v21++1$>§2”’(‘(1%2) *4%))

Por fim, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, obtemos

E = (X,,Xy)

1

= O L P v 1 g =20 o 1)+ 7
1

= G+ +p" )

W2

(1+w)?

G = (xy,Xy)

- (1+1w)4 P°0” + W+ 14 p°) + p*q =207 (w+ 1+ )+ ¢*(w+ 1+ p*)7]
N (1+1w)4 [P°q* + (w1472 +p*¢ + @ (w+ 1+ p*) (1 +w—p?)]

N (1+1w)4 [P’ + (w+14p*) +p'¢ + ¢ (w+1)* =]

— +1w)4 [P°a+w+1+p°) + ' + ¢ (w+1)° —¢*p]

_ ﬁ[ﬁq% (w+1)2+2p2w+ 1)+ p* + Pw+1)2]

= ( Jrlw)4 PP+ PP +2w+ 1)+ (w+ 12+ (w+1)?
= P 20 ()2 s 1)

(1+w)
F = <Xu(u7v)»xv(”7v)>

= ﬁ[ﬁm(Wr 1) = pa(p*+4*) — (w+ 1) (p’q+pg’) — pq’

+pg(w+ 1)+ (w+1)(P*+4°) +0°q%))]
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1
= m[—2PCI(W+ 1) = pg(p*+¢*) — p’q* + pg(w+1)* + p*)

%ZV)‘;[—Z(W#L D=+ +(w+1)?]

~ (
=0

Assim, mostramos que G =X, -x, = E e F =0, isto ¢, a parametrizagdo x(u,v) é isotérmica.

Observe ainda que nas condicdes da proposi¢ao acima, temos

H_leG—ZfF-I—gE_e-i—g
2 EG-F?  2E°

(7

Exemplo 3.1. A superficie de Scherk x : (—%, £) x (=%, £) — R? dada por x(u,v) =
(, v, f(u,v)) onde

2= fluy) = 1 (cosau) ,

a \cosayv

é uma superficie minima, ver Figura 2. Calculando as derivadas parciais de primeira e
segunda ordem (ambas em relacdo au e av)de f, afim de mostrarmos que X é uma superficie

minima, obtemos

1
f(u,v) = —1Incosau — —Incosav,
a a
1 senau
fu= (—senau)a = — ,
acosau cosau
1 senau
f= (senav)a = ,
acosay cosau
fuv =0= fvua
a0052 au + asenzau a
fuu = - D) - - 2 5
cos-au cos~au
a 0052 av -+ asen 2av a
fvv — ) = 5 .
cos-av cos~ av

Assim, substituindo na expressdo de H, obtemos

(L4 f2) fuu+ (L4 £2) fov = 2 fufo fuv
2014+ 2+ 12)

H =
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1 senZay a senZau a
e () () (e ()
2(1 +f3_|_fv2)g cos“ av cos“au cos“au cos“ay

1 1 1
- T\ 7 a2 7t 3 2
2(14 24 £2)2 cos2avcoslau  cos?avcos?au
=0.

Logo, a superficie de Scherk é uma superficie minima.

Exemplo 3.2. As superficies dadas pelas parametrizagdes

cutsenucoshv v=+ccosusenhv
y(u,v) =

Vi—e2 V1—¢?

sdo minimas. Aqui mostraremos o caso da superficie C (ver Figura) 9 dada por

, cosucoshv) .

[ cu—senucoshv v—ccosusenhv h
x(u,v) = ( Sica Sisa ,COSUCOS v> .
Derivando x em relacdo a u e a v, temos
_ [ c—cosucoshv v—csenusenhv h
x,(u,v) = ( e viia , —Senucos v) ,
[ —senusenhv —ccosucoshv h
X, (u,v) = ( i Jita ,cosusen v) .

Calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, obtemos

(coshv — ccosu)?

E = (Xu,Xu) = ) 3
F = <XM7XV> = 07

coshv — ccosu)?
G = (Xy,Xy) = ( )

1 —c2
Portanto, a parametrizacdo x € isotérmica. Calculando as derivadas parciais X,,, Xy, € 0S

coeficientes e e g da segunda forma fundamental, obtemos

X,u(u,v) = (senucoshv,ccosusenhv, —cosucoshv),
Xy (u,v) = (—senucoshv, —ccosusenhv,cosucoshv) = —x,, (u,v).

e=(N,xu,) =—(N,x,,) = —g.
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Figura 9: Superficie C

Fonte: Autoria Prépria

Assim, usando a equagao (7), obtemos

H = =0.

2E

Com isto, concluimos que a superficie em questdo € minima.
O exemplo a seguir exibe mais uma superficie minima, chamada de superficie Helcat,

ver Figura 10.
Exemplo 3.3. A superficie dada por x(u,v) = (x' (u,v),x*(u,v),x*(u,v)), onde

x!'(u,v) = costsenhvsenu + sent coshvcos u,
x*(u,v) = — costsenhvcosu -+ sentcoshvsenu,

x> (u,v) = ucost + vsent.

para qualquer t fixado é uma superficie minima. Com efeito, derivando x em relacdo a u
eav, obtemos Xu(u,V) = (x;(u,v),xﬁ(u,v),xf,(u,v)) € XV(uav) = (xi(u,v),x‘z,(u,v),x?,(u,v)),

onde

xblt u,v) = costsenhvcosu — sent coshvsenu,

x2(u,v) = costsenhvsenu + sent coshvcosu,
x> (u,v) = cost

x}(u,v) = costcoshvsenu + sentsenhvcosu,
x2(u,v) = —cost coshvcosu + senssenhvsenu,
x3(u,v) = sent
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Agora, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, obtemos

E = (x,,X,) = (costsenhvcosu — sent coshvsenu)? 4 cos u

+ (costsenhvsenu + sent coshvcos u)?
— cos® tsenh?v + sen?t cosh? v 4 cos’ 1
= cos?#(senh?v+ 1) + sen’s cosh? v

— cosh?v.

G = (x,,X,) = (costcoshvsenu + senzsenhvcosu)? + sinz?
+ (—costcoshvcosu + senzsenhvsen u)?
= cos?tcosh?v + sen’s cosh? v + sen %t
= sen’t(senhv? + 1) 4-cos® ¢ cosh? v

= cosh?v.

F = (X4,X,) = (costsenhvcosu — sent coshvsenu)(cost coshvsenu + senzsenhvcosu)

+ (costsenhvsenu + sent coshvcosu)(— cost coshvcosu + sentsenhvsen u)
+cosusenu
= —sentcostcosh? v+ sentcosssenh 2y + sent cost

— —sentcost(cosh? v —senh?v) +sent cos?

=0.

Assim, concluimos que a parametrizacdo X é isotérmica. Calculando X, e X,,, obtemos

X (1, V) = (t (14, ), 230, (1,9), 350, (10,)) € Ko (u,v) = (3, (u, ), 55, (u, ), 33, (0, v)), ondee

X, (u,v) = —costsenhvsenu — sent coshvcosu,
x2 (u,v) = costsenhvcosu +sent coshvsenu,
3 —
X (u,v) =0,
x! (u,v) = costsenhvsenu + sent coshvcosu,
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x2,(u,v) = —costsenhvcosu + sent coshvsenu,
3 _
x;,(u,v) = 0.
Observe que X, = —Xy,. Desse modo, calculando os coeficientes da segunda forma

fundamental, temos

€= <N,qu> = _<N,va> =—&.

Usando a equagdo (7) para calcular a curvatura média H, obtemos

e+g
=0.
2F

H=
Finalmente, concluimos que a superficie Helcat é minima.

As Figuras 10-(a), 10-(b) e 10-(c) exibem a superficie de Helcat nos casos em que t = 3
T T
t = 1 et = 3 respectivamente. Para plotar a figura, consideramos u € (—3m,3w) e v €

(—2,2). Por sua vez, a Figura 11 mostra a projecdo das Figuras 10-(a), 10-(b) e 10-(c) no

T . . .
plano xy. Vale ressaltar que nos casos t = 5 et = 0, a superficie de Helcat € um Catenoide

e um Helicoide, respectivamente (veja os Exemplos 3.6 e 3.8).

T T T
3 (b)t:Z (c)t:6

(@)t =

Figura 10: Superficies Helcat

Fonte: Autoria Propria
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Figura 11: Superficies Helcat - Projetadas no plano xy

Fonte: Autoria Prépria

Exemplo 3.4. A superficie S dada por senz = senhxsenhy tem como parametrizagdo x(u,v) =
arcsenhu, arcsenv, arcsenuv e € conhecida na literatura como a a quinta superficie de Scherk,

ver Figura 12. Mostraremos a seguir que S € uma superficie minima.

Calculando as derivadas parciais de X em relagdo a u € a v, temos

1 v
xAsz(VHﬁyQVLﬁ%J,

1 u
x&mﬂ=z0%¢l+ﬂ,¢y_ﬁﬂ)-

Agora, calculando os coeficientes da primeira forma fundamental, obtemos

1+v?
E = (uxu) = (14+u2)(1 —u?v?)’
1
F=box =127
1+u?
G = (Xy,Xy) =

(14+v2) (1 —uv?)’

Calculando as derivadas parciais de segunda ordem, segue que

3
—Uu uv
Xuu(u,v) = ,0, ;
)=\ e u—ﬁﬂﬁ)

1
Xuv(uvv) = 0707—> ;

(1—1u2v2)3

3

—v wv
Xy (u,v) = 1|0, , .
(i) (1+412)3 (1—u2v2)3>
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Calculando os coeficientes da segunda forma fundamental, obtemos
3

uv uy
eB = (N,Xuu) = 1 I 7+ 3 T i
(14+u?)2(14+v2)2(1—u2v?)2 (1+u?)2(1+v2)2(1 —u?v?)2
1
B = (N,xy) = ;
) (1 42)2 (1 — u2v2)
3
u'v uy
gB = <N7va> =

+ 5
(14+12)2(1+2)2(1—u2?)?  (1+u2)2(1+v2)3 (1 —udr?)2
onde B = |x, XX, |. Sabemos que a curvatura média H em termos da primeira e segunda
formas fundamentais € dada por

¢G —2fF +gE

H =
2RB2

Assim, temos

2HB? = ¢BG — 2fBF + gBE.

Afirmamos que eBG — 2 fBF + gBE = 0. De fato,

BG uv3((1—u2v2)%3) uy 1+u?
eBG = :
(I+u2)2(14v2)2  (1+u2)3(1+2)2(1 —u2?)2 | (1 +v2)(1—u?v?)
1 1
_2fBF — :
(1+u2)2(1—12)2(1—u2y?)3 (1—u?v?)
BE udy uv((1— uzvz)%l) 1412
§bL = .
(1+u2)2(14v2)2(1—u2?)3  (1+u2)2(1+2)7 | (L +u?)(1—u?v?)
Assim,
2 2
ve(14u”) 1
BG —2fBF +gBE =C
eBG-1/BF +¢ {u+ﬂxum%a u+ﬂﬂ
-2
C
€| ]
2(1+12 1
fof i)
(14+u?)(1—u>?)  (1+1?)
e c ¢
1wt T1—u?? 1 —u??
-0,
onde C = d . Como B # 0, concluimos que H = 0, portanto S é

V142 V1 +12(V1 —u?2)3
uma superficie minima.
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Figura 12: Quinta superficie de Scherk

Fonte: Autoria Prépria
Exemplo 3.5. A superficie de Enneper, ver Figura 13, dada pela parametrizacdo

1 1
x(u,v) = (u — §u3 +w?, —v—utv+ §v3,u2 — v2>

€ uma superficie minima. Com efeito, calculando as derivadas parciais x em relacdo a u e a
v e em seguida os coeficientes da primeira forma fundamental, obtemos
X, (,v) = (1 —u® 42, —2uv, 2u),
X, (u,v) = (2uv, —1 —u® +v*,-2v),
E(u,v) = (x,%,) = (1 =t +v*)> + (—2uv)* + (2u)?
= 1420 +2v* + 2u>v* +u? —|—v4,
F(u,v) = (Xu, %) =0,
G(u,v) = (X, %) = (2uv)? + (=1 —u? +v*)* 4 (—=2v)?
= 142> + 20" +2u>V? +u* +1*.
Agora, calculando apenas os coeficientes e e g da segunda forma fundamental, temos

Xy (U, v) = (2u,2v, —2) = — X, (u, v).
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Assim,

€ = <N7qu>7

8= <N7va> = _<N7qu> = —e.

Observe que a parametrizacdo X é isotérmica. Assim, usando a equagdo (7), obtemos

e+g
H: :0.
2F

Com isto concluimos que a superficie de Enneper é uma superficie minima.

Figura 13: Superficie de Enneper

Fonte: Autoria Prépria

As superficies de revolugdo configuram uma classe muito importante de superficies.
Dessa forma, destinamos os proximos pardgrafos para a definicdo deste tipo de superficie

e a apresentacdo de uma superficie de revolu¢do chamada catenoide. Finalizaremos o topico
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das superficies de revolugao provando um resultado que afirma que o catenoide é a Unica
superficie minima de revolucao.

Seja C uma curva regular plana e conexa que ndo intersecta um dos eixos do plano em
que esta contida. Suponha, por exemplo, que C estd contida no plano xz, ndo intersecta o

eixo Oz e sua parametrizac¢do € dada por

onde o : (a,b) C R — R?. Rotacionando a curva C em torno do eixo Oz e denotando por « 0

angulo de rotagdo, obtemos a aplicacdo diferencidvel

x(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu,g(v)),

onde x: U — R3 com U = {(u,v) € R%;0 < u < 2me a < v < b}. Chamamos de superficie
de revolugdo o conjunto S C R3 obtido ao girarmos a curva C, em questio, em torno do
eixo Oz. Observe que o conjunto S pode ser coberto por duas parametrizacOes, a saber, a

parametrizacdo X e, por exemplo, a parametrizagcdo

y(u,v) = (f(v)senu, f(v)cosu,g(v)),

comy:U — R3com U = {(u,v) €R?;0 <u<2mea<v<b} obtida pela rotagio da curva

C dada por
y=f(v), z=g(v), f(v)>O0.

A curva C e o eixo Oz sao chamados de curva geratriz de S e eixo de rotagdo de S,

respectivamente.

Exemplo 3.6 (Catenoide). Considere a curva plana o.: R — R parametrizada por
o(v) = (0,acosh (v),av),

esta curva é chamada de catendria, ver Figura 14. O catenoide, veja Figura 15, é a su-
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y = acosh(z/a)

Figura 14: Catendria

Fonte: Autoria Prépria
perficie de revolucdo x : U — R, onde U = {(u,v) € R%;0 < u < 21 e v € R} obtida pela
rotacdo da catendria em torno do eixo Oz. Assim,
x(u,v) = (acoshvsenu,acoshv cosu,av).

Calculando as derivadas parciais de X em relacdo a u e a v e os coeficientes da primeira
forma fundamental, obtemos

x, = (acoshvcosu,—acoshvsenu,0),

x, = (asenhvsenu,asenhvcosu,a),

(
(
= (Xu,Xu) = a
{
{

E(u,v) 2coshv?,
F(uvv) = Xu»Xv> =0,
G(”a") = Xva> =d* Senhv+a2 — a®coshV?.

Assim, concluimos que X é uma parametrizacdo isotérmica do catenoide. Agora, calculando

os coeficientes e e g da segunda forma fundamental, obtemos

X,y (u,v) = (—acoshvsenu, —acoshvcosu,0),

Xy (u,v) = (acoshvsenu,asenhv cosu,a) = —x,,(u,v),
e=(N,Xu),
g=(N,Xy) = —(N,X,) = —e.
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Dessa forma, usando a equagdo (7) a fim de calcular a curvatura média do catenoide, obte-

mos
e+g
2F

Isto mostra que o catenoide é uma superficie minima.

H = =0.

Figura 15: Catenoide

Fonte: Autoria Propria

Proposicao 3.2. Se uma superficie de revolucdo S é minima, entdo S estd contida em um

catenoide.

Prova Seja a(x) = (x, f(x),0) a curva geratriz de S, isto é, obtemos S ao rotacionar o em
torno do eixo O,. Como os paralelos e meridianos de uma superficie de revolucao sdo linhas

de curvatura da superficie, temos

ki+ky
=

onde k; € a curvatura normal da curva o e k € a curvatura normal do circulo Cy de raio f(x)

H =

O:>k1 = —kz,

e centro (x,0,0) (paralelo de S). Denotaremos por kg ng 0 as curvatura e o vetor normal
unitrio a curva @, respectivamente, e k. € nc curvatura e o vetor normal ao circulo Cy,

respectivamente. Agora, calculando as curvaturas normais k; e k>, obtemos
/! /!

y (N.N) y

1+ (14?3

1
ko = kc(N,nc) = ;cos(p,

kl - k(x<N,n(x> -

)
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ondey=f(x),y = %Ecx) e @ é o angulo entre os vetores nc e N (o vetor normal a superficie).
Agora, denotando por 0 o angulo entre a reta tangente a curva o (isto é, y = f(x)) e o eixo
O,, obtemos que —cos@® = cos®. Como y’ € o coeficiente angular da reta tangente a f(x),

temos y' = tan® e, portanto,

1 —cos?® 1—cos? 1
() =g’ = 9 = 5 ? = COS P = — .
cos cos2 @ V14 ()

Desse modo, substituindo cos @ na equacao de k», obtemos

y// 1 1
ky = = = —ki. ®)
Tarer yViroe

Assim, concluimos que curva o deve satisfazer a equacdo (8). Observe que existe d tal que
f'(d) # 0, caso contrario f seria uma fungdo constante e a equagdo (8) ndo seria satisfeita.
Desse modo, pela continuidade da fungdo f temos que f’ # 0 em uma vizinhanga I; do ponto

d. Multiplicando ambos os membros da equagdo (8) por 2y’, obtemos

zy/y// B 2y/
L+0)? y
Colocando z = 1+ (y')?, obtemos
Z/ B 2y/
z oy’

integrando o a equagdo acima, temos
— 2 2 _ 2 _ 2
logz =logy” +logk” =log(kx)” = z= (kx)*,
onde k € uma constante. Assim,
1+ () =k=(kx)>? = k=
Agora, usando novamente integracio, obtemos
1 1
coshyk™' =kx+c = y= zcosh(kx+c),

onde ¢ € uma constante. Desse modo, concluimos que em uma vizinhanga /; de um ponto d
onde f'(d) # 0, a curvay = f(x) é uma catendria. Assim, y’ pode ser zero apenas para x =0

e, se queremos uma superficie conexa, ela €, por continuidade, um catenoide.
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Uma outra demonstracao da proposi¢do acima pode ser encontrada em [4] na pagina 132.

Teorema 3.2. (Teorema de Catalan) Toda superficie minima regrada em R> é parte de um

plano ou de um helicoide.

Prova Seja M € R? uma superficie regrada, isto é, existem curvas parametrizadas e P tais
que x(u,v) = B(u) +vd(u), onde x € uma parametrizagdo de M. Usando a Proposi¢ao 2.1
podemos admitir que as curvas e & sdo perpendiculares, isto é, B’'-8 =0 e que & é um
campo vetorial unitdrio, ou seja, 8- 8 = 1. Sem perda de generalidade, podemos supor que f3
estd parametrizada pelo comprimento de arco. Feitas tais consideragdes, podemos calcular

os coeficientes da primeira forma fundamental, obtendo

XM:B/+VS/7 XV:87 Xuxxv:B,X8+V8/X8,
E=1+20p -8 +V8)?, F=0 e G=1.

Agora, calculando os coeficientes da segunda forma, obtemos
1/ /! /
XMM:B +V6> Xuv:57 Xyy =0

(xu X Xy) Xy BB x8+VP & x5+ P x §+128"- & x 8
VEG—F2 VE

= (Xy X Xyp) * Xy _
VEG —F?

Uma vez que M € uma superficie minima, temos H = 0 e, portanto,

e =

€

eG—2fF+gE e
2(EG—F?%)  2E

0=H=
Logo, e = 0. Como o numerador de e ¢ um polindmio em v
B// . (B/ X 8) +VB”' (6/ X 8) +V8” . (B/ % 8) +V28”’ (8/ % 8),

cada um de seus coeficientes deve ser igual a zero. Sendo assim, temos B” - (B’ x 3) = 0.

Ou seja, B” pertence ao plano determinado pelos vetores B’ e 8, que denotaremos por [f’, J].
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Usando nossas consideragdes iniciais temos " - B’ = 0, isto é, B’ e B” sdo perpendiculares.
Deste modo, concluimos que " = ad, ou seja, f” e  sdo paralelos.

Agora, analisando o coeficiente associado a v, temos B” -8 x 8 +8" - B’ x 8 = 0. Como
B"” = ad, da equagdo anterior concluimos que 8" - (B’ x 8) = 0, isto €, §” pertence ao plano
[B’,8]. Por fim, definindo o coeficiente de v igual a zero, obtemos 8" - (&' x 8) = 0. Portanto,
& e [p/,8]N[&,d]. Agora, existem duas possibilidades: primeiro, 8" pode néo ser paralelo
a 0 em algum ponto (e, portanto, também em algumas vizinhangas). Isto implica que a
intersegdo [B’,8] N [&, 8] ndo € uma reta e, portanto, vale a igualdade [B',8] = [¢,d]. Deste
modo, & = b, uma vez que ambos estdo no mesmo plano e sdo perpendiculares a 8. Assim,
temos que o vetor normal unitario N é dado por

Xy XXy B'x8+v5'><5_ (1+aV)B/X5 B /
N_|X'4XXV’_B/X6+V6/X8’_‘(1—{—av)[_))/><6|_:|:[3XS’

uma vez que |B’ x 8| = 1. Calculando a derivada de N em relag@o a u, obtemos
N =4p" x 8P x& =+adx8LP xbp =0

pois B’ =ad e & = bp’. Assim, N é constante e, portanto, M € parte de um plano.

A segunda possibilidade é que 8" é paralela a & em todos os pontos. Portanto, 8" = B /b =
(a/b)3 e, consequentemente, B'-8” = 0. Mas 8’ -6 = 0 implica kg = k-8 =p"-8 = —p"- &,
onde kﬁ ¢ a curvatura de 3. Assim, derivando kB em relacdo a u, obtemos

dk i / / //
; 5 BB =0
uma vez que B” e 8" sdo paralelos a d e B’ e & sdo perpendiculares a 8. Assim, a curvatura
kg € constante. Observe que se essa constante for igual a zero, concluiremos que 3 ¢ uma
reta e, portanto, a superficie € parte de um plano.

Agora, considere a tor¢do Tg de B. Sabemos, por defini¢do, que b = —1p8, onde béa

derivada em relac@o a u do vetor binormal de B, isto é, b = B/ x 8. Desse modo, derivando &

em relacdo a u, obtemos
dtg B d(p' x & -d)
du du
:B/,XS/'8+B,X8//'8+B/XSI'S/
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—B"x8 -5+p x5
— kg8 x & - 5+B x (ad)-5

=0.

Portanto, Tg € uma constante. Usando a Proposi¢éo 2.2 sabemos que uma curva com
curvatura e tor¢do constantes € uma hélice circular. A menos de um movimento rigido de

R3, podemos entdo parametrizar [3 por
B(u) = (Acosu,Asenu,Bu),

com A2+ B? = 1. Além disso, & é paralelo a B”, entdo 8(u) = (cosu,senu,0), uma vez
que O tem velocidade unitdria. Seja A+ v = V. Obtemos entdo uma parametriza¢do para o

helicoide, a saber, x(u,v) = (Vcosu,vsenu,Bu).

3.2 A Representacao de Weierstrass-Enneper (WE)

Nesta se¢ao, S denotard uma superficie minima descrita por uma parametrizacao isotérmica
x(u,v). Sejam z = u+ iv um niimero complexo e Z o seu conjugado. Sendo u = %Z ev= %
podemos escrever

2\ — (03 200 ) W3 =
X(Z7Z) - (.X (Z7Z>7x (Z7Z)7x (Z7Z>);

onde cada x’(z,Z) é uma funcdo de varidveis complexas que assume valores reais. Lembrando
i ; .7 .
que %—xz = %(xfd —ix), definimos ¢ = U € C*> — R por

ox
¢(Z,Z) = a_Z = (X;,X?,X?).

Denotamos ainda (§)? = (x1)2 + (x2)? + ()2 e |0]> = |x}|? + |x2|> + [x2|*, onde |z| =

Vu? +v? é o médulo de z. Como
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temos

@2 = (i (- Y -2y, xm‘)
=1 =1 =1
L
= %(E — G —2iF)
=0

pois x(u,v) é uma parametriza¢ao isotérmica.
Reciprocamente, se (¢)? = 0, entdo

RIS U R PP YR DN NS
0=(02 =3 | L0hr- ¥ w22 Y xe

j=l1 j=l1
1 .
- Z(|xu|2_ |Xv|2_2lxu'xv)
1
= Z(E—G—ZiF).

Assim, E— G =0¢ 2iF =0 e, portanto, E = G ¢ F =0, ou seja, x € isotérmica.

E
Proposi¢ao 3.3. Seja ¢ : U C C* — R definida por (3.2). Entdo |§|* = 5 # 0.

Prova Usando a definicdo, temos

2 120 (2120 11312
|07 = e |7+ x| " + x|

1 1 1 2 1 2 2 2 1 3 3 2
’E(xu_ixv) +‘§(xu_ixv) +‘§(xu_ixv>
1

=7 () 4 ()% + () + ()% + () — (1)°]
1

:Z(xu-xu+xv-xv)

_2 ,

uma vez que a parametrizacdo x € isotérmica.
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O teorema a seguir estabelece uma conexao entre as superficies minimas e as funcdes de

uma varidvel complexa.

Teorema 3.3. Sejam S é uma superficie com parametrizacdo X e ¢ = %—;‘ com (0)> =0 (i.e,

X ¢é isotérmica). Entdo S é minima se, e somente se para cada i = 1,2,3, ¢' é holomorfa.

Prova Se S é uma superficie minima, entdo usando o Coroldrio 2.1 podemos garantir que X
€ harmonica, isto é, Ax = 0. Agora, usando a Proposi¢do 2.10, temos
0 [0Jx 0
0=Ax=4—|(— | = —(1)
dz \ 0z 07
Dessa forma, usando a Proposi¢do 2.9, concluimos que ¢ € holomorfa. A reciproca deste

teorema € provada usando a reciproca de cada um dos resultados anteriores.
Corolério 3.1. x/(z,Z) = cj+2Re [ ¢/ dz.

Prova Como z = u + iv, podemos escrever dz = du + idv. Entao
j Lo o : L i (o i
¢/dz = 5[()6“ —ix!)(du+idv)] = E[xudu—i—xvdv—kl(xudv—xvdu)],
. 1 . 1. . . .
0'dz = 5[(% +ix))(du—idv)| = E[xﬁdu +x)dv—i(x]dv—x]du)].

Portanto, d x/ = aa—xzj dz+ aai; dz=¢/ dz+$J dZz = 2Red/ dz e podemos agora integrar para obter
X/

0

Desse modo, o problema de construir superficies minimas reduz-se a encontrar uma

aplicacdo holomorfa ¢ = (¢01,¢2,¢3) com ¢?> = 0. Uma boa maneira de construir tal ¢ é

tomar uma fungio holomorfa f e uma funcio meromorfa g (com fg> holomorfa) e escrever

as func¢des coordenadas de ¢ da seguinte maneira:

i

S(1+8%), "= fe.

o' = /(1-8), ¢
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De fato, temos

— ifZ(l _g2)2_ ifz(l _|_g2)2 +f282

= ;ﬁ(f2 —2f%¢*+¢") — }1<f2 +2%8" +g") + ¢

=0.

3

Além disso, g = W Com efeito, calculando q>1 — i¢2, obtemos

1 1 1 1
o' —io? = f(1-g) —i5f(1+&%) = 2f(1=g") + 5 /(1 +&7)
=%ﬂ—£+uﬂ%

Assim, \
0 =rfg=(9'-ip)g = g=$£%@-

Nas condi¢des do Corolario 3.1 e da discuss@o acima, podemos enunciar o seguinte teo-

rema.

Teorema 3.4. (Representacdo de Weierstrass-Enneper) Se [ é holomorfa no dominio D, g

¢ meromorfa em D e fg* é holomorfa em D, entdo uma superficie minima é definida por
X(2.7) = (¢'(2.2),2%(2.2),.°(2.2)), onde

x(z,7) :Re/f(l —g%)dz,

ﬁ@@=&/ﬁu+fwa

3 (z,2) :ReZ/fgdz.
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Agora, suponha que g seja holomorfa e inversivel em um dominio D. Suponha ainda
que a inversa g~ é holomorfa em D. Entéo, podemos considerar g como uma nova variavel
complexa T = g com dt = g'dz. Definindo F(t) = f/g' obtemos F(t)dt = f dz. Portanto,

se substituirmos g por T e fdz por F(T)dt, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.5 (II Representagdo de Weiertrass-Enneper). Para qualquer fungdo holomorfa
F (), uma superficie minima é definida pela parametrizagdo
A= 20 = 3=
X(2,2) = (x (2,2),x°(2,2),x°(2,2)),

onde

¥ (2,7) = Re / (1 —)F (1) dr,
2(2,7) = Re / i(1+2)F (1) dr,

x*(2,Z) = Re2 / TF (1) dT.

Note que, neste caso,

i
—

0= (%(1 —t)F(1) 2(1+12)F(r),1:F(1:)>.

Esta representa¢@o nos assegura que toda fungdo holomorfa F(t) define uma superficie
minima. Mostraremos a seguir que as representa¢des fornecem muitas informagdes relevan-
tes sobre as superficies minimas correspondentes. A fim de examinar algumas superficies
minimas do ponto de vista da Representacio de WE, precisamos relembrar algumas das

funcgdes basicas da andlise complexa. Para isso, escreva z = u + iv e defina
. . v

e =ée"(cosv+isenv) e logz=Invu?>+v?+iarctg—.
u

Utilizando a expressdo para e* acima, podemos definir

eiz _ e—iz eiz +e—iz
seng = ——_—— CoS7 = ————
2i 2 7
z -z z -z
et—e e +e
senhz = coshz = .
2 2
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1
Exemplo 3.7. (Representacdo de WE da Catenoide) Seja F(t) = CESR Entdo, usando a

substituicdo T = €*, obtemos

1 1
xlzRe/(l—’c)ﬁd‘t xzzRei/(l—l—‘c )ﬁdt x3:R82/1;2_12d1

1 S
_R€/22 —dtdrt :Re/l(z_ﬂ-i_i) dart —Re/EdT

T 1 T = =
_ R T _ . = ReInT = Rez
e(2r+2> —_Re’(z_r_i)
—e T4t 4 Z =u
— —Re (T) = —Rei (eT—}-e)
= —Re(coshz) = —Rei(senhz)
= —coshucosv. = —coshusenv.

Exemplo 3.8. (Representacdo de WE da Helicoide) A representagdo associada a F () = )

é um helicoide. Com efeito,

X! :Re/(l—’c )FdT xzzRei/(1+T )p‘“ xszRez/T;?dT

i 1 1 (1
Re/2 —d’c :—Re/ (ﬁ—'—E) dt :Rez/zd’c
! 1 = Reilnt
I Wi — Re(_L.LT
(2 ) e( 2‘c+2>
_ =—.
:—Re< z+e > :_Re(—e Z—l—ez)
2

_ 1
= —Re(icoshz) — _z(e” cosv—e “cosv)
1

= E(e”senv —e "senv)

= senvsenh u.

= —cosvsenhu.

Nos exemplos a seguir mostraremos representacdoes do catenoide e do helicoide utili-

zando a I Representacdo de Weierstrass-Enneper.

—Z
Exemplo 3.9. Uma representagdo do catenoide é dada por (f,g) = ( e —ez) . Com

efeito, usando o Teorema 3.4, temos
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x! :Re/f(l—gz)dz xzzRe/if(l—i—gz)dz X :ReZ/fgdz

e_Z e_Z e_Z
= —Re/T (1 —ezz) dz = —Re/iT(H—ezZ)dz :ReZ/T(ez)dz

et € e et
—_Re | ——"_d — _Reil ——-=— :Re/ldz

°f 2 2% “! (2 2 )
—Z Z

—Re (%+%) = Reisinhz = Rez
— Recoshz = senvcoshu. = u
= cosvcoshu.

Com isto, concluimos que
x(z,2) = (x'(2,2),%%(2,2),x°(2,2)) = (cosvcoshu,senvcoshu, u),

ou seja, o par (f,g) representa um catenoide.

—Z

Exemplo 3.10. O par (f,g) = (—i %, —eZ) é uma representacdo do helicoide. De fato,

utilizando o Teorema 3.4, obtemos

xlzRe/f(l—gz)dz, xzzRe/if(l—ng)dz, x3=Re2/fgdZ
- —Re/ —i;z (1 —ezz) dz :Re/%z(l + %) dz :ReZ/i%Z(eZ)dz
= —Rei %_Z—%Zdz =Re(%z—%_z) =Re/idz
= —Rei (—%Z — ;) = Resenhz = Reiz
_ Reicoshz = senvsenhu -
= —senvsenhu

Assim, obtemos

x(z,Z) = (—senvsenhu,senvsenhu, —v)

—<
e, portanto, o par (f,g) = (—i %, —ez) representa um helicoide.
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1 1
Exemplo 3.11 (Representacdo da superficie de Catalan). Mostraremos que F(t) =i (E — ’c_3> ,
Z

l'_
onde T = e 2, é uma representacdo da superficie de Catalan. Usando o Teorema 3.5, temos

xlzRe/(l—rz)F('c)dz xzzRe/i(l-l—tz)F(t)dz x3:Re2/1:F(r)dz

2 1 1 1
:Re/i(———3—r) dz =—Re/ r——312)dz :Re2i<1:——)
T 7T T T

2 2 . .
— Rei 21nfc_|_i_’c_ — _Re T_+L = Re2i(e%/? — ¢7/?)
212 2 2 212 " "

. —iz iz iz —iz =4sen (—) senh (—) .
w5 Ly () T
= Re(—z—senhz) = —Re(coshz)
= —u+senucoshv. = —cosucoshv.

Assim, concluimos que a Representacdo F(t) fornece uma superficie dada por

x(u,v) = (—u+ senucoshv, — cosucoshv,4sen (g) senh (g)),

ou seja, a chamada superficie de Catalan, ver Figura 16.

Figura 16: Superficie de Catalan

Fonte: Autoria Propria
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1
Exemplo 3.12. A Representa¢do de WE associada a fungdo F(t) =1— prp ondeT=e¢e‘€a

chamada superficie de Henneberg, ver Figura 17. De fato, usando o Teorema 3.5, temos

X' = Re / (1 —)F(1)dz ¥ = Re / i(1+)F (t)dz
1 1 1 1
:R€/<1—T—4+?—T2>dz :Rel/<1—1—4—r—2+12)dz
Relcot ! 73 R"C—|—13—{—T31
pr—y (4 _ —_— — el J— —_
T 31 3 3 32t
T 2
=Re|e—e Z—g(e f—e) = Re 2005hz+§cosh(3z)
2 2
= Re | 2senhz — gsenh (3z) = —2senvsenhu — Zsen (3v)senh (3u).

2
=2cosvsenhu — 3 cos (3v)senh (3u).

X :ReZ/‘tF(T) dz

1
=R€2/ (’C——3> dz
T

= Re(e* —e %)

= 2cos(2v) cosh(2u).

Figura 17: Superficie de Henneberg

Fonte: Autoria Prépria
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Exemplo 3.13. Neste exemplo, exibiremos a superficie x(u,v) dada pela Representacdo de
2
2 %

> ). Utilizando o Teorema 3.4, obtemos

WE associada ao par (f,g) = (

x! :Re/f(l—gz)dz, xzzRe/if(l—l—gz)dz, X :ReZ/fgdz
:Re/z2<1—zl4>dz :Re/iz2<1+zl4>dz :ReZ/ldz
1 (2 z = Re(2z)d
:Re/(zz—z—2> dz =Rel<%—é) e(22)dz

=2u.

3 |72 3 u? 42

_u3 2 u

-3 -‘_uz—|-v2

A superficie dada por
3 3
2 u \% 2 \%
x(u,v) = =——uv 2u
( ) ) (3 +u2+v273 u2 v27 >7

é chamada de superficie de Richmond, ver Figura 18.

Figura 18: Superficie de Richmond

Fonte: Autoria Propria
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Veremos agora como as fungdes das primeiras e segundas representacdes de Weiertras-
Enneper podem fornecer informacdes relevantes acerca da superficie minima que representa.
Para isto, recordaremos que em termos das coordenadas isotérmicas, a curvatura Gaussiana

K é dada por

1
= ——A(InE

onde A € o operador de Laplace aa—uzz + %. Usando a Proposic¢io 3.3, sabemos que E = 2|0|%.
Entdo ¢ = (3(1 —1?)F (1), 4(1+1*)F(t),7F (1)) e

2

E=2 +|tF (1) [?

Eu—ﬁwm>

+ |0+ BPP

= SIFPI? ~ 12412+ 1]+ 4f2P)
Agora, 1% = u? —v? 4+ 2iuv, entdo
T2 — 1| = (u? —v? — 1) +4u®V?.
Analogamente,

12 = =+ 1) + 4>

4)7)* = 4(u* +1?).
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Com isto,

1
= §|F|22[(u2 — )2+ 1+ 4uPv? + 20 4207
= |F|*[u* 4 20V + v + 14 2u% +207]

= |F*[1 +u* + V)%

Por outro lado, mostraremos em termos da representacio (f,g) que E = |f|>(1+ |g|?)%.

Com efeito,
1 .
£ =2 =2 (| 570187+ 3700 +07] + rsP)
_ﬁ 2 2 2
== ([(1—g)*[+[(1+8)*| +4lgl*)
2
'];' (1= Reg®2(Img®)? + (14 Reg?®)" + (Img?)? + 4[]’
_up

S-[242(Reg®)? + (Img®)* +4[g|*]

2
'f' U0 g4 12P)

= |f| 2(1+1g)%

Em termos da II representacdo de Weierstrass-Enneper e da Proposi¢do 3.3, podemos

enunciar o teorema a seguir.

Teorema 3.6. A curvatura Gaussiana da superficie minima determinada pela Il representagdo
de Weierstrass-Enneper é
—4

K = .
|F|2(1+u?+v2)4

Prova Sabemos que InE = In |F|?> +21n (1 +u? 4+ v?) em termos da II Representacio. Apli-
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cando o operador de Laplace, temos

022In(1+u?+v?)  9*2In(1+u? +1?)
AQRIn(1+u? +v?)) = - + 5

_2i 2u +2£ 2v
C Tu \ 1+ u2 2 ov \ 1 +u?+1?2

A1+ ) — 4u(Qu) + 41+ 1 4+ v?) — 4u(2v)
(14 u?+41?)?

8
(14+u?+v2)2°

Devemos agora calcular A(In|F|?). Note que
A(In|F*) = AInFF) = A(InF +InF),

e conforme a Proposi¢do 2.10, vimos que A = 492 /0z0z. Além disso, como F é holomorfa,

F nido pode ser, OF /dz = 0 e, consequentemente, dInF /dz = 0. Assim,

*InF _ O(F'/F)

A(InF) =4 _ —0
(InF) =4, %z ’
pois F, F’ e, portanto, F' /F é holomorfa. Dessa forma,
8
A(ln|F]*)=0 ¢ AInE)= —+ .
(In|F[*) e A(lnE) (1+u2+12)2
Pelos célculos acima, segue que
K= ———A(nE)
=——A(ln
2F
B 8
O 2|FP(1 4 u? 4 v2)*
4

- |F|2(1+u?+v2)%
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4 Consideracoes finais

Tratamos de alguns resultados interessantes acerca das Superficies Minimas, entre os
quais destaca-se o resultado que afirma que toda superficie minima e regrada em R ¢ lo-
calmente um helicoide ou um plano. Ao abordamos a Representacdo Weierstrass-Enneper,
um importante resultado para o desenvolvimento da Geometria Diferencial, obtivemos um
método para obter superficies minimas e exploramos a conexao entre a superficies minimas
e as fungdes de uma varidvel complexa. Dessa forma, a fim de compreender tais resulta-
dos, fez-se necessdrio recordar uma série de resultados estudados em algumas disciplinas da
graduacdo, entre as quais: Calculo em Variaveis Reais, Calculo em uma Varidvel Complexa,
Introducdo a Geometria Diferencial e Andlise no R”. Este trabalho proporcionou, assim, o

contato com um tema muito rico visto a sua interdisciplinaridade.
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