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Resumo

As superficies regulares sao subconjuntos do espaco euclidiano tridimensional que podem
ser cobertas por aplicacoes satisfazendo a determinadas propriedades. A partir dessas
aplicagoes, conseguimos dar caracteristicas a esses conjuntos, tais como a Curvatura
Gaussiana e a Curvatura Média. Um conjunto bem conhecido, a esfera, é uma superficie
regular. Mas, ela é um tanto especial, pois o Teorema de Liebmann nos diz que a unica

superficie compacta e conexa que possui curvatura Gaussiana constante é uma esfera.

Palvras-chave: Superficies Regulares; Formulas de Minkowski; Teorema de Liebmann.



Abstract

The regular surfaces are tridimensional euclidean space subsets that can be covered by
applications satisfying certain properties. From these applications, we can give characteris-
tics to these subsets, such as Gaussian Curvature and Median Curvature. A well-known
subset, the sphere, is a regular surface. However, it is such a special one, as Liebmann’s
Theorem tells us that the only compact connected surface that has Gaussian Curvature

constant is a sphere.

Keywords: Regular Surfaces; Minkowski Formulas; Liebmann’s Theorem.
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1 Superficies Regulares

1.1 Superficies Regulares

Definicao 1. Um subconjunto S C R3? é dito uma superficie reqular se, para cada
ponto p € S, existe um aberto V contendo p, vizinhanca de p, em R?, e uma aplicacao
X:UcCR?— VNS de um aberto U de R? sobre VNS C R? que satisfaz as propriedades:

1. X é uma aplicagao de classe C*.
2. X é um homeomorfismo, ou seja, bijetiva continua! com inversa continua.
3. A diferencial da aplicacao X, dX : R? — R3 é (uma aplicagao linear) injetiva para
todo q € L.
A aplicagao X é dita uma parametrizacao de S em p, e VNS é dita vizinhanga coordenada
de p em S (um aberto em S contendo p).

Dizer que a derivada ¢é injetiva nos da informagcoes sobre a matriz da aplicacao linear

dX4 que, nas bases canonicas, é*:

auX] 6vx1
[dXq] = | 3w 2 |
auXS avXS

com as derivadas parciais calculadas em . Sabemos que ela ser injetiva é uma condicao
necessaria e suficiente para que o posto da matriz acima seja igual a 2, ou seja, os vetores-
coluna de sua matriz sao linearmente independentes. Isto resulta que o produto vetorial
entre eles é nao-nulo. Com isso, também podemos dizer (olhando o posto segundo linhas)

que um dos determinantes jacobianos

0(x1,%2) 9(x1,x3) 0(x2,%3)
a(u,\)) (q)) a(u)\)) (q)) a(u,\)) (q))
com
0 (Xi, Xj ) . 6uxi 6in
a(u,v) B aqu avx]- ’

¢ nao-nulo, onde as derivadas parciais sao calculadas em q.

1
2

Note que satisfazendo a propriedade 1 ja obtemos que X é uma aplicagao continua.
Seja f uma aplicagao; 0, f(x) = g—i(x); 0,f = %(x).
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1.1.1 O grafico de uma funcao diferenciavel

Temos, por exemplo, que se f: U C R2 = R, U C R? aberto, é uma funcio de classe

C®, entao o seu grafico é uma superficie regular.

De fato, se tomarmos X : U — R? dada por: X(u,v) = (u,v, f(u,v)), vemos que suas
funcoes-coordenada sao de classe C*, e que sua derivada € injetiva para todo q € U, visto

que
10
0 1

0(x1, Y1) _

o(u,v) =170

Provemos que X é bijetiva sobre sua imagem: dados (ug, Vo), (W1, v1) € U, temos que
X(ug,vo) = X(us,v1) & (uo, Vo, flug, vo)) = (w1, v1, fus,v1)) & (ug,vo) = (ug,v1).

Logo X é injetiva. E; claramente, dado (xo,Yo,z0) € Gr(f), temos, por defini¢ao, que
zy = f(xo,Yo). Basta entdao tomar (xo,yo) € U donde X(xo,Yo) = (%0, Yo, f(x0,Yo)) =

(x0,Yo, 20) € portanto X é sobrejetiva.

Dessa forma, para cada (x,y,z) € Gr(f) associamos o par (x,y), definindo assim
1 : Gr(f) — U, a qual é a restricio da projecdao continua, 7 : R® — R?, tal que
m(x,Y,2) = (x,y). Portanto, X é uma parametrizacao de (todo o) Gr(f), isto é, ele é uma

superficie regular.

Resulta dai que qualquer conjunto que é localmente grafico de uma funcao C* é uma
superficie regular, pois isso é ser uma superficie regular, ja que ser superficie regular é
uma propriedade local. De fato, se S C R? é um conjunto que ¢ localmente gréfico, dado

p € S, existe uma funcao f: U C R? — R3 de classe C* e um aberto W C R3 tal que
Gr(f)=WnSsvp.

Sendo assim, podemos definir X : U — R3 tal que X(u,v) = (u, v, f(u,v)), que ja sabemos

ser uma parametrizacao de S em p. Como p foi arbitrario, S é uma superficie regular.

1.1.2 A esfera

Um exemplo disso, é a esfera. Considere o conjunto S* = {x = (x1,X2,X3) €
Rﬂ 2;1 (x1)? = 1}. Este conjunto, denominada esfera de centro na origem e raio 1,

é uma superficie regular. Para provarmos isto, podemos observar que as fungoes

o f1(%,y) =1 =% —y% falx,y) = /1 =x* —y%fs(y,z) = V1 —y* — 2%
o f3(x,z) = V1 —x?—2z% f4(x,z) = =1 —x? — 2*f(y,z) = —/1 —y? — 2%
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Figura 1 — Esfera unitaria

__“‘—f—h,_¥l,/

falz,z) = =1 —a% - 22 foly,z) = —v1—x% — 22

Figura 2 — Funcoes que cobrem a esfera

tém seus graficos cobrindo toda a esfera, mostrando que a esfera é um conjunto que é

localmente grafico, portanto uma superficie regular.

Outra forma é se olharmos para a projecao estereografica da seguinte forma: Considere
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o subconjunto da esfera S —{e3}, onde e3 = (0,0, 1). Se tomarmos um ponto x € S* —{es},
a semirreta com origem em e3 que passa por X = (X1,X2,X3) e tem direcao do vetor (x —e;3)

pode ser descrita (parametrizada) da seguinte maneira:
() =5+ thx—e3) = (b, g, 1+ txs = 1)),

com t € (0,00). Identificando o plano R? com o subconjunto do espaco R? x {0}, temos

que a reta intersecta o plano, r(t) € R%, quando

L
(1—x3)

Substituindo este valor de t na expressao da reta, vem que o ponto pertencente a reta que

T+txs—1)=0&t=

esta no plano é

B2 5 r(t) & 1(t) = ——(x1,%2,0).
(T—x3)

Figura 3 — Projecao estereografica

Desta forma, defina a aplicacao que a cada ponto da esfera o associa ao respectivo ponto

pertencente a reta e ao plano por: ¢ : S? —{e3} — R?, tal que

C(x) = C(x1,x2,%3) = (1_1—)(3)133(76%
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onde pry1: R — R™ é a projecao sobre R™, isto &, Pri1(%) = Prus1 (X1, -+ s Xy Xng1) =

(X1, yXn). Segue dai que { é continua, ja que p3(x) é lipschitziana®,
1
2

n n+1 %
o G = e+l = (- 6x02) < (302" = I

i=1 i=1

1

— é continua para todo x3 # 1, e como sabemos, o Unico

e a fungao (x1,x2,x3) + 1
ponto em que x3 = 1 é X = e3, que nao pertence ao conjunto S? — {e3}. Por outro lado, se
definirmos a aplicacao & : R? — S? — {e3} tal que

2y, 2y; ||U||2—1)
PP+ 1yl + 1 yll2+1)°

Mw:awyﬂ:(

vemos que & = (', pois como

a) (numerador da tltima entrada referente a ()

o —1 = 4T (dd) =0 —x)?
(1 —X3)2 (] _X3)2
_ (X3 +x3) — 1+ 2x3 —x3
N (1 —x3)?
(BB 1+ 2% — 24
(1—x3)?
_ 1T—1 +2X3—2x32>
B (1—x3)?
~ 2x3(1 —x3)
(1 —x3)?
2x3
(T—x3)

b) (denominador da ultima entrada referente a ()

(x € §%)

2,02 2,2 2
el +1 = FEER oy DR )
(x5 +x3) + (1 — 2x3 +%3)
- (1—x3)?
LG5+ 1 —2x3
(1—x3)?
T+1—2x
A
2(] —X3)
~ (1—x3)?
J— 2 .
(1 =x3)

3 Uma aplicacdo f: U C R™ — R™ é dita lipschitziana quando existe uma constante k > 0 de forma que
() — fly)ll < klx —yll,

sejam quais forem x,y € U. Em particular, f é continua.
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c) e (parai=1,2, onde y; = x;/(1 —x3))

2yi 2% /(1 —x3) e
lyllF+1 2/(1—x3) ;

ao calcularmos, para qualquer x € S?, tem-se que
X1 X2
£(Lx) = &(— —) = (x1,%2,%3) =X,

]—X3)1—X3

e para todo y € R?, como
CylP=1 2

yl2+1 " Iyl2+ 1

segue também que

- 2y, 2y, |Iyllz—1)
C(&y) = C(”sz + 1yl +1 [yl +1

:HyHZH( 2y, 2y, )
2 Iyl + 17 [yl + 1

= (yhyZ)
:y_

Portanto, € é a inversa de &, ou seja, & é um homeomorfismo, ja que também é continua,
pois cada uma de suas fungoes coordenadas é de classe C*, em particular continuas.
Por fim, resta mostrar que a diferencial de & é injetiva, ou equivalentemente, um dos

determinantes menores ser nao-nulo. Como as derivadas parciais de & sao

e 0:&(y) = HyHZ—H( (Iyll> + 1) — 4y3, —4y1uz, 4y1)

o 0EY) = qp (— 4yya, 20y IR + 1) —4y3, 4y,)

segue que a a jacobiana de & em um ponto y = (yi,yz) é

) y-yit+1l 2y,
-~ | _ 2 .2
98] = p e | 2w i

2y; 2y,

Se calcularmos seus determinantes menores, obtemos o seguinte:

s Ui—uiHl 2y

T = —4(Ilyl* = 1) /(hyll* + 1%
W | gy gl —yd 41 Y /Iy

s Y-y +1 2y

SR 2u, 20, Y2/ (llyll )
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4
. R
(Iyll2+1)%

-2 t—yi+1
Y1Yyz Yi— Yz _ —8y1/(||y||2 + ])3'
2y1 Zyz

Tais determinantes nunca se anulam simultaneamente, logo, em um dado ponto, sempre
algum é ndo nulo. Portanto, a diferencial é injetiva, e assim & é uma parametrizacao de S? —
{e3}. Para cobrirmos toda a esfera, falta apenas o ponto es;. Portanto, agora consideramos
o conjunto S? — {—e3}, onde —e3; = (—1,0,0) € S? e procederemos analogamente, mas
agora considerando a semirreta que tem origem em —ej3 passa por x e tem direcao do vetor

(x + e3), que pode ser descrita por:
s(t) = —es+t(x+e3), te(0,00).

Logo, S? é uma superficie regular.

1.1.3 Imagem inversa de um valor regular

Defnicao 2. Um ponto ¢ € R™ é dito wvalor regular de uma aplicacao diferenciavel
f: U — R™, com U C R™ aberto, quando para todo ponto q € f'(c) ={q € U;f(q) = c},

a diferencial dfy : R™ — R™ é uma aplicacao sobrejetiva.

Esta definicao nos dé4 mais uma forma de obter superficies regulares: os conjuntos que
sao a imagem inversa de algum valor regular, por fungoes C*, sao também superficies
regulares. Com efeito, considere f: U C R? — R, U aberto, uma funcao de classe C* de
forma que em um ponto p = (a,b,c) € U, f(p) = d, a diferencial de f seja sobrejetiva, ou
seja, 0xf # 0 ou 0yf # 0 ou 0,f # 0 em p. Podemos supor, por exemplo, que 0,f(p) # 0 e
definir ¢ : U — R3 tal que

d)(x,y,z) = (f(x,y,z),y,z).

Dai, a sua jacobiana em um ponto genérico qualquer é

o.f 9,f 0.f
Jol=10 1 0],
0 0 1

cujo determinante é 0,f, que, por hipotese, em p ¢é diferente de zero. Isto nos diz, pelo
Teorema da Aplicagao Inversa, que existem um aberto Z C U com p € Z e um aberto em
R? que contenha ¢ (p) = (d, b, c), ao qual podemos supor ser da forma W x V (cartesiano
de abertos) diminuindo Z, se necessério, com f(p) =d € W C Re (b,c) € V C R?, de
tal forma que a aplicacao cl)‘Z : Z — W x V é um difeomorfismo C*®. A inversa deste

difeomorfismo, que também é um difeomorfismo?, é a aplicacao (d){z)_] =p:WxV = Z,

4 Logo suas funcdes coordenada sdao C®.
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que é da forma Pp(w,y,z) = (9(w,y,2),Y,z), com (W,y,z) € WxVondeg: WxV = R
¢ C*. Se olharmos para os pontos (x,Y,z) pertencentes ao conjunto® f~'(d) N Z C Z,

observa-se que
¢(X>U>Z) = (f(X)U>Z))U>Z) = (d,}bl) (:>1|)(d>y>2) S f_](d) NZ.

Dai, para todo (d,y,z) € ¢(f'(d)NZ)Cc W xV,

(d>y>2) = (d) Oll’)(dﬂJ»Z) = ¢(9(d>yal))y>z) = (f<9(day>2)>y)l>>y)2)>

ou seja,
dzf(g(d,y,z),y,z) &= (g(d,y,z),y,z) e f(d),

0 que nos mostra que g := 9‘{d}xv :{d} x V = R tem seu grafico contido no aberto
f~'(d) N Z de f~'(d). Por outro lado, se (x,y,z) € f~'(d) N Z, entdo

(x,y,z) :q)(d)(xayaz)) :w(f(xﬂ%z)ﬂ%z) Zﬂ)(d,y»Z) = (g(d,y,z),y,z) € GT‘(g)

Logo, Gr(g) = f'(d) N Z. Dessa forma, mostramos que f~'(d) é localmente grafico de

uma aplicacdo C*, portanto f~'(d) é uma superficie regular.

Exemplo 1. Um exemplo disso ¢ a funcao f : R — R tal que

onde a,b,c € RT sao constantes fixas. Se calcularmos suas derivadas parciais, 0,f =
2a7%x, o,f = 2b2y, oyf = 2¢ %z, vemos que elas sao de classe C*, ja que sdo polinomiais.
Dessa forma, f € C*>. Além disso, o seu gradiente é nulo se, e somente se, (x,y,z) = (0,0,0).
Desta forma, se observarmos, por exemplo, o conjunto

XZ 2 ZZ

—1 _ 3
P = {2 e R | e+ 5

vemos que o mesmo é uma superficie regular, haja vista que 1 é valor regular de f. Assim,
temos mais uma forma de mostrar que S? é uma superficie regular: tomandoa =b =c =1,

obtemos que f~'(1) = S%. Mais geralmente, temos que o elipséide é uma superficie regular.

1.2 Mudanca de Pardmetros

Dada uma superficie regular S, considere duas vizinhancas coordenadas de um ponto
p € S, parametrizadas por X: Vy, — V, e Y: W, — W, onde sao abertos Vo, Wy C R?, e

p € VN W. Podemos entao considerar a aplicacao

> Que é nao-vazio, pois p € f~'(d) N Z.
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Yo X: XN (VW) =Y (VNw).

Tal aplicacao é um difeomorfismo C*. Para vermos isso considere os lemas a seguir:

Lema 1. Considere S uma superficie regular. Dado p € S, seja X : U C R? — V uma
parametrizagdo de uma vizinhanga coordenada V de p = X(ug, Vo) € S. Entdo, existe uma
projecdo sobre duas coordenadas 7t : R® — R? e uma bola aberta contida em U com centro

em (ug, Vo) tal que 7wo X é um difeomorfismo de classe C* de tal bola sobre sua imagem.

Demonstracao. Sendo uma parametrizacao, vemos que dXy,,) ¢ uma aplicacao linear

injetiva. Ou seja, o posto de sua matriz é igual a 2. Isto nos diz que duas das trés linhas

da matriz
auxl avx1
auxl avXZ
auXS avXS

sao linearmente independentes. Dai, definimos a projecao 7 como sendo 7t(xq1,X2,X3) =
(xs,Xx), onde s,k sdo os indices das linhas linearmente independentes, com s,k € {1, 2, 3}.

Dessa forma, a matriz jacobiana da composicao 7o X é invertivel, pois

o X(u,v) = <Xs(u»v)>xk(u>\))>)
e dai,

OuXxs(u,v) Oyxe(u,v

JlmoX)y) = [ SIY) OxILY
auxk (u) V) avxk(u> V)

que por hipotese tem determinante nao-nulo. Sendo assim, pelo Teorema da Aplicacao

Inversa, obtemos o nosso resultado. O

Lema 2. Dada uma superficie regular S e uma parametrizacio X : U C R> — V C S, com
U aberto, se uma aplicacao f: V, C R? — R3 de classe C® é tal que f(V,) C V, entdo
X Tof:V,— Ué de classe C®.

Demonstrag¢ao. Dado um ponto p na intersegao V N f(V;), sabemos que existe uma
projecao 7 : R® — R? tal que 7t o X é um difeomorfismo C*® de uma bola centrada em p
sobre sua respectiva imagem. Temos também que nessa intersecao, por ser f(Vy) C V, que
p = f(yo), para algum yo € V,. Por outro lado, se xo = X' (p), vem que (1o X)(xo) =
7(f(yo)). Dali,

Xo = {(noX)q o ﬂof} (yo),
ou seja,

(X of)(yo) = {(WOX)] ofo f} (Yo)-
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Como a projegao depende apenas dos pontos p € V, podemos fazer isso para cada y € V.
Ou seja, dado yo € Vy, a composigao (Xfl o f) ¢ C*® em yp, pois como conseguimos
escreve-la como uma composicao de aplicacoes C*, ja que o X é um difeomorfismo C*,

7t é linear, e, por hipotese, f € C*°, vemos que (X’l o f) € C=. n

Voltando para a mudanca de parametros, podemos aplicar o Lema 2 acima em ambos
os lados: uma vez para X e outra para Y, considerando uma como parametrizagao e
a outra como a funcao dita no enunciado, e depois fazendo o processo inverso. Com
isso, observando que (Y‘1 o X)q = X"ToY, vemos que a mudanca de parametros é um

difeomorfismo C®.

1.3 Aplicacdes entre superficies

1.3.1 Espaco Tangente

Definigao 3. Um vetor v € R3 ¢ dito tangente a superficie S em p € S quando existe uma
curva® o : (—e,e) — S de classe C* tal que «(0) = p e «/(0) = v. Ou seja, dada uma
curva passando por p em S, os vetores velocidade nesse ponto, segundo cada curva, é um

vetor tangente a S em p.

O conjunto do R3 constituido pelos vetores tangentes a S, acima definidos, denotado
por T,S, é chamado de Espaco Tangente a S em p. Dada uma parametriza¢ao de S em
P, 0 espaco tangente a S em p pode ser obtido como a imagem da diferencial de uma
parametrizacio de uma vizinhanca do ponto p, ou seja, se X: U C R* = V C S, X(q) =

p € V é uma parametrizagao de S,
T,S = dX,(R?),

onde dX(q) = dXy: R? — R3. De fato, se tivermos um vetor v € T,S, existe uma curva
C®em S, x:(—¢,e) = S de forma que x(0) =p e &’(0) =v. Podemos supor que a curva

esta contida em X(U) C S. Desta maneira,

B:=X"Tox:(—ee)— Ue C®,

6 ou, equivalentemente, quando dada uma parametrizacio de S em p, X : U C R? — S, existe uma curva

o (—eye) — U, C™, tal que o(0) = X' (p) e (Xo )/ (0) =v.
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pelo Lema 2. Assim, obtemos uma curva C* em R?, com (0) = g. Dali,

dX,(B'(0)) = dX,q ((x1 o cx)’(O)) = dx<(x1 o oc)(O)) <(x1 o oc)’(0)>

ou seja, v € dXq(R?). Como v € T,S foi arbitrério, vemos que T,S C dX4(R?). Por outro
lado, seja w = dX4(uo), para algum u, € R?. Definindo a curva vy : (—6,8) — U com
Y(s) = q + sup, vem que y € C*® ey’ = uy. Dai, Xoy:(—=5,8) = S é uma curva em S,

cuja derivada em s =0 ¢é
T,S 3 (Xov)'(0) = dXy () (Y'(0)) = dX4(uo) = w.

Portanto, podemos ver que realmente o espago tangente pode ser determinado pela imagem

da diferencial da parametrizacdo X em q = X~ '(p).

Na verdade, a definicao de Espaco Tangente independe de uma parametrizacao escolhida,
e isso nos mostra que podemos determina-lo através de uma parametrizagao qualquer
(de uma vizinhanga de p). Além disso, o Espaco Tangente é um plano e, a partir de
uma parametrizacao, podemos encontrar uma base para tal: {X., X,}. Com efeito, dado
w € T,S, por definicao considere uma curva o : (—¢, &) — U, C*, com «(t) = (u(t),v(t))
de sorte que Xo a : (—¢,e) — S satisfaca (X o oc)(O) =pe (X o OC)/(O) = w. Isso nos

resulta o seguinte:
w = (Xoa)'(0) = dXq0) ('(0)) = dX ooy (1'(0),v/(0)) = dXq(u'(0),v'(0)).

Dai, se X(u,v) = (x1(u,v), x2(u,v), x3(1,v)),

dXq(1'(0),v'(0)) = [ duxa(q) dvxa(q)

dux1(q) Ovxi(q) (
aux3(q) avX.’a(q)

mostrando que {X,(q), X,(q)} realmente é uma base para T,S, pois ja sabiamos que eles
eram linearmente independentes. Dessa forma, conseguimos uma base para o espaco
tangente através de uma parametrizagao. Se escolhermos uma parametrizagao Y de S em
p, distinta de X, ainda teremos que T,S = dY,(R?), onde r = Y~ (p), e que {Yy (1), Yy (r)}

¢ uma base de T,S, embora possa ser distinta da proveniente de X.

1.3.2 O espaco tangente a esfera

Dado um ponto p € S* C R3, consideremos o espaco tangente TPSZ. Este espaco

€1

vetorial é, na verdade, o complemento ortogonal a posi¢ao (p)+, ou seja, o unico plano
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perpendicular” a p. De fato, seja © € T,S* e a: (—e, €) — S? uma curva C* em S$?, com
x(t) = (oq (1), x2(t), ocg,(t)) tal que a(0) = p e &’(0) = 0. Sendo « uma curva em S?,
temos a identidade

(oe(t), a(t)) = 1,Vt € (—e,€),

que resulta, derivando em relagao a t,
<O((t), (xl(t)> = O)Vt € (_€> 5)'

Em particular, para t = 0, vemos que (p,0) = 0, ou seja, 0 € (p)*, isto é, T,S* C (p)*.

Por outro lado, se v = (v1,V2,v3) € (p)*, entdo consideremos a curva® y : (—8,8) — S?

tal que

(t) = pttv  [og(0) +tvi (0) +tva o3(0) + tvs

Y o _( p+tvll 7 llp+tvll 7 ip+ byl >

Note que y(0) =p e [[y(t)|| = [[p+tvl|/|l[p+tv]] = 1, implicando que y(t) € S$* Vt € (-8, 5).
Logo, v'(0) € T,S?. Como

d df( ¢ : 1 :

& (lp + o) =a{(;<m(0)+tvi)z) | = rw {;Z(oq(oum)w}
B > ;i (0)v; + tvi
=2 il

e, para cada j = 1,2, 3,

d (oq(O) +tv]-> _villp vl — (o + tvy) & (llp + tvll)
dt \ [[p + tv]] Ip + tvlf?

3 1 (0)vi+tv?
vjllp + tvll — (o + tvj) {Zi—] . ElP)Itv_VI:|

b

[p + tvl|?

a derivada da curva fica

() = (g<oq(0)+tv1) £<a2(0)+tvz) i(o(3(0)—|—tv3>)
YT @ ol et p+ ol ) at\ [p+

3 (0)vi+tvi2 :|

vjllp + tvll — (o + tvj) [Zu ol
j=1

Ip + tvl?

ej,

Ou seja, a posigao é normal a Esfera.
8 &> 0 sendo tomado de forma que y((—§,8)) C S2.
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onde e; = (1,0,0),e; = (0,1,0) e e3 = (0,0,1). Donde, em t =0

o4 (0)\)14*0\)%
[Ip-+0v]|

~villp 4 OVl — (o 4 Ov;) [Zfl
lIp + Ovl?

6

Portanto, vemos que o espago tangente a esfera em um ponto p € igual ao plano que passa

por p cujo vetor normal é o préprio p, isto é, T,S* = (p)*.

_1}'

Figura 4 — Espaco tangente a esfera

1.3.3 Aplicacoes diferencidveis entre superficies

Definicao 4. Seja S uma superficie regular e V. C S aberto em S. Uma aplicagao

¢V — R™ é dita diferencidvel em p € V se para alguma parametrizagao X : U — V de S

em p,

boX:U— RY
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¢ uma aplicacao C> em p € U. A aplicagao ¢ ¢ dita diferencidvel quando ¢é diferenciavel

em todos os pontos de S.

Tal definicao nao depende da parametrizagao de uma vizinhanga de p escolhida, visto
que dadas parametrizagoes X : U — S, Y: W — S de S, com p € X(U) NY (W), a mudanga
de coordenadas implica que ¢ oY = (d) o X) ) (X‘l o Y) ¢ uma aplicacao diferenciavel em
p (C*), desde que ¢ o X seja.

1.3.3.1 Restricao de uma aplicacdo diferenciavel

Se uma aplicacio f: U C R3> — R™, com U aberto e S C U uma superficie regular, é
C*> em U, entao f|; : S — R™ é uma aplicacao diferencidvel em S.
De fato, se observarmos que dada uma parametrizacao qualquer X de S a composicao

foX é C™, segue da definicao que f: S — R™ é diferenciavel.

Definigao 5. Sejam M, N superficies regulares e { : V.C M — N uma aplicagao continua
definida num aberto V de S. Dizemos que a aplicacao P ¢ diferenciavel em p € V quando
dadas parametrizagoes X : U -V CMeY: W — ZC N, comp € V,f(V) C Y(W), a
composta

Y 'ooX,
6 C® em X~ '(p).

1.3.3.2 Diferencial de uma aplicagdo entre superficies

Definicao 6. Dadas duas superficies regulares M e N, considere 1, X, e Y como na
definicdo 5, e uma curva o : (—¢, e) — U tal que o(0) = X' (p) e (Xo a)’(0) = 0, ou seja,
0 € T,M. Se considerarmos a composicao (P o Xo «) : (—¢,e) — N, teremos agora uma

curva em N, tal qual resulta que
(1]) oXo OL)I(O) € Typ)N.

A aplicacao que é definida a partir desta relacao, (X o «)’(0) — (P o X o «)’(0), é uma

aplicagao linear, denominada diferencial de \p em p:
dll)p : TpM — Tlp(p)N.

Vejamos, pois, que de fato esta aplicagao constitui uma aplicagao linear:

Como f ¢ diferenciavel, ficam bem definidas as parametrizacoes X de M e Y de N de tal
forma que Y"'ofoX: U — W seja C® em X '(p) := q, por definicao. Considere um vetor
0 € T,M e, por definicao, uma curva « : (—¢,e) — U tal que x(0) = q e (Xo «)'(0) = 0.
A curva em N,

b:=PoXow:(—&e) =N,
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pode ser reescrita da seguinte maneira:
P =[(YoY o lpoXow](t)=[Yo (Y opoX)oa](t) = [Yoyoo(t),

ondey =Y ' o1 oX:U— W, denotando y(u,v) = (w(u,v),z(u,v)). Logo,

d(t) = Y(w(u(t),v(t)),z(u(t),v(t))),
donde, sendo
P Y (p) = (w(u(m,vm)),z(u(O),v(O))),

a derivadaem t =0 é

d d

/0) = a, (gow(ulel, vle)), gez(ult) viv) )

= dY, (auwu’(O) + 0,wv’(0),0,zu’(0) + ’Ovzv’(O)).
Se os elementos de W sao da forma (w, z), entao’

¢’(0) = aY, (auwu’(O) + 0,wv’(0), 0,zu’'(0) + avzv’(O))

= (auw(q)u’(O) + avw(q)v’(O))Yw(r) + (auz(q)u’(O) + 6vz(q)v’(0))Yz(r).

Desta forma, vemos que ¢’(0) nao depende da curva o, pois u'(0) e v/(0) sdo as coordenadas
do vetor © € T,M, que dependem apenas da base do mesmo, isto é, {Xu(q),XV(q)}.
Definindo, portanto, di, : T, M — Ty N como

d, (aXa(q) + bX,(q)) = (auw(qm avw(q)b)vw(r) ; (auz(q)a+ avz(q)b)vz(r),

que de fato é uma aplicagao linear: sejam 07 = aX,(q) + bX,(q) e 0, = cXu(q) + dX,(q)
em T,M e A € R. A combinacao linear dip, (91 + 7\92) ¢ igual a

= (auw(a +Ac) + o,w(b + Ad)) Yo (r) + <auz(a + Ac) + 0,z(b + 7\d)>Yz(r)
= Kauwa + avwb) Yo(r) + (auza + avzb) Yz(r)} +
+ [(Z)uw?\c + avad) Yo (T) + (E)uz?\c + avzkd) Yz(r)}

=d,(07) +A {(auwc + avwd> Yo (1) + (6uzc + avzd> Yz(r)} .

Portanto,
dll)p (91 + 7\62) = d1|)p(61) + }\d'll)p(ez)

E assim, temos (tomando a =1 e b =0, em seguida a =0 e b = 1) que a matriz desta

o.w(q) dw(q)
d = .
b (auz(q) avz(q)>

9 Isto daqui, na segunda igualdade, mostra que ele realmente pertence a Ty p)N.

transformacao é
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1.4 Primeira forma fundamental

Temos que um espago vetorial E munido de produto interno, (,) : E x E — R, induz,
de maneira natural, o produto interno sobre cada subespaco F C E. Da mesma forma,
R? induz, para cada p € S, S superficie regular, o seu produto interno (canonico) sobre
T,S = dX4(R?) (onde g = X~'(p)). Sendo assim, para cada p € S,

()p:THSxT,S =R

(vyw) = <V> W)p = <V»W>°

A forma quadratica associada a essa forma bilinear é chamada de Primeira Forma
Fundamental:

Definicao 7. A forma quadrética I, : T,S — R, dada por
Ip(W) = <W>W>p»

¢ dita a a primeira forma fundamental de S em p.

A primeira forma fundamental indica uma aproximagcao de primeira ordem do compri-
mento de curvas, angulos de vetores tangentes, areas de regioes sobre a superficie de um

ponto de vista observado da superficie, sem olhar para R3.

Seja X : U € R? — S uma parametrizacao da superficie S em p. Vamos considerar
w € T,S e seja oo : (—¢,e) — X(U) uma curva parametrizada diferenciavel em 0 com
a(0) =p e a’(0) = w. Entao faz sentido considerar a composigao vy : (—e, ¢) — U, onde

v(t) == (X" oo)(t) = (u(t),v(t)). Onde podemos expressar o« como sendo

tal que «(0) =p = X(up, Vo), onde uy = u(0),vo =v(0), e &’(0) = w. Donde, nos resulta

que

e, consequentemente,
L (w) = (w,w), = ([Xeu' + Xov'], [Xuu' + Xv'] >p

- {(qu’ + X', Xu + va’>p
= [(Xu, Xu)p (u’)2 + 2(Xu, Xo)pu'V' 4+ (X, Xo)p (\/)2

calculados em t = 0. Onde, definimos
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1. E(LL(),\)Q) - <Xu(uO)VO))Xu(uO>VO)>P;
2. F(uO)VO) = <Xu(u0)v0))xv(u0>v0)>p;

3. G(ug,vo) = <Xv(u0)VO))Xv(uO)V0)>P;

denominados coeficientes da primeira forma fundamental de S em p na base coordenada

{Xu(uO)VO)) Xv(uO>VO)}

de T,S. Donde, fazendo p € S variar sobre X(U), obtemos as funcoes diferenciaveis

L E(u,v) - <Xu(u,v),Xu(u,v)>,
IL. F(u)\)) — <Xu(u)v))xv(u)v)> = <Xv(u,v),Xu(u,v)) €

I11. G(u,v) - (Xv(u,v),Xv(u,vD,

com (u,v) € U. Portanto, a primeira forma fundamental fica
I, (w) = E(u, vo) [1/(0)]” + 2F(u0, vo) [1/(0)]* [V/(0)]” + G (w0, o) [v(0)]°.

Exemplo 2. Dada uma funcao C*® f : U C R? — R, sabemos que seu grafico é
uma superficie regular, conforme a secao 1.1.1. E, além disso, X : U — R? tal que
X(u,v) = (u,v, f(u,v)) é uma parametrizacao de todo o grafico de f. Para calcularmos a
primeira forma fundamental, calculemos os coeficientes da primeira forma fundamental,

E(u,v), F(u,v), G(u,v) dados pelas equacoes I, II e III acima. Primeiramente, temos que:

Xu(uw,v) = (1>O>fu(u>v))
XV(LL,V) = (O) ])fv(u>v))

onde (u,v) € U. Dessa forma, obtemos que

E = (Xu(u,v), Xu(u,v)) = ((1,0, fu(u,v)), (1,0, fu(u,v))) =1+ [fu(u,v)}z; (1.1)
F= (Xu(u,v), X, (u,v)) = ((1,0, fu(u,v)), (0, 1, f,(u, v))) = fu(u,v)fy(u,v);  (1.2)
G = (X,(u,v), X, (u,v)) = <(O, 1,fv(u,v)), (O, 1,fv(u,v))) =1+ [fv(u,v)}z. (1.3)

Dada uma curva o : (—e,e) — X(U), tal que «(0) = p e «’(0) = w, onde
x(t) = X(u(t),v(t)) vem, & partir das equagoes (1.1), (1.2) e (1.3), que a primeira

forma fundamental em p aplicada em w é:

L(w) = (14 [fulu, v)])w/(0)2 + 2f, (1, v)fy (1w, )W/ (00 (0)1% + (1 + [£u(u, v)]H)v/(0)2.
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Exemplo 3. Considere o conjunto do espaco C = {(x,y,z) € R | x* + y%* = 1}. Tal
conjunto é denominado cilindro circular reto sobre o circulo unitério x> +y* = 1. Uma

parametrizacio deste conjunto é a aplicacio X : U C R?> — R3 tal que
X(u,v) = (cosu,sinu,v), (u,v) e U

onde U={(u,v) eR* |0 <u<22meveR}.

Figura 5 — Cilindro circular reto sobre o circulo unitario

Se calcularmos as derivadas parciais de X, obtemos que: X, (u,v) = ( — sinu, cosu, 0)
e X,(u,v) = (O, 0, 1), de onde obtemos, pelas equagoes (I), (IT) e (III) que os coeficientes

da primeira forma fundamental sao

E(u,v) = ((—sinu,cosu,0), (—sinu,cosu,0)) = [sinu]2 + [cosu.}2 =1
F(u,v) = (( —sinu, cosu,0), (0,0,1)) = 0;
G(u,v) = <<O)O) 1)) (0>0) 1)> = ||63||2 =1



2 Superficies Orientaveis

2.1 Superficies Orientaveis

Dada uma superficie regular S, sabemos que se X e Y sao parametrizacoes de S,
cujas imagens se intersectam, a mudanca de coordenada é um difeomorfismo C*, ou
seja, o determinante da diferencial da mesma é diferente de zero, nos dando assim duas
possibilidades: positivo ou negativo. Se conseguirmos cobrir a nossa superficie de forma que
quaisquer duas parametrizacoes da mesma tenham a propriedade de que o determinante

seja positivo, ou suas imagens nao se intersectam, dizemos que ela ¢ dita orientavel. Isto é:

Definicao 8. Uma superficie regular S C R3 é dita orientavel se é possivel obter uma

familia de parametrizacoes {X;\}ML, onde X, : Uy C R> = S, U, aberto, de tal forma que
S € UXia(Uy) e dadas quaisquer duas parametrizagoes Xy, Xy, de S nesta familia:
AeL

)

a) Ou Xy\i (U;\i) N X)\. (

j U’7‘i) :Q)
b) Ou X, (U-M) N X, (U;\j) # () e a mudanca de coordenadas tem jacobiano positivo.

)

Dado um espaco vetorial E, considere duas bases V e W de um subespaco F C E. Dizemos
que elas tém a mesma orientacao quando a matriz de mudancga de base tem determinante

positivo.

Observemos o seguinte: dadas duas parametrizacoes X: UCR? - SeY:VCR* =S
de uma superficie regular S, com W = X(U) N Y(V) # ), sabemos que a mudanca de
coordenadas Y~' o X : X' (W) — Y1 (W) é um difeomorfismo C*. Se nés denotarmos as

parametrizagoes por
X(LL,V) = (Xl (u,v),xz(u,v),x3(u,v)) € Y(ha k) = (91 (ha k))yz(h) k)>y3(h> k)))
podemos fazer que Y~ (W, Wy, w3) = (h(w1,wz,W3), k(W1,W2,W3)), donde

[Y_] © X] (u,v) = Y_] (X] (U,V),Xz(u,\)), Xg(u,V))
= (h(X] (u,v), XZ(U-, V)) x3(u,v)) ) k<X1 (u,v), XZ(U-, V)» x3(u,v)))

= (h(w,v), k(u,v)),

onde a ultima igualdade define h(u,v) e k(u,v). Desta forma, duas parametrizacoes X e Y

de uma superficie regular S ficam associadas pelas equagoes
0. X = 0,h0,Y + 0,k0Y

X(u,v) = Y(h(u,v), k(w,v)) =
9,X = 3,hdRY + 3,kdyY
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ou seja, pela matriz jacobiana da mudanca de coordenadas

Xu B o,h 0,h Yy
X,/ \duk ak)\v)’
Naturalmente, dado um ponto p = X(up,vo) € S, temos um vetor normal ao plano

tangente em p, T,S, resultado do produto vetorial dos vetores de uma base obtida a partir

da parametrizacao®: Xy (o, vo) A X, (1o, vo); cujo versor é

Xu(uo, vo) A Xy (1o, Vo)
[1Xu (1o, vo) A X, (ug, vo)ll’

N(p) = N(X(uo,vo)) =

denominado vetor normal unitario N em p. Se escolhermos outra parametrizagao Y de S

em P, podemos utilizar a relacao que obtemos a pouco,

Xy = 0yhYyn + 0, kY
Xy = 0yhYy + 0,kYy

para relacionar os vetores normais unitarios em um ponto da seguinte maneira:

Xu A Xy = (0hYy + 0ukYi) A (9,hYy + 9,k Yy)
= (0uhYh + 0ukYi) A (3yhYy) + (0uhYn + dukYi) A (9,kYy)
= (0uhYh) A (9,hY4h) + (3ukYi) A (3vhYh) + (9uhYn) A (dukY)
+ (9ukYi) A (90K Yx)
= (0ukYi) A (0yhYh) + (0,hYn) A (9ukYy)
= 0ukd,h (Y A Yy) + 0,hd k(Y A Yy )
= 0, hdk(Yn AYy) — 0,hd K (Vi A Y)
_|0,h dh

Yn AY
auk avk ( h k))

ou seja, a relacao entre os unitarios fica determinada pelo sinal do jacobiano da aplicagao

mudanca de coordenadas
Xu A X, Yh A\ Yy

X  AXD VR A YAl

Assim, vemos que se uma superficie regular é orientavel, numa determinada orientacao,

em intersecoes de vizinhancas coordenadas nao-vazias, os vetores normais unitarios sao os
mesmos, definindo bem, portanto, uma aplicacao diferenciavel na superficie S que a cada

ponto p € S, associa um vetor normal unitario ao plano tangente a S em p.

L O simbolo A aqui, bem como onde aparecer, é substituto do x para representar o produto vetorial

entre dois vetores.
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Definicao 9. Dada S uma superficie regular, uma aplicacio N : S — R3 é dita um campo
normal de vetores em S quando associa a cada ponto p € S um vetor N(p) ortogonal
ao plano tangente a S em p. Se esta aplicacao é continua, dizemos que tal campo é um
campo normal continuo de vetores em S. Se for diferenciavel, campo normal diferencidvel

de vetores em S.

Proposicao 1. A fim de que uma superficie regular S C R? seja orientdvel, é necessario e

suficiente que exista um campo normal diferencidvel de vetores em S.

Demonstrag¢ao. (=) Como vimos acima, S ser orientdvel é necessario para existir um
campo normal diferenciavel em S, e tal é, por definicao, de classe C* ja que suas fungoes
coordenadas sao.

(&) Suponhamos que exista um campo normal diferencidvel de vetores N : S — R3 em
S. Queremos entao uma familia de parametrizacoes que cubram S e que a mudanca de
coordenadas entre duas quaisquer delas tenha jacobiano positivo. A partir desse campo,
vamos construir uma familia de parametrizacoes que é, na verdade, uma orientagao para S:

0. X, A DX, :N}
10Xy ABXpIl )

ﬂ:{Xp:Bp%S,pES;

Sendo uma superficie regular, dado um ponto p € S, existe uma parametrizacao X: U C
R? — S de S em p. O ponto X~ '(p) € U é um ponto interior ao aberto U. Desta forma,

existe uma bola de centro X~'(p) contida em U,

B, :=B(X '(p);8(p)) = {q € U;llg — X' (p)ll < 8(p) },

a qual X restrita ainda é uma parametrizacao de S em p, no entanto, agora ganhando o

beneficio do dominio ser conexo. Logo, S = USXP(BP).
pe
Note que dado p € S, para cada q € By, os vetores

0. Xy A DX,

NXpla)) e 5 X A%,

(q)

sao normais a S em p, ou seja, sao multiplos. Isto significa que: para todo q € By,

0.Xp A D, X, B

ja que o angulo entre eles ou é 0 ou é . Mas note que a expressao acima define uma

fungao continua em um conjunto conexo, isto ¢, ¢, : B, — R tal que

0. Xp A 0,X
onta) = (NG R TR )

donde ela ou é constante igual a 1 ou constante igual a —1, pois caso contrario, pela

conexidade, terfamos ¢, (qo) = 0, para algum qo € By, 0 que ndo pode acontecer. Portanto,

¢, =1oup, =—1.
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Se ¢, = 1, entao os vetores normais sao, na realidade, iguais e isso nos da o que
queriamos: uma parametrizagao de S em p cujo vetor normal em X,(q), pelo campo N

previamente dado, é igual ao normal resultante do produto vetorial.

Se ¢, = —1, entdo a aplicagao X3 : By — S tal que X;(q*) = X,(q) ¢ ainda uma
parametrizagao de § em p tal que X5(B7) = X,(B,), onde By :={q* = (r,s) € R%q =

(s,7) € By}, porém, agora se tem

3, X5 A 9 X*
N(X:(q%) = P " (q").

110:X5 A 9Xl
Portanto, em ambos os casos, teremos uma parametrizacao de S em p cujo normal resultante
do produto vetorial na imagem inversa de p pela parametrizacao é igual ao N(p). Isso
nos mostra que ./ é uma familia de parametrizacoes cobrindo S. Além disso, dadas duas

parametrizacoes X e Y em &7, cuja intersecao das imagens é nao-vazia, sabemos que

Xu A X, Yi A\ Yy
N = =4 =N
||Xu/\Xv|| ||Yh/\Yk|| ’

e portanto o jacobiano da mudanca de coordenadas relativo a duas parametrizagoes deve

ser positivo, ou seja, &/ é uma orientacao de S. O

Exemplo 4. Se uma superficie regular é imagem inversa de um valor regular de uma
funcao C™ entdo ela é orientavel. De fato, seja f : R® — R uma funcdo C*® e ¢ um valor
regular seu. Sabemos que seu gradiente é um campo de vetores normais a superficie de
nivel. Além disso, tal é diferenciavel, haja vista que as derivadas parciais de f sao fungoes

de classe C°. Portanto, conclui-se que a superficie é orientavel.
9y

2.2 Aplicacao Normal de Gauss

Definicao 10 (Aplicagao normal de Gauss). Seja S uma superficie orientdvel e escolha
uma orientacdo N : S — R3 para S. A superficie com uma orientacdo N é dita superficie
orientada. Seja S uma superficie orientada com uma orientacao N : S — R3. A aplicacao

N :S — S? ¢ dita aplicacdo normal de Gauss de S.

A aplicacao normal de Gauss é uma aplicacao C*: De fato, podemos observar que
localmente ela pode ser descrita como o produto vetorial das derivadas parciais de uma
parametrizacao de S no ponto, que sao funcoes C*, logo N é uma aplicacao C*. Outra
forma ¢ a seguinte: sejam X : U C R? — S uma parametrizacdo (pertencente & orientacao)
de S e & a projecao estereografica, parametrizacao de S?, tais que N(X(U)) C &(R?). Dessa
forma, U 25 S 5 §? & R2, a aplicacio £ oNoX: U — R2 é C® j4 que é diferenciavel
NoX é C® e &' é a restricdo de uma aplicacio C* & uma superficie regular, logo também

é C=.
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2.2.1 Diferencial da aplicacao de Gauss

Dada uma superficie orientada S, sua aplicacao normal de Gauss é uma aplicagao
diferencidvel entre superficies, ou seja, dN, : T,§ — TN(p)SZ. Mas, como vimos, 0 espaco
tangente & S* em um ponto nada mais é do que o complemento ortogonal deste, isto
é, o plano {x € R% (x,N(p)) = 0}. Porém, este conjunto é T,S e, portanto, na verdade
dN, : T,S — T,S é um operador linear em T,S.

Proposigao 2. A diferencial da aplicagao normal de Gauss de uma superficie orientada S

com uma orientacao N é uma aplicacao linear auto-adjunta.

Demonstragao. Seja X : U C R? — S uma parametrizacio (compativel) de S em um
ponto p. Sendo, para cada X~ (p) = q € U,{Xy(q), X,(q)} uma base para T,S, ¢ suficiente
mostrar que (dN,(Xu(q)), Xy(q)) = (dN,(Xu(q)), Xu(q)), pela linearidade de dN,.
Observemos o seguinte: {X,(q), X,(q)} sdo vetores tangentes a S em p = X(q), enquanto
N(X(q)) é normal a S em p = X(q); ambas valendo para qualquer q € U. Isto nos diz que
N(X(q)) L {Xu(q),X,(q)} Vq € U, que resulta no seguinte: Vq € U

(N(X(q)),Xu(q)) =0 . 3,(N(X(q)), Xu(q)) =0
(N(X(q)),X.(q)) =0 ou(N(X(q)), Xv(q)) =0
_, J QNIX(a)), Xula)) + (N(X(a)), Xiw(a)) =0
(0uN(X(q)), Xu(q)) + (N(X(q)), Xw.(q)) =0
_, ) (@N X(@)], Xu(q)) + (N(X()), Xuw(a)) = 0
(dNp [Xu(@)], Xy (@) + (N(X()), Xuu(q)) =0
e como, por Schwarz, Xy, = Xy, segue que
(AN, [X, ()], Xu(q)) = (dN, [Xu(q)], Xu(q)),
como queriamos demonstrar. 0

2.2.2 Segunda forma fundamental

A toda aplicacao linear auto-adjunta podemos definir uma forma quadrética, associada
a aplicacao bilinear simétrica definida pelo produto interno. Assim, podemos definir a

segunda forma fundamental:

Definicao 11 (segunda forma fundamental). Seja S uma superficie orien-
tada com uma orientagdo N. A forma quadratica II,(v) = —(dN,(v),v) associada a
aplicagao normal de Gauss de S em um ponto p ¢é dita sequnda forma fundamental de S

em p. Costuma-se denotar A, = A(p) = —dN, : T,S = T,S.
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Nas diregoes dos vetores ortonormais que formam a base na qual dN, possui uma
—k; O

matriz diagonal 0 , a segunda forma alcanca o maximo e o minimo em
—K2
{v e T,S; vl = 1}, que sao os inversos aditivos dos autovalores de dN,: k; e k;. Estas sao

ditas curvaturas normais principais. Isto decorre do seguinte:

Lema 3. Se ax? + 2bxy + cy? restrita aos pontos tais que x* + y?> = 1 possui

um méaximo em (1,0), entao b = 0.

Demonstra¢cao. Parametrize a esfera por (cos(t),sin(t)),t € (0,27 + ¢), onde ¢ > 0.

Substituindo, temos que em t = 0 a funcao tem um ponto critico, isto é,

d
dt

(a cos?(t) + 2b cos(t) sin(t) + ¢ sinz(t)) =0,

t=0

0 que resulta
0 = —2acos(0) sin(0) — 2bsin?(0) + 2b cos?(0) + 2csin(0) cos(0) = 2b.

]

Proposicao 3. Dada uma forma quadratica Q : E — R, existe uma base ortonormal

{v1;v2} do espaco vetorial E de tal forma que
Q(u) = k1 (wr)* + ka(uz)?

onde u = w;v; + uyv; e ky, ky sado, respectivamente, o maximo e o minimo de Q sobre
fuek; u =1}

Demonstrag¢ao. Sendo continua num subconjunto compacto de um espaco vetorial nor-
mado de dimensao finita, Q possui um méximo na esfera unitaria de E, o qual denotaremos
por k;. Seja vi o ponto da esfera que atinja ki, ou seja, Q(v1) = k;. Tome? v, na esfera de
tal forma que v, L v; e Q(v;) = k;. A afirmagao é que a base {v1,v,} realiza o que queremos:
sendo uma base de E, podemos escrever um vetor qualquer u € E como u = w;vi + uyvy,

donde se B é a aplicacao bilinear que dé origem a Q, temos que

Q(u) =B(u,u) =B <U1V1 + upvo, wvy + uzvz)

)?B(vi,v1) + 2uuyB(vi, v2) + (12)B(v2, v2)
*Q(v1) 4+ 2wiwyB(vi, v2) + (12)°Q(vy)
(w)? + 2uwyB(vi, v2) + ka(wp).

(wy
(wy
Kk

2 Por exemplo: Dado qualquer u na esfera, defina v, = u — (u, vy )v.



33

Dai, vemos que, pelo Lema acima, B(vq,v,) = 0, j& que se tomarmos (u;,uw,) = (1,0),

obtemos o maximo de Q na esfera em E. Portanto,
Q) = ki(wi)? + ko (uz)?.

Finalmente,
Q(uw) = ki (w)* + ka(u2)? > ko [(wr)? + (u2)?] = ky,

ja que kg é maximo, mostrando assim que k; é minimo (global). H

Teorema 1. Seja dN,, : T,S — T,S a diferencial da aplicacao de Gauss N : § — S? de
uma superficie orientada S em um ponto p € S. O fato de —dN,, ser auto-adjunta garante
a existéncia de uma base ortonormal de autovetores {vi;v,} cujos autovalores sao —k;
e —k; que sao o maximo e o minimo, respectivamente, da segunda forma fundamental
IL, : T,S — R tal que II,(w) = (—=dN,(w),w) restrita a esfera centrada na origem e raio

1 de T,S (e, além disso, constituem a matriz, que é diagonal, de dN,, nesta mesma base).

Demonstragao. Pela proposicao anterior, sabemos que existe uma base ortonormal de

TS, {vi;v,}, de tal forma que: se w = wvy + uyvy,
IL, (W) = —kq (w)? — ko (u2)?,

onde —k; é o maximo e —k; o minimo da segunda forma II, sobre S[0;1] C T,S (aqui
tomamos a enumeragao de forma que —k; > —k;). Destarte, resta provar que a base é
constituida de auto-vetores, com os respectivos auto-valores —k; e —k;. Com efeito, se
B:T,S x T,S = R ¢ a aplicagao bilinear que da origem a (forma quadratica) segunda
forma fundamental, B(wy, w;) := (—dN,(w1),W,), temos que B(vy,v,) =0 (proposigao
3), ou seja, 0 = (—dNy(v1),v2) = (=dNy(v2),v). Isto nos diz que —dN,(vy) é paralelo a
vi ou é nulo; e —dN,(v,) é paralelo a v, ou é nulo. Se sao miltiplos, para algum A; e A,
em R,
—de(Vl) =MV
—de(Vz) = A\V2 .
Porém,
—ki = (—=dN,(v1),vi) = Mvi,vi) =N
—ky = (—=dN,(v2),v2) = (Ava,v2) = Ay

isto é, os vetores da base ortonormal sao autovetores, com os autovalores que queriamos.

)

Caso seja —dNy(vy) = 0, isto implica que —k; = 0, donde —dN,(v;) = —ksv;. Analoga-
mente, caso seja —dN,(v,) =0, tem-se —dN,(v,) = —k;v,. Em todos os casos, chegamos

no que queriamos demonstrar. O

Definicao 12 (Curvatura Gaussiana e Curvatura Média). Dado um ponto p € S,
definimos duas fungoes associadas a segunda forma fundamental de uma superficie regular

orientada:
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e A funcao H:S — R tal que

1
H(p) == ztrago(—de) = ki ;kz,

é denominada Curvatura média.

e A funcao K:S — R tal que
K(p) = det(—de) = k]kz,

é denominada Curvatura Gaussiana.
Definicao 13. Um ponto p € S é dito

1. Eliptico, se det [de} > 0;

2. Hiperbdolico, se det [de} < 0;

3. Parabolico, se det [de] = 0 sem que dN, = 0;
4. Planar, se dN, = 0;

5. Umbilico, se k1 = k;.

Note o seguinte: (H(p))? = (5(ki(p)+ka(p)))* = ;(K+2kika+Kk3) e K(p) = ki (p)ka(p).
Dai,

H(p)* —K(p) = 1 5

K —2kiko+ K (lq —kz)z ~ o,

Portanto, obtemos que H(p)?> > K(p), com a igualdade ocorrendo se k;(p) = k;(p),
ou seja, quando p é um ponto umbilico. Caso para todo p € S, S superficie regular,
ki(p) = ka(p), entdo S é dita umbilica. A segunda forma fundamental, analogamente a
primeira, associamos determinadas fungoes que sao ditas coeficientes da segunda forma
fundamental, da seguinte forma:

Sabemos o seguinte: Dada uma curva « : (—e,e) — U, de classe C*, onde «(t) =
(u(t),v(t)), com (Xooc)(O) =7p,ovetorv= (Xoa)'(0) € T,S; e tem-se v = dXq(a'(0)) =
uw (0)Xyu(q) +v'(0)X,(q). Dessa forma,

dN,(v) = dN, [(Xo O‘)/(O)] =
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onde Ny(q) := dN, [Xu(q)] e Ny(q) == dN, [Xv(q)}.

Substituindo o valor de dN,(v) na expressao da segunda forma fundamental, resulta:

—(dNy (v),v)

—(/(0)Nu(q) + v/ (0N (q), ' (0)Xu(q) +V'(0)X,(q))

[ (0)12(Nw (), Xu(q)) — ' (0v'(0) (N (), Xu(q)) — [t/ (01 (0)(Ny(q), Xu(q))
v'(m]zmv(q) X.(q)).

—

Como vimos acima, na proposigao 2,

(Ny(q),Xu(q)) = (dNp(Xu(q)), Xulq)) = (AN, (Xu(q)), Xu(q)) = (Nu(q), Xv(q)),

donde segue que

2

1L, (v) = — [ (0)]*(Nu(q), Xu(q)) — 2[w’ (0)v'(0)] (Nu(q), Xu(q)) — [v'(0)]*(Nu(q), Xo(q))
— [W(0)] e+ 2[w' (O (0)]f + [v(0)] g,

onde, por definicao,

sao ditos os coeficientes da segunda forma fundamental. Além disso, veja que pelo fato de
0 = (N(p), X)) = (N(p), X,(q)}, onde q = X' (p), vem que

Ou

0= (N(p), Xu(q)) = € = —(Nu(p), Xu(q)) = (N(p), Xuu(q)) (2.1)
0= (N(p),X(q)) == g = —(Nu(p), Xu(q)) = (N(p), Xu(q)) (2.2)

e se derivarmos parcialmente a equagao (2.1) a esquerda em relagdo a v (ou a equagao

(2.2) em relagao a u) vem que

0 = (N(p), Xu(q)) = f = —(Ny(p), Xu(q)) = (N(p), Xuv(@)) = (N(P), Xyu(q))
= —<Nu(P)>Xv(Q)>

Portanto, tem-se

e = —(Nu(p), Xu(q)) = (N(p), Xuu(q)); 2.3
f=—(N,(p), Xu(q)) = (N(p), Xw(q)) = (N(p), Xwu(q)); 2.4

Exemplo 5. Novamente, se considerarmos uma funcio f: U C R? — R3? de classe C*® em

um aberto U do R?, e X(u,v) = (u,v, f(u,v)) uma parametrizacao de seu grafico (uma
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superficie regular) conforme subsegao 1.1.1, vemos que um campo normal diferencidvel
sobre Gr(f) pode ser dado pelo versor de X, (u,v) /A X,(u,Vv), isto é,

Xu(u, v) A X, (1, v)

X (uy v) A Xy (1, v)I

Como Xy (u,v) = (1,0, fu(u,v)) e X,(u,v) = (0,1, f,(u,Vv)), vem que

N(u,v) =

1 k
Xu(u>v)/\xv(u>v) =10 fu(uyv) = (—fu(u,v),—fv(u,v)J),
01 f,(uv)

donde vem que

Xely¥) A X (VI = /1 4+ [l )]+ [fy(w,v)]?

e, portanto,

(— fulu,v), —fu(u,v), 7).

\)) - 2 2
V14 [ )]+ [fulw,v)]

Calculando as segundas derivadas parciais da parametrizacao X, vem que Xy, (u,v) =
(O’ O’ fuu(u)v))a va(u,\)) = (O> O’ fw(u)v)) € Xuv(u»v) = Xvu(uav) = (O)O) fuv(u')v))‘

Donde, pelas equagoes (2.3), (2.4) e (2.5), os coeficientes da segunda forma fundamental

Sa0:
(N, Xa) = fuu(u V) ..
\/1 gt [f\,(u,vﬂz
= (N, Xp) = f‘”(“ v) e
\/1 2y [fv(u,v)}z
fov (u,v)

9— N va — €3,

\/1 gt [fv(u,v)}z

onde e3 = (0,0,1), com (u,v) € U.

Proposigao 4. Se p € S é um ponto eliptico de uma superficie orientada S, entao existe
uma vizinhanga de p em S tal que todos os pontos de V estao num mesmo semi-espago
determinado por T,S. Ou seja, se ”@,N(p)) ¢ o semi-espaco determinado por T,S na direcao
de N(p) e ”(_‘p,N(p)) ¢ o semi-espaco determinado por T,S na direcao oposta ao de N(p),

+ —
tem-se V- C TG, Ny 01V C T nip)-

Demonstracao. Dada X : U C R® — S uma parametrizacao de S em p, um ponto
eliptico de S, tal que X(0,0) = p. Podemos definir a fungao distancia de um ponto

X(u,v) = q € X(U) ao plano tangente T,S da seguinte maneira:

d(q»TpS) = (X(u,v) —p,N(p)>
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Note que tal funcao faz sentido pois ela nos da justamente a constante da projecao do vetor
X(u,v) — p sobre o normal N(p), que em médulo é justamente a distancia de X(u,v) a
T,S. Por outro lado, vemos que, também, a mesma nos da, a menos de uma multiplicacao
por uma constante positiva, o angulo entre X(u,v) —p e N(p), o que nos diz que para
que V esteja inteiramente contida em um dos semi-espagos, é necessario e suficiente que
ela nao mude de sinal, ou seja, que para todo ponto o angulo seja sempre agudo, se estiver
no semi-espago na diregao de N(p) ou seja sempre obtuso, caso na dire¢ao oposta a N(p).
Como a parametrizagao é uma aplicacao C*, em particular nés podemos desenvolver a
formula de Taylor de X em (0,0):

1
X(u,v) —p = dXo0(1,v) + > (Xuw (0,001 + 2X4, (0, 0)uv + Xy (0, 0)v?) + R(u, v),

onde R(u,v)/[|(w,v)||> — 0, quando u,v — 0. Dai,

1 755) = { [ X3 (1,9) + (68X + 200X00 43X + Rl NI )

2

1

= 3 {<qu> N(p)>u2 + 2(Xuw, N(p))uv + (X, N(p»vz} + (R(u,v), N(p))

= <l(uzxuu + 2uvXuy + VX)), N(P)> + (R(u, v),N(p))

com as segundas derivadas parciais de X calculadas em (0,0). Donde, pelas equagoes (2.3),
(2.4) e (2.5), vem que

2

= %IIP(W) —+ <R(LL,V),N(]3)>,

d(q; T,S) = l<eu2 + 2fuv + gvz) + (R(u,v), N(p))

onde w ¢ o vetor cujas coordenadas na base {X,,(q), X,(q)} sdo [u v} ; ainda, R(u,Vv) tende a
zero porque |R(u, v)| = |R(u,v)/I|(u,v)|P|ll(wt, v)|[?, donde o produto (R(u,v),N(p)) — 0,
haja vista que [(R(u,v), N(p))| < |R(u,v)|. O fato de p ser um ponto eliptico nos dd uma
informagao sobre II,: II,(v) > 0 Vv € T,S ou I, (v) < 0 Vv € T,S. Com efeito, sabemos
que det [de] > 0. Isso nos diz que as curvaturas principais, isto é, o0 maximo e o minimo
da segunda forma fundamental, sdo ou ambas negativas (ki,k; < 0) ou ambas positivas
(k1,k2 > 0), nos fazendo concluir que II, ndo muda de sinal, seja qual for w € T,S. Sendo
assim, existe uma vizinhanga V de (0,0) em U (que determina uma vizinhanca de p em S)
de tal modo que II,(w) + (R(u,v), N(p)) continue positivo, se II,(w) for sempre positiva,
ou continue negativa, se II,(w) for sempre negativa. Ou seja, para qualquer ponto q de tal
vizinhanca d(q;TpS) > 0 ou para qualquer ponto de tal vizinhanca d(q;TpS) < 0. Sendo
assim, os pontos dessa vizinhanca sempre estao ﬂa’;N(p))’ logo V C ﬂ&;N(p)), pois o angulo
entre ¢ —p e N(p) é sempre agudo, ou em ﬂ(‘p;N(p))’ logo V C HGJ;N(p))’ pois nesse caso o

angulo é sempre obtuso. O]
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Proposicao 5. Seja S uma superficie orientada, umbilica e conexa. Entao, S é um aberto

em um plano ou um aberto em uma esfera.

Demonstracdao. Dado um ponto qualquer p € S, considere X : U C R? — S uma
parametrizagao de S em p com U conexo. O fato de S ser umbilica, nos diz que ki (p) =
kz(p). Dessa forma, numa base ortonormal de T,S, temos que [— de} = kl;4;, onde

k =k; = k; e I»; ¢ a matriz identidade 2 x 2, ou seja, para todo w € T, S, vemos que
—dN,(w) = kw.
Em particular, sendo q = X' (p) € U, vem que: para todo v € R?,

_Nv(q) = _de (Xv(q)) = kxv(q)) (27)

que implica (por exemplo) k(q) = (—Nu(q), Xu(q))/IXu(q)[?, que nos mostra que k é uma
funcao C*. Voltando as equagoes envolvendo as derivadas parciais de N acima, podemos
derivar parcialmente a primeira em relacao a v, enquanto a segunda em relagao a u, ficando

Co1m:

donde, sendo os vetores X, (q) e X,(q) linearmente independentes, k,(q) = ky(q) = 0.
Como p foi tomado arbitrério (consequentemente q), segue que as parciais das curvaturas
principais sempre sao nulas em um conjunto conexo. Dessa forma, pelo teorema do valor
médio (para aplicagoes) segue que na realidade k é constante: k = ¢, para algum ¢ € R.

Temos entao duas possibilidades: k =0 ou k = ¢ # 0:

e Se k = 0, resulta das equagoes (2.6) e (2.7) acima que Ny (q) = N,(q) =0, Vq € U.
Donde, novamente, obtemos que N = Ny € R3 ¢ constante. Definimos, portanto, a
funcao g: U — R tal que g(u,v) = <N0, X(u,v)>. Se calcularmos as parciais de g,

VEmos que

aug(uav) - <NO)Xu(u)V)> = 0) (210)
(No, X, (u,v)) =0, (2.11)

0vg(u,v)

e assim g é constante em U. Ou seja, para qualquer (u,v) € U, (N, X(u,v)) = c,
para algum ¢ € R, isto é, X(U) estd contido num plano, cujo normal é Ny. Pela

conexidade, S esta contida num plano.
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e Se k =c # 0, entao para todo w € T,S,
—dN,(w) = cw.
Em particular, sendo X(q) = p, para qualquer v € R%, dX4(v) € T,S, donde
—dN, (dX4(v)) = kdXq4(v),

o que equivale a: dada uma parametrizacao X : U C R> — S de S em p, para todo
v € R?

—d(N o X)4(v) = kdX,(v) & d(N o X+ kX)q =0 em R?
& (NoX)+kX = cy,

para algum ¢, € R®. Logo, para qualquer q € U

(NoX)+kX:c2(:)X(q)—%c2:—w
1P
= ||X(@) = e =13

Donde, pela conexidade, X(U) C S[k™"c ;3 k2.



3 Funcoes definidas sobre superficies

Definicao 14. Uma funcao f:S — R é dita uma funcao sobre a superficie S, onde S é
uma superficie orientada. Tal fungao sobre a superficie é dita diferencidvel em p € S caso
dada uma parametrizacio X: U C R* — S, de S em p e uma curva o : (—e, &) — U tal
que (X o oc)(O) =P, a fungao composta foXo a: (—e,e) = R seja C® em t = 0. Assim,
sev=(Xoux)'(0)eT,S,

df,(v) = (foXoa)'(0).

Ela ¢ dita diferencidvel sobre S quando é diferencidvel para todo p € S, e representamos
com f € C>(S).

Seja f: S — R uma funcao diferencidvel (€ C*(S)) em S. Ou seja, dada uma parame-
trizagao X de S, a aplicagao composta f o X € C*. Sabemos que sua diferencial é linear e,

portanto, valem as propriedades: Para todos v,w € T,S;A € R; f, g € C*(S)

o A(f+ g)p [(AV) + W] = A[df, (V) + dg, (V)] + dfy(w) + dgp(w);

e d(fg)p(v) = df,(v)g(p) + f(p)dg,(v).

Definicao 15. Seja S uma superficie orientada. Uma aplicagao diferenciavel sobre S,
Y:S — RS ¢ dita um campo de vetores sobre S. Quando ¥(p) € T,S, para todo p € S,

diz-se que ¥ é um campo de vetores tangente sobre S.

Definigcao 16. Seja uma funcao f € C*(S). O gradiente de f em p € S é defi-

nido como o tnico vetor Vf(p) em R3 tal que
dfp (v) = <Vf(p),\)>.

A aplicacao Vf: S — R3 define, portanto, um campo de vetores sobre S.

A derivada usual de um campo tangente é dada considerando-o como uma aplica¢ao

definida numa superficie, isto é:

Definicao 17. ¥ : S — R3 é diferencidvel em p € S quando dada uma curva
qualquer « : I — S diferencidvel sobre S com x(0) =p e «'(0) =v, Yo « é diferenciavel

em t = 0; e a diferencial de ¥ com relacao a p em um ponto v é dada por:

d
d‘i’p (\)) = a (I:V e} (X).
t=0
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Note que nada garante que necessariamente d¥,(T,S) C TS, isto é, pode acontecer de
d¥,(v) ¢ T,S para algum v € T,S. Por esta razao, considera-se a definicao de Derivada

Covariante de um campo de vetores tangentes:

Definicao 18 (Derivada covariante de campos). Seja S uma superficie ori-
entada. Consideremos o conjunto X(S) = {¥ : S — R? campo tangente diferencidvel}.
Dado um campo de vetores tangente W € X(S), a derivada covariante de ¥ em p é a

aplicagao dada por:
Vy¥(p) := d¥, (v) — (d¥p(v), N(p))N(p),

onde v € T,S e N(p) (= N(X(q)), X parametrizagao de S em p e X(q) =p,) € aplicagdo

normal de Gauss de S em p.

Tal definicao satisfaz algumas propriedades: Para qualquer p € S,

V¥ = V¥ +V, ¥, Y,w e T,S;

V¥ = AV, ¥, W e T,5,A € R;

V,(¥+ @) =V, ¥+ V,0, V¥, D € X(S);

o Vi(f¥)(p) = df,(W)¥(p) + f(p)V\¥(p), VI e C=(S) e V¥ € X(S);

d((¥, @) = (V¥, ®(p)) + (¥(p), V@), W € T,S e W, D € X(S).

Definigcao 19. Considere S uma superficie orientada. Dados W;,¥; € X(S) dois campos
tangente a S, a derivada covariante de W, com respeito ao campo W1 em p € S é, por

definicao, o campo de vetores tangente dado por:

Vy, W1 (p) :i= Vy, p)¥a.

Definigao 20. Dada uma fungao f € C*°(S), onde S é uma superficie orientada, podemos

definir, em cada ponto p € S o hessiano de f em p como a aplicagao
Hess f, = V*f, : T,S x T,S — R,

tal que
Vi, (v, w) = (V,(VF(p)),w),

onde Vf:S — R3 é o campo gradiente.

Como, por definicao,

Vu(VH)(p) = (V) (v) — (d(VF) (v),N(p)IN(p),



42

vem que
V2, (v, w) = <d(Vf)p(v) — <d(Vf)p(v),N(p)>N(p),w>
= (a(V1), W) = ((7), ), NEp (N ) w)
- <d(Vf)p(v),w>.

Definigao 21. Dada uma funcao f: S — R diferenciavel sobre S, dizemos que py é um

extremo local de f em S se satisfaz algum dos itens abaixo:
e Existe uma vizinhanga V de py em S de tal forma que f(py) < f(p), Vp € V. Neste
caso, po € dito minimo local. Quando V =S, py é dito minimo global.

e Existe uma vizinhanga V de py em S de tal forma que f(py) > f(p), Vp € V. Neste

caso, po ¢ dito mdzimo local. Quando V = S, py é dito mdzimo global.

e Se Vf(p) =0, entao py é dito ponto critico de f.
Teste da segunda derivada. Seja f: S — R uma funcio diferencidvel sobre S C R3 uma
superficie orientada e pp € S um ponto critico de f.

1. Se po for um ponto de minimo, szpo (w,w) >0Vw e T,S;

2. Se po for um ponto de méximo, V*f, (w,w) <0 Vw € T,,S;

3. Se V2, (w,w) >0 Vw € T,;S,w # 0, entdo po é um minimo local;

4. Se V*,, (w,w) <0 Vw € T,,S,w = 0, entdo po ¢ um maximo local;
Exemplo 6. Se tomarmos F: W C R®> — R uma funcao C* no aberto W de R®, S C W,
ef:=Fs:S — R, entao

e grad f(p) = VF(p) — (VF(p),N(p))N(p);

e Hess f,(v,w) = V3f,(v,w) = <d(Vf)p(V),w>. Utilizando a expressao obtida para o

gradiente, vem que

d(VH),(v) = d[VF — (VF, N>N] (v)
P

= d[VF] (v) - d[(VF, N>N} (v)

P
= d[VF] (v) — [(d[VF] (v),N(p)) + (VF(p), dN, (v))]N(p)—
—(VE,N)dN, (v).
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Portanto,

Hess f,(v,w) = <d[VF]p(v),w> — (VF(p),N(p))(dN,(v),w)
= Hess Fp(v,w) + (VF(p), N(p)){A,(v),w).

Exemplo 7. Complementando o exemplo anterior, a funcao altura é definida da seguinte

maneira: Dada uma superficie orientada S, fixe po € S. A fungao h,, : S — R tal que
hy,, (p) == <p — Do, N(po)> é dita funcao altura.

Como sabemos, o gradiente de h,; é o tinico campo de vetores Vh, :S — R? tal que

dadopeSeveT,S

(Vhy (p),v) = d(hy,) (v) = d[(p —po, N(po))] (v).
Se tomarmos H,, : R® — R como sendo H,, = <p — Po, N(po)>, entramos no caso anterior.

Dessa forma,

Vhy () = VHp, (p) — (VH,, (p), N(p))N(p)
= N(po) — (N(po), N(p))N(p);

e, além disso, Vhy, (po) =0, isto ¢, po é ponto critico de hy,,. E, ja que VH,, = N(po),
<Hess hpo) (v,w) = (Hess Hpo) (v, W) 4+ (VHy, (p), N(p)){Ap(v), W)
P p
= <N(p0))N(p)><Ap(V)3W>

Em particular,

(Hess hpo) (v,v) = (N(po), N(po)) (Apy (v),v) = IL,, (v).
Po

3.1 Formulas de Minkowski

Definicao 22. Dada uma superficie regular S, uma aplicacao @ é dia um campo de

tensores quando para cada p € S,
O(p)=0,: T,S—=T,S

¢ um endomorfismo. Além disso, diz-se que tal é diferenciavel sobre S quando para qualquer

campo de vetores tangente ¥ € X(S), o campo (®Y)(p) definido por

(D(W(p)) = (Dp(ly(p))) pE S)

for diferencidvel.
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Note que um campo de tensores diferenciavel sobre S determina uma aplicacao
@ : X(S) — X(S), segundo a definicao da diferenciabilidade de campos de tensores. Além
disso, para quaisquer ¥;,¥; € X(S) e f € C*(S), vemos que

O(fY; +¥,) = fO(Y) + O (V7).
Reciprocamente, se tivermos uma aplicagao @ : X(S) — X(S) tal que, para quaisquer
YW, € X(S) e f € C=(S),
O(f¥y +¥3) = fO(¥y) + O (Ys),
tal @ determina um campo de tensores da seguinte forma: para cada p € Sev € TS,
[@(p)] (v) = @p(v) := D[¥(p)],

sendo ¥ € X(S) qualquer campo de vetores tal que ¥Y(p) = v.

Exemplo 8. Se S é uma superficie regular e N é sua aplicagao normal de Gauss, a
aplicacao A que para cada p € S associa o operador linear A, == —dN, : T,S — T,S, é

um campo de tensores.

Definicao 23. Seja ¥ € X(S) e @ : X(S) — X(S) um campo de tensores dife-
renciavel sobre S. A derivada covariante de ® com respeito a ¥ é o campo de tensores
diferencidvel Vy® : X(S) — X(S), definido por

para todo © € X(S). Equivalentemente, temos que
Vy(0O) = (Vy®)(0) + ©(VyO).

Definigao 24. Seja @ : X(S) — X(S) um campo de tensores diferenciavel sobre uma

superficie S. Entao, dado p € S, para cada v € T,,S, define-se
trago(Vvd)) = <V,V(tra(;o(®))(p)>, (3.1)

onde V(tra(;o(CD)) é o gradiente do traco de ®@.

Defini¢ao 25 (Divergente). Dado ¥ : S — R® um campo de vetores diferencidvel sobre

S, a divergéncia (ou divergente) de ¥ é definida por:
diVs\y(p) = <pr(E]), E]> + <pr(E2), E2> = tra(;o(pr), (32)

onde {E1, Ez} ¢ uma base ortonormal de T,S.
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Observacao. Caso ¥ € X(S), note que como dW¥,(Ei) = Vg¥(p) +
(d¥,(Ei),N(p))N(p), Vp € S, segue que
(A, (Es), Ei) = (Ve Y + (d¥p(Ed), N(p))N(p), Ei) = (Ve ¥, Ey),
donde, a equagao acima fica
divs¥(p) := (Ve, ¥, E1) + (Ve, ¥, Ep).

Caso ¥ seja um campo qualquer, podemos escrevé-lo como: ¥ = W1 + (Y, N)N, onde YT

representa a parte tangente de W. Dai, vemos que a diferencial em um ponto p € S fica:

d¥, = d(¥"), + d((¥,N)) N+ (¥, N)dN,
= d(W"), + [(A¥p, N) + (¥, dN,) [N + (¥, N)dN,,.

Dessa forma, dado p € S, se {E1, Ez} ¢ uma base ortonormal de T,S, entao o divergente
de V¥ fica:

2 2
dive¥ = > (d¥,, E) =) <d(‘l’T)p + [(d¥p, N) + (¥, AN N + (W, N)dAN,, Ei>
i=1

i=1
2

=3 (¥, B) + (¥, N)(dN,, Es)

i1
= divs(W") + (¥, N) i (dN,, E;)
i
= divs(W") + (¥, N)trago(dN,).
Portanto, dado um campo de vetores ¥ qualquer,
divs¥ = divs(W") — 2(W, N)H, (3.3)

onde H é a curvatura média.

Teorema da Divergéncia. Sejam S C R3 uma superficie compacta e orientada

eV € X(S). Entao,
J divs¥ dp =0, (3.4)
s

onde dp denota o elemento de area da superficie S.

Corolario. Se S é uma superficie compacta e ¥ é um campo de vetores arbitrario, entao

J divs¥ dp = —2J (¥, NYH dp.
S S
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Demonstracao. De fato, temos que
J divs¥ dp = J divs(WT) — 2(¥,N)H dp = J —2(¥,N)YH dp.
S S S

]

Teorema (Codazzi-Mainardi)'. Seja S C R> uma superficie regular. Para todos
Y, 0 € X(S), vale que
(VyA)(O) = (VoA)(Y),

onde A : X(S) — X(S) ¢ (a aplicagdo que determina) o campo de tensores que para
cada ponto p € S associa o operador auto-adjunto da segunda forma fundamental,
—dN, : T,§ — T,S.

Temorema (Férmulas de Minkowski). Seja S C R3 uma superficie regular
compacta e orientada com orientacdo de Gauss N : S — S2. Para cada xo € R? fixo, vale

que: Vp € S,
[ 1+ Hpp — o NI do =0 9
L [H(p) +K(p){p —x0,N(p))] dp =0, (3.6)

onde H ¢é a curvatura média e K a curvatura Gaussiana.

Demonstracao. Dado xy € R? fixo, consideremos a funcao f : R® — R tal que f(x) =
%|x — xo/*. Seu gradiente (euclidiano) é, por definicao, Vf(x) = x — xo. Tal, portanto,
define um campo de vetores (arbitrario). Segundo a equagao (3.3), ficamos com o seguinte:
Vp €S,

divs (V) = divs[(x —x0)"] — 2(x — x0, N)H,

donde,

L divs (V) dp = J

divs[(x —xo)'] dp — J 2(x —x0, N)H dp
s s

= —J 2{x —xo, N)H dp.
s

Por outro lado, pela definigao de divergente, temos que: Vp € S, se {Eq, E;} é uma base

ortonormal de T,S,

2
divs(VF)(p) == D) (d(Vf), (E), Eq).
i=1

L Veja [1] ou[7]
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Mas, como Vf =x — xp, vem que d(Vf)p(Ei) =Ei, Vp € S. Logo,

divs(Vf) = i (Ei, Ei) = 2.
Portanto, -
2L1 dp = L divs (V) dp = —2 L (x —xo,NJH dp
T
L1 + {x —x0,N)H dp =0,

e a primeira equacao esta provada. Para provarmos a segunda equacao, considere o campo
de tensores —A e o campo (x —xo)' € X(S). Obtemos um novo campo em X(S) fazendo:
—A[(x —%)'] : S = TS, tal que p — —A[(x —x0)"](p) :== —A,[(x — x0)"]. Dai, seu
divergente é, Vp € S,

divs[—A[(x—xo)T}] := Y (= VgA[(x—x%0)"],E)

M- M-

< — (Ve A) [(x =x0)T] = A [VEi [(x— Xoﬂ] , Ei>

i=1

Il
.MN

(= (T A E) = AT [1x = )T )

i=1

2 2

5 (VA8 - 3 (ATt )

i=1

2

= —trago (Vi A) — 3 <A [Va [(x— xo)TH : Ei>

i=1
2

(auto-adjunta) = —trago(V(X,Xo)TA) — Z <A(Ei), VE, [(x — XO)T] >

i=1

Tendo em vista que, por definicdo, a derivada covariante de (x —xo)" em E; é
T
S B (S SV []

T
_ [Id(a) - (<1d(Ei), N) + (x — %o, dN(Ei»)N ~x = N>dN(Ei)}

= Ei + <X - XO) N>A(E1))

segue que o divergente do campo tangente —A[(X — xo)T} fica

2
divs [ —Af(x— xo)T]} = —t1a¢0 (V (x_xo)TA) — Z <A(Ei), E; + (x —xo, N)A(Ei)>
i=1
2
= —tra(;o(V(X_Xo)TA) —2H — (x — %o, N) Z <A(Ei),A(Ei)>,

i=1
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Como valem que:
—trago(V (x—xo) TA) <(x — %), V(trag:o A)> = —<(x —%0)",2V (H) >;

e como (A(E;),A(E;)) = (A%(E;), Ei), pois é auto-adjunta, i = 1,2,

o (ki 0 (ki 0) [(k)* O 26 A (L2
A _<o kz) (o k2>_< ) (k2)2>é</\ (), Bi) = (ki)

ficamos com o seguinte:

2
divs{—A[(x—xo)T” = —t1ag0(V x_xo)TA) — 2ZH — (x — %o, N Z<A ,A(Ei)>

i=1
=—((x —x0)",2V(H)) — 2H — (x — %0, N) [(k1)* + (k2)?]
=—((x —=%0)",2V(H)) — 2H — (x — %0, N) [(k1 + k2)* — 2k1 k3]

N[
= —((x —x0)",2V(H)) — 2H — (x — xo, N) [4H* — 2K].

Guardemos um pouco esta expressao,
divs { CAfx— XO)T]} — 2{(x—x0) ", V(H)) — 2H — (x —xo, N)[4H2 — 2K],  (3.7)

e vejamos o seguinte: segundo as propriedades da derivada covariante, para o campo

H(x —xo)" tem-se que

2

divg (H(x — XO)T) = Z <VEi (H(X — XO)T) ) Ei>
i=1
2

= Z <<VH, Ei)(x —x0)" + HVE, (x — Xo)T> E1>

i=1

2
= Z <VH, E1><(X — Xo)T, E1> + H<VEi (X — Xo)T, E1>

i=1
2
= Z (VH, E)((x —x0)T, B) + H(Ei + (x — %0, N)A(E;), E;)
= Z (VH, Ei){(x —xo)", E¢) + H[ E;, Ep) (x—xo,N><A(Ei),Ei>}
= <VH, (x — xo)T> +H {2 + (x — Xy, N>2H} ,
ou seja,

—2(VH, (x — x0)") = —2divs(H(x —xo)") + 4H {1 + (x — xo, N>H] : (3.8)
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Denote por ¥ := | — A[(x —x0)" + 2H(x — XO)T} . Substituindo as informagoes obtidas

na equagao (3.7), vem que

divs¥ = 4H [T + (x — xo, N)H] — 2H — (x — xo, N) [4H? — 2K]
=2H —|—2K<X—X0,N>.

Como o campo ¥ € X(S), segue que
0= J divs¥ dp = J 2H + 2K (x — xo, N) dp,
S S

e, portanto,
JH—{—K(X—XO,N) dp = 0. (3.9)
S

3.2 Teorema de Liebmann

Existem algumas caracteristicas importantes que as superficies regulares compactas
possuem. Em primeiro lugar, elas sao orientaveis. Podemos ver isso ao definirmos uma
aplicacao g : W C S — R num aberto de uma superficie regular compacta S C R? tal que
g(x) :=dist(x;S) = ;gg d(x;p). Podemos ver que a superficie é a imagem inversa do valor

regular 0, e portanto é orientavel.

Entre os geometras, desde o inicio do século XIX, era questionado se as superficies com
curvatura de Gauss constante possuiam uma relacao entre si. Um matematico chamado
Ernest Minding em 1839 forneceu uma resposta para tal questionamento. Ele provou o

seguinte resultado, em linguagem atual:

“Toda superficie regular cuja sua curvatura de Gauss é a mesma constante sao localmente

isométricas”.

Uma consequéncia direta de tal resultado é que toda superficie com curvatura de
Gauss nula é obtida dobrando um pedaco de uma regiao plana. Tais superficies hoje sao

conhecidas como superficies desenvolviveis.

No trabalho no qual Minding apresenta uma demonstragao do resultado citado acima,
ele apresenta uma pergunta natural, a qual pode ser apresentada em linguagem atual

CO1mo:

Pergunta (Minding — 1839): As superficies regulares compactas com curvatura de Gauss

constante sao necessariamente rigidas?

Em 1900, um matematico chamado Karl Liebmann apresentou uma resposta positiva

para tal questionamento. Liebmann provou o seguinte resultado:
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Teorema de Liebmann. Seja S C R? uma superficie regular compacta e co-

nexa com curvatura de Gauss K : S — R constante. Entao, a superficie S é uma esfera
com raio 1/vK.

Demonstracdo. Existe um teorema, Teorema de Jordan-Brouwer?, que nos diz que uma
superficie compacta (logo orientével) e conexa S determina duas regides: uma limitada
e outra ilimitada, tendo por fronteira comum a superficie S. Dessa forma, denomine por
Q) a regiao compacta proveniente da separagao realizada pela superficie S, com 9Q = S.
Como S é uma superficie compacta, o teorema da vizinhanca tubular nos garante que ela
é orientavel. Podemos entao tomar uma orientagao de tal forma que a aplicagao normal de
Gauss de S, N : S — S? aponte para a regido Q. Além disso, a compacidade nos garante a
existéncia de, ao menos, um ponto py € S que seja eliptico®, ou seja, os autovalores da
segunda forma fundamental possuem o mesmo sinal: K(po) > 0. Mas, observe que ja que
neste tal ponto py a curvatura Gaussiana é positiva, ela é positiva em todos os pontos da
superficie S, haja vista que, por hipdtese, ela é constante sobre S. Segue dai que II,(v) > 0
para qualquer p € S ev € T,S ou que II,(v) < 0 para qualquer p € S ev € T,S. Caso

tenhamos que Il seja sempre positiva, como tal é a hessiana da funcao altura,

hpo (P) = (p —Po, N(p)), p €S,

segue que po € minimo global de hy,;, ou seja, ) estd inteiramente num semi-espago
determinado por T, S, sem cruza-lo. No entanto, observe que este ultimo fato segue
inteiramente da razao da segunda forma fundamental ser sempre positiva, o que independe
do ponto. Logo, isto nos diz que qualquer que seja o ponto p € S, a regiao () sempre
estd para um mesmo lado, ou seja, no subespaco de mesma diregao determinado por T,S,
qualquer que seja p. Caso II, seja sempre negativa, o fato se repete, justamente porque os

pontos, agora, serao sempre de maximos globais. Resulta entao que dado p € S,
(x —p,N(p)) >0, Vx € int.(Q). (3.10)
Em particular, dado ¢ € int.(Q),

<C_p>N(p)> > O) VP €Ss.

Como o teorema nos garante todas as hipéteses necessérias sobre a superficie, podemos
utilizar as féormulas de Minkowski. A primeira férmula de Minkowski nos diz que: dado
c € R? fixo,

L [T+ Hp)(p—c,N(p)] dp =0,

2 Veja [7].
3 Veja Lema 2, pagina 387 de [2]
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que ao multiplicarmos por vK > 0, resulta que

L [VK(p) + VK(p)H(p){p — c,N(p))] dp =0. (3.11)

Como a segunda férmula de Minkowski diz que: Vp € S,
L [H(p) +K(p){p —c,N(p))] dp =0, (3.12)
a0 fazermos a subtracio das equagdes (3.12)-(3.11), vem que
0= [ | (Hw) — VW] + [Kip) — VRTHEI) o~ NipD | do
= _[H(p) —VK(p)] = VK(p)[— VK(p) + H(p)](p — C)N(p)>} dp

JS
= :_ [H(p) — VK(p)][1— K(PNP—C»N(PN} dp
= FS [H(p) — vK(p)] [T +\/K(P)<C—P»N(P)>]} dp

Como (¢ —p,N(p)) > 0 e H(p) — /K(p) > 0, segue-se que a tnica possibilidade é que
H(p) = /K(p) para todo p € S, o que resulta que S é uma superficie umbilica. Dessa
forma, vemos que a superficie é um aberto em uma esfera ou em um plano. Mas, nossa
superficie é compacta. Logo, temos que S é um conjunto aberto e fechado numa esfera.
Sendo conexo, conclui-se que S é, na realidade, toda a esfera e como ja haviamos visto na

proposicao 5, tal esfera possui raio 1/ VK. O
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