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Resumo do Trabalho

Neste trabalho, serdo demonstrados teoremas que permitem o tratamento de espagos
vetoriais de dimensdo arbitrdria e apresentados alguns importantes resultados que surgem ao
se adicionar a um espago vetorial sobre R ou C uma estrutura de espago vetorial topoldgico,
espaco normado ou espaco de Banach.

Em particular, serdo demonstrados o teorema de Hahn-Banach analitico, geométrico, e
o teorema de Mazur, a partir do qual serd demonstrado o teorema de Perron para matrizes com

entradas positivas.



Abstract

In this monography, we prove theorems that apply to vector spaces of arbitrary dimen-
sion and present some important results that arise when we add to a vector space over R or C a
structure of topological vector space, normed space or Banach space.

In particular, we prove the analytical and geometrical Hahn-Banach theorems and Mazur

theorem, from which we derive Perron’s theorem for matrices with positive entries.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar alguns resultados, com aplicacdes
a teoria de sistemas dindmicos, que possuem uma descricdo geométrica, embora se refiram
a espacos bastante abstratos: os espacos vetoriais topolégicos e, em particular, os espacgos de
Banach.

Esses espacos englobam muitos objetos de interesse, como as familias de fun¢des. Tal
flexibilidade possui um prego: trata-se de espacos de dimensao infinita, que demandam rigo-
rosos fundamentos 16gicos. Por isso, na secao "Nocdes sobre Espacos Vetoriais", trazem-se as
definicdes e os resultados bdsicos ao tratamento desses conceitos. A secao seguinte, "Funcio-
nais Lineares", fornece ferramentas indispenséveis ao estudo dos espacos vetoriais de dimensao
infinita.

Provavelmente o teorema mais famoso acerca desses espacos € o de Hahn-Banach, que
possui duas versdes: a analitica e a geométrica. A partir delas, obtém-se um resultado de maior
conteido geométrico: o teorema de Mazur. Esses teoremas sao tratados na se¢ao "Os Teoremas
de Hahn-Banach e de Mazur".

Por fim, € apresentado o teorema de Perron, diretamente relacionado a teoria de siste-
mas dinamicos. Ele refere-se a matrizes positivas de dimensao finita, porém pode ser obtido, a
partir do conceito de cones, como coroldrio de proposicdes validas em dimensao infinita. Isso é

demonstrado na secao final "Cones Duais e o Teorema de Perron".
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2 Nocoes de Espacos Vetoriais

Esta secdo apresenta o conceito abstrato de espagos vetoriais e alguns teoremas gerais
que valem no contexto de dimensdo arbitraria. Também apresenta alguns conceitos correlatos,

como normas, espacos de Banach e aplicacdes lineares.

2.1 DEFINICAO DE ESPACO VETORIAL

Defini¢iio 2.1.1. Dado um corpo K, suponhamos definido um grupo abeliano aditivo (V, +) e

uma associacao

KxV >V

(o, v) = av
que satisfaca as seguintes condicdes:
a YveV:1v=wv,onde 1€ aunidade de K;
b VaeK, vyweV:alv+w)=av+aw;
cVa,peK, veV:(a+ pv=av+ pu;
d Vo, €K, veV:(af)v=a(pv).

Diremos entao que V' € um espago vetorial sobre o corpo K, denominaremos vetores os elemen-
tos de V' e escalares os elementos de K. As operagdes v — avev — a+ v,ondea € Ke

v € V serdo chamadas, respectivamente, de multiplicagcdo escalar por « e translagdo por a.

A seguinte proposicao relaciona algumas propriedades das operacdes de um espago ve-

torial:

Proposicao 2.1.1. Se V' é um espaco vetorial sobre um corpo K cujo vetor nulo (elemento zero
de V') é 0, entdo:

1. Yo eV :0v=20, ondeOéo zero de K;

2. VaeK:al =6;

3. ce K\{0}, cv=0 = v=0;

4. Yo eV : (=1)v = —v, onde —v é o inverso aditivo de v.
Demonstragdo.

1. Yo € V: 0 = 0v+(—0v) = (04+0)v+(—0v) = (0v+0v)+(—0v) = Ov+[0v+(—0v)] =
Ov+060=0v
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2.VaeK:0 =0+ (—ab) = al+0)+ (—ab) = (ad + ab) + (—ab) = ab + [ +
(—ab)] =l +6=ab

3. ce K\{0}, cv=0 = v=1v=(cle)v=ctev)=c10=14

4. Yo e V: (-1)v = (-)v+0 = (-1)v+[v+(—v)] = [(-1)v
(—1)v+ o]+ (—v) = [(-1) + 1o+ (—v) =00 + (—v) =0 + (—v) = —v

Usaremos a mesma notacdo 0 para o zero do corpo K e o vetor nulo de V.

Definicao 2.1.2. Dado um subconjunto M de um espaco vetorial X sobre um corpo K, diremos

que M é linearmente independente (sobre K) se, para todo subconjunto finito F' = {zy,...,z,}

n
de M,Vay,...,a, € K: > jz; =0 = oy = ... = «a, = 0. Caso contrério, diremos que
i=1
M ¢é linearmente dependente (sobre K).
Exemplo 2.1.1. Se R for visto como espago vetorial sobre @, o subconjunto M = {logp :
p € um nimero primo} serd linearmente independente, devido a unicidade (a menos da ordem

dos fatores) da escrita de um nimero natural n > 2 como produto de nimeros primos.

Definicao 2.1.3. Diremos que um conjunto M é parcialmente ordenado pela relacdo <, ou que

< é uma ordenagdo parcial sobre M, se < for uma relacdo bindria sobre M com as seguintes

propriedades:
1. Va e M :a < a; (Reflexividade)
2.a<bb<a = a=1 (Antissimetria)
3.a<b b<c = a<ec (Transitividade)

Se, para quaisquer elementos a,b € M, vale a < bou b < a, diremos que < é uma ordenacgdo
total.
Um majorante de um subconjunto S C M € um elemento m € M talque Ve € S : x < m.

Um elemento maximalde M é umw € M talque w < v — z = w.

Exemplo 2.1.2. A relacdo de inclusdo em uma familia de conjuntos é uma ordenagdo par-
cial. Com essa ordenacdo, a familia dos subconjuntos proprios de um conjunto ' com pelo
menos dois elementos possui varios elementos maximais, enquanto um subconjunto do tipo
{{z}, W\{z}} ndo possui majorante. Note no entanto que um elemento maximal em um con-

junto totalmente ordenado, se existir, € inico.

Definicao 2.1.4. Um elemento maximal ndo vazio da familia (parcialmente ordenada através
da relacdo de inclusdo) dos conjuntos linearmente independentes de um espacgo vetorial € deno-

minado uma base de Hamel desse espaco.



13

Teorema 2.1.1. Seja B uma base de um espaco vetorial X sobre um corpo K. Dado um ele-
mento qualquer x € X, existe uma vinica fungdo o : B — Ktal que Y a(v)v=zea(v) =0
exceto para um nimero finito de elementos de B. v

Demonstracdo. Para demonstrar a existéncia, consideramos os dois casos * € Be x ¢ B. Se
x € B, basta definir a fun¢io « por o(v) = 1 quando v = z, a(v) = 0 quando v € B\{z}.
Se x ¢ B, entdo, pela maximalidade de B, temos que B U {z} é linearmente dependente,

logo existe um subconjunto finito F' = {z,...,z,} de B U {z} e escalares ay, ..., a, tais

n
que > «a;x; = 0. Algum dos z;, digamos xy, € igual a x com «y # 0, pois B € linearmente
i=1

independente. Entdo, basta definir a(z;) = & parai € {l,...,n}ex; # z, a(v) =0
Qg

para v € B\F. A unicidade segue-se da seguinte observacgdo: se « e (5 sdo fungdes com as
propriedades descritas, Y a(v)v = Y f(v)v = > [a(v)—LF(W)]jv =0,e a(v)—F(v) #0

vEB veEB veB
para uma quantidade finita de vetores v € B; entdo, a(v) — f(v) = 0 para cada v € B, pois B

¢ um conjunto linearmente independente e «(v) = [5(v) paracadav € B, ouseja, « = 3. [

Definicao 2.1.5. Dado um espaco vetorial X sobre um corpo K, um subconjunto S C X e uma
fungdo o : S — K com « (v) = 0 exceto para um nimero finito de elementos de S, diremos
que Y «(v) é uma combinagdo linear de elementos de S. Se S € tal que todo x € X é uma
Comlvﬁrfagﬁo linear de elementos de S, diremos que S € um conjunto de geradores de X.

E claro que todo espaco vetorial X possui algum conjunto de geradores, pois X &, ele
proprio, um tal conjunto. Para demonstrar que todo espago vetorial que possua algum vetor
nao-nulo tem uma base (de Hamel), usaremos o Lema de Zorn, equivalente ao Axioma da Esco-
lha. Uma demonstragdo dessa equivaléncia pode ser encontrada em [HEWITT; STROMBERG,
1975].

Axioma 2.1.1 (Axioma da Escolha). Seja {A,},c; uma familia de conjuntos tal que I # ¢ e

Vo e I: A, # ¢. Entdo, existe uma fungdo x : I — |J A, tal que:
el

Veel:xz() €A,

Definiciio 2.1.6. Uma cadeia € de um conjunto parcialmente ordenado (M, <) é um conjunto
totalmente ordenado pela restri¢dao da relacdo <.
Notagio 2.1.1. Se § é uma familia de conjuntos, denotaremos por Uf a reunido |J B.

Bep

Axioma 2.1.2 (Lema de Zorn). Se em um conjunto ndo-vazio parcialmente ordenado (M, <)

toda cadeia € C M possuir um majorante, entdo M possui algum elemento maximal.

Teorema 2.1.2. Seja X um espaco vetorial. Dados um subconjunto linearmente independente
e ndo-vazio A e um conjunto de geradores S de X com A C S, existe uma base de Hamel B
de X tal que A C B C S. Em particular, se X possui algum vetor ndo-nulo x, entdo X possui

uma base (de Hamel).
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Demonstracdo. A relacdo de inclusdo define uma ordenacdo parcial em qualquer familia de
conjuntos. Em particular, na familia J dos subconjuntos de S linearmente independentes que
contém A.

J € ndo vazio, pois A € J. Além disso, dada uma cadeia € C J, temos que UC é um majorante
para €, pois para todo C' € €, C' C U€ e UC € 7. De fato, U€ C S e dado um subconjunto
finito F' = {xy,...,x,} de UC, temos z; € C1,..., z, € C, para certos conjuntos C1, ..., C,
de €, e por ser € uma cadeia, C; C Cj paratodoi € {1,...,n} ealgum k € {1,...,n},
donde F' C C}, e entdo F' é linearmente independente. Como o subconjunto finito F' foi tomado
arbitrariamente, U€ € linearmente independente, donde U€ € J

O Lema de Zorn mostra entdo que J possui algum elemento maximal, digamos B. Suponhamos
que B ndo seja uma base de X. Entdo, existe x € X tal que B U {x} seja linearmente inde-
pendente. Por outro lado, « € uma combinacio linear de elementos de S (pois S € um conjunto
de geradores), e cada elemento s de S' é uma combinagdo linear de elementos de B, pois caso
s ¢ B, entdo B U {s} é linearmente dependente, pela maximalidade de B. Dai segue-se que z
€ uma combinacao linear de elementos de B, contradizendo nossa hipétese.

A segunda afirmagdo do teorema € verificada tomando A = {z} e S = X. U

Em geral, ndo existe unicidade para as bases de um espacgo vetorial. No entanto, dadas
duas bases quaisquer A e B de um espaco vetorial, existe uma bije¢ao entre elas. Para demons-

trar esse resultado, faremos uso do préximo teorema.

Teorema 2.1.3 (Cantor-Bernstein—Schroder). Se existem fungoes injetivas f : A — B e g :
B — A entre conjuntos A e B, entdo existe uma bije¢cdo h : A — B.

A demonstragdo é consequéncia imediata do seguinte:

Lema 2.1.1. Se existe uma funcdo injetiva p : C — D e D C C, entdo existe uma funcdo
bijetiva ® : C' — D.

Demonstracdo. Definamos indutivamente uma sequéncia de subconjuntos de C' pondo Cy =

C\D e C,, = ¢(C,_1) para cada inteiro positivo n. Seja ¢ = U C,. E 6bvio que D\% C

C\%. Por outro lado, x € C\¢ = x € C\¢ Nz € C\C) :> reC\€NreD =
x € D\%.Logo, C\% = D\%. Consideremos entdo a fun¢do ¢ : C' — D dada por:

o), sex €€
x, sex € D\E

O(z) =

Dado qualquer y € D, temos que y € % ouy € D\%. No primeiro caso, y ¢ Cy, pois
Co = C\D. Segue-se dai que y € C,, para algum inteiro positivo n, donde existe x € C,,_;
tal que ®(z) = y. No segundo caso, basta tomar x = y para que ¢(z) = y. Portanto, ¢ é
sobrejetiva.

Eclaroque 2 € ¢ — ®(2) € € ez € D\C — ®(z2) € D\F. Logo, &(z) = d(y) —
(2,y € %)V (2,5 € D\E), donde B(x) = B(y) —> ((x) = p(y)) V(2 =y) — ==y,

o que mostra que ® € injetiva. Como ® € sobrejetiva, concluimos que @ € bijetiva. L
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Demonstragdo do teorema. Podemos tratar g como uma fungdo bijetiva g : B — ¢(B). Seja
¢ = go f.Entdo, p : A — g(B) é injetiva (pois f e g sdo injetivas) e g(B) C A. Pelo lema,
existe uma funcdo bijetiva ® : A — ¢g(B). Concluimos que h : A — B dadaporh =g o ® ¢

uma bijecao. O

Teorema 2.1.4. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K e sejam A e B duas bases (de

Hamel) quaisquer de X. Entdo, existe uma bijecdo h : A — B.

Demonstracdo. Com o uso do Teorema de Cantor—Bernstein—Schroder, basta demonstrarmos
que existe uma funcdo injetiva f : A — B para bases A e B quaisquer. Para isso, consideremos

a familia & das fungdes injetivas g tais que:
1. D(g) C A; (onde D(g) é o dominio de ¢)
2. Im(g) C B; (onde Im(g) é a imagem de ¢)
3. Im(g) U (A\D(g)) € linearmente independente sobre K.

& € ndo vazia, pois a fungdo vazia ¢ : ¢ — B pertence a &. Como fungdes sao conjuntos, pode-
mos ordenar & parcialmente através da relacdo de inclusdo. Dada uma cadeia € de elementos
de &, afirmamos que UC € um elemento de & e portanto um majorante de €.

De fato, dados quaisquer (x,y), (2',y) € UC, vale (z,y) € g1, (2',y) € g para certos g1, g2 €
¢. Como € é uma cadeia, vale g; C g, ou g C g1, digamos g> C ¢;. Entdo, (z,y), (2',y) € g1,
e como ¢; € uma fungdo, temos x = z’. Resumindo, (z,y), (z’,y) € U€ — x = 2’. Usando
também o fato que UC € uma relacdo, temos que UC é uma funcdo. A injetividade de UC é
provada de maneira semelhante. Resta demonstrar que UC satisfaz as condigoes 1, 2 e 3.

De (z,y) € U€ = dg € € : (z,y) € gede (z,y) € g = = € D(g), y € Im(g),

temos que (z,y) € UC = = € |J D(g), vy € J Im(g). Entdo, D(U€) C |J D(g9) C Ae
Im(UC) C |J Im(g) C B. Assim, ilesccondigées 152:62@ sdo satisfeitas. o

Conclul’mozedi: g C U€ para todo g € € e das inclusdes anteriores que D(UC) = |J D(g) e
Im(UC) = |J Im(g), logo basta mostrar que |J Im(g) U |J [A\D(g)] é linearmengeeigndepen-
dente. Paragiesseo, tomamos um subconjunto ﬁlfii(f F = {xlg ,G.Q. ., X, } € encontramos g; € € tal

que z; € Im(g;) U |J[A\D(g)] para cada i € {1,...,n}. Sendo € uma cadeia, existe k €
gec
{1,...,n}talque g; C gy paratodo: € {1,...,n}. Entdo, F’ C Im(gx)U |J [A\D(g)], e como
gecd

U [A\D(g)] C [A\D(gx)], vale F' C Im(gy) U [A\D(g)]. Como gy € &, Im(gy) U [A\D(gy)]
gec
€ linearmente independente, e seu subconjunto finito /' também é.

A condi¢do 3 estd entdo demonstrada, e assim UC € &. Agora, o Lema de Zorn aplicado a
® fornece um elemento maximal f € &. Devemos provar que D(f) = A. Suponhamos que
A\D(f) # ¢. Entio, existe 2o € A\D(f), e como B é uma base, z, expressa-se como com-
binagdo linear de elementos de B. Da independéncia linear de Im(f) U [A\D(f)], concluimos

que Im(f) # B. Seja yo € B\Im(f). yo expressa-se de forma tinica como combinacdo linear
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de elementos de A. Se algum dos termos com coeficiente nao nulo nessa combinagio, digamos
11, pertence a A\D(f), entdo f = fU{(x1, o)} é uma extensdo prépria de f que pertence a &.
Caso contrario, tomamos f = f U {(z, yo)}. Em qualquer caso, chegamos a uma contradi¢o.
Portanto, A\D(f) = ¢.

Entdo, f é uma funcdo injetiva de A em B, pois D(f) = A e Im(f) C B, o que conclui a

demonstracgao. L
Demonstrado o teorema anterior, faz sentido a préxima defini¢ao.

Definicao 2.1.7. A dimensdo de um espago vetorial X, denotada por dim X € o nlimero cardinal

de uma base (de Hamel) qualquer de X.

Definicao 2.1.8. Um homomorfismo entre um espaco vetorial X e um espago vetorial Y, ambos
sobre um mesmo corpo K, € dita uma aplicacdo (K-)linear. Ou seja, uma funcdo 7' : X — Y é
dita uma aplicacdo linear quando T'(z + y) = T'(x) + T'(y) e T(ax) = T (x) quaisquer que
sejam x,y € X e a € K (na notagdo, ndo fazemos distin¢cdo entre as operacdes em X e as
operacdes em Y'). Um funcional (K-)linear € uma aplicacgdo linear f : X — K de um espago
vetorial X no corpo K sobre o qual é tomado X, sendo K visto como um espaco vetorial (sobre

si proprio). Um funcional linear ndo identicamente nulo € dito nio trivial.

Exemplo 2.1.3. Se X € um espaco vetorial € M € um subespaco de X, podemos formar o
espago quociente X /M, cujos vetores sdo os conjuntos z + M := {z +m : m € M}, para
x € X, e cujas operagdes sdo dadas por (z+M)+(y+M) = (z+y)+M e a(z+M) = az+M.
Assim, surge naturalmente uma aplicagéo linear ¢ : X — X/M, ¢(z) = x + M, a qual

denominaremos aplicagdo quociente.

Para certas aplicacdes lineares, usaremos a notagdo 7'x, em vez de T'(x). A composi¢ao
de duas aplicagdes lineares 7' : X — Y, S : Y — Z serd denotada por ST'. A demonstracdo do

teorema seguinte € consequéncia das definicdes e do teorema 2.1.1:

Teorema 2.1.5. Uma aplicacdo linear T' : X — Y estd unicamente determinada dados os
valores de 'I' para cada vetor de uma base de X. Um funcional linear f : X — K estd

unicamente determinado dados os valores de [ para cada vetor de uma base de X.

2.2 ESPACOS VETORIAIS NORMADOS

Definicao 2.2.1. Dado um espaco vetorial X sobre um corpo K real ou complexo, uma norma
em X € uma fun¢@o real cujo valor em x € X é denotado por ||z|| e que satisfaz as seguintes

condigdes:
l.2#40 = ||z|| >0
2. Ve,y € X ol +yl| < |zl + |yl (Desigualdade Triangular)

3. Vae Kz € X : ||laz| = |a||z|| (onde || é a norma real ou complexa usual).
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Uma seminorma € uma func¢ao real ndo negativa sobre X que satisfaz as condi¢des 2 e 3. Fixada
uma norma em um espaco vetorial X, diremos que (X, || - ||), ou simplesmente X, é um espago

(vetorial) normado.

Definicao 2.2.2. Diremos que uma cole¢@o 7 de subconjuntos de um conjunto X é uma topolo-
gia sobre X e que (X, 7), ou simplesmente X, € um espaco topoldgico se T possuir as seguintes

propriedades:
I. XeTeoper;
2. A intersecdo de toda subcolecao finita de 7 pertence a 7;
3. A unido de toda subcolecao de 7 pertence a 7.

Os elementos de uma topologia 7 em X serdo chamados conjuntos abertos de X e seus com-
plementares em relacdo a X de conjuntos fechados de X. Dado um elemento x € X, diremos
que z é um ponto de X e que um subconjunto V' C X talque x € U C V paraalgum U € 7
€ uma vizinhanca de x. A uniao de todos os abertos contidos num subconjunto C' C X sera
denominada o interior de C' e seus pontos denominados pontos interiores de C'. A intersec¢do de
todos os fechados que contém C' serd denominada o fecho de C'. Denotaremos o interior de C'
por C e o fecho de C por C.

Uma base para uma topologia 7 em X € um subconjunto /5 da topologia tal que, para todo
A € 1, existe 5y C S com USy = A.

Se, para toda familia { A },ca de abertos em X tal que |J A\ = X, existir um subconjunto
A€A
finito A’ C A tal que |J Ay = X, diremos que X € um espago (topoldgico) compacto. Um
AEN
conjunto K de um espago topolégico qualquer (X, 7) serd denominado compacto se for um

espago compacto na topologia relativa (natural) gerada por 7, 7r = {ANK : A € 7}.

Dados espagos topoldgicos (X, 7), (Y, 71), uma funcdo f : X — Y serd dita continua se, para
todo aberto Ade Y, f *I(A) for um aberto de X; e serd dita continua em um ponto xy € X se,
para toda vizinhanga V' de f(x), existir um aberto U de X tal que f(U) C V.

Observagdo 2.2.1. Uma funcdo f : X — Y € continua se, e somente se, € continua em cada
ponto x € X. De fato, se f é continua em cada x € X, encontramos para um aberto qualquer
ACYecadaz € f~'(A) uma vizinhanca V,, C f~!(A) de z, e assim um aberto U, C f~(A)

com z € U, de forma que f~*(4) = |J U, é um aberto de X. Reciprocamente, se
zef~1(A)
f:X — Y écontinuae x € X, como toda vizinhanga V' de f(z) contém um aberto U tal que

f(x) € Uecomo f~}(U) é aberto, f~!(U) é uma vizinhanga de z. Portanto, f é continua em
cadaz € X.

Lema 2.2.1. Dada uma colecdo (3 de subconjuntos de um conjunto X, o conjunto T de todas as
unides de subcolecdes de 3 é uma topologia em X (ou seja, 5 é uma base para uma topologia

em X ) se, e somente se:
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1. X = UB;
2UVEB selUnNV — IWeB:zeW,WcUNV.

Demonstragdo. a Set = {UBy: By C [} é uma topologia em X, entdo X = Uf, para
algum [y C 8, e como US C X, temosque X = UB.Se U,V € B, z € UNYV, entdo
U,V € 7 e, como 7 é uma topologia, U NV € 7. Logo, 36y C B : UNV = UpBy ede
reUNVsegue-seque IW € fp:x e W, W CUNV.Como 3y C 3, vale W € f3.

b Devemos provar que 7 = {Ufy : By C [} € uma topologia em X quando [ satisfaz

as hipoteses do enunciado. Notemos que, por indugdo, a segunda delas estende-se a uma
intersecao finita qualquer. A outra, X = Uf, mostra que X € 7. Entdo, como ¢ C f3,
Up = ¢ = ¢ € 7, temos que 7 cumpre a primeira condicao para ser topologia.
Dada uma subcolecio finita qualquer {A;,..., A,} de 7,seja A = Ay N---N A,. Para
todo x € A, encontramos B,, C A;,...,B,, C A, taisque v € B,,, B,, € [ para
cadai € {1,...,n}. Existeentdo B, C B,, N---N B,, comz € B,, B, € . Portanto,
definindo 5y = {B, : © € A}, vemos que A = Ufy, By C 3, donde A € 7.

Dada uma subcolecé@o arbitraria {A)} cn de 7, seja A = |J A,. Para cada x € A,
AEA
podemos encontrar A € A tal que x+ € A, e entdo algum B, C A,, B, € [ tal que

x € B,. A subcolegdo fy = {B, : x € A} de [ satisfaz A = Uf3,. Logo, A € 7.
L]

Proposicao 2.2.1. Dado um espago normado X, o conjunto {B(z,¢€) : v € X,e > 0}, onde
B(xz,€) :={y € X : ||y — z|| < €} é dita a bola aberta de centro x e raio €, é uma base para

uma topologia em X.

Demonstracdo. Seja f = {B(z,e) : © € X,e > 0}. Devemos mostrar que, dado qualquer
x € X, existe B € ftal que v € B equedados By,B; € ez € By N By, existe B € 3 tal
que z € B, BC B;N Bs.

A primeira afirmagdo segue-se de ||z — x|| = 0 para todo = € X, de forma que qualquer z € X
pertence a toda bola aberta de centro z e raio € > (. Seja x; o centro de 1 na segunda afirmacao.
Como z € By, ||z — x1|| = d1 < €1, onde €; € o raio de B;. Definimos r; = ¢; —d; > 0 e ry
de maneira semelhante para B,. Tomando r = min{r;, 2} e usando a desigualdade ||y — z|| <
|ly —z||+ ||z — x|, vdlida para quaisquer x, y € X, vemos que B(z,7) C By N By. Comor > 0,
B(z,r) € p. ]

Definicao 2.2.3. Em um espago normado X, a topologia gerada pelo conjunto das bolas abertas

de X, {B(z,¢) : x € X, e > 0}, é denominada a topologia da norma.

Ao usarmos termos como conjuntos compactos ou continuidade em um espago normado

X, estaremos nos referindo, a menos que dito o contrdrio, a topologia da norma de X.

Proposicao 2.2.2. Um conjunto A de um espago normado (X, || - ||) € aberto se, e somente se,

possui uma bola aberta centrada em cada ponto de A.
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Demonstracdo. Basta mostrarmos que existe uma bola aberta centrada em cada ponto de um
aberto arbitrario A, pois a reciproca decorre imediatamente da defini¢ao da topologia da norma.
Seja A um aberto de X, e seja x € A. Como o conjunto das bolas abertas de X é uma base
para a topologia da norma, existem z € X,r > 0 tais que € B(z,7), B(z,7) C A. Pondo
e =r — ||z — z||, concluimos com o uso da desigualdade ||y — z|| < ||y — x| + ||z — z||, valida
para qualquer y € X, que B(z,€) C B(z,r), donde B(z,¢) C A. ]

) (Yol )
é continua num ponto vo € X se, e somente se, Ve > 030 > 0 : ||z — x| < § =
HTSL’ — Tl’(]”l < €

Corolario 2.2.1. Uma aplicagao T : X — Y entre espagos normados (X, || -

Exemplo 2.2.1. Se X € um espaco topoldgico e Y é um espago normado sobre um corpo K
real ou complexo, o conjunto das fun¢des continuas f : X — Y torna-se um espago vetorial
sobre K com f + ¢ definida por (f + g)(z) = f(x) 4+ g(z) para cada x € X e af definida
por (af)(x) = af(x) para cada © € X. De fato, para quaisquer o € X, ¢ > 0 e fungdes
continuas f,gde X emY, a Continuidade de f fornece uma vizinhanca U de x, tal que x €

U = ||f(x) = f(zo)| < 5 e a continuidade de g fornece uma vizinhanga V' de z, tal

quezr € V. = |g(x) — g(zo)] < 5 Entdo, a vizinhanca W = U NV de z, € tal que

zeW = [|(f +9)(x) = (f + 9)(xo)ll < [[f(z) = flzo)ll + llg(z) — g(x0)|| < €. Isso prova
a continuidade de f + g em cada zy € X e portanto a continuidadede f + ¢g.Se f : X — YV é

continua, a continuidade de o f para o = 0 € imediata. Também, se o € K\{0}, dados quaisquer

€
o]’

xo € X e e > 0, existe uma vizinhanca V de zp talque v € V. = || f(z) — f(z0)] <

dondez € V = ||(af)(z) — (af)(zo)|| < €, 0 que demonstra a continuidade de af.

Definicio 2.2.4. A topologia produto de um produto cartesiano [ X, de espagos topolGgicos

el
é a topologia gerada pelos conjuntos [ U,, onde cada U, é um aberto de X, e U, = X, exceto
el
para um ndmero finito de ¢ € 1.
Proposicao 2.2.3. Dados os espacos normados (X1,|| - ||1),- .-, (X, || - ||n), podemos tor-
nar Xy x --- x X,, um espago vetorial através das operagoes (&1,...,&,) + (M1, mn) =

&+ my &+ ), alée, .. &) = (a&y, ..., a,) e podemos definir uma norma por
|(z1,...,2,)|| = max{||z1||1,...,||@nlln} A topologia da norma de X; x --- x X,, serd
entdo igual a topologia produto desse espago (onde os X; sdo vistos como espagos topolégicos

com a topologia da norma).

Demonstracdo. E 6bvio que X; x - - - x X, assim definido é um espaco normado. Denotando
por 7 a topologia produto e 7. a topologia da norma do espaco X; X - - - X X,,, devemos provar
queT C T €T CT.

Dado qualquer A € 7, para cada x = (&,...,&,) € A podemos encontrar abertos A; C
Xqy,... A, C X, taisquer € Ay x---x A,, Ay x---x A, C A. Entdo, encontramos ¢; > 0
tal que ||, — &lli < e&& = m; € A;paracadai € {1,...,n}. Pondo ¢, = min{ey,...,€,},
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vemos que a bola aberta B(z, €,) estd contida em A. Logo, A = |J B(xr,¢,) e A € 7.
€A
Dado qualquer A € 7)., para cada v = (&;,...,&,) € A, existe ¢, > 0 tal que ||y — z|| <

€z =—> y € A.Seja B;(x,¢,) abola aberta em X; de centro &; e raio €,, onde i € {1,...,n}.
Entdo, A = |J [Bi(x,€,) X --- X By(z,€6,)] e A € 7. ]

TEA

O préximo teorema € um importante resultado sobre topologias produto. Uma demons-
tracdo pode ser encontrada em [DUNFORD; SCHWARTZ, 1963].

Teorema 2.2.1 (Teorema de Tychonoff). Um produto arbitrdrio de espacos compactos é com-

pacto na topologia produto.

Definiciio 2.2.5. Diremos que uma norma || - || é equivalente a uma norma || - ||, ambas sobre
um mesmo espaco vetorial X, se existem reais positivos a, b tais que Vo € X : a||z|o < ||z]| <

b||z||o, e denotaremos por || - || ~ || - ||o-

Exemplo 2.2.2. Asnormas ||-|| e ||-||o sobre R? dadas por ||(x1, z2)|| = v/23 + 22 e ||(z1, 22) [0 =
max{|z], |za|} sdo tais que || - || ~ || - [|o- De fato, como V1, 2o € R : max{|z], |z2|} <

Vi + a3 < V2max{|ai], [22]}, temos que Vo € R? : [|z]lo < [l2]] < v2||z]o.

Proposicao 2.2.4. A equivaléncia de normas sobre um espago vetorial X é uma relacdo de

equivaléncia, isto é, reflexiva, simétrica e transitiva.

Demonstra¢do. ComoVz € X : 1||z|| < ||z| < 1]|z]|, temos || - || ~ || - || para qualquer norma

|| - || sobre X, o que prova a reflexividade.

Se || - || ~ | - o, isto &, se existem constantes positivas a,b € R tais que Vo € X : alz|lp <
N 1

lz]| < bllllo, entdo Vo € X = 2]l < [lzflo < —|l], donde [| - flo ~ | - ||, o que prova a

simetria.

Se|l[-|ls~1-llell-] ~1 -l entdo existem constantes positivas ay, by, as, by € R tais que

Ve € X @ agllz| < ||zl < b]|z]| e Ve € X @ agl|lz|2 < ||z|| < baf|z]2, logo Yz € X

ajas||z|l2 < [|z]|1 < bibo||lz|l2e || - |1 ~ || - |2, 0 que prova a transitividade. O

O préximo teorema mostra a import,ncia da equivaléncia de normas:

Teorema 2.2.2. Dadas duas normas || - || e || - ||o sobre um espago vetorial X tais que || - ||
é equivalente a || - ||o, a topologia da norma de (X, || - ||) € igual a topologia da norma de
(X, {1~ [lo)-

Demonstragdo. A equivaléncia das normas mostra que existem reais positivos a, b tais que

1
Ve € X :allzllo < ||z|| < bljz|lo. Reescrevendo, Vo € X : ||z]lo < EHSL’H, |z < b||x]o-

Usaremos isso para mostrar que um aberto de (X, || - ||) € unido de bolas abertas de (X, || - |/o),
e portanto um aberto de (X, || - ||o). Ou seja, estaremos mostrando que a topologia da norma de
(X, ]| - ||) estd contida na topologia da norma de (X, || - ||o). A reciproca é semelhante.

Dado um aberto qualquer A de (X, || - ||), para cada z € A existe uma bola aberta B(x,¢,)
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tal que B(z,¢e,) C A. Seja By (x,e—m) ={ye X :|y—=zl < %} Da desigualdade

b
ly — z|| < b|ly — z||o segue-se que By (a:, %) C B(z,¢,), donde By (a:, %) C A. Portanto,
A= U By (a:, %), onde cada B (:c, %) ¢ uma bola aberta de (X, || - [|o)- O
€A
Lema 2.2.2.

1. Emum espaco topoldgico (X, T), um conjunto fechado contido em um conjunto compacto

é compacto.
2. A imagem por uma fungdo continua de um conjunto compacto é um conjunto compacto.

Demonstragao. 1. Basta mostrarmos que se C' € um conjunto compacto e ' C C' é fechado,

entdo dada uma familia qualquer {A)}, ca de abertos tal que (J Ay D F, existe um
AEA
subconjunto finito A" C Acom |J A\ D F.
AEN
Para isso, tomamos \g ¢ A e definimos Ay, = X\F e Ay = AU {)\o}. Como F ¢

fechado, A, € aberto. Portanto, { Ay} ca, é uma familia de abertos tal que J A\ D C.
AEAQ
A compacidade de C fornece um subconjunto finito Ay C Ag talque |J A, D C. Entdo,
AEA]

A = A{\{\o} € o subconjunto de A que procuravamos.

2. Sejam (X, 1), (Y, 1) espagos topolégicos, C' C X um conjunto compacto, f : X — Y
uma fun¢do continua.

Dada uma familia qualquer { Ay} ca de abertos tal que |J Ay D f(C), para cada x €
AEA
C, encontramos A\, € A tal que f(x) € A,,. A continuidade de f fornece entdo um

aberto V), C X talque z € V), f(Vi,) C A,,.Como |J V), D C e C é compacto,
zeC
podemos obter {z1,...,z,} C Ctalque V), U---UV, D C.Com isso, a inclusdo

Ay, U--UAy, D f(Va,,)U---Uf(Vy,,) fornece Ay, U---UA,, D f(C).
[l

Assumiremos o Teorema de Heine-Borel verdadeiro para R, ou seja, assumiremos que
um subconjunto de R é compacto se, e somente se, € fechado e limitado. O préximo lema pode

ser utilizado para demonstrar um resultado semelhante para C.
Lema 2.2.3. O disco unitdrio fechado {z € C : |z| < 1} é compacto.

Demonstragdo. Definindo normas || - || € || - ||o sobre R? como no exemplo 2.2.2, a inequagdo
|z|lo < |||, valida para qualquer 2 € R2, mostra que B(0,1) C By(0,1), onde B(0,1) = {z €
R2: |lz]| <1} e By(0,1) = {z € R? : |jz[o < 1}. Como {z € R? : ||z]|p < 1} = [-1,1] x
[—1, 1], a proposig¢do 2.2.3, juntamente com o teorema de Tychonoff, mostra que EO(O, 1) é um
compacto em (R2, || - [|o), portanto em (R2, || - ||), pelo uso do teorema anterior. Entdo, B(0, 1)
¢ um fechado contido em um compacto, e assim é compacto. A aplicacdo 7" : R? — C dada por
T(x,y) = x + yi preserva normas, tomando sobre R? a norma || - ||. Portanto, 7' é continua, e

como a imagem do compacto B(0,1) é {z € C : |z| < 1}, este conjunto é compacto. O
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A demonstracdo do préximo teorema baseia-se na demonstragdo de [LANG, 1993].

Teorema 2.2.3. Quaisquer duas normas || - ||1 e || - ||2 sobre um mesmo espago vetorial X de

dimensdo finita sdo equivalentes.

Demonstracdo. Por transitividade e simetria, basta provarmos que qualquer norma || - || sobre
X, cujo corpo de escalares R ou C denotaremos por K, é equivalente a norma || - ||, dada por
|loney + -+ - + apenllo = max{|ay], ..., |a,|}, onde {ey,. .., e,} € uma base.

Dado qualquer x € X, podemos escrever © = a;e; + - - - o, €, para certos escalares o, . . ., au,.

Pondo b = ||eq]| + - - - + ||en]|, a desigualdade triangular fornece ||x|| < bl|z||o.

Seja S(0,1) = {z € X : ||lzllo = 1}. B(0,1) = {z € X : ||z]jp < 1} é compacto, como
produto U™ dos compactos de K dados por U = {z € K : || < 1}. Como S(0, 1) é fechado e
S(0,1) € B(0,1), S(0,1) é compacto. A funcio z — ||z|| definida sobre (X, || - ||o) é (unifor-
memente) continua, pois |||z|| — ||y]|| < ||z — y|| < b||z — yl|o- Logo, a imagem de S(0,1) é

um compacto em R, donde atinge um valor minimo a > 0 (pois 0 ¢ S(0,1)).

Temos entdo que x # 0 —

ﬁ H > a, portanto al|z||o < ||z||, 0 que conclui a demonstra-
0

cdo. L

2.3 ESPACOS DE BANACH

Definicao 2.3.1. Em um espago normado X, uma sequéncia {x, },en, por simplicidade {x, },
¢ uma funcdo n — x,, definida no conjunto dos inteiros positivos N e tomando valores (deno-

minados termos da sequéncia) em X . Diremos que:

1. {x,} é convergente se existe z € X tal que, para toda vizinhanca V' de z, 3NV € N: n >
N — z, € V. Diremos entao que x € limite da sequéncia ou que a sequéncia converge

a r e escreveremos lim z,, = .

2. {x,} é uma sequéncia de Cauchy se, para toda vizinhanca V' da origem (vetor nulo de
X),diINeN:mn>N = x,, —x, €V.

Uma subsequéncia {z, },en € uma restricdo de {x, } a um subconjunto N’ C N tal que Vn €
N dn’ € N : n’ > n. De forma semelhante a definicdo de sequéncia convergente, diremos que
{z, }nen € convergente se existe z € X tal que, para toda vizinhanca V' de z, 3N € N:n >

N, neN — z,eV.

Notemos que, como consequéncia do teorema 2.2.3, sequéncias convergentes ou de Cau-
chy em um espaco (X, || - ||o) sdo (respectivamente) convergentes ou de Cauchy em qualquer

espaco (X, || - ||) com || - || equivalente a || - ||o.
Proposicao 2.3.1. Seja (X, || - ||) um espago normado. Entdo:

1. O limite de uma sequéncia convergente ¢é uinico.
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2. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

3. Toda sequéncia de Cauchy é limitada, isto é, seus termos tém norma majorada por al-

guma constante real.

4. Se uma sequéncia de Cauchy possui subsequéncia convergente entdo é convergente.

Demonstragdo. 1. Suponhamos que existam = # z’ em X ambos limites de uma sequéncia
. . € €
{z,}. Pondo € = ||z —2'||, consideremos as vizinhancas V; = B (x, 5) ,Vo=RB (x’, 5)

Por hipétese, existem N, N, € N tais que x,, € V; quandon > N; e z,, € V5 quando
n > Ny. Seja N = max{N,, N}. Entdo, ||z — || < % oy — || < % A desigualdade

triangular fornece ||z — 2’| < ¢, uma contradicao.

2. Seja {x,} uma sequéncia convergente cujo limite é x. Dada uma vizinhanga qualquer V'
da origem, existe € > 0 tal que ||z]| < ¢ = z € V. Podemos encontrar N € N tal que

€
z, € B (x 5) quandon > N. Entdo, se m, 1 > N, |2 || < |lom—2||+ |2 —2n <

€
— + — = ¢. Portanto,
g Tg=¢

m,n>N — =z, —x, €V.
3. Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy. Podemos encontrar N € N tal que
m,n >N = ||z, —x,|| <1

Definindo ¢ = max{||z||, ..., ||len_1ll, ||zn]|+1}, temos que ||z, | < ¢ paratodon < N.
Nocason > N, ||z,| < ||lzn — zn]|| + |lzn] < ||zn|| + 1, logo ||z,|| < ¢ para todo
n € N.

4. Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy e {z,},cv uma subsequéncia convergente com

.. €
limite . Dado qualquer ¢ > 0, podemos encontrar N; € N tal que ||z, — z,|| < 3

sempre que m,n > N e Ny € Ntal que ||z, — z|| < % sempre que n > Ny, n € N
Seja N = max{Ny, No} en; € N, ny > N. Logo,

n>N = |lon =2l < llon = 2o || + 20, —2f <e
O

Definicao 2.3.2. Denominaremos Espaco de Banach um espaco normado onde toda sequéncia

de Cauchy € convergente.

Exemplo 2.3.1.

1. O conjunto dos nimeros reais tornado um espago vetorial sobre o corpo dos reais e com
a norma usual € um espaco de Banach. De fato, dada uma sequéncia de Cauchy de nu-
meros reais, temos que ela € limitada (item 3 da proposicdo), logo possui subsequéncia

convergente (Teorema de Bolzano-Weierstrass), e entdo € convergente (item 4).
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2. Se X é um espaco compacto e (Y, || - ||;) é um espago de Banach, o espago vetorial das
fungdes continuas f : X — Y € um espago de Banach com norma dada por ||f|| =

sup || f(x)||1. Note que esta norma estd bem definida pois a fun¢do =z — |[f(z)|]; é
reX

uma fungdo real continua definida num compacto. As propriedades que a caracterizam
como norma decorrem das propriedades de || - ||; e do supremo de conjuntos. Dada uma
sequéncia de Cauchy { f,,} nesse espaco, podemos definir uma fungdo f : X — Y por
f(z) =lim f,(x) paracadax € X, pois as sequéncias { f,,(z)} sdo sequéncias de Cauchy
no espago de Banach Y. Dados quaisquer ¢ > 0 e x € X, podemos obter NV € N tal que
\f—fnll < % e entdo uma vizinhanga V de z talquey € V. = || fn(y)—fn(2)|1 < <
Dai, y € V implica || f(y) — f () [y < [[f(y) = Sl + v (y) = fn (@)l + [ () -
f(z)]]1 < ¢, donde concluimos a continuidade de f, provando que o espago considerado

€ um espaco de Banach.

O préximo teorema € uma importante caracterizagdo dos espacos de Banach. Precisare-

mos de uma defini¢ao:

Defini¢iio 2.3.3. Seja X um espago normado e {x, } uma sequéncia com termos em X. Deno-

minaremos série associada a sequéncia, ou simplesmente série, a expressao
o
E T
k=1

n o0
Caso a sequéncia {s,}, s, = Y xj seja convergente, diremos que a série Y xy é convergente
k=1 k=1

[ee]
e definiremos ) z;, = lim s,. Caso contrério, diremos que a série é divergente. A toda série
k=1

o0 o0
> x) podemos associar uma série de nimeros reais »  ||zx||. Se esta série de nimeros reais
k=1 k=1

o0
for convergente, diremos que a série » |, xy € absolutamente convergente.
k=1

Teorema 2.3.1. Seja X um espagco normado. Entdo, X é um espago de Banach se, e somente

se, toda série absolutamente convergente é convergente.

o0
Demonstragdo. Seja X um espaco de Banach e ) x; uma série absolutamente convergente.
k=1

n
Segue-se que a sequéncia de nimeros reais {y, }, ¥, = >_ ||xx|| € uma sequéncia convergente,
k=1
portanto de Cauchy. Portanto, dado qualquer € > 0, existe n € N tal que |y, x — yn| < € para

todo k£ € N. Entao,
Vk € N [lzn 4 -+ + Tl | S Mzl + - 4 [zl <€

n
Assim, a sequéncia {s,}, s, = > x, é uma sequéncia de Cauchy. Como X &, por hipétese,
k=1

oo
um espaco de Banach, a sequéncia {s, } é convergente. Portanto, a série »  x;, é convergente.
k=1
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Reciprocamente, suponhamos que, em um espaco normado X, toda série absolutamente conver-

gente é convergente. Seja {x,, } uma sequéncia de Cauchy com termos em X . Podemos definir

indutivamente, para cadan € N, k,, € N tal que ||z — 74| < 2% para quaisquer k,[ > k,
ek, > k,_1 paran > 2. Seja {y,} a sequéncia dada por y; = =y, € y,, = Tp, — Ty, , para
n > 2. E claro que a série associada a {y,, } é absolutamente convergente, logo convergente. Isto
é, existe lim i yr = limzy, .

Pondo N :k{_li;n : n € N}, segue-se que {z,, },erv € uma subsequéncia convergente de {z,, }.
Pela proposi¢do 2.3.1, {x, } é convergente. Como a sequéncia de Cauchy {x,,} foi tomada arbi-

trariamente, X € um espaco de Banach. L
Teorema 2.3.2. Todo espaco normado de dimensdo finita é um espaco de Banach.

Demonstracdo. Provaremos primeiro o caso onde o corpo de escalares é R. Devido a equivalén-
cia de normas, ¢ suficiente mostrarmos que um espago normado qualquer (X, || - ||) de dimensdo
finita, base {ej,...,e;} e norma dada por ||aye; + - - - + aje;|| = max{|aq|,..., | |}, é um
espaco de Banach.

Seja {z, } uma sequéncia de Cauchy arbitrdria de pontos de X. Formemos sequéncias de esca-

lares {a\"},. .., {a§")} de forma que z,, = o\™e; + -+ + oz;”)ej para cada n € N.

Entdo, como Vm,n € N : ||y, — 2| = max{[a{™ — a{"|, ..., \a§m) - a§")|}, concluimos
que cada {agn)}, i € {1,...,;j}, é uma sequéncia de Cauchy de escalares, pois Vm,n € N :
lal™ — ™| < ||&m — 2 ]|. Para cada i, seja ; o limite da sequéncia {a\™}, o qual existe pois

¢ uma sequéncia de Cauchy de escalares, e seja v = aje; + - - - + aje;.

Para qualquer e > Oecadai € {1,...,j},existe N; € Ntal que n > N; — |a(")

(2

Pondo N = max{Ny,...,N;},éclaroque Vi € {1,...,j} :n >N = |a(") — 4] <€

2

—Oél'| < €.

donden > N = ||z, — z|| < e. Logo, limz,, = z e {x, } € convergente.

Podemos tratar o conjunto dos nlimeros complexos com a norma usual como um espago nor-
mado de base {1,i} e corpo de escalares R. Dai segue-se que toda sequéncia de Cauchy de
nimeros complexos € convergente. Assim, para um espago normado com corpo de escalares C,

basta repetir os argumentos da demonstracao. L

Definicao 2.3.4. Diremos que uma aplicacdo linear 7' : X — Y entre espacos normados é
limitada se existe ¢ > 0 tal que Vo € X : ||Tz| < ¢||z||, onde ndo fazemos distingdo, na

notacdo, entre a norma em X e anormaem Y.

Exemplo 2.3.2. Toda aplicagdo linear 7' de um espaco normado X de dimensdo finita em um
espaco normado qualquer Y € limitada. De fato, se {e,...,e,} € uma base para X, podemos
escrever qualquer z € X como x = aje; + - - - + o€, para certos escalares «, . . ., a, € entao
|72 < | T(aren)||+ -+ T (@nen)l| < bmax{lau, .., ||}, onde b = [ Tey |+ -+ | Tey].
A equivaléncia de normas fornece uma constante a > 0 tal que amax{ay,...,a,} < [[z] e

b
portanto ¢ = — satisfaz ||Tz|| < ¢||z|| para todo z € X.
a
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Teorema 2.3.3. As seguintes afirmagoes acerca de uma aplicacdo linear T’ : X — Y entre

espacos normado sdo equivalentes:
1. T é continua num ponto xo € X;
2. T é limitada;
3. T é continua.

Demonstragdo. Basta mostrarmos que (1) = (2), (2) = (3)e (3) = (1).
Se T é continua num ponto xy € X, como {y € Y : ||y — Txo|| < 1} é uma vizinhanca
de Tz, existe uma vizinhanga V de x¢ tal que x € V. = ||Tx — Txy|| < 1. E sendo V'

uma vizinhanga de z,, V' contém uma bola aberta centrada em 1z, digamos B(xg, 20). Assim,

T (xo N 5M) T

Usando a linearidade de 7', Vx € X : ||T(x — xo)|| < ng — || Substituindo z por z + zg

|z — x| <6 = ||Tx—Tx0||§1eentﬁo‘v’x€X:‘ < 1.

vemos que 7" é limitada. Logo, (1) = (2).

Suponhamos 7" limitada, com ¢ > 0 tal que Vo € X : ||[Tz|| < ¢||z||, ¢ A um aberto arbitrario

de Y. Dado qualquer 7y € T~1(A), existe ¢ > 0 tal que ||y — Txg|| < ¢ = y € A. Como
€ L €

|z —xo|| < - = ||T(z — x0)|| < ¢, alinearidade de 7" mostra que ||z — x| < - = z €
c c

T—1(A). Logo, T~!(A) é aberto. Portanto, T € continuae (2) = (3).

Pela observacdo apds a definicdo 1.2.2, (3) = (1). ]

Lema 2.3.1. Se X e Y sdo espagos normados sobre um mesmo corpo K, o conjunto L(X,Y)
das aplicagées lineares limitadas de X em'Y com T\ + 15 definida por (T) +T5)x = Tix + Thx
para cada x € X e oT definida por (aT)x = a(T'x) para cada v € X € um espago vetorial
sobre K.

Demonstragdo. A aplicagdo linear 0 : X — Y definida por 0z = 0 para cada z € X ¢é
uma identidade aditiva para L(X,Y"). Dada T € L(X,Y’) podemos definir um inverso aditivo
—-T € L(X,Y) por (=T)x = —Tx para cada x € X. Além disso, se T1,T» € L(X,Y),
Vo, o € X 0 (T + To)(xy + 22) = (T + Thxg) + (Toxy + Toxg) = Thxy + [(Toxy +
Toxy) + Thxs) = (Thazy + Toxq) + (Toxe + Thxs) = (T4 + To)xy + (Th + To)ze € Va €
K,z € X : (Th + Th)(ax) = oTix + oTex = o1y + Ty)z, logo T) + T3 é linear. Como
Ve e X ||(Ty + To)z|| < ||Tiz|| + || Tex|| < cif|z]| + cof|z|| para certos reais positivos c1, ¢s,
definindo ¢ = ¢; + ¢o vemos que 77 + T, € L(X,Y).

A linearidade de a7, onde « € K, T' € L(X,Y) segue-se da linearidade de 7" e das operacdes
deY.ComoVzr € X : ||(aT)x| = ||| Tx| < |c|é||x|| para um certo & > 0, definindo ¢ = |«|é
concluimos que a7" € L(X,Y).

As propriedades que relacionam as duas operagdes e mostram que L(X, Y') com essas opera¢des

€ um espaco vetorial decorrem das operacdes de Y. L

No caso X =Y, denotaremos L(X,Y') por L(X). Se a dimensdo de X ¢ finita, sabemos

da Algebra Linear que é possivel associar uma matriz a cada aplicacio linear de L(X) de forma
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a obtermos um homomorfismo entre a dlgebra das aplica¢des lineares 7' : X — X (onde o

produto de aplicacdes lineares é a composi¢ao) e a dlgebra das matrizes sobre K.

Definicao 2.3.5. Se 7" : X — Y ¢é uma aplicag@o linear limitada entre espagos normados,

definiremos a norma de T por | T|| = sup ||Tz|| se X possui algum vetor ndo nulo (e entdo
llz]|=1
dr € X : ||z]| = 1) e ||T|| = 0 caso contrdrio.

Lema 2.3.2. Se X e Y sdo espacos normados, a norma das aplicacoes lineares limitadas de X
emY define uma norma sobre L(X,Y).

Demonstracdo. Para qualquer aplicag@o linear 7' : X — Y, 70 =T(0+0) = 70+ 70, donde
T0 = 0. Portanto, se X possui apenas o vetor nulo, L( X, Y") possui um tnico elemento e entdo
|T|| = 0 para todo T" € L(X,Y') define uma norma em L(X,Y).

Suponhamos de agora em diante que X possua algum vetor ndo nulo. Seja T € L(X,Y'). Como
existe ¢ > O tal que Vo € X : ||Tx| < ¢||z||, temos | Tz|| < ¢ paratodoz € X tal que ||z| = 1,
de forma que ||7’|| ¢ um nimero real. Se uma aplicagdo linear limitada 7" # 0, isto &, se existe

w € X tal que Tw # 0, entdo T’ <L> # 0, consequentemente T”w—H >0e|T] >0,
w

[[]]

pois

ﬁ = 1. Resumindo, 7" # 0 = ||T’|| > 0.
w

Dados quaisquer 77,75 € L(X,Y), temos ||(T1+1o)x|| < ||Tiz||+||Tez|| < (|T1]|+]|T2]) =]
para todo x € X, de forma que |77 + 15| < ||T1|| + ||Z%]], pois |1} + ||7%|| majora o conjunto
das [[(T} + T»)z|| com ||z]| = 1.

Sea €K, T € L(X,Y),entdo ||aT|| = sup |[(aT)z| = sup ||a(Tz)|| = sup |af||Tz| =

llz]l=1 flzf|=1 flzf|=1

|a| sup ||Tz|| = |«|||T||, o que conclui a demonstragio. O
llz]|=1

Teorema 2.3.4. Se X é um espaco normado e Y é um espaco de Banach, L(X,Y") é um espago
de Banach.

Demonstracdo. Basta mostrarmos que uma sequéncia de Cauchy arbitraria {7,,} com termos
em L(X,Y') é convergente. Para isso, observemos que, para todo xy € X fixado, a sequéncia
{T,xo} é uma sequéncia de Cauchy com termos em Y. De fato, dado qualquer € > 0, podemos

definir € = m e entdo obter N € N tal que ||7,, — 7,,|| < € sempre que m,n > N, pois
Lo

{T},} € uma sequéncia de Cauchy. Da,

2o

m,n >N = ||Txo— Thxo| < || — Thl|l|xol|| < €

< €.

Como toda vizinhanga da origem possui uma bola aberta centrada na origem, isso mostra que
{T,xo} é uma sequéncia de Cauchy e portanto converge, pois Y é um espago de Banach.

Definamos uma fun¢do 7" : X — Y por Tz = lim 7T},x. Por linearidade, para cadan € N,

HT(SL’l -+ 1’2) — Tl’l — T.I‘Q” < HT(SL’l -+ 1’2) — Tn(ﬂfl + l’z)” + ”Tnxl — Tl’lH
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Para todo ¢ > 0, podemos obter N € N tal que, se n > N,
€
||T(l‘1 + l‘g) — T (IL‘l + l‘g)” < ||T T — T[L‘1|| < ||T To — T[L‘QH < g

Entdo, podemos concluir que ||7(z1 + x2) — Txqy — T'x5|| < € para todo € > 0 ao tomarmos n
suficientemente grande no lado direito da inequagdo. Portanto, ||T(z1 + x9) — Txy — Txs|| =0
e T'(xy + z2) = T'xy + T'xe. Da mesma forma se mostra que Voo € K, x € X : T'(ax) = aT'z.
Resta mostrar que 7" € limitada. Notemos antes que {||7,||} é uma sequéncia de Cauchy de
nimeros reais, pois de Vm,n € N : || T, || = | Tull < T — Tolls 1T0]] — 1 Tnll < 110 — Tl
segue-se que Vm,n € N : |[[|T,,]| — | Tull| < |1 — Tw||- Seja lim ||, || = ¢. Afirmamos que

Ve € X : ||[Tz|| < ¢|z|. De fato, dados quaisquer x € X, ¢ > 0, podemos obter N € N
€

€

talquen > N = |Tx — Tzl < =, ||[T,|| — ¢|] < € onde € = ———. Dai,
<3 6 21+ [l

| Tz|| < [Tz — Tyx| + ||[Thz| < 5t | Twl|l|z]] < 5t (¢ + &)|lz|| < c||z| + €. Portanto,

Ve € X : ||Tz| < c||z||. Como ¢ > 0, substituindo ¢ por ¢ + 1 vemos que 7" € L(X,Y). Isso

prova que L(X,Y') é um espaco de Banach. O

Exemplo 2.3.3.

1. Se X é um espago normado sobre um corpo K, o espago normado L (X, K) dos funcionais
limitados definidos em X € um espago de Banach. Esse espago € denominado espago dual
de X e é denotado por X*.

2. Dado um espaco normado X e quaisquer A, B € L(X, X), ||[AB| = sup ||[ABz| <
llzfl=1
sup [[A[l| Bzl = Al sup {|Bzf = [A[l|l B

llzl|=1 llzll=

Fixemos quaisquer t € R e A € L(C",C"). Entao, paratodon € N,

— thAF — ([tlIA]D*

E :_ M [t Al
il il <e .

k=1 k=1

otk Ak
Logo, a série ) |
k=1

o ¢ absolutamente convergente. Como L(C™, C") é um espago de

Banach, essa série é convergente, pelo teorema 2.3.1. Entdo, podemos definir !4 €
o ¢k Ak

L(C™,C") porett =1 + Z
k=1

,onde [ : C" — C", Iz = x paratodo x € C".
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3 Funcionais Lineares

Na sec¢do anterior, vimos alguns espacos que admitem uma topologia natural: espagos
normados e espacos de Banach. Nesta se¢do, sdo apresentados um conceito abstrato de espaco

vetorial topoldgico e ferramentas Uteis para trabalhar nesses espacos: os funcionais lineares.

3.1 ESPACOS VETORIAIS TOPOLOGICOS

Definicao 3.1.1. Se X é um espago vetorial sobre um corpo K real ou complexo e 7 € uma topo-
logia sobre X, entdo diremos que (X, 7), por simplicidade X, é um espago vetorial topolégico

sobre K se:

l. (z,y) = x+yde X x X em X é continua, onde consideramos sobre X x X a topologia

produto;

2. (a,z) — ax de K x X em X é continua, onde consideramos sobre K a topologia usual
e sobre K x X a topologia produto.

Exemplo 3.1.1. Se X é um espaco normado e 7 € sua topologia da norma, (X, 7) é um espago

vetorial topoldgico. De fato, a func¢do f : (z,y) — x + y é continua em todo ponto (zg, yo) €

X x X pois dada qualquer vizinhanca V' de x¢+yo, podemos obter ¢ > 0 tal que B(xq+7o,€) C
€ € . ,

V e entdo [ (B (:co, —) , B (yo, —)) C V;eafungdo g : (a,x) — ax é continua em todo

2 2
ponto (ayp, zg) € K x X, pois dada qualquer vizinhanga V' de agz, podemos obter e > 0 tal que

€/2 €/2

B(agxg,€) C V, consequentemente g | Bx | ag, ——— | , B | vo, ——— C V, onde
(ot . o (B (o0 ) 8 (o 51))

Bx(a,r) ={feK:|f—a| <r}.

Na proposi¢ao seguinte, usaremos o fato de que uma composicao de fungdes continuas
¢ continuas. Isto ¢, se X, Y, Z s@o espagos topolégicose [ : X — Y, g : Y — Z sdo con-
tinuas, entdo g o f : X — Z também €. Realmente, pela defini¢do de funcdo continua, se W
é um aberto de Z, entdo g~ (W) = V é um aberto de Y e f~}(V) = U é um aberto de X.
Consequentemente, (go f) ' (W) = f~! (¢ (W)) = U é um aberto de X e g o f é continua.

Proposicao 3.1.1. Sejam X um espaco vetorial topologico sobre um corpoK, ,p € X e f € K
Entdo, a translagcdo por p e a multiplicacdo escalar por 3 sdo fungdes continuas. Em particular,

se A é um conjunto aberto de X :
1. Vp € X : p+ A é um conjunto aberto;
2. VB € K\{0} : BA é um conjunto aberto;

Demonstracdo. Sejamo : X x X — X, o(z,y) =z +yen : Kx X — X, n(a,x) = au.
Como X € um espago vetorial topoldgico, o e 7 sdo continuas. Pela definicdo de topologia
produto, as fungdes py : X — X x X, po(x) = (p,x)e fo: X - K x X, Bo(z) = (5, 7)

também sdo continuas. Como a translacdo por p € dada por o o py e a multiplicacdo escalar por
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7 o [y, ambas sdo fungdes continuas, como composicio de fungdes continuas. Se A é aberto e
8 # 0,p+ Aéaimagem inversa de A pela translacdo de —p e A € a imagem inversa de A

1
pela multiplicacdo escalar por B, logo p + A e A sao abertos. L

A préxima proposicao, 6bvia para espacos normados, ainda é verdadeira para espacos

vetoriais topoldgicos gerais:

Proposicao 3.1.2. Se X é um espaco vetorial topologico e x € X, entdo qualquer vizinhangca

U de x contém uma vizinhanga fechada de .

Demonstragdo. Podemos supor, sem perda de generalidade, que U € aberto. Assim, U — z €
uma vizinhanga aberta de 0. Como 0 + 0 = 0 e U — x € uma vizinhanga aberta de 0, existem
vizinhancas abertas W de 0 e W' de 0 tais que W + W' C U — z. Tomando V' = W N W', vale
V +V C U —z.Sey €V, entdo a vizinhanga aberta y — V' de y nio é disjunta de V. Logo,
existe z € Vtalquey € 2+ VeV CV+V CU—ux Segue-se que z + V C U é uma
vizinhanga fechada de . [

Definicao 3.1.2. Se X ¢é um espago vetorial sobre o corpo dos complexos ou reais, diremos que
um subconjunto K C X é um conjunto convexo se x1,12 € K, a € [0,1] = ax; + (1 —
a)xg € K.

Proposicao 3.1.3. Se C' e D sdo conjuntos convexos de um espago vetorial X sobre o corpo
dos complexos ou reais, entdo \C + vD é um conjunto convexo para quaisquer escalares \ e

V.

Demonstra¢do. Dados quaisquer z1,x2 € AC' + vD e a € [0, 1], escrevamos z; = A¢; + vd;
comc; € Ced; € Dparai € {1,2}.De ax+(1—a)xes = a(Aci+vdy)+(1—a)(Aea+rvdy) =
Maep 4+ (1 — a)eg] + viady + (1 — «)dy] segue-se que axy + (1 — a)xg € AC' 4+ vD, pois C' e
D sdo convexos. L

Definicao 3.1.3. Dado um espago vetorial topolégico X, o funcional de Minkowski de um
conjunto convexo KX C X € afungdop: X — R U {400} dada por p(z) = inf{a > 0: 2z €
aK},onde aK = {ax:z € K}.

Definicao 3.1.4. Se X € um espaco vetorial topoldgico, diremos que um ponto p de um sub-
conjunto A C X é um ponto interno de A se, para todo x € X, existe § > 0 tal que

la| <6 = p+axe A
Proposicao 3.1.4. Sejam X um espaco vetorial topologico e A C X. Entdo:
1. Todo ponto interior p € A é ponto interno de A;

2. Se A é convexo e A # ¢, entdo um ponto q € K é ponto interno de A se, e somente se, é

ponto interior.
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Demonstragdo. 1. Sep e V C AeV € aberto, a continuidade da adicdo de vetores mostra
que existe uma vizinhanga U de 0 tal que p + U C V/, pois p + 0 = p. Por outro lado,
para todo x € X existe 0 > 0 tal que |a| < § = ax € U, pois 0z = 0. Logo,
la| <6 = ptaxeV.

2. Sejam p € A e ¢ ponto interno de A. Entdo, existe ¢ > 0 tal que |a| < ¢ => p+

N < eep+m(q—p) € A,
ouseja, ¢ = ap+ (1 — a)r paraalgumr € Ae 0 < a < 1. Por convexidade, o aberto

€(q — p) € A. Podemos tomar 0 < « < 1 tal que ;

A + (1 — a)r, ao qual pertence ¢, estd contido em A, logo ¢ é ponto interior de A.
O

Exemplo 3.1.2. No plano euclidiano, as retas que passam pela origem correspondem § familia
{ra}acrufo}, Onde 7, é a reta que passa pelos pontos (0,0) e (1,a), se @ € R, e rq =
{(0,¢) : ¢ € R}. Pondo s, = r, N {(a, b) e R?: Ja| < é} se «v € inteiro positivo e s, = 7,
caso contrério, é claro que (0,0) é ponto internode  |J  s,, mas ndo é ponto interior deste

a€RU{co}
conjunto.

Proposicao 3.1.5. Seja p o funcional de Minkowski de um conjunto convexo K que tem 0 como

ponto interno, em um espago vetorial X. Entdo:

1. p é uma funcdo real e assume valores ndo negativos;

2. Vv 20, p(yz) = vp(x);

3. Va,y:p(z +y) < p(x) +p(y).

4. p(x) < 1 se, e somente se, x é ponto interno de K;

5. p(x) = 1 se, e somente se, x ndo é ponto interno de K nem de X\ K;
Demonstragdo.

1. Como 0 é ponto interno de K, dado qualquer x € X, existe § > 0 tal que |o| < 6 —>
2
azr € K. Em particular, 5 €{a>0:2 € aK}. Assim,sendo{a > 0:z € aK} # ¢,

temos que p(x) € R. A segunda afirmagdo decorre de 0 ser uma cota inferior para {o >
0:x € ak}.

2. Paray > 0,
p(yx) =inf{a > 0: vz € aC'}

:inf{a>0:x€g0}
Y

:fyinf{g>0:x€g0}
v Y

= yp(z).

O caso v = 0 é consequéncia de 0x = 0 e p(0) = 0.
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3. Para z,y € X arbitrarios, dados quaisquer a > p(x), 8 > p(y), temos que p <£> <
!

1,p<g)<1,10g0£€K,%eK.Comoijy:(owLﬁ){ @’ 5 y},
(6%

— _'_ =
5 atfa a+pp
concluimos que z+y € (a+ ) K, logo p(z+y) < a+ (. Como isso vale para quaisquer
a>p(x), B> p(y), segue-se que p(z + y) < p(z) + p(y).

4. Se x é ponto interno de K, entdo existe 6 > 0 tal que |o| < § = x4+ axr € K. Em

particular, 1 > € {a>0:x € aK}. Logo, p(x) < 1.

1
146/2
Suponhamos agora que p(z) < 1. Entdo, existe p(z) < a < 1 para o qual z € oK, ou
seja, z = ak para algum k € K. Como p(z) > 0, podemos usar a convexidade de K
para concluir que © = ak + (1 — «)0 pertence a K.

Sejae = 1—p(x) > 0. Caso o corpo subjacente a X seja R, podemos obter, para qualquer
y e X,0>0talqued[p(y)+p(—y)] < e, donde p(z+ay) < (1—€)+e=1lex+ay € K
sempre que || < ¢. Caso o corpo seja C, podemos obter, para qualquer y € X, § > 0 tal

€ . . € € €
que d[p(y) +p(—y)] < 5 e dlp(iy) +p(—iy)] < 5. Portanto, p(z+ay) < (1—€)+5+5 =
lex+ ay € K sempre que || < 0.

5. Pelo item anterior, é suficiente provarmos que p(z) > 1 se, e somente se,  é ponto

interno de X'\ K.

Suponhamos que z € X seja ponto interno de X\ K. Entdo, existe 0 < § < 2 tal que
1

la] < = z+4+ar € X\K,donde v« > 0, € aK — «a > 1=5/2

)
pois, se existisse 0 < a < 1 — 2 paraoqual x € ai,entdo 0 < a1 — 2 < le,

por convexidade, <1 — é) T = <1 — é) (lx) + [1 -« <1 — é)} 0 € K, uma
2 2 o 2
1

contradi¢do. Logo, p(z) = inf{ae > 0: z € aK} > > 1.

1-6/2

Reciprocamente, se p(z) > 1, sejae = p(x) — 1 > 0. Caso o corpo subjacente a X
seja R, podemos obter, para qualquer y € X, § > 0 tal que d[p(y) + p(—y)] < e
donde p(x + ay) > p(x) — p(—ay) > (1 +€) — e = 1 sempre que |o| < §. Caso o

corpo seja C, podemos obter, para qualquer y € X, 0 > 0 tal que d[p(y) + p(—y)] < % e

€ € €
dp(iy)+p(—iy)] < 5 Portanto, p(z+ay) > p(x+ay)—p(—ay) > (1+¢€) — 575> 1
sempre que || < 0.

3.2 VARIEDADES AFINS E HIPERPLANOS

Definicao 3.2.1. Dado um espago vetorial X, diremos que um subconjunto V' C X € uma
variedade afim se V = xq + M para algum xy € X e algum subespaco vetorial M, onde
xg+ M = {xg+m : m € M}. Se V # X, diremos que V' é uma variedade afim pré-
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pria. Denominaremos hiperplano um elemento maximal da relacdo de inclusdo no conjunto das

variedades afins préprias de X.

Teorema 3.2.1. Em um espaco vetorial topolégico X, o fecho V de uma variedade afim 'V é

uma variedade afim.

Demonstracdo. Seja K o corpo dos escalares de X. Um subconjunto A # ¢ de X é uma
variedade afim se, e somente se, Va € K, z,y € A : ar + (1 — a)y € A. O “somente
se"pode ser verificado facilmente, lembrando que axy + (1 — a)rg = 0; 0 “se", tomando
qualquer xy € A, verificando que A — xy := {a — x¢ : a € A} é um subespaco vetorial, pois
aeK, ze€Ad—1g = ar+rxg=alx+x9)+ (1—a)rg € A = ar € A— xgeentdo
T,y € A—x9 — %(az—i—y) €EA—19g = zv+yecA—ux.

Sejamo : X x X — Xenw : Kx X — X dadas por o(x,y) = x +y e n(a,z) = az.
Como X € um espaco vetorial topoldgico, o e m sdo continuas. Seja V' uma variedade afim.
Vae K: fo(Ax A) C A,onde f, : X — X, f(z,y) = ax + (1 — a)y. Tomemos o € K
arbitrdrio e denotemos f,, por f. Como f = cog,onde g(z,y) = (ax, (1 — a)y) e g é continua
(pela continuidade de 7 e definicdo de topologia produto), f € continua.

F(V x V) é fechado, donde X\ f(V x V) é aberto e

(0 (FV <)) = x\ s (FV <)

é aberto. Logo, f~! (W) é um fechado que contém V' x V, e daf f~! ( f(V % V))
VxVe f(VxV) c f(VxV). Além disso, (X x X)\VxV C (X x X)\(V x V),
pois (z,y) € (X x X)\V x V implica a existéncia de abertos U, W C X tais que (z,y) €
UxW C (XxX)\V x VeentioUNV = pou WNV = ¢, donde (z,y) € (X x X)\(VxV).
Equivalentemente, V x V C V x V.

Finalmente, f(V x V) C f(V x V) C f(V x V) C V. Portanto, V é uma variedade afim. [

Corolario 3.2.1. Um hiperplano ou é fechado ou é denso (isto é, tem o espaco todo como
fecho).

Demonstragdo. Se um hiperplano [/ de um espaco vetorial topoldgico X ndo € fechado, entdo
seu fecho H é uma variedade afim, H C H e H # H.Pela maximalidade de /, H = X. Se um
hiperplano H nio é denso, entdo H é uma variedade afim prépria e, pela maximalidade de H,
vale H = H, donde H é fechado. Como hiperplanos sdo subconjuntos proprios, as condigdes

nao podem ocorrer simultaneamente. L

Teorema 3.2.2. Um subconjunto H de um espaco vetorial topologico X é um hiperplano se, e
somente se, H = {x € X : f(z) = a} para algum o € K e algum funcional linear [ ndo

trivial.

Demonstracdo. Se H é um hiperplano, podemos escrever H = xy + M, para algum subespago

M. Além disso, deve existir z; € X\H, pois H é um subconjunto préprio, e o subespago
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gerado por x; e M deve ser X — 2y = X, pela maximalidade de H. Definamos portanto
f(Azy +m) = Apara A € K, m € M. Entdo, \jz1 +my = daxq + my — (A — Xo)zy =
my —m; =—> A = A\ (pois x; ¢ M). Logo, f é uma funcdo de X em K, evidentemente
linear e ndo identicamente nula. Pondo o = f (), temos que H = {x € X : f(z) = a}.

Reciprocamente, se um subconjunto H C X étalque H = {x € X : f(z) = a} para algum
a € K e algum funcional linear f ndo trivial, entdo paraxzg € He M = {z € X : f(z) = 0},
vale H = 29+ M,poisx € H & f(z) =a < f(r —29) =0« v € 2y + M, donde H é

f(x1) = f(2) f(x) = f(x0)
f(x1) = f(xo) f(z1) — f(wo)

certo m € M, logo xy + M é maximal. Como f é ndo trivial e f(0) = 0, H é um subconjunto

uma variedade afim.

Dados quaisquer 1 ¢ Hex € X, vale x = (xo +m) + x para

proprio. Concluimos que € um hiperplano. L

Para obtermos uma melhor caracterizacdo de hiperplanos a partir de funcionais lineares,
utilizaremos dois lemas de [SCHAEFER, 1971].

Lema 3.2.1. Se X ¢ um espaco vetorial topologico e M é um subespaco fechado de X, a
topologia formada pelos q(V') tais que V + M é aberto em X, onde q é a aplicacdo quociente
de X em X/M, torna X/M um espaco de Hausdorff, isto é, dados quaisquer dois pontos
distintos [z, [y] € X /M, existem nessa topologia vizinhangas abertas U de [x] e V de |y]
disjuntas.

Demonstragdo. Notemos que A+ M = |J (A + z) é aberto em X para todo aberto A de X,

zeM

de forma que g(A) é aberto em X /M para todo aberto A de X. Além disso, para todo B C X,
temos que ¢ '(q(B)) = B+ M, poisz € ¢ *(¢(B)) & q(z) € ¢(B) & Jy € B : q(x) =
qy) ©FyeB:qx—y)=0&TyeB:x—yeMe x e B+ M. Em particular, g é
continua.

Dados [z],[y] € X/M arbitrarios e um aberto W = ¢(W’'), W' + M aberto de X, ao qual
pertence [z] + [y] = [z + y], sabemos que ¢~ (W) = W’ + M é um aberto de X que possui
o ponto x + y. Por continuidade da adi¢do de vetores de X, encontramos vizinhangas abertas
U' dezeV’' deytaisque U + V' € W'+ M. Portanto, U = ¢(U’) é uma vizinhanca de
[z], V = q(V') é uma vizinhanga de [y] e U + V' C W. Isso mostra que a adi¢do de vetores
em X /M é continua, e de maneira semelhante demonstra-se que a multiplicagdo por escalar é
também continua. Entao, X/M é um espaco vetorial topoldgico.

Sejam [z], [y] quaisquer dois pontos distintos de X /M. Vale y ¢ x+ M, e como x+ M ¢ fechado,
seu complemento TV em X é aberto. Assim, ¢(1V) é um aberto de X /M que contém [y] mas ndo
contém [x]. Sendo X /M um espago vetorial topolégico, podemos aplicar a proposi¢do 3.1.2 e
obter uma vizinhanga fechada F' C ¢(W) de [y]. Seja V' um aberto tal que [y] € V, V C F (o
qual existe pois F' é vizinhanga) e U = (X /M )\ F. Entdo, U é uma vizinhanca aberta de [z], V/
¢ uma vizinhanca abertade [y]e U NV = ¢. O
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Lema 3.2.2. Se X é um espaco vetorial topolégico de Hausdorff sobre um corpo K e dim X =
1, entdo existe uma aplicacdo linear bijetiva e continual' : X — K, sendo K visto como um

espaco vetorial sobre si mesmo.

Demonstragdo. Seja xy # 0 um elemento de X. Como {z,} é um conjunto linearmente inde-
pendente e dim X = 1, todo elemento de X pode ser escrito como Az para algum A € K. Sendo
X um espago topoldgico, a aplicago linear bijetiva 7' : X — K dada por T'(Axg) = A possui
inversa continua, como composicéo 7o g das fungdes continuas g : K — Kx X, g(«a) = (a, x¢)
em: Kx X — X n(a,z) = az.

Dada uma vizinhanga U qualquer de 70 = 0, existe ¢ > O tal que |o| < ¢ — «a € U.
Seja ag € K, 0 < |ag| < e. Como X é um espago de Hausdorff, podemos encontrar uma
vizinhanga V' de 0 tal que gy ¢ V. Considerando a continuidade da fungdo 7 definida ante-
riormente, que satisfaz 7(0,0) = 0, podemos encontrar 6 > 0 e um aberto W C X, 0 € W,

tais que || < 0, x € W = ax € V. Portanto, axg € SW = |a| < ¢, pois se houvesse

oz_05’ <deapry = a_05 (%%) pertenceria a V. Como oW
o o

€ um aberto contendo 0 e axg € W = « € U, T € continua em 0.

azxy € W com |a| > €, terfamos

A continuidade de 7" segue facilmente da continuidade em 0, pois se x € X e U € uma vi-
zinhanca de Tz, entdo U — T’z € uma vizinhanca de 0 e dai existe uma vizinhanca V' de 0
satisfazendo 7'(V) C U — T'z. Logo V + x é uma vizinhanga de x tal que 7'(V +z) C U. O

Teorema 3.2.3. Se X ¢ um espaco vetorial topologico sobre um corpo K, o € K e f é um

funcional linear, entdo H = {x € X : f(x) = a} é fechado se, e somente se, f é continuo.

Demonstragdo. Para f identicamente nulo, a afirmagdo € 6bvia. Se f € ndo trivial, existe zy €
X tal que f(xy) € H H = 2y + N,onde N = {x € X : f(z) = 0} e H € fechado se, e
somente se, [V € fechado. Logo, basta demonstrarmos o caso . = 0.

Como {0} é fechado em K, H ¢é fechado se f é continuo. Reciprocamente, se H é fechado,
entdo o lema 3.2.1 mostra que X/ H é um espago de Hausdorff. Como H é um hiperplano, existe
xo ¢ H e oespago vetorial £ = {h + axy: h € H, a € K} é uma variedade afim que contém
propriamente H, logo £ = X e X/H tem dimenséo 1. Pelo lema 3.2.2, existe uma aplicagdo
linear bijetiva e continua 7" : X/H — K. Seja ¢ : X — X/H a aplicagdo quociente, a qual é

f(x0)

—~ 2 (T ogq)écontinuo. [
T+ ) 9

continua (veja a demonstrag¢do do lema 3.2.1). Entdo, f =
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4 Os Teoremas de Hahn-Banach e de Mazur

Os teoremas de Hahn-Banach e de Mazur s@o normalmente enunciados para espagos
normados, mas algumas de suas versdes podem ser facilmente generalizadas para espacos veto-
riais topoldgicos, como veremos a seguir. A primeira versdo envolve extensdes de um funcional

sublinear.

Definicao 4.0.2. Um funcional sublinear p sobre um espaco vetorial X é uma funcao real
subaditiva, isto é, Vx,y € X : p(z +y) < p(z) + p(y) e positivamente homogénea, isto &,
Vee X, a>0:plaxr) = ap(x).

Exemplo 4.0.1. Pela proposicao 3.1.5, o funcional de Minkowski de um conjunto convexo que
possui 0 como ponto interno € um funcional sublinear. Num espaco normado, a norma € o

funcional de Minkowski da bola unitéria centrada na origem, logo € um funcional sublinear.

4.1 O TEOREMA DE HANH-BANACH ANALITICO

Teorema 4.1.1 (Hahn-Banach Analitico). Seja X um espaco vetorial real e p um funcional
sublinear sobre X. Se um funcional linear f definido em um subespago Z C X satisfaz f(x) <
p(x) para todo x € X, entdo existe uma extensdo linear f : X — R de f que satisfaz f(x) <
p(x) para todo x € X.

Demonstracdo. Seja & o conjunto das extensdes lineares g de f definidas sobre algum subes-
paco de X e satisfazendo g(x) < p(z) nesse dominio. Como f € &, & # ¢. Dada qualquer
cadeia € C &, (z,w), (z,2) € U&€ = dg1,92 € € : (z,w) € g1, (z,2) € g2, € COMO
¢ € uma cadeia, g; C g2 ou go C ¢, digamos g, C g;. Entdo, como g; € uma fungdo real e
(x,w), (z,z) € g1, vale w = z € R. Logo UC é uma fungio real.

Sabemos que (x,y) € U€ é equivalente a 3g € € : (x,y) € g e que, para toda relagdo h : A —
B,z € D(h) é equivalente a 3y € B : (z,y) € h. Logo, D(U€) = |J D(g) C X. Dados quais-

gec
quer z,y € D(UC), temos que = € D(¢g;), y € D(g2) para certas ¢, g2 € €, e supondo g2 C gy,

pois € é cadeia, x,y € D(¢1) = z+y €D(g1) = xz+y € |JD(g) = z+y € D(UC).
gee
De modo semelhante, « € R, 2 € D(U¢) = ax € D(U€). Consequentemente, D(UC) é

um subespaco vetorial de X.

Usando novamente o fato de U ser uma cadeia, pondo ¢ := UC e considerando a linearidade
doselementosde €, z,y € D(c¢) = dge C: 2,y € D(g) = g(z+y) =9(x)+9(y) =
c(x+y) =c(x) + c(y). Damesma forma, « € R, z € D(¢) = c¢(ax) = ac(z). Finalmente,
UC € &. Como ¢ foi arbitraria, toda cadeia € C & possui majorante.

Aplicando o Lema de Zorn, podemos obter um elemento maximal g € &. Suponhamos que
D(g) # X. Seja y; um elemento de X que ndo pertence a Y, := D(g) e Y] o subespago vetorial
de X gerado por Y e y;. Como Yj é espaco vetorial e y; ¢ Y, todo elemento x € Y] tem

uma representagdo unica y + ay;, o € R. Definindo uma funcéo real g; por g1(y + ay;) =
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gly) + ac, y € Yy, a € R, temos que g; € uma extensdo linear prépria de g para todo ¢ € R.
Dados quaisquer z, y € Yo, vale g(y) — g(z) = g(y —2) < p(y —2) < p(y + 1) +p(—y1 — )
e —g(z) —p(—y1 — ) < p(y + v1) — g(y). Como o lado esquerdo da inequacdo nao depende
de y e o lado direito ndo depende de x, existe ¢ € R para o qual:

—g(z) —=p(=y1 — ) e < ply +y1) — 9(y).

Seja g1(y + ay1) = g(y) + acparay € Yy, o € R. Se v = 0, vale g1 (y + ay1) < p(y + ay),
pois Vy € Yy : g1(y) = g(y) < p(y). Se a < 0, ao substituirmos x por Y 1o lado esquerdo da
!

primeira inequag@o, obtemos —g(z) — p (—2 — x) < ¢, donde g(y) — p(y1 + ax) < —ace
a

g1y + ay1) = g(y) + ac < p(y; + ax). Se a > 0, ao substituirmos y por Y 110 lado direito
«

da segunda inequagdo, obtemos ¢ < p (2 + y1> -9 (2>, donde ae < p(y + ayr) — g(y) e
a a

91(y + ay1) = g(y) + ac < ply + ayy).

Concluimos que g; satisfaz g;(z) < p(z) para todo x € Y3, donde g; € &, contradizendo a

maximalidade de g. Portanto, a hipétese D(g) # X é falsa, ou seja, D(g) = X. O

Exemplo 4.1.1. Podemos tornar o conjunto [* das sequéncias reais limitadas um espago ve-
torial sobre R com as operagdes dadas por {z,} + {y,} = {z, + yn} e a{z,} = {ax,}. ...
claro que o conjunto ¢ das sequéncias reais convergentes forma um subespaco vetorial de [*° e
que podemos definir um funcional linear f : ¢ — R por limx,, = f({x,}). Paracadan € N,
seja X,, = {x : kK > n}. A sequéncia de nimeros reais {sup X,,} é ndo crescente e possui
inf X; como cota inferior. Logo, existe lim(sup X,,), o qual denotaremos por lim sup z,,. Evi-
dentemente, p : s — R dada por p({z,,}) = lim sup z,, € um funcional sublinear. O teorema de
Hahn-Banach analitico mostra entdo que podemos estender f a um funcional linear f de forma

que f({x,}) < limsup , para toda sequéncia {z,} € s.
Para um espaco vetorial sobre C, podemos utilizar o seguinte teorema:

Teorema 4.1.2. Seja X um espaco vetorial sobre um corpo K real ou complexo e p uma
seminorma sobre X. Se um funcional linear f definido em um subespaco 7 C X satisfaz
|f(x)] < p(z) para todo x € X, entdo existe uma extensdo linear f - X — K de f que satisfaz
|f(x)| < p(z) para todo = € X.

Demonstragdo. Se K = R, as desigualdades f(z) < |f(z)| < p(z) mostram que podemos
utilizar o teorema de Hahn-Banach analitico, pois p € um funcional sublinear, para obter uma
extensdo linear f : X — Rtal que Vz € X : f(x) < p(x). Sendo — f(z) = f(—z) < p(—x) =
p(x), vale | f(x)| < p(z) para todo z € X.

Suponhamos que K = C. Denotando por Rz a parte real de um nimero complexo z e por
3z a parte imagindria, podemos definir um funcional R-linear r sobre Z por r(z) = Rf(x) e
entdo Vo € Z : r(z) < /[Rf(2)]2 + [Sf(x)]2 = |f(z)| < p(z). O teorema de Hahn-Banach
analitico fornece uma extensdo R-linear R de r, definida sobre todo X, tal que Vo € X :
R(x) < p(z).
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Definindo f : X — C por f(z) = R(x) — iR(iz), é claro que f(x) = f(z) paraxz € Z
e que f é R-linear. Qualquer o € C escreve-se @ = a + bi para certos a,b € R, e entdo
Vo e X : flax) = af(z)+bf(iz) = aR(z) — aiR(iz) + bR(iz) — biR(—z) = (a+bi)R(x) —
i(a+ bi)R(iz) = of (x), donde f é C-linear.

Dado qualquer € X, existe « € C, |a| = 1 tal que of (z) = |f(z)| € R. Portanto, | f(z)| =
flazx) = r(az) < plaz) = |a|p(z) = p(z). Isto é, Vo € X : |f(z)| < p(z). O

Corolario 4.1.1. Se f é um funcional linear limitado sobre um subespaco Z de um espaco

normado X, entdo existe uma extensdo linear limitada f de f, definida sobre todo X, tal que

LA =111

Demonstragdo. Se Z possui apenas o vetor nulo, f € identicamente nulo, e a extensao procurada

zoonde || - ||x e || - ||z sd@o as normas de X* e Z*, respectivamente.

é f = 0. Suponhamos que Z possua vetores nio nulos. Como Yz € Z : |f(z)| < |Ifll 2|z,
podemos tomar p : X — R tal que p(z) = || f||z||=|| como a seminorma do teorema e estender
f aum funcional linear f sobre X tal que Vo € X : | f(x)] < ||f|zll=|.

Iflx = sup [f(@)] < Ifllze{lf(@)]:x € Zlz] =1} € {If(@)] : = € X, ||| = 1},

llzll=1

donde | f|lz < ||f|x- Segue-se que || f]lx = [ f]2- N

4.2 O TEOREMA DE HANH-BANACH GEOMETRICO

Funcionais lineares e hiperplanos sdo conceitos muito proximos. Assim como o teorema

de Hahn-Banach analitico trata de funcionais lineares, o geométrico trata de hiperplanos.

Teorema 4.2.1 (Hahn-Banach Geométrico). Seja X um espaco vetorial topologico sobre um
corpo K, A um conjunto convexo aberto de X e M um subespaco vetorial disjunto de A. Entdo,

existe um hiperplano fechado H disjunto de A que contém M.

Demonstragcdo. Sejam a € Ae C = A — a. Pela proposi¢ao 3.1.3, C é convexo. Ademais, C'
¢ aberto, como imagem inversa de A pela funcdo continua g : X — X, g(z) = = + a. Pela
proposig¢do 3.1.4, o aberto C' possui 0 como ponto interno, pois 0 = a —a € A — a. Seja p o
funcional de Minkowski de C' e seja Y o subespago vetorial sobre R gerado por M e a. Note
que todo ponto de Y tem a forma m — Aa, m € M, X € R.

Defina um funcional R-linear f sobre Y por f(m — Aa) = A. Entdo, f(m — Aa) < p(m — Aa).
Para A < 0, a desigualdade € 6bvia, pois p(x) > 0 para todo x € X. Para A > 0, a desigualdade

1
decorre da proposicao 3.1.5 e de X (m—X\a) = P ¢ A—a, pois M NA = ¢.Pelo teorema

de Hahn-Banach analitico, podemos estender f a um funcional R-linear f : X — R de forma
que Ve € X : f(z) < pz).

Seja Hy = {z € X : f(z) = 0}. Como f(z) = Oparaxz € M, M C H,. Além disso, se
be A fb)+1 = f(b—a) < p(b—a) < 1 (pois b — a é ponto interno de C' = A — a).
Logo, f(b) < O parab € A, o que mostra que Hj e A sdo disjuntos. Sendo A um aberto, H,

ndo é denso. Se K = R, o teorema 2.1.2 mostra que Hy é um hiperplano, pois f é nio trivial.
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Pelo coroldrio 3.2.1, Hy é um hiperplano fechado. Resumindo, se K = R, H; é um hiperplano
fechado, HoNA=¢e M C H,.

Se K = C, seja H; = HyNiH,. Agora, H; = {x € X : h(z) = 0}, onde h(z) = f(z) —if(iz)
é um funcional linear. Como £ ndo é identicamente nulo, H; é um hiperplano. H; C H,, logo
H, N A= ¢e H; éum hiperplano fechado. O

Definicao 4.2.1. Se X é um espaco vetorial e M, N # ¢ sdo subconjuntos de X, diremos
que um funcional linear f sobre X separa M e N se f é ndo triviale Vm € M, n € N :

Rf(m) < RNf(n). Equivalentemente, existe ¢ € R tal que sup Rf(m) < ¢ < in]fV Rf(n)e
meM ne

diremos que o hiperplano real H = {x € X : Rf(x) = ¢} separa M e N ou que M e N

podem ser separados.

Para hiperplanos reais, vale um resultado similar ao teorema 3.2.3 — um hiperplano
real H ¢é fechado se, e somente se, existem um funcional linear continuo f e o € R tais que
H={ze X :Rf(x) =a}.

Lema 4.2.1. Sejam M e N subconjuntos ndo vazios de um espago vetorial X e xo € X. Entdo:
1. M e N podem ser separados se, e somente se, N e M podem ser separados;
2. M e N podem ser separados se, e somente se, M — xog e N — xy podem ser separados;
3. M e N podem ser separados se, e somente se, M — N e O podem ser separados.
Demonstragdo.

1. Se M e N podem ser separados, seja f um funcional linear que separe M e N e g o
funcional linear dado por g(z) = —f(x). Entdo, Vm € M, n € N : Rf(m) < Rf(n)
equivaleaVn € N, m € M : Rg(n) < Rg(m). A reciproca é simétrica.

2. M e N podem ser separados se, e somente se, existe funcional linear f tal que Vm €
M, n € N : Rf(m) < Rf(n). Equivalentemente, Vm € M, n € N : R(f(m) —
f(z0)) < R(f(n) — f(xg)). Por linearidade, Ymg € M — xg, ng € N — g : Rf(mg) <
Rf(no).

3. M e N podem ser separados se, e somente se, existe funcional linear f tal que Vm €
M, n e N :Rf(m) < Rf(n). Equivalentemente, Vm € M, n € N : R(f(m)—f(n)) <
0. Por linearidade, Vp € M — N : Rf(p) < Rf(0).

O

Lema 4.2.2. Em um espaco vetorial topologico, o interior de um conjunto convexo K é convexo

epeK,geK, 0<a<1l = ozp—i—(l—a)qef(.
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Demonstragcdo. Sejam p um ponto de K, qumpontode K,0 < a < 1. Existem uma vizinhanca

aberta U da origem tal que p + U C K,poisp+0=p e K € uma vizinhanga de p, e um

ponto ¢; € K talque ¢; € q + —U pois, como q + —U é uma vizinhanca de ¢ € K,
o —

se fosse [q + —1U} N K = ¢, o conjunto X'\ [q + —IU} seria um fechado contendo X,
o — o —

contradizendo ¢ € K. Como K é convexo, o aberto A = a(p + U) + (1 — a)q; estd contido
o

em K.ap+(1—a)g=ap+(1—a)(g—q1) + (1 —a)q1 € A, poisq—q; € ﬁU’ donde

ap + (1 — a)g é um ponto interior de K. Em particular, o resultado vale para ¢ € K, donde K

€ convexo. [l

4.3 O TEOREMA DE SEPARACAO DE MAZUR

Resumidamente, o teorema de separagdo de Mazur fornece condi¢des em que € possivel

obter um hiperplano que separa conjuntos convexos.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Mazur). Sejam X um espaco vetorial topoldgico e C C X convexo

com C %+ ¢. Valem as seguintes afirmagoes:

1. Se 'V é uma variedade afim e V N C = @, entdo existe um hiperplano real fechado H tal
queVCHeHﬁCO':gb;

2. Se Cy # ¢ é um conjunto convexo tal que C N C = ¢, entdo existe um hiperplano real

fechado que separa C' e (.
Demonstragdo.

1. Podemos escrever V' = xy + M para algum 2o € X e M subespaco de X. Pelo lema
anterior, C' é convexo, logo C - xo € um convexo aberto disjunto de M. Se X € um
espaco vetorial real, o teorema de Hahn-Banach geométrico garante a existéncia de um
hiperplano H' tal que M C H' e H' N (C — xo) = ¢. Como existe um funcional linear
ndo trivial f tal que H' = {z € X : f(x) = a} paraalgum a € R. Seja H = {z € X :
f(z) = a+ f(xy)}. Como H é disjunto do aberto C, H é um hiperplano real fechado
com as propriedades desejadas.

Caso X seja um espago vetorial complexo, podemos tratar X como espago vetorial real,
por restricdo da multiplicacdo escalar, e assim obter um funcional R-linear nao trivial
fea e Rtalque H= {z € X : f(z) = o} contenha M e seja disjunto de C,
logo seja fechado. Definindo um funcional linear por g(z) = f(x) — if(ix), é claro que

H ={z € X :Rg(x) = a} e que H tem as propriedades desejadas.

2. Pelo lema 4.2.1, podemos supor que C' possui 0 como ponto interior, portanto ponto
interno. Seja a € C4. O conjunto convexo K = C—C +a possui 0 como ponto
interior, mas a ¢ K, pois CnN C7 = ¢. Seja p o funcional de Minkowski de K. Como
a ¢ K, a proposi¢do 3.1.5 nos mostra que p(a) > 1. Definamos um funcional R-linear
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f por f(Aa) = p(\a) para todo nimero real . E claro que f(z) < p(z) para todo
pertencente ao subespaco real gerado por a.

O teorema de Hahn-Banach analitico garante a existéncia de uma extensao R-linear f , f :
X — Rtal que Vo € X : f(z) < p(x). Portanto, f(z) < 1 paratodo z € K e
f (a) > 1. Segue-se que C—Ci4+aea podem ser separados, donde CeC podem
ser separados. Seja g um funcional R-linear que separa C' e C; com g(z) < ¢ < g(y)

para quaisquer x € CO', y € C}. Suponhamos que algum z € C satisfaca g(z) > c. Seja
9z —c

€= .

9(2)| + [c[ +1 .

o que contradiz o lema anterior. Logo, g separa C' e (.

Entdo, g(e0+ (1—¢)z) > ¢, donde €0+ (1—¢€)z ¢ C'com0 < € < 1,

Caso X seja um espaco vetorial real, basta tomar, entdo, o hiperplano real {x € X :
Rg(x) = ¢}, o qual é fechado, pois, se fosse denso, existiria x € C' tal que Rg(x) = ce,
como ¢ € ndo trivial, existiria y tal que $g(y) > 0. Sendo = um ponto interior, portanto
interno, poderiamos obter 6 > 0 tal que z +dy € C, mas g(z+0y) > ¢, uma contradigdo.
Caso X seja um espago vetorial complexo, basta definir um funcional linear h por h(z) =
g(x) —ig(ix) para todo x € X e tomar o hiperplano real {x € X : Rh(x) = c}. A

demonstragdo de que este hiperplano real € fechado é a mesma do anterior.
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5 Cones Duais e o Teorema de Perron

O teorema de Perron € um resultado bastante famoso a respeito de sistemas dindmicos.

Nesta secdo, € apresentada uma demonstragdo baseada no conceito de cones.

5.1 CONES E FUNCIONAIS POSITIVOS

Definicao 5.1.1. Seja X um espaco vetorial topolégico. Denominaremos cone um conjunto
convexo e fechado {0} # K C X tal que

1. VA>0:\K C K,
2. KNn(—K)={0}.
Por exemplo, o conjunto dos vetores K = {(z,y) € R* z,y > 0} é um cone de R?.

Exemplo 5.1.1. No espago vetorial s das sequéncias reais, podemos definir uma norma por

S 31
&l = > oo e

=1 2"(1 + &)
Ry, h(t) = Tt ). O conjunto s das sequéncias reais ndo negativas € um cone de s. Notemos
que s, ndo possui ponto interior. De fato, dada qualquer {¢,,} € s, ee > 0, seja NV € N tal que

ZLN < e. Entdo, {¢,} dada por (x = —1, ¢, = &, paran # N satisfaz ||{(,} — {&.}]| < €, mas
{Cn} ¢ St

Fixemos um cone K de X. Dada uma aplicacdo linear 7" : X — X, diremos que 7' é um

(a desigualdade triangular decorre da monotonicidade de i : R, —

operador positivo se 7" é continua e 7'(K) C K. Dado um funcional linear y sobre X, diremos
que 4 é um funcional positivo se 1 é continuo e Fy(x) > 0 para todo x € K. Denotaremos por

K*, e denominaremos cone dual de K, o cone formado por todos os funcionais positivos.

Exemplo 5.1.2. No espaco s, definido no exemplo anterior, fixemos o cone s;. A aplicagdo
linear 7' : s — s que associa a cada sequéncia {x,} a sequéncia {y, } tal que Vn € N : y,, =
Z,+1 € um operador positivo e o funcional linear continuo p sobre s dado por p({§,}) = & é

positivo.

Proposicao 5.1.1. Sejam X um espaco vetorial topologico e K um cone de X. Ao definirmos

uma relacdo < por x < y se, e somente se, y — x € K, ordenamos parcialmente X.

Demonstracdo. Como 0 € K, a reflexividade de < € 6bvia. Sejam x,y € X taisque z < ye
y <z.Entdo,y —z € Kex—y € K.Como K N (—K) = {0}, segue-se que x — y = 0,

donde z = y, 0 que prova a antissimetria. Sejam z,y,2 € X taisque r < y e y < z. Entdo,

y—xEK,z—y6Kez—x=2<y_3j S

2+2

transitividade. [l

€ K, ouseja, < z, 0 que prova a
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Proposicao 5.1.2. Seja X um espaco vetorial topologico localmente convexo (isto é, dados dois
pontos distintos x,y € X, existem vizinhancas convexas U de x e V de y tais que U NV = ¢).

Se K C X é um cone e K* é seu cone dual, entdo:
1. K* 4 {0}
2. x € K se, e somente se, Rf(x) > 0 paratodo f € K*;
3. Se xy € K\{0}, entao existe f € K* tal que Rf(xy) > 0;

4. Seja K # ¢. Se vy € K, entdo Rf (o) > 0 para todo f € K*\{0}, e caso xy € K\K,
existe [ € K*\{0} tal que Rf(x) = 0;

Demonstragdo.

1. Como K # {0}, podemos encontrar x, € K\{0}. Seja V' uma vizinhanga convexa
de —z( disjunta de K. Pelo teorema de Mazur, V e K podem ser separados por um
hiperplano real fechado, donde existem um funcional linear continuo nio trivial f e c € R

tais que sup Rf (y) < ¢ < in}f{ R f(x). Suponhamos que exista x € K tal que Rf(z) < 0.
yev xre

Entdo, para algum n € N, Rf(nx) = nRf(z) < ¢, uma contradi¢do, pois nx € K para
todo n € N. Portanto, f € K*.

2. Seja xg € X\ K. Como K é fechado e X é localmente convexo, existe uma vizinhanga
convexa V' de xy tal que VN K = ¢. Pelo teorema de Mazur, existem um funcional linear

continuo ndo trivial f e ¢ € R tais que sup Rf (y) < ¢ < in}f{ Rf(x).Sejaz € K.Como
yev xe

K € um cone, L € K paratodon € N, donde Rf(x) > nc para todo n € N e portanto
n

¢ < 0. Suponhamos que R f(xy) > 0, donde Rf(z¢) = 0. Sejax € X tal que Rf(z) > 0,

o qual existe pois f é ndo trivial. Podemos encontrar ¢ > 0 tal que xg + ez € V. Porém,

Rf(zo + ex) = eRf(x) > 0, uma contradi¢do. A reciproca decorre da defini¢ao de K*.

3. Dado zy, € K\{0}, podemos encontrar vizinhangas convexas U de 0 e V' de x tais que
U NV = ¢. Pelo teorema de Mazur, existem um funcional linear continuo nio trivial f

ec € Rtaisque supRf(y) < ¢ < in‘f/ Rf(x). Como 0 € U, ¢ > 0. Suponhamos que
yelU xe

ndo valha Rf(zg) > 0, ou seja, que Rf(xy) = 0. Seja x € X tal que Rf(z) < 0, 0
qual existe pois f é nao trivial. Podemos encontrar ¢ > 0 tal que z¢ + ex € V. Porém,
Rf(zo+ ex) = eRf(r) < 0, uma contradigdo.

4. Se xyp € K e f € K*\{0}, entdo z, é ponto interno de K e existe 2 € X tal que
Rf(x) < 0. Suponhamos que nao seja R f(xy) > 0, isto €, suponhamos que R f(xy) = 0.
Seja e > 0 tal que zp + ex € K. Entdo, Rf(zo + ex) = ef(x) < 0, uma contradi¢go.

Se xg € ?\f( , entdo {zo} e K podem ser separados por um hiperplano real fechado,
pois {zo} N K = ¢. Logo, existem um funcional linear continuo ndo trivial f e ¢ € R tais
que Rf(xg) < ¢ < ;g{ R f(x). Assim, dado qualquer z € K, nx € K paratodon € N,
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donde Rf(z) > 0e f € K*. Suponhamos que R f(z) < Oesejaz € K. Entdo, podemos
encontrar 0 < a < 1 tal que aR f (o) + (1 — @)Rf(z) < 0. Logo, azg + (1 — a)r ¢ K,
o que contradiz o lema 4.2.2. ¢ < 0, pois 0 € K. Consequentemente, R f(zy) = 0.

O

Definiciio 5.1.2. Sejam X e Y espacos normados e 7' € L(X,Y). A aplicagdo adjunta de T,
denotada por T, € a aplicacdo linear 7 : Y* — X™ que associa a cada y* € Y™ a aplicacdo
linear T*y* tal que (T*y*)(x) = y*(T'x) para todo = € X.

Proposicdo 5.1.3. Sejam X e Y espagos normados e T € L(X,Y). Entdo, ||T*| = ||T.

Demonstragdo. Se y* € Y*, entdo:

[T*y"|| = sup [[(T"y")(x)]]

llzf=1
= HSlnlp |y*(Tz)|]
z||=1

< s ly*[[[IT]]

= [ly* [Tl

Logo, ||T*|| < ||T'||. Dado qualquer zy € X, podemos definir um funcional linear gy, ||go|| = 1
sobre o subespaco vetorial gerado por T'xy pondo go(aT'zg) = «||Tz|| para todo escalar a e

estender gy a um funcional linear g; € Y*, ||g1]| = 1. Seja f; = T*¢;. Entéo:

[ Txo| = g1(Txo) = f1(zo)
< [[f1lll[zoll
=1 T"gu ||| o]
< T*[[grllllzoll

Logo, ||[T'zo|| < ||T7||||zo]| e, como zy € X foi arbitrdrio, ||T'|| < ||77||. Portanto, vale a
igualdade || 77| = ||T||. O

Definicao 5.1.3. Se (X, || - ||) é um espago normado, entdo diremos que um cone K de X é
normal quando
inf |z +y| >0.

ll=l=lly|=1
z,yeK

Exemplo 5.1.3. Seja Q um espago compacto. C () C Cg(92), onde Cg(Q) € o espago de
Banach (como no exemplo 2.3.1) das func¢des reais ndo negativas sobre {2, ¢ um cone normal.
De fato, se z,y € Cy(Q) sdo tais que ||z|| = 1, ||y|| = 1, entdo existem ty,t; €  tais
que [a(to)] = 1 ¢ [y(t)| = 1. Portanto, [l + y|| = sup,eq (= + 9) (O] > |(@ + y)(to)| >
|x(to)| + |y(to)| > 1, donde  inf |z + y| > 0.

lz][=lly||=1
z,yeK

O cone dual de Cj; () é denominado cone das medidas de Baire ndo negativas sobre ().
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Proposicao 5.1.4. Um cone K de um espagco normado (X, || - ||) é normal se, e somente se, || - ||

é semimonotoénica, isto é, Iy e R: 0 <z <y = ||z| < 7|ly]-

Demonstracdo. Se || - || € semimonoténica, entdo existe v € Rtalque 0 < =z <y —
||| < ~v||ly||. Evidentemente, v > 0. Dados quaisquer z,y € K tais que ||z|| = ||y|| = 1, vale
1
v <z +y dondez] <qllz+yllellz+yll = 7. Logo, nf iz +y] > 0.
meEyKi
Se || - || ndo é semimonotonica, entdo podemos encontrar sequéncias {z,, }, {yn} de vetores de
K tais que Vn € N : z, < y,, ||z.] > nlly.. Sejam v, = H—"”, W ” ” e 2, =
',’En n
1
LW Ly
n " Entdo, [|vu]] = ||lzall = L, vy, 2, € K, mas |Jv, + z,|| < 1"771 +
[wn = vnl [fon = o
1 1 1
1 | v :7+’1— < +< & —1)=
HEwn_UnH ||wy, — nuy,|| |wn — novy,|| n—1 n—1
2
—— para todo n € N\{1}, donde lim ||v,, + z,|| = 0 e K nao é normal. O
n J—

Definicao 5.1.4. Se 7' € L(X), onde X € um espaco de Banach, entdo o raio espectral de T', o

qual denotaremos por r(7"), € o limite dado por:
lim /|| 7|

A demonstracdo da existéncia do limite definido acima pode ser encontrada, por exem-
plo, em [KREYSZIG, 1989].Notemos que, se existe x € X, = # 0, tal que Tx = Az, entdo

YT > |\| paratodon € Ner(T) > |l

Proposicao 5.1.5. Seja T € L(X), onde X é um espaco de Banach, e T* a aplica¢do adjunta
de T. Entdo, r(T) = r(T™).

Demonstragdo. Para todon € N, é claro que (7*)" = (7™)*. Portanto:

T) = lim {/[[T7]
— lim /[T
— 1im /(7))

=r(T").
U

Definicao 5.1.5. Sejam X um espaco vetorial sobre um corpo K e X’ o espaco vetorial dos fun-
cionais lineares sobre X . Diremos que f € X’ é um autofuncional associado a uma aplicagio
linear7: X' — X'se INe K:Tf =\/f.

Teorema 5.1.1. Seja X um espaco de Banach parcialmente ordenado por um cone normal K
tal que K # ¢ e seja T um operador positivo. Entdo, o raio espectral v(T') é um autovalor de

T*, ao qual estd associado um autofuncional x* € K*.
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Demonstragio. Tomemose € K e Xy = {r(T)a—Tx : x € X }. Suponhamos que XoNK # .
Entdo, existem z € X e y € K tais que y = r(T)x — Tx.Comoy € K, y é um ponto interno
de K,logo36 >0:y—d(—x) > 0.

T(—z) = r(T)(—x) +y = T(—x) > [r(T) + 6](—=z). Aplicando T repetidamente, a

linearidade de 7" mostra que 7" (—x) > d]"(—x) para todo n € N. Como e é ponto

[r
[(T) +
interno, existe 9’ > 0 tal que e + ¢'(—z) > 0, donde A = 5 satisfaz Ae —x > 0.
Portanto, 7" (—x) + [r(T) + 0] Ae > [r(T)+6]"(—x + Ae). Pela proposigdo 5.1.4, \|T"™(—x) +
[r(T) + o]"Ae| > |[r(T) + 6]"(—z + Ae)| para algum A > 0, donde A\|T™(—zx)| + A\[r(T) +
8" Ae| > [r(T)+9]"|Ae—x| e N|T™||—x| > [r(T)+d]"[|Ae — x| — A\| Ae|]. Consequentemente,

para todo n € N impar,

VA = x| /T > [r(T) + 6] {L/|Ae — x| — A|Ae|.

Pela defini¢do 5.1.4 e pelas propriedades elementares de limites de sequéncias de ndmeros reais,
r(T) > r(T) + 9, uma contradicao.

Concluimos que Xy N K = ¢. Como X e K sdo convexos, o Teorema de Mazur garante que

Xo e K podem ser separados por um hiperplano real fechado. Assim, existem x* um funcional

linear nao trivial continuo e ¢ € R tais que

R <c<inf R
sup "(z) < e < Inf Ra™(y).

Como 0 € Xpe 0 € K, é claro que ¢ = 0. E como X é um subespago vetorial, segue-se
que z*(x) = 0 para todo z € Xj. Entdo, Vo € X : 2*(r(T)x — Tz) = 0, donde Vz € X :
¥ (Tx) = r(T)x*(x) eVe € X : T*x*(x) = r(T)x*(z). Além disso, Rx*(y) > 0 para todo
y € K, donde x* € K*, o que conclui a demonstragao. L

5.2 TEOREMA DE PERRON

Como aplicacdo do teorema 5.1.1, temos o seguinte teorema. Em sua demonstragao,
usaremos alguns fatos da Algebra Linear que podem ser facilmente encontrados, por exemplo,
em [LAX, 2007].

Teorema 5.2.1 (Teorema de Perron). Seja P : R" — R" uma aplicagdo linear cuja matriz (rela-
tivamente a base candnica) possua todas os elementos positivos. Entdo, P possui um autovalor

A > 0 simples, isto é, de multiplicidade 1 no polinémio caracteristico de P, tal que:
1. Existe um autovetor p associado a \ com todas as coordenadas positivas;
2. A > |u| para todo autovalor j # X\ da complexificagdo de P;
3. A € o tinico autovalor ao qual estd associado algum autovetor ndo negativo.

Demonstragdo.
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a Sem perda de generalidade, podemos tomar sobre o espago R" a norma euclidiana. Pode-

mos definir uma aplicagéo linear A : (R™)* — R" pondo

E claro que A é bijetiva, logo possui uma aplicagio linear inversa A~!. Notemos que, para
todo f € (R")", [[Af]| < [[f]] pois:

JAfII? = f(1,...,0)* + -+ f(0,...,1)?
= f(f(1,...,0),..., f(0,...,1))
< A LA

Além disso, || f(z1,...,z.)| < [J[Af|II(x1, ..., 2,)| paratodo (zy,...,x,) pertencente

a R", pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, donde || f|| < || Af]|. Portanto [|Af|| = || f||
paratodo f € (R")*.

Seja f € (R™)*. Se M = {m;; } é amatrizde P, entdo, dado qualquer z = (x1, %2, ...,2,) €
R™,

n

F(Px) = "(myya)) f(1,...,0) + -+ Z(mnjxj)f(o, 1)

J=1

- f(mlla"'amnl)xl ++f(mn177mnn)xn

Segue-se que a aplicacdo linear T cuja matriz € a transposta de M satisfaz P* = A71T A,

onde P* ¢ a adjunta de P. Seja (R")% o cone dual do cone dos vetores de R" com

coordenadas ndo negativas. Entdo, o teorema 5.1.1 nos diz que a adjunta 7™ de 1" possui

o raio espectral (7") como autovalor, ao qual estd associado um autofuncional ¢ € (R™)*.

Afirmamos que r(T) = r(P). De fato, T = AP*A™! e a restrigdo de A~! a 5(0,1) =

{z € R" : ||z|| =1} é uma bije¢do de S(0,1) em S(0,1). Logo, para todo m € N,
I(AP*AT™ | = sup I(AP™)" A ()|

= sup [[((P*)™A7")(2)]

llzfl=1

= sup [[(P7)"yll

lyll=1

= [1P)™ ],

donde (7T') = r(P*). De r(P*) = r(P) segue-se que r(1") = r(P). Sabemos da dlgebra
linear que a soma dos elementos da diagonal da matriz de 7" € igual a soma dos autova-
lores, cada um somado tantas vezes quanto sua multiplicidade, da complexificagdo de 7'.

Logo, T" possui algum autovalor nio nulo, donde r(P) = r(7T") > 0.



48

Afirmamos que p = Aq é um autovetor de P associado ao autovalor r(P). De fato,

p e

(R™)+ e a matriz de P tem todas os elementos positivos, concluimos que p =

Pp=PAq= P(q(1,...,0),...,4(0,...,1))

= (qg(mi1,.-.,man), . q(Mp1, - ooy M)
=((T"q)(1,...,0),...,(T*¢)(0,...,1))
= AT"q
= r(P)p.
(R™)4, pois ¢ € (R")% e (1,...,0),...,(0,...,1) € (R");. Como p # 01, p €

P

tem todas as coordenadas positivas.

b Mostraremos agora que 7 := r(P) é um autovalor simples de P. Para isso, basta provar-

mos que, para todo m € N, vale (P — rI)"x = 0 somente se (P — rI)z = 0. Podemos

supor = # 0. Escrevamos K em vez de (R").

a)

b)

No caso m = 1, como p € ponto interno de K, existe 6 > O tal que p + tz € K
para todo ¢ € R com |t| < 6. Como p + tx = %P(p + tz), temos que p + tz € K
para esses valores de . Logo, o conjunto C' = {|t| : p + ta,p — tz € K} contém
elementos nao nulos.

Seja ¢ = sup C. Evidentemente, ¢ # +00, caso contrario encontramos uma sequén-
cia {t,}, [tn] — +oo de escalares tais que —p + x e ip — x pertencem a K para
todo n € N. Entdo, x e —x pertencem a K ,npois K é fechado. Logo, r = 0, uma
contradicao.

Suponhamos que p + cx € p — cx pertengam a K. Portanto, existem 8, > 0 tal que
p+dr € K para |d — ¢| < 6, e 8 > 0 tal que p + da para |d + ¢| < 8. Pondo
dop = min{dy, d9}, concluimos que ¢ + 50 pertence a C', uma contradi¢cdo. Logo,
pt+cr¢ Koup—cx ¢ K.

Sem perda de generalidade, podemos supor p + cx ¢ K. Entdo, como existe uma
sequéncia {c,} talque ¢, < cep+ c,x € K paratodon € N, vale p + cz € K,
pois K é fechado. Mas o tinico v € R" tal que Pv =rvewv € K\f( év =0, logo
r=—ipe(P—rl)z=0.

Agora, suponhamos demonstrado que, para um certo m € N, valha (P —r[)"z =0
somente se (P—rI)x = 0. Entdo, (P—rI)™ "z = 0 implica (P—rI)(Px—rz) = 0,
por hipétese, donde rx — Px = top para algum ¢, € R. Para {; = 0, ndo hd o que
fazer. Caso tg # 0, podemos supor sem perda de generalidade que ¢, > 0. Entao,
P(p+sz) = r(p+sz)—stgper(p+sz)— P(p+sz) € K paratodo s > 0. Seja § =
{s:p+sze K} Como p € ponto interno de K, S # ¢. Pondo ¢ = sup S, é claro
que ¢ = +00, caso contrério teriamos p+cz € K\ K mas r(p+cx)—P(p+cx) € K,
donde p+cx = %%[r(p +cx)—P(p+cx)|+ %%P(p +cx) € K, uma contradigdo.
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Logo, p+ sz € f(para todos > 0,dondexr € Kex = %(ijttop) € K. Portanto,
existe t > Otalque x — tp € f(,jé que z € K. Mas nio podemos ter x — tp € K
para todo ¢ > 0, caso contrério seria —p € K e p = 0. Seja entdo ¢; o supremo dos
t > 0 tais que v — tv € K. Segue-se que x — t1v € K, logo x — tyv = 0, caso

) . t .
contrdrio T'(x — t,v) = roz —tov —tyrv € K, donde z — <t1 + —0) v € K, absurdo,
T

t
pois t1 4 — > ¢;. Portanto, por indugdo, (P —rl)™z = 0 somente se (P —rI)z = 0
r

para todo m € N, como queriamos demonstrar.

¢ Denotemos por Fr a complexificacdo de P. Seja € > 0 tal que a matriz de Pr — €/
tenha todas os elementos positivos. u € C é autovalor Pc — € se, e somente se, ji + €
¢ autovalor de Pc. Portanto, o maior autovalor positivo de Pc — €/ é r(P) — e¢. Como
P — el satisfaz as hipéteses do teorema, r(P) — € é o raio espectral de P — €/, logo o raio
espectral de Pr — el. Segue-se que o conjunto dos autovalores de Pz — e/ estd contido
em {z € C: ||z|| < r(P) — €}, donde o conjunto dos autovalores de P estd contido em
{z € C: ||z —¢|| < r(P) — €}. Portanto, todo autovalor de P diferente de r(P) satisfaz
I2Il < r(P).

d Seja v um autovetor ndo negativo e p o autovalor ao qual v estd associado. Como Puv
possui todas as coordenadas positivas, segue-se que v tem todas as coordenadas positivas
e p > 0. Suponhamos que p # r(P). Como r(P) é o maior autovalor positivo de P,
p < r(P). Seja < a ordenagio parcial do cone (R™), . Podemos escolher um autovetor w

associado a r(P) de forma que w < v. Entdo, para todom € N,
r(P)"w = P™w < P™v = p™v.

Como w possui todas as coordenadas positivas, podemos encontrar k£ > 0 tal que kw —
v > 0. Para tal k, existe m € N tal que kp™ < r(P)™, pois p < r(P). Portanto,
P (kw —v) € (R"), er(P)™w > p™v, donde r(P)"w = p"v, uma contradi¢do.
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6 CONCLUSAO

Podemos concluir a partir deste trabalho que, com as ferramentas adequadas, € possivel
trabalhar em espacos vetoriais de dimensao infinita para obter teoremas relevantes, inclusive no

contexto de sistemas dindmicos.
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