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Resumo

Neste trabalho, estudaremos os grupos de trangas Artin sobre n cordas B,,, bem como
sua apresentacao de acordo com o Teorema da Apresentacao de Artin. Além disso, iremos
demonstrar que B,, nao é bi-ordenavel, mas que admite uma ordem total invariante a es-
querda chamada o-ordenacao de Dehornoy. Mostraremos também que o grupo de trangas
puras sobre n cordas PB,, é bi-ordenavel, ou seja, admite uma ordem total bi-invariante.

Palavras-chave: teoria dos grupos, grupo de trancas Artin, ordenacao.
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Abstract

In this work we study the groups of Artin braids on n strings, namely B,,, as well
as their presentation according to Artin’s Presentation Theorem. In addition, we show
that B, is not bi-orderable, but that it admits a total invariant order on the left called
Dehornoy o-ordering. We will also show that the group of pure braids on n strings, namely
PB,, is bi-orderable, that is, it admits a total bi-invariant order.

Keywords: groups theory, group of Artin braids, ordering.

vil



Lista de Figuras

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13

Representagao de uma tranga geométrica . . . . . . . . . ... ... ... 52
Projegao padrao de uma n-tranga . . . . . . ... ... 5%}
n-tranga geométrica elementar . . . . . . ... o L0 56
Produto de n-trancas . . . . . . .. ... Lo 56
n-tranca trivial . . . . .. oL Lo 57
n-tranca inversa 871 . . . ... 57
Produto das n-trancas Be 871 . . . . . . ... 58
Tranca representada no cilindro . . . . . .. .. ... ... 58
Obtencao da inversa de uma tranca elementar . . . . . . . . . ... .. .. 59
Relaggoem B,, . . . . . . . . . . 60
Outrarelaggo em B, . . . . . . . . . . 60
Inclusaode B, em B,, . . . . . . . . . . . e 62
2-tranca PUra . . . . ..o .o e 63

viii



Lista de Simbolos

Grupos, conjuntos, anéis . ..

y oy

x ly oy

G ¢é isomorfo a H

H é sugbrupo de G

H é subgrupo normal de G
Subgrupo gerado por S
Cardinalidade do conjunto G
Centralizador, normalizador de H em G
Grupo dos automorfismo de G
Produto semidireto de K por H
Centro de GG

Conjunto dos ntimeros naturais, inteiros, racionais e reais

Z/nZ

Grupo de trangas sobre n cordas
Grupo de trancas puras sobre n cordas
Tranga sobre n cordas

1 — ésimo arco da tranca [

Grupo de trangas sobre infinitas cordas
Grupo livre sobre a base X

Expansao de Magnus de w

1 — ésima tranca elementar geradora de B,
Apresentacao do grupo G

Permutacao da tranca

Homomorfismo esquecimento

Anel de grupo sobre R

1X



Sumario

Introducao

1 Teoria Basica de Grupos
1.1 Grupos e Subgrupos . . . ... ...

1.1.1 Classes Laterais e o Teorema de Langrange . . . . . . . . ... ...
1.1.2  Subgrupos Normais e Grupos Quocientes . . . . . . . . . ... ...

1.1.3 Homomorfismos de Grupos . .

1.2 Produto Direto e Semidireto de Grupos . . . . . . . . .. ... ... ...

1.3  Sequéncias Exatas Curtas . . . . ..

2 Teoria Combinatéria de Grupos
2.1 Grupos Livres . . . . . ... .. ...

2.2 Construcao de Grupos Livres e Suas Propriedades . . . . . . .. .. .. ..

2.2.1 O grupo livre gerado por X .
2.2.2  Propriedades dos grupos livres
2.3 Apresentacao de Grupos . . . . . ..
2.4 Produtos Livres . . . . .. ... ...

2.5 Apresentagao de Produtos diretos, Semidiretos e Extensoes de Grupos . . .

3 Trancas e Grupo de Trangas
3.1 Trancas Geométricas . . . . . .. ..
3.2 Geradores de Artin . . . .. ... ..
3.3 Relagoesem B, . . . ... ... ...
3.4 Grupo de Trancas Puras . . . . . ..

4 Uma Ordem no Grupo de Trangas B,
4.1 Grupos Ordenados . . . .. ... ..

4.1.1 Propriedade dos Grupos Ordenados . . . . . . . ... .. ... ...

4.2 A o-ordenacaode B, . . . . . . . ..

4.2.1 Definicao da Ordem de Dehornoy . . . . . .. ... ... ... ...

4.2.2 Propriedades . . .. ... ..

5 A Bi-Ordenacao de PB,
5.1 A Expansao de Magnus . . . . . . ..
5.2 Grupos livres sao bi-ordenaveis . . .
5.3 Ordenando o Grupo de Trangas Puras

Conclusao

12

14
14
18
19
21
24
28

30
30
33
34
38
41
45
48

51
o1
25
59
62

64
64
67
69
70
71

73
73
75
77

82



Apéndices

A Acoes de grupos e o produto semidireto

x1

85



12

Introducao

Em 1925, o matemético alemao Emil Artin publicou o artigo "Theorie de Zipfe" [1]
onde formalizou o estudo algébrico e topologico de certos objetos que tinham um com-
portamento de entrelacamentos no espaco euclidiano tridimensional E? e que cumpriam
rigorosamente algumas condi¢oes. Tais objetos foram denominados trangas , além disso
demostrou que o conjunto B, das classes de equivaléncia das trangas sobre n cordas (ou
seja, mantendo o nimero de cordas fixo), munido de uma operagao binéria, tem estrutura
algébrica de grupo. Artin, em seu Teorema da Apresentacao , calculou uma apresentagao
por meio de geradores e relatores para B, e demonstrou que quaisquer outras relacoes
que os geradores de B,, satisfazem, derivam-se das relagoes por ele encontrada.

Os grupos de trancas foram cada vez mais sendo estudados e novos resultados e ques-
tionamentos sendo divulgados. Dentre eles, podemos perguntar se é possivel ordenar o
grupo de trangas Artin sobre n cordas? Temos como objeto de estudo essa pergunta e
como resposta o fato de que o grupo de trancas B, nao é bi-ordenével, mas pode ser
ordenado & esquerda munido de uma rela¢ao de ordem dada em [4]. Iremos mostrar que
podemos representar as trangas por palavras em relagao a seus elementos geradores e par-
tir dai, utlizar a o-ordenacao de Dehornoy. Além disso, quando consideramos o conjunto
PB, das n trancas cuja permutacao ¢ trivial temos que ele ¢ um grupo bi-ordenével, ou
seja, €& possivel muni-lo de uma ordem total que é bi-invariante. Para isto, como a or-
denabilidade é um invariante algébrico, estudaremos os grupos livres e mostraremos que
eles sao bi-ordenaveis e a ordenabilidade de PB,, sera dada mostrando que ele é isomorfo
a um produto semidireto de grupos livres, onde tal isomorfismo é chamado de Sequéncia
Normal de Artin.

No capitulo 1 faremos um estudo dos pré-requisitos bésicos da Teoria de grupos que
¢ normalmente estudado nos cursos de graduagao em Matemaética. Definiremos o que
é um grupo, dando exemplos, apresentando teoremas e resultados relevantes que darao
auxilio ao trabalho. As duas ultimas se¢oes desse capitulo trardao o conceito de produto
direto e semidireto de grupos e sequéncias exatas curtas onde serao muito importantes
pois fornecerao suporte tedrico para a demonstracao da bi-ordenabilidade do PB,,. As
referéncias desse capitulo sao [5], [6] e [11].

O capitulo 2, cujas referéncias sao [3], [8], [10] e [12], traremos a Teoria Combinatoéria

de Grupos por meio do estudo dos grupos livres, ou seja, grupos cujos geradores satisfazem
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somente as relacoes da definicao de grupo. Esse capitulo é de extrema importancia, pois
a Propriedade Universal dos Grupos Livres nos permitem descrever grupos por meio de
geradores e relagoes que esses geradores satisfazem. Tal método é denominado apresen-
tagao de grupos e serd muito importante para a descri¢ao algébrica do grupo de trancas
e os demais resultados dos capitulos seguintes.

O capitulo 3 trara a descrigdo geométrica do grupo de trangas Artin sobre n cordas.
As Figuras 3.8, 3.2 e 3.13 sdo encontradas em [13]. As demais figuras deste capitulos
estdao em [7]. Apresentaremos a definigao de trancas sobre m cordas no espaco E? e
definir quando que as trancgas sao equivalentes, isto se dara por meio de uma relacao
de equivaléncia chamada de isotopia ambiente ou simplesmente isotopia. O conjunto
das classes de equivaléncia sobre n cordas B, serd munido com uma operagao binaria
- B, x B, — B,, e mostraremos que o par (B,,-) satisfaz os axiomas da defini¢ao de
grupos.

No capitulo 4, apresentaremos o que é uma ordem e quando que um grupo ¢é ordenado.
Demonstraremos que B,, nao é bi-ordenavel, mas possui uma ordem total que é invariante
a esquerda.

No capitulo 5, concluimos o estudo deste trabalho. Sera feita a ordenacao de Magnus
para o produto semidireto de grupos livres e escreveremos PB,, na forma normal de Artin,
ou seja, como um isomorfismo do produto semidireto de grupos livres. As principais
referéncias desses capitulos sao [4], [9], [12] e [15].

As referéncias consultadas para a elaboragao desta monografia sao de dominio ptublico.



Teoria Basica de Grupos

Neste capitulo, faremos um estudo da teoria basica de grupos. Iremos apresentar
defini¢oes e resultados importantes de grupos que darao base para o desenvolvimento do
trabalho. Este capitulo esta divido nas seccoes 1,2 e 3 que tratam de grupos e subgrupos,
produto direto e semidireto de grupos e sequéncias exatas, respectivamente. Como este
contetudo é visto nas disciplinas de Introducao as Estruturas Algébricas do bacharelado
ou Algebra 1 da Licenciatura em Matematica, estamos assumindo que o leitor esta bem
familiarizado com tais conceitos e resultados.

Para um aprofundamento da teoria e demonstragoes de resultados que foram omitidos

recomendamos os autores [5], [6] ¢ [11] da referéncia.

1.1 Grupos e Subgrupos

Definigao 1.1. Um grupo consiste de um par (G, %), onde G é um conjunto nao vazio e

* : G x G — G uma operacao binaria denotada simplesmente por
(a,0) e G XxG—axbeG

satisfazendo os seguintes axiomas:
1. (axb)*xc=ax(bxc).
2. dee Gtalqueexa=ax*xe=a,Va € G.
3. Vae G, Jatalqueaxat=alxa=e.

Observagao 1.1. O segundo axioma garante a existéncia de um elemento neutro que é

tnico. De fato, suponhamos que e, e’ € G sejam elementos neutros de G, sendo assim
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Observacao 1.2. O elemento inverso, definido no terceiro e tltimo axioma, é tnico.
Com efeito, se dado a € G com a!,a@ € G sao dois elementos inversos de a em G entao
1 1

al=alxe=a'x(axa)=(a'xa)xa=a.

Observacao 1.3. Para facilitar a escrita, escreveremos simplesmente G ao invés de (G, *)
sempre que a operagao binaria ficar clara. Além disso, faremos ab ao invés de axb quando

nao houver perigo de ambiguidade.

Observagao 1.4. A Defini¢ao 1.1 de grupos dada foi feita utilizando a notagao mul-
tiplicativa. Contudo, dado um conjunto G nao vazio, podemos reescrever tal defini¢ao
na notagao aditiva, ou seja, a operacao binéria é dada por + : G x G — G tal que
(a,b) € GXG — a+b € G. Sendo assim, o elemento neutro de (G, +) sera denotado por

O¢ e dado um elemento a € G qualquer seu inverso aditivo sera —a € G.
Exemplos de grupos

Exemplo 1.1. (O grupo aditivo e multiplicativo de um corpo) Seja (K, +,-) um corpo
qualquer. Entao, (K,+) e (K — {0k}, ") sdo os grupos aditivo e multiplicativo do corpo

K, respectivamente.

Exemplo 1.2. (O grupo geral linear) Seja G = GL,(K), o conjunto das matrizes in-
vertiveis com entradas num corpo K. Claramente, G é um grupo com a operacao de

multiplicagao usual de matrizes.

Exemplo 1.3. (O grupo das permutagées de um conjunto) Seja X um conjunto nao
vazio qualquer. Vamos chamar de B;;(X) o conjunto das fungdes f : X — X que sao
bijetoras. Assim, (B;;(X),0) é um grupo onde a operagao binaria o é a composi¢ao de
func¢oes. Quando X ¢ finito, isto é, possui n elementos, denotaremos B;;(X) por S, e seréd

chamado de grupo das permutacoes de n letras ou grupo simétrico.

Exemplo 1.4. (O grupo da circunferéncia unitdria) Tomando G = S*, o conjunto dos nti-
meros complexos z tais que |z| = 1, munido da multiplicagdo usual de ntimeros complexos

¢ um grupo.

Definicao 1.2. Dizemos que um grupo G é abeliano ou comutativo se dados a,b € G

quaisquer temos ab = ba.
Exemplo 1.5. (Z,+) é um grupo abeliano.

Defini¢ao 1.3. Um subconjunto H néo vazio de um grupo (G, ) é um subgrupo de G,

onde denotamos H < (G, se cumpre as seguintes condigoes:
1. hl *hg S H,Vhl,hg e G.

2. hyx (hg *hg) = (hl *hg) *hg,Vhl,hQ,hg € H.
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3. dey € H tal que hxey = ey *xh =h,Vh € H.
4. Vhe H,3h ' € Htal que hxh ™t =h"txh =ey.

Observagao 1.5. O elemento neutro ey de H e o inverso h~! de h € H sdo, respectiva-

mente, o elemento neutro e de G e o inverso de h em G.

Exemplo 1.6. {e} e G sdo, claramente, subgrupos de um grupo G chamados de subgrupos
triviais.
Exemplo 1.7. Seja nZ = {nx;x € Z} entdo (nZ,+) é um subgrupo de (Z, +).

Exemplo 1.8. Sejam SL,(K) o conjunto das matrizes n X n com entradas num corpo K
cujo determinante é igual a 1 e SO,,(K) o conjunto das matrizes n x n ortogonais, isto é,
se A€ SO, (K) entao AA" = I (onde A* ¢ a transposta de A e I ¢ a matriz identidade).
Entao,

SOWK) < SLy(K) < GLn(K).

Exemplo 1.9. Seja G um grupo e denotemos Cg(x) = {x € G;zy = yx,Vy € G}, ou
seja, o conjunto dos elementos y € G que comutam com z. Entao Cg(z) < G onde o

chamamos de centralizador de x em G.

Exemplo 1.10. Seja G um grupo qualquer. O subconjunto Z(G) = {z € G;zy =
yx,Vy € G} é um subgrupo chamado de centro de G.

Exemplo 1.11. Seja G um grupo, H < G e g € G fixo. Entao, o conjunto H? < {h9;h €
H} é um subgrupo de G chamado de subgrupo conjugado de H por g.

Exemplo 1.12. Seja H um subgrupo do grupo G. Defina o conjunto Ng(H) = {g €
G; H9 = H}. Entao Ng(H) < G, onde o chamamos de normalizador de G.

Veja que, em outras palavras, a Definicao 1.3 diz que um subconjunto H de um grupo
GG é um subgrupo se com a operacao binaria de GG, H também é um grupo. Para facilitar
os calculos, o teorema abaixo fornece uma condi¢ao necesséria e suficiente para que um

subconjunto de um grupo seja um subgrupo.

Teorema 1.1. Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Entao, H é um

subgrupo de G se, e somente se, satisfaz:

1. Ya,b e H, temos ab € H.

2. Ya € H temosa ' € H.

Prova: (=) Vamos demonstrar que H é um grupo. Por hipotese, H # @. O item 1 nos
diz que H é fechado em relagao a operacao binaria . Este fato assegura a associatividade
de % sobre os elementos de H. Por fim, dado qualquer elemento a € H, pelo item 2, existe
a~! € H, portanto, garante que cada elemento de H possui inverso. (<) Se H satisfaz as

condigoes (1) e (2) entao o resultado é imediato. O
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Observagao 1.6. Neste trabalho, se A e B sao subgrupos do grupo G entao iremos
denotar por AB, BA e A™! como os conjuntos {ab;a € Aeb € B}, {ba;b € BeA € A} e
{a"';a € A}, respectivamente. Contudo, nao podemos afirmar que AB sempre serd um
subgrupo de GG mesmo que A e B sejam! Em breve iremos oferecer condigoes para quando

o produto de tais grupos serd um grupo.

Definicao 1.4. Seja S um subconjunto nao vazio de um grupo . Entao, chamamos o

conjunto

(S)=({H:H<G,SCH}
de subgrupo gerado por S.
A proposigao a seguir caracteriza o subgrupo (S) de um grupo G.

Proposigao 1.1. Seja G um grupo e S um subconjunto de G nao vazio. Entao
(8) ={aiaz...a,:a; € S ou af € Sn>1}.

€ um subgrupo de G.

Prova: Claramente, o conjunto do lado esquerdo esta contido no conjunto do lado direito.
Além disso, o conjunto {ajas...a, :a; € S ou aj’l € S,n > 1} é um subgrupo de G que

contém S logo contém (.5). O

Observagao 1.7. Quando o conjunto nao vazio S = {sy,S8s,...,8,} pertencente ao
grupo G for finito, denotaremos (S) por (si,ss,...,S,) para nos referirmos ao con-
junto ({s1,s2,...,5,}). Conforme a Proposicao 1.1 temos que se a € G entdo (a) =

{....(aH? a ' e a,a? ...}. De modo pratico, escrevemos (a) = {a*; k € Z}.

Definicao 1.5. Um grupo GG é chamado de ciclico quando é gerado por um elemento.
Em outras palavras, se existe um g € G tal que (g) = G. Neste caso, g é dito ser um

gerador para G.

Exemplo 1.13. O grupo aditivo dos inteiros é gerado por {1}, ou seja, Z = (1).

Exemplo 1.14. Seja U, = {1,6%, e 762(71;1)7”-} o grupo multiplicativo das raizes do

polinémio p: C — C, p(z) = 2™ + 1 (ou seja, as n-ésimas raizes da unidade) munido da

27

multiplica¢ao usual de ntimeros complexos. Entao, U, = (e ).

Definigao 1.6. Seja G um grupo. O conjunto ({zyz~'y~'; 2,y € G}) é chamado de

subgrupo dos comutadores de G.

Definicao 1.7. Dizemos que a ordem de um grupo G ¢é a cardinalidade do conjunto G
¢ denotamos por |G|. Se g € G entao denotaremos a ordem de g por O(g), ou ainda, |g|
como a ordem do subgrupo gerado por g. Os elementos de um grupo que tem ordem 2

sao chamados de nwvolugoes.
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Exemplo 1.15. Temos que |Z| = o0, | Z| =n e |S,| = nl.

Definicao 1.8. Um grupo de torsao, ou grupo periodico ¢ um grupo G onde todos os seus
elementos possuem ordem finita, ou seja, para todo g € G temos que |g| = n é finito. Um
grupo G é livre de torsdo se, com excessao do elemento identidade eg, todos os elementos

possuem ordem infinita.

1.1.1 Classes Laterais e o Teorema de Langrange

Tomemos G um grupo e H um subgrupo de G. Vamos definir a seguinte relagao de

equivaléncia R sobre GG. Com efeito, dados a,b € G temos que
bRga < 3h € H tal queb = ah.

E de facil verificacdo que R é uma relacio de equivaléncia. Com efeito, para quaisquer

a,b,c € G arelagdo Rg cumpre as seguintes propriedades

1. Reflexividade: aRga < Jh € H tal que a = ah. Basta tomar h = e, onde e é o

elemento neutro de G.
2. Simetria: aRgb < 3h € H tal que a = bh < ah™! = b & bRga.

3. Transitividade: aRgb e bRgc < dhi, hy € H tais que a = bhy e b = chy & a =
bhi = chohy = C(hghl) < aRge.

Observagao 1.8. De maneira similiar, podemos definir a relacao de equivaléncia R'g
fazendo aR'pb < Jh € H tal que a = hb.

Definicao 1.9. A classe de equivaléncia, segundo a relagao Rpg, que contém o elemento

a ¢ chamada de classe lateral a direita de H em G donde
a=Ha={be G;0Rga} = {ha;h € H}.

Da mesma forma, podemos definir a classe lateral & esquerda de H em G, segundo a

relacao R g, que contém a como
a=aH ={be G;0Rga} = {ah;h € H}.

Observacgao 1.9. Note que se H é um subgrupo de um grupo G entao aH = bH &
Ha ' = Hb=!'. Além disso, é facil ver que Va € G a bijecao h — xh de H em xH nos
fornece que H tem a mesma cardinalidade que xH. Também podemos concluir que a

unido de todas as classes laterais a esquerda (respectivamente, a direita) resulta em G.

Definicao 1.10. Dizemos que a cardinalidade do conjunto das classes laterais é o indice
de H em G, onde sera denotado por (G : H).
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Definicao 1.11. Um subconjunto 7" de um grupo G, que contém um e somente um
elemento de cada classe lateral de H em G é chamado de conjunto de representantes de
classes laterais ou transversal. Evidentemente, a existéncia de T depende do Axioma da
Escolha.

Exemplo 1.16. Se G = Z, o grupo aditivo dos inteiros, e H = (m) o subgrupo multiplo

dos inteiros m > 1. Temos entao m classes laterais distintas, a saber,
[0]7 [1]7 SRR [m - 1]

Logo, um transversal seria T'={0,1,2,...,(m — 1)}.

Teorema 1.2. (Teorema de Lagrange) Se G € um grupo finito e H um subgrupo de G

entao
G| = [H|(G : H).
Prova: Como H é subgrupo G entdo |H| < |G|. A observagao 1.9 garante que as classes
laterais possuem a mesma cardinalidade que H, ou seja, |H| = |Hal,Va € G. Além disso,
temos que (G : H) < |G|. Sabemos que G = |, Ha, entdo podemos dizer que
61 = Y |Hal.
acG
Sendo assim, concluimos que |G| = |H|(G : H). O

Corolario 1. Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entao a ordem de H divide a
ordem de G

Corolario 2. Se GG é um grupo ciclico, finito de ordem p prima entao seus subgrupos sao

somente os subgrupos triviais.
Corolario 3. Seja G um grupo finito de ordem k. Entao ¢* = e para todo g € G.

Observacao 1.10. E facil perceber que a reciproca do Teorema de Lagrange é falsa.

Contudo, se o grupo em questao for abeliano entao torna-se valida.

1.1.2 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Haviamos observado que dados K, H subgrupos de um grupo GG nem sempre os con-
juntos KH e HK poderiam ser também subgrupos de GG. Veremos que se um destes
subgrupos possuir uma determinada propriedade, entao o produto entre eles sera sempre
um subgrupo. Essa questao e outros resultados importantes serao estudados nesta secao.
Vamos definir e estudar os subgrupos normais: aqueles que sao preservados por conjuga-
cdo. Tais subgrupos possuem uma grande importancia para a Algebra, pois construimos

com eles os grupos quocientes, revelando resultados incriveis para o estudo de grupos.
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Proposicao 1.2. Se H e K sao subgrupos de G, HK ¢é um subgrupo de G se, e somente
se, KH = HK. Neste evento HK = (H,K) = KH.

Prova: (=) Suponha que HK < G entao H < HK e K < HK, assim KH C HK.
De maneira anéloga concluimos que HK C KH, donde temos KH = HK. Além disso,
(H,K) < HK desde que HK < G, enquanto HK C (H, K) é sempre verdade; portanto
HK = (H,K,). (<) Reciprocamente, suponha que HK = KH. Se h; € H e k; € K,
onde i € {1,2}, entao

hiky(hoky) ™ = hy(kiky )Ryt

Veja que, (kiky') = hsks onde hy € H e k3 € K. Consequentemente, hiki(hoko)™t =
(hiks)ks € HK o que implica HK < G, conforme o Teorema 1.3. O

Definicao 1.12. Um subgrupo H de um grupo G é chamado de subgrupo normal de G,

denotado por H <1 G, se satisfaz uma (e, portanto, todas) das condigdes abaixo:

1. A operagao induzida sobre as classes laterais de H em G é bem definida.
2. tHz~' = H para todo z € G.
3. tHx~' C H para todo z € G.

4. xH = Hz para todo x € G.

Observagao 1.11. Independente do grupo G, os subgrupos {e} e G sao subgrupos nor-
mais de G. Quando um grupo possui como subgrupo normais apenas {e} e G entao o

chamamos de grupo simples.

Exemplo 1.17. Todo subgrupo H de um grupo abeliano G é automaticamente normal.

Contudo, a reciproca nao ¢é verdadeira.
Exemplo 1.18. (nZ,+) é um subgrupo normal de Z.

Exemplo 1.19. Se G é um grupo entao Z(G) < G. Além disso, todo subgrupo H de
Z(G) é normal a G.

Teorema 1.3. Se H ¢ um subgrupo normal de um grupo G, entao o conjunto das classes

laterais, denotado por G/H, tem estrutura de grupo relativamente ao produto natural
(xH)(yH) = xyH

onde o elemento neutro é a classe lateral eH = H e o inverso da classe lateral tH € a

classe lateral x='H.
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Prova: A associatividade de G/H segue de G. Para toda classe lateral xH de G/H
temos que (tH)H = (zH)(eH) = zeH = zH.

E por fim, se yH é uma classe lateral qualquer de G/H entao tomando a classe lateral
v 'H de G/H temos (zH)(z'H) =x27'H =eH = H. O

Definicao 1.13. Seja H um subgrupo normal de um grupo GG. Entao o conjunto das

classes laterais com a operagao induzida de GG é chamado de grupo quociente de G por H.

G

Usaremos a notacao G//H ou .

Observagao 1.12. Se o grupo G for finito, o teorema 1.2 garante que

Proposicao 1.3. Sejam H, K dois subgrupos de G. Entao HK é um subgrupo normal
de G se, e somente se, HK = KH.

Observacgao 1.13. Se H e K sao subgrupos de um grupo G e algum deles é normal a G

entao H K é um subgrupo de G.

Definigao 1.14. Seja X um subconjunto nao vazio de um grupo . Definimos por fecho
normal de X em G a intersecgao de todos os subgrupos normais de G' que contém G onde

sera denotado da seguinte maneira
(X)¢ = U Hy, Hy<G, VAET,
€

Note que este é o menor subgrupo normal de G que contém X e pode ser caracterizado

CcOo1mo

(X)¢ = ({grg g€ GexeX}).

1.1.3 Homomorfismos de Grupos

Defini¢ao 1.15. Sejam (G, *) e (K, -) dois grupos. Entao dizemos que a aplicagao f :

G — K é um homomorfismo se ela cumpre a condi¢ao abaixo

flaxb) = f(a)- f(b),Ya,b € G

Exemplo 1.20. I, : (G,x) — (G,*) dado por I4(g) = g é um homomorfismo chamado
de identidade de G.

Exemplo 1.21. Seja (G, ) um grupo abeliano e n € Z fixo. Entao ¢ : G — G dada por

®n(g) = ¢g" &€ um homomorfismo.
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Exemplo 1.22. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de GG. A aplicacao
7:G—G/H

g m(g) =gH
¢ um homomorfismo chamado projegcao canénica.

Definigao 1.16. Seja f : G — K um homomorfismo de grupos. Os conjuntos ker(f) =
{9 € G;f(g9) =ec}t e Im(f) ={f(g) € K;g € G} sdo subgrupos de G e K, respectiva-

mente, chamados de nicleo e imagem de f.

Observacao 1.14. Note que ker(f) < G, pois como consequéncia da definigado de ho-
momorfismo temos que f(eg) = ex o que implica eq € ker(f). Dados z,y € ker(f)
temos que f(z) = f(y) = ex dai f(zy™') = f(z)- f(y)™' = ex - e’ = ex. Portanto,
ker(f) é um subgrupo de GG. A normalidade segue de que se a € ker(f) e g € G é um

elemento arbitrario, temos que f(gag™') = f(g9)f(a)f(g7") = f(9)f(g7) = ex. Logo,
gker(f)g=' C ker(f) satisfazendo um dos itens (portanto, todos) da defini¢ao 1.12.

Definicao 1.17. Um homomorfismo de grupos f : G — K é chamado de
1. Monomorfismo quando f é injetor, ou seja, f(a) = f(b) entdao a = b.
2. Epimorfismo quando f & sobrejetor, ou seja, se Im(f) = K.
3. Isomorfismo quando f é injetor e sobrejetor.

Teorema 1.4. (Teorema do Isomorfismo I) Seja f : G — K um homomorfismo de
grupos. Entao, ker(f) é um subgrupo normal de G e existe um unico isomorfismo ¢ :

G/ker(f) — Im(f) tal que ¢ o = f, ou seja, faz comutar o diagrama abaizo:

G Im(f) C K
”l /
G/ker(f)

Prova: Na Observagao 1.14 fizemos a verificagdo de que ker(f) << G. Para provar a
existéncia de ¢ defina a aplicagdo ¢ : G/ker(f) — Im(f) C K dada por

o(ker(f)g) = f(g)-

Tal aplicacao é bem definida e independe do representanmte da classe lateral tomada.
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Dados dois elementos quaisquer (ker(f)g, (ker(f)h) € G/ker(f) temos que

¢((ker(f)g(ker(f)h) = f

Se ¢((ker(f)g) = ex entdo f(g) = ex. Portanto, ¢ é injetora. A verificacdo da unicidade
da aplicacao ¢ e sua sobrejetividade é dada por construcao. O]
O resultado acima nos permite fazer a descricao de grupos quociente por meio de

isomorfismos.

Exemplo 1.23. Seja o homomorfismo de grupos f : R — S!, onde f(x) = ¢*™*. Temos
que ker(f) =7 entdo R/Z = S*.

Exemplo 1.24. Seja det : GL,(R) — R* o homomorfismo determinante, que a cada
matriz A € GL,(R) associa seu determinante det(A) € R* entao ker(det) = SL,(R) e,
portanto, GL,R/SL,R = R*.

Teorema 1.5. (Teorema do Isomorfismo II) Sejam H e K subgrupos de G com H < G.
Entaio HNK <K e K/(HNK)= KH/H.

Prova: A aplicacao o : KH — KH/H dada por a(x) = Hx,x € KH é um epimorfismo
de H em KH/H cujo kernel ¢ HU K. Pelo Teorema do Isomorfismo I temos que K/(H U
K)~ KH/H. O

K| _ |KH|

|KNH| [H] -

Observacao 1.15. Se G for finito, o teorema de Lagrange nos fornece que

Teorema 1.6. (Teorema do Isomorfismo I1I) Sejam H e K subgrupos normais de um

grupo G. Entao %—g ~G/H.

Prova: Defina a aplicagdo o : G/K — G/H por a(Kg) = Hg,g € G. Como K e H sao
subgrupos normais de G a aplicacao é bem definida e claramene é um epimorfismo cujo

kernel ¢ H/K. Sendo assim, %—f{ =G/H. O

Observagao 1.16. O teorema acima nos garante, quando G for finito, que (G : H) =
(G: K)(H : K). Contudo, para este resultado, a condi¢ao da normalidade de H ¢ K nao

Sa0 necessarias.

Definigao 1.18. Seja (G, x) um grupo. Se f: G — G é um isomorfismo entdo o chama-
remos de automorfismo. Denotaremos por Aut(G) ao conjunto de todos os automorfismos
de G.

Exemplo 1.25. Aut(Z) = {14, —14}.
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Definicao 1.19. Sejam x, g elementos de um grupo GG. Escreveremos z9 para detonar o
conjugado de x por g, ou seja,

29 =g lag.

Além disso, a funcao 6, : G — G dada por 6,(x) = 29 é um automorfismo chamado de
automorfismo interior de G por g. O conjunto de todos os automorfismos interiores de
G é denotado por Inn(G).

1.2 Produto Direto e Semidireto de Grupos

Nesta secao, faremos a definigao de produto direto e semidireto de grupos. Queremos
escrever um grupo GG em termos de grupos menos complexos. Esse conteudo sera de
grande importancia para o desenvolvimento do trabalho e para a conclusao do resultado
final a ser demonstrado, pois o grupo de trancas puras PB, se escreve como o produto

semidireto de grupos chamados livres.

Definicao 1.20. Sejam GG e H grupos cujas identidades sao 14 e 1y, respectivamente. O

conjunto G x H = {(g,h);g € G,h € H} munido da operagao abaixo
1 (GxH)x (GxH)— (Gx H)

((a,b), (c,d)) — (ac,bd),Ya,b € GeVe,d € H

¢ um grupo e o chamamos de o produto direto de G por H. O elemento neutro do grupo

(Gx H,-)é(1g,1x) e se (a,b) € (G x H,-) entdo seu elemento inverso serd (a=,b1).

Observagao 1.17. A definicao acima pode ser generalizada para um namero finito de
grupos. Com efeito, seja { G }1<1<, uma familia nao vazia de grupos multiplicativos quais-
quer. Seja G = G1 xGyX. .. x G, o produto cartesiano dos conjuntos Gy, G, . .., G, e para

quaisquer dois elementos (ay, asg, ..., ay), (b1, b, ..., b,) € G defina a seguinte operagao

(Gl,dg, Ce ,an) . (bl,bg, ce ,bn) = (albl,agbg, e ,Clnbn).

Entao, (G, ) é um grupo. E facil ver que o elemento neutro de G é eq = (ey, €2, ..., ¢€,),
onde ey € G, para A € {1,2,...,n}. Se (ay,aq,...,a,) é um elemento de G endo seu
inverso (ay, as, ...,a,) " serd (a7t ayt, ..., a;t).

Proposicao 1.4. G =G| x ... x G, € abeliano se, e somente se, cada grupo Gy, ...,G,

€ abeliano.

Prova: (=) Se GG é abeliano entao para quaisquer elementos (ay,...,ay,),(by,...,b,) €

G temos que (aq,...,a,) - (b, .., bp) = (b1,...,b,) - (a1,...,a,). O que nos fornece
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(a1by, ..., axby) = (h1aq, ..., byay,). (<) Reciprocamente, seja G; abeliano Vi € {1,2,... n}.

Sendo assim, dados a;, b; € G; temos a;b; = a;b;. Portanto,

(al,...,an)-(bl,...,bn) = (albl,...,anbn)
= (blal,...,bnal)

= (by,...,by) - (a1,...,ay)
[

Observagao 1.18. Quando G;,Vi € {1,2,...,n} for um grupo aditivo é comum chamar-
mos o produto direto de soma direta, onde substituimos a notacao multiplicativa pela

aditiva. Ou seja, em vez de (ay,...,a,) - (by,...,b,) fazemos (ay,...,a,) + (b1, ..., by).

A partir de agora vamos construir uma estrutura algébrica que é uma generalizagao
do produto direto entre dois grupos. Relembre que denotamos por Aut(G) o conjunto dos

automorfismo de G. Sobre esse conjunto vamos definir a seguinte operagao binéria

o Aut(G) x Aut(G) — Aut(G)
(a,8) — aef=Foa:G—G.

Nessas condigoes, (Aut(G), ®) tem estrutura de grupo, donde seu elemento identidade é o

automorfismo I; : G — G e dado a € Aut(G) seu inverso sera a~ ! : G — G.

Definicao 1.21. Dado um grupo K, dizemos que dois subgrupos A e B de K sao com-

plementos um do outro (ou que sdo subgrupos complementares) em K se cumprem:
1. K=AB={ab;a € Aeb € B}.
2. AN B ={1g}.

Definicao 1.22. Se K e H sao subgrupos de um grupo G tais que H <G, H N K = eg
e G=KH=1{kh; ke Keh € H}, dizemos que G ¢é o produto semidireto interno de K
por H, denotado por G = Kx H, ou também, G = HxK.

Observacgao 1.19. Podemos observar que na Defini¢ao 1.22 K e H sao subgrupos com-

plementares de G.

Teorema 1.7. Sejam H e K dois grupos, ¢ : K — Aut(H) um homomorfismo € -4 a
operagao definida sobre H x K dada por (hy, k1) -4 (ha, k2) := (hi¢(k1)ha, k1k2). Entdo,
(H x K,-4) € um grupo.

Prova: Vamos mostrar que o par (H x K, -4) satisfaz os axiomas da Defini¢do 1.1. Com

efeito,
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i.) Sejam (hq, k1), (ho, k2) e (hs, k3) elementos de H x K entao

[(h1, k1) ¢ (ho, ko)) ¢ -o(hs, k3) = (h1p(k1)ha, kika) -g (s, k3)
= <h1¢(k1)h2¢(klk2), ]ﬁka'g) (1.1)

Analogamente,

(hi,k1) <o [(hay k2) ¢ -o(hs, k3)] = (hi, k1) - (had(ka)hs, koks)
= (h1¢(k1)h2¢(k2)h37 klekB) (1-2)

A operagao -, € associativa em H x K.

ii.) (em,ex) ¢ o elemento neutro de (H x K,-,), onde ey e ex denotam os elementos

neutros de H e K, respectivamente. De fato, para todo (h,k) € H x K temos que
(er,ex) ¢ (h, k) = (emd(ex)h, exk) = (h, k).

iii.) Finalmente, o inverso de todo elemento (h, k) € Hx K é dado por (¢(k~)(h™1), k7).
De fato,

(h,k) o (o) (W71, k7Y = (ho(k)o(k™ (h71), kk ™)
= (ho(k)p(k)~'h ™" ex)
= (hegh™ ex) = (en, ex) (1.3)

[]

Definicao 1.23. O grupo (H x K,-4) é chamado de produto semidireto externo de H
por K com respeito ao homomorfismo ¢ : K — Aut(H). onde denotamos por K x4H, e
também H x4 K.

Observacao 1.20. Se na definigao anterior ¢ : K — Aut(H) for trivial, ou seja, associe
qualquer elemento £ € K no homomorfismo identidade ¢d : H — H entao o produto

semidireto coincide com o produto direto.

Observagao 1.21. Observe que se ¢ : K — Aut(H) nao for trivial, entdao K x,H nao
seré abeliano. De fato, existirdao h € H e k € K tais que ¢(k)(h) # h, o que implica,
(h,er)-¢(en, k) = (h,k) e (e, k)4 (h,ex) = (¢(k)h, k). Consequentemente, por meio do

produto semidireto, obtemos uma ferramenta para a construcao de grupos nao abelianos.

Lema 1.1. Sejam A e B sugrupos de um grupo G tais que A1 G, AN B = {eg} e
G = AB. Entao G = BxyA, onde 6 € a conjugacao por um elemento de B.

Exemplo 1.26. Seja G = GLy(R), H = SLy((R)) <G e K é o subgrupo das matrizes
diagonais M(a) de G. Entédo, 0 : K — Aut(SLs(R)) é o homomorfismo que associa
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M (a) no automorfismo de SLy(R) dado pela conjugagao por M (a) :
C € SLy(R) — M(a)PM(1/a) € SLy(R),

e, pelo lema acima,
GLQ(R) = KD(QSLQ(R)

Teorema 1.8. Sejam H e K dois grupos e 61,05 : K — Aut(H) dois homomorfismos.

Entao

1. Se exzistir o € Aut(H) tal que 05(k) = 06,(k)o™t, para todo k € K, entio

KIXng = KD<92H.

2. Se 6y =050, para algum B € Aut(K), entdo Kxg H = Kxg,H.

Prova: Vamos construir um isomorfismo de Ky H em KXy, H. Com efeito, defina a
seguinte aplicagao
Qﬁ : KD(ng — KD(Q2H

(h, k) = (a(h), k)

e ¢ ¢ um homomorfismo. De fato, dados (h1, k1), (ho, ko) € KXy, H entao (hy, k1) (ho, ko) =
(hlel(kj)(hg), klkg) — (U(hl)d(el(k’l)(hg)), k’1k’2). Por outro lado,

(0(h1)0a(k1) (0 (ha)), kikz)
(0(h1)(o 0 01(k1) 007" )(a(ha))), kiks)
= ¥((o(h)o(01(k1)(h2)), kikz))

((o(hn), k1)) ((o(ha), k2)) =

e O fato de que ¥ é uma bijecao é imediato.

Com isso esta provado o item 1. De maneira andloga, para o item 2, fazemos
QZS : KIX@IH — KIXQQH

(h, k) = (h, B(k))

e ¢ é um homomorfismo. Com efeito,

(P, k1) - (he, k2) = (R101(k1)(ha), kika) = (ha6:1(k1)(hz)), B(k1kz2)).



1.3. Sequéncias Exatas Curtas 28

Também temos que
(h1, B(k1)) - (ho, B(k2)) = (h102(B(k1))(ha), B(k1)B(k2)) = (hi01(k1)(h2)), B(kik2)).

e o fato de ¢ ser uma bijecao também é imediato.

Temos entao a demonstracao de 2. O

1.3 Sequéncias Exatas Curtas

Essa secao é de extrema importancia para o capitulo final, pois utilizamos uma sequén-
cia exata curta para a demonstragao de que o grupo de trangas puras no disco é o produto

semidireto de grupos livres.

Definicao 1.24. A sequéncia

g aq Qn—2 Qn—1
Gy 4 e Y et e
onde cada G; € um grupo e cada «; é um homomorfismo, para todo¢=1,2,--- ,n—1,n,

¢ dita ser uma sequéncia exata se Im(a;—1) = Ker(a;), Vi € [1,n — 1].

Observagao 1.22. Quando Gy = G,, = 1, ou seja, sao triviais, com n = 4 obtemos a

seguinte sequéncia exata

f

1 e Gy —L> Gy 1

que sera chamada de sequéncia ezata curta. E imediato que os monomorfismos 1 — G4
e (G3 —> 1 s@o os tnicos possiveis. A exatidao em (7 e (G3 nos fornecem informacoes
importantes, pois ker(f) = {1} nos diz que f é injetora (monomorfismo) e I'm(g) = {1}
entdo g é sobrejetora (epimorfismo). Por fim, a exatidao de Go garante que f(G) =
Im(f) < Gs.

Exemplo 1.27. Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G e G/H o grupo

quociente. Entao, a sequéncia

1 H—>G—~G/H—1

¢ uma sequéncia exata curta, onde as aplica¢oes i : H — G e m : G — G/H sao a

inclusao e a projegao canonica, respectivamente.

Exemplo 1.28. Considere a sequéncia exata abaixo
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Temos entao que com os isomorfismos ' : H — f(H) eg: G/f(H) — K fazemos o

diagrama abaixo comutar

e

| f(H) =G —5 G/ f(H) —1

1

istoé,i0 f'=idofemoid=gltog.

Definicao 1.25. Dizemos que a sequéncia exata curta

1 H .2 Kk 1

de homomorfismos e grupos cinde se existir um homomorfismo i : K — G satisfazendo
g(i(k)) = k para todo k € K.

Observacgao 1.23. Em outras palavras, estamos dizendo que uma sequéncia exata curta

cinde quando conseguimos "voltar"ao longo da sequéncia.

Lema 1.2. Consideremos a sequéncia exata curta

1 H .2 Kk 1.

Suponhamos que cinda via X\ : K — G. Entao G = Kx H.
Prova: Por definicao, como a sequéncia cinde via A entao A o g = idy. Basta verificar
que G = Im(A)xIm(f), pois H= Im(\) e N = Im(f). Com efeito,

e Note que, Im(f) = Ker(g) < G.

e Tome z € Im(\) N Im(f) entdo g(x) = eg. Se h € H entao A\(h) = z, ou seja,
eq = g(x) = h. Logo, x = eg.

e Sex € G entao vamos fazer z = (Aog(z))(Aog(x))~tx. Claramente, Aog(z) € Im(\)
e (Ao g(x))~H(z) € Im(f).
Logo, pela Defini¢ao 1.22 concluimos a demonstragao. O]

Lema 1.3. (Lema dos Cinco) Seja o diagrama comutativo abaizo cujas linhas sio sequén-
cias exatas
Ag—= A ——= Ay > Ay —> Ay

R Rk

Bo—> Bi—5> B2 —~ B3 —;~ Dy

0 1 2 3

Se ¢o, b1, P3 € Q4 sao isomorfismos entao ¢y também o €.

Prova: Veja [10].
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Teoria Combinatoéria de Grupos

Neste capitulo aprenderemos um método de descrever e estudar as propriedades dos
grupos de uma forma diferente da que foi feita no capitulo anterior. Iremos introduzir
o método de apresentagao de grupos por geradores e relatores que é uma ferramenta de
grande importancia da Teoria Combinatéria de Grupos e que é usada nas demais areas
como a Topologia Algébrica. Para isto, faremos a definicao de grupos livres sob uma
base arbitraria e mostraremos que a Propriedade Universal de tais grupos garante que
conseguimos uma apresentacao para grupos arbitrarios. A importancia desse conteido
pode ser vista por alguns exemplos, a saber, todo grupo G é isomorfo a um quociente de
um grupo livre, e mais ainda, todo grupo admite uma apresentagao por meio de geradores
e relatores. A teoria aqui desenvolvida, definigoes e demonstragoes, estdo contidas em [3],
[8], [10] e [12].

2.1 Grupos Livres

Definicao 2.1. Sejam X um conjunto, G um grupo e i : X — G uma aplicagao. O par
(G,1i) é dito ser livre sobre X se para todo grupo H e aplicacdo f : X — H existe um

tnico homomorfismo ¢ : G — H tal que p o7 = f, ou seja, o diagrama abaixo comuta.

Xt.q

|

H

Observagao 2.1. A propriedade descrita na Defini¢ao 2.1 é também conhecida por Pro-

priedade Universal dos Grupos Livres.
Exemplo 2.1. O grupo trivial {1} é livre sobre o conjunto vazio &.

Exemplo 2.2. O grupo aditivo dos inteiros é livre sobre qualquer conjunto que contenha

um unico elemento. De fato, conforme a defini¢ao 2.1, sejam G = Z ¢ X = {a}. Tome
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a aplicagao i : {a} — Z dada por i(a) = 1. Se H é um grupo qualquer e f : X — H
uma aplicagao, entdo f(a) = b onde b € H, entdo a aplicagdo ¢ : G — H dada por

n+— @(n) =[f(a)]® ¢ um homomorfismo. Além disso,

(poi)(a) = pi(a) = p(1) = b' =b= f(a).
Sendo assim, obtivemos o seguinte diagrama comutativo

{a} =12

| A

H

Se existir outro homomorfismo A\ : G — H tal que satisfaga A oi = f terfamos A(a) =
(Aoi)(a) = f(a) =b= f(a) = (poi)(a) = ¢(1). Portanto, ¢ = A.

Proposicao 2.1. Seja (G, i) livre sobre X e H um grupo qualquer. Se 6 : G — H for

um isomorfismo, entao (H,0 o 1) também € livre sobre X .

Prova: Para provarmos o teorema devemos mostrar que para qualquer grupo K e apli-
cacdo f: X — K existe um unico homomorfismo A : H — K tal que Ao (foi) = f,
ou seja, o diagrama

X—t-gt-pg

s

K
Com efeito, defina 6 : H — K por § = p o §~1. Entao,

e )\ & um homomorfismo, pois foi definido pela composicao dos homomorfismos 67! e

©.
e \ofoi=f poisAo(foi)=(pobf ) o(foi)=¢o(f ' oh)oi=poldgoi=f.

e O homomorfismo A é o tinico que satisfaz a Propriedade Universal de Grupos Livres,
pois suponhamos que houvesse um outro homomorfismo X : H — K tal que
No(foi)= f. Sendo assim, se w: G — K é um homomorfismo dado por \ o @
terfamos woi = Ao (foi) = f. Mas por hipotese, ¢ : G — K & o tinico que cumpre
poi= f. Portanto, A = \.

O
A proposicao seguinte afirma que se um grupo é livre sobre um determinado conjunto,

entao ele é tnico a menos de isomorfismo!

Proposicao 2.2. Sejam (G1,i1) e (Ga,iz) grupos livres sobre X. Entao existe um iso-

morfismo ¢ : G; — Gy tal que @ 013 = 1.
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Prova: Sejam (Gi,i1) e (Ga,i2) grupos livres sobre X, entdo existem tnicos homomor-
fismos 1 : G; — Gy e o : Gy —> G cumprindo a condi¢ao de que p; 041 = iy €

P9 019 = i1, OU sejam, os diagramas abaixo

X"

uj%!%

G

XL“GQ

ulAQ

G

sao comutativos. Assim, observe que
P10 = (8010902)0i2 = 3.
Analogamente,
P2 0lg = (9020901)0i1 = 1.
Concluimos entao que @1 0 o = Ids e g 0 91 = Idy, ou seja, as aplicagoes 1 e g sa0
simultaneamente a inversa uma da outra. Sendo assim, G| = G5.
Proposicao 2.3. Seja (F,i) um grupo livre sobre X.
1. Se existem um grupo G e uma fun¢ao injetiva de X para G entao i : X — F €
mjetiva.
2. (Z*,+) é um grupo tal que Z* = {\ : X — X; X € funcio} e (p+0)(z) = ¢(z) +
O(x),Vo € X e existe uma fungdo injetiva f : X — 7ZX.
3. 1: X — F € injetiva.
Prova:
1. Pela definicao de grupo livre, para o grupo G e a aplicacao f : X — @, existe

um tnico homomorfismo ¢ : F' — G tal que p o7 = f o que resulta no seguinte

diagrama comutativo
X—-F

| A

G

Por hipotese, f é injetiva, entao f(z) # f(y) sempre que = # y,Vz,y € X. Portanto,
f(@) = (poi)(x) # (poi)(y) = fly), Y,y € X.
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2. Os axiomas da Definicao 1.1 sao verificados facilamente. Com efeito, a associan-
tividade de (Z*,+) segue da adigdo em Z. Veja que ag : X — Z* dada por
ao(z) = 0,Vz € X & o elemento neutro. Por fim, se @ € Z* entdo seu elemento
inverso é —a : X — Z* dada por (—a)(z) = —z,Vz € X. Portanto, (Z*,+) é um

grupo. Vamos agora exibir uma funcao f : X — Z% injetiva. Com efeito, seja

f: X — zx

r — fr)=ap: X — 7~
onde «, é definida da seguinte forma, para todo x em X:

1, sex =y

(y) = {0, sex # vy

Claramente, a,(y) # ay(x),Vz,y € X onde x # y. Logo, f(z) # f(y) sempre que
x #y,Ve,y € X.

3. Sai de imediato fazendo G = Z* e tomando f como no item 2, acima.

2.2 Construcao de Grupos Livres e Suas Propriedades

Seja X um conjunto qualquer. Denotaremos por
M(X> - {(wip 7:172”)7 Ly, S X, k= 1, ey TL}

o conjunto das sequéncias finitas (x;1,...,x,) de elementos de X, para n > 0 (o caso
n = 0 corresponde a sequéncia vazia ( )). Agora, defina a operacdo de multiplicagao
-t M(X) x M(x) — M(X) da seguinte forma

(xil7"'7xin) : ('rj17"'7xjk) = (xiu"'7xin7xj17"'7xjk)'

Chamaremos essa operacdo de concatenacdo. E facil perceber que a multiplicacio é
associativa. A sequéncia vazia ( ), que denotaremos por 1, atua como elemento neutro.
Com essas duas propriedades (M (X),-) torna-se um mondide, onde o chamaremos de
mondide livre sobre X.

A correspondéncia z — (x) é, obviamente, injetora. Sendo assim, podemos escrever
os elementos de M (X) de uma maneira tnica como um produto z;, ...x;, para todo n.
Dizemos que um segmento de z; ...z;, com 1 < r < s < n, é um segmento inicial

quando r = 1; segmento final quando s = n; e segmento proprio quando r =1 e s = n.
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2.2.1 O grupo livre gerado por X

Nos agora procederemos para a construgao do grupo livre sobre X. Tome um conjunto
X! de mesma cardinalidade que o conjunto X, de modo que X N X! = &. Sendo assim,

existe uma bijegao entre os elementos x € X para r~! € X! (Obviamente, 27!

é apenas
um simbolo adotado). Com isso, consideramos o conjunto M (X U X~!) como o mondide
livre gerado por X U X!, cujos elementos sao chamados de palavras sobre X. Seja w
a palavra :Lfll = :Ef: em M(X UX™1), entao dizemos que n é o comprimento de w onde
denotamos por [(w) ou ainda |w|. No6s chamamos os elementos z{" de letras de w. A
palavra w é chamada de reduzida se, para 1 < r < n — 1, temos i, # i, OU 1,41 = iy,

mas €41 # —¢,. Convencionamos que a sequéncia vazia ( ) é reduzida.

3 3 _ €1 €n _ 01 Or
Observagao 2.2. Dizemos que as palavras u = x;; ... 2;" e v =} ... 2} com x;,, T €

X e €,0, = £1 sao iguais se, e s6 se, ambas forem a palavra vazia ou m =n e x; =

zj,, € = O, para todo k =1,2,...,n.

a o~ . . . .
Suponha que w = zj! ... ;" nao seja uma palavra reduzida e seja r tal que i,41 = i,

e 6,41 = —€,. Entdo w’ é a palavra obtida de w deletando os pares de letras adjascentes

x5 e {E:Ll Nos dizemos que w’ foi obtida de w por uma redugao elementar. Se a palavra
w” sobre é obtida de w por uma sequéncia de reducoes noés diremos entao que w” é obtida

por reduc¢ao.

1

Exemplo 2.3. As palavras zzy~ !y e zazz~'z sdo obtidas de zazz~'zy 'y por meio de

reducgao elementar. Ja a palavra zz resulta de uma reducao.

Exemplo 2.4. Podemos obter a palavra zxy a partir da palavra zzaz~'zy por reducao
elementar de duas formas diferentes. Na primeira podemos retirar os pares de letras zz !,

enquanto na segunda retiramos z~'z.

Diremos que as palavras w e w’ sao equivalentes e escrevemos w ~ w' se, e somente
se, w = w' ou existe uma sequéncia de palavras wy, ..., w; onde para cada k temos que
w; = w e w, = w' e para cada j < k, w;;; é obtida de w; por redugdo elementar. Veja que
~ define uma relagao de equivaléncia sobre M (X U X ~!). Faremos a seguir a verificagio

das trés propriedades de relacao de equivaléncia.
e Reflexividade: Dado w € M(X U X~!) entao w = w, portanto w = w.

e Simetria: Dadas as palavras w e w’ em M (X UX ') tais que w ~ w’ entdao v’ ~ w.
Do contrario, existiria uma sequéncia de palavras wy, . . ., w;, tal que v’ = w, w, = v’
e para cada j < k a palavra w;;; é obtida de w; por reducao elementar. Para cada

j € [1,...,k], considerando a palavra v; = wy_(;—1) obtemos as palavras v;, com
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i €[1,..., k], satisfazendo as equagdes abaixo
/
v = W =w,
V2 = W1,
Vg = Wg-2,---,Vk-1,

onde os termos consecutivos v; e v;y; diferem por redugao elementar para cada

i€ll,...,k]. Logo, w' =~ w.

!/ /

e Transitividade: Dadas as palavras w,w’,w” € F(X) tal que w = v’ e v’ =~ w”

entao w ~ w".
A partir de agora denotaremos por F'(X) o conjunto das classes de quivaléncia pela

relagao ~ em M (X U X 1), ou seja, F(X) = {[w] ; w € M(XUX 1)} onde [w] = {u' €
MXUX™); waw'}.

Proposicao 2.4. O conjunto F(X) munido da sequinte aplicag¢ao bindria

CLF(X)x F(X) — F(X) (2.1)

€ um grupo.

Prova: Em primeiro lugar, como estamos trabalhando com classes de equivaléncia,
devemos verificar se a operacao definida em 2.1 é bem definida. Com efeito, sejam
u,v,w,w" € F(X). Entao, temos que
1. w =~ w implica uwv ~ uw'v.
De fato, suponhamos que wy, ..., w; seja uma sequéncia de palavras sobre X tal que
w; =w, w,, =w ese j <k entdo w;;, é obtida de w; por redugao elementar, para
todo j € [1,...,k]. Dai, a sequéncia uwyv, ..., uwgv nos mostra que uwv ~ uw'v.
2. Seu~u ew~w entdo uw ~ u'w'.

De fato, ambas as palavras u ~ v’ e w ~ w’ sao equivalentes a palavra uw’.

Com isso, o produto - é bem definido. Prosseguiremos com a verificagao dos axiomas
da Definigao 1.1.
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1. Associatividade: Sejam [u], [v], [w] € F(X) entao

([u] - [o]) - [w] = ([u]) - [w]
(wv)w]

[
= [u(vw)]
= [u] - fow]
= [u] - ([o] - [w])

2. Elemento neutro: A classe da palavra vazia () é, evidentemente, o elemento

neutro. Denotaremos por 1.

3. Elemento Inverso: Seja [u] € F(X) a classe da palavra v = zj; ... z{". Tomemos

por [u~'] a classe da palavra v~ = ;% ... x; . Dai,

€1

[w] ] = "

Ty .. xE”][q;;l Sy ]

Lz
i) (]

T

AR L [ o P [ G e |

(

( in—1 inVin In—1 11
(@i a2, 7wy
(

Ty o) (T w)]

Com isso, (F(X),-) ¢ um grupo. O

Seja w = xj! ... ;" uma palavra em X. Vamos definir a fungao i : X — F(X) dada
por i(x) = [z]. Por construcao temos que [w] = i(zj})...i(x;"), ou seja, F(X) & gerado
por i(X).

Teorema 2.1. (F(X),1i) € livre sobre X.

Prova: Seja G um grupo qualquer e f : X — G uma aplicagao (dada arbitrariamente).

Vamos estender f na aplicagao

fiMXuXx?t — G

R A G2 O €

. in

Veja que se w' é obtida por reducdo elementar de uma palavra w, entdo f(w') = f(w).

Dai, segue que se w =~ w” entao f(w) = f(w”). Consequentemente, nos temos que a
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aplicagao

p: F(X) — G
[wl — o((ul) = f(u)

é um homomorfismo e que ¢ o7 = f, ou seja, o diagrama

X —>F(X)

| A

G

comuta. Como i(X) gera F/(X) temos que ¢ torna-se o tinico homomorfismo que compre
tal condi¢do. Sendo assim, o grupo (F'(X),-) satisfaz a Defini¢ao 2.1. ]

E facil perceber que as reducdes elementares reduzem o comprimento de uma palavra.
Contudo, quando obtemos uma palavra reduzida w podemos afirmar que ela é tnica? O

resultado a seguir responde este questionamento.

Lema 2.1. Se w € uma palavra reduzida distinta da palavra vazia () = 1 entao wl, ou

seja, [w] # 1.

Prova: Seja w uma palavra reduzida distinta da palavra vazia e consideremos S,, + 1
o grupo das permutagoes dos elementos de S = {1,2,...,r,...,n,n + 1}. Existe um
homomorfismo ¢ : F(X) — S,41 tal que ¢(Jw]) ndo é a permutagao identidade Idg.
Pelo fato de ¢ ser um homomorfismo temos que ¢([1]) = Idg, caso contrario se [w] = 1,
teriamos ¢([w]) = ¢([1]) = Ids o que seria um absurdo. O

Na demonstracao do lema 2.1 usamos a afirmacao de que existe um homomorfismo
¢ : F(X) — Spy tal que ¢([w]) ndo é a permutagao identidade Idg. A demonstragao

dessa afirmagao ¢ longa, mas pode ser encontrada em [12].

Teorema 2.2. (Teorema da Forma Normal para grupos livres) Existe exatamente uma

palavra reduzida em cada classe de equivaléncia em F(X).

Prova: Suponha por absurdo que existam palavras reduzidas u e v tais que u ~ v, ou

seja, [u] = [v]. Temos entao que uwv~! = 1. Consequentemente a palavra uwv~' nao é
reduzida, mas se u e v sao diferentes é facil ver que
—1 ~
w2 w # 1.
Ou seja, obtivemos uma tnica palavra w reduzida diferente de 1. n

O resultado a seguir é consequéncia da demonstracao do Teorema da Forma Normal

para grupos livres.

Corolario 2.1. i : X — F(X) € injetiva.
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Observacao 2.3. A partir de agora tomaremos X como um subconjunto de F(X). A
aplicacdo i serd tomada como a inclusdo i : X < F(X), por isso passaremos a omiti-la.
Usualmente iremos identificar os elementos de F'(X) com as palavras reduzidas corres-

pondentes.

Observagao 2.4. Sejam u e v palavras reduzidas, entao existe uma sequéncia de redugoes

elementares tais que uv torna-se uma palavra reduzida.

Observagao 2.5. Podemos definir F/(X) como o conjunto das palavras reduzidas e o

produto - de u por v como a palavra reduzida a partir da palavra uv.

2.2.2 Propriedades dos grupos livres

Proposigao 2.5. Grupos livres sao residualmente finitos, ou seja, se F' € livre e 1 # w €

F entao eziste um subgrupo normal N de F' com w ¢ N e F/N finito.

Prova: Seja w uma palavra reduzida nao trivial. Sabemos que existe um homomorfismo

¢ de F em S, tal que p(w) ndo é o elemento identidade, para todo n. O]

Definicao 2.2. Um grupo G é dito hopfiano se ele nao é isomorfo a um grupo quociente

proprio dele mesmo. Em outras palavras, se G/H = GG, onde H < GG, entdao H ¢é trivial.

Proposigao 2.6. Um grupo G € hopfiano se, e somente se, todo epimorfismo ¢ : G — G

€ automorfismo.

Prova: (=) Seja f : G — G um epimorfismo. Entao, pelo Teorema do Isomorfismo I
temos que existe um tnico isomorfismo ¢ : G/ker(f) — G. Como kernel(f) é trivial
segue de imediato que p é injetor. Portanto, um automorfismo. (<) Seja H<1G e considere
0 homomorfismo g : G/H — G. Tomando a proje¢ao canénica 7 : G — G/ H, podemos
definir um epimorfismo f : G — G fazendo f = g o w. Note que

ker(r) = {g€ G;n(g) = eq}
= {9eGy=Hg}=H

Como f é um isomorfismo, 7 é injetor, consequentemente ker(f) = H é trivial. Logo, G
¢ hopfiano. O
Corolario 2.2. Grupos livres finitamente gerados sao hopfianos.

Proposicao 2.7. F(X) ¢ isomorfo a F(Y) se, e somente se, | X|=|Y].

Prova: Seja f : X — Y uma bijegao. Entao, f se estende a um homomorfismo ¢ :
F(X) — F(Y) enquanto f~! : Y — X se estende para o homomorfismo ¢ : F(Y)] —

F(X). Observe que as composigoes fo f~te f~1o f se estendem para os homomorfismos
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¢ op e tpo¢, ouseja, Idpyy e Idpx), respectivamente. Portanto, F'(X) = F(Y).
Reciprocramente, suponhamos que F(X) = F(Y). O namero de isomorfismos de F'(X)
para Zs, o grupo ciclico de ordem 2, é o mesmo que o numero de fungoes de X para Zo

x| IX| — 9lY]

que é 2%, Consequentemente, 2 . Segue de imediato que |X| = |Y]. O

Proposicao 2.8. Grupos livres sao livres de torsao, ou seja, todo elemento de um grupo

livre mao possui ordem finita.

Prova: Seja F' um grupo livre e g € F diferente de 1. Tomando o conjugado se necessario,

assumimos sem perda de generalidade que ¢ é ciclicamente reduzida. Entao,

l9"| = nlg| # 0.

Portanto, g" # 1. m

Proposicao 2.9. Seja F um grupo livre e sejam g e h elementos de F. Se g8 = h* para
todo k # 0 entao g = h.

Prova: Vamos assumir que £ > 0. Seja g um elemento de F. Tomando o conjugado
se necessario, nds vamos assumir também que g é ciclicamente reduzida. Se h nao é
ciclicamente reduzida por escrito entdao k¥ também nio ¢, logo g* # h¥. Se h ¢ ciclicamente
reduzida entao h* é ciclicamnete reduzida por escrito. Consequentemente, g* consiste de

¢ multiplicado k vezes, similarmente para h*. Logo, ¢* = h* e temos g = h. O]
Proposicao 2.10. Todo grupo G € quociente de um grupo livre.

Prova: Seja G um grupo qualquer e tome Idg : G — G a aplicacao identidade de G.
Existe um tnico homomorfismo ¢ : F/(G) — G tal que poi = Idg, onde i(g) = [g]. Dali,
o seguinte diagrama comuta

Idg

—G.

G

F(G
Consequentemente, ¢ ¢ um epimorfismo e portanto F(G)/ker(Idg) = G. O

Defini¢ao 2.3. Um grupo G é chamado de grupo livre se é isomorfo a F'(X) para algum
conjunto X. Além disso, se i : X — F/(X) for um isomorfismo, entdo a imagem i(X) ¢

chamada de base de GG. Nos também dizemos que G é livre sobre X.

Observacao 2.6. Se A ¢ uma base de G ¢ a : G — G um automorfismo, entdao a(A)

também sera uma base de G.
Observacao 2.7. Se A e B s@o bases de um mesmo grupo entdo |A| = |B].

Observacao 2.8. Toda bijecao entre as bases A e B se estende naturalmente para um

automorfismo de G.



2.2. Construgao de Grupos Livres e Suas Propriedades 40

Definicao 2.4. A cardinalidade da base de um grupo livre G é chamada de rank ou posto
de G.

Exemplo 2.5. Seja X = {z,y}. Entao, {z~', 2%y} ¢ uma base para o grupo livre F'(X).

Para verificar isto basta tomar a aplicacao

f:X — FX)

x — a7t

y — 2’y

e perceber que pela Propriedade Universal dos Grupos Livres existe um tnico homomor-
fismo ¢ : F(X) — F(X). Como tal grupo livre é finitamente gerado, entao F'(X) é

hopfiano consequentemente ¢ é automorfismo. n

Proposigao 2.11. Seja X um subconjunto do grupo livre G. Entao as sequintes afirma-

coes sao equivalentes:
i). G € livre com base X.

ii). Todo elemento de G pode ser escrito de maneira tinica na forma xi' ... x;" para cada

n>0,x;, € X ee ==l onde €,41 F# —€ S€ lpp1 = iy

iwi). X gera G e 1 nao € igual a qualquer produto xi! ... x5, comn >0, z;, € X, ¢, = %1

. in?

€ €yl F —€r S€ Upyy = iy

Prova: (ii) = (i) ¢ imediato. (4i¢) = (i4): Suponhamos que existisse uma forma de
escrever um elemento g € GG de duas maneiras diferentes, entao multiplicando um pelo
inverso do outro estariamos escrevendo 1 como um produto nao trivial de letras em X.
(17i) e (ii) < (i): Se G é livre sobre X entao goza das propriedades da hipotese, uma
vez que F(X) ¢é livre. Considere o homomorfismo « : F'(X) — G que ¢é induzido pela
aplicacdo identidade de X. Note que « ¢é sobrejetor, pois i(X) gera G. Além disso,
(73i) implica que o também ¢é injetor. Portanto, G = F(X) e tem-se demonstrada a

proposicao. ]

Corolario 2.3. Seja G gerado por X e ¢ : G — H um homomorfismo injetor sobre X
tal que p(G) € livre sobre o(X). Entao G € livre com base X .

Prova: A condicao (iii) vale para X e G porque ¢(X) e ¢(G) a cumprem, sendo assim

G é livre de acordo com a Proposigao 2.11. O]

Corolario 2.4. Seja G livre com base X e seja’Y C X. Entao o subgrupo (Y) de G é

livre com base Y .

Prova: Veja que também decorre de imediato do item (ii) da Proposigao 2.11. [
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2.3 Apresentacao de Grupos

Nesta subsecgao iremos definir apresentacao de grupos, consequéncia do estudo de
grupos livres e da Propriedade Universal. Este método é o objetivo principal deste capitulo
e um dos topicos mais importantes da Teoria Combinatoria de Grupos, pois permitira
descrever o grupo de trangas no disco por meio de elementos que geram o grupo e que

satisfazem determinadas relagoes.

Definigao 2.5. Seja G um grupo, X um conjunto e ¢ : F(X) — G um epimorfismo.
i. X é chamado de conjunto de simbolos geradores de G.
ii. A familia (X) = {p(z);2 € X} é chamada de conjunto de geradores para G.

ili. ker(y) é chamado de conjunto de relatores de G sob .

iv. Dada duas palavras u = ;! ... 77" e v = :cji . .CC?Z se wv™! € ker(yp), fazendo

a; = p(x;) dizemos que a equagao a;' ...a;" = af} .. .a?ﬂ”; é uma relagao em G.

Definigao 2.6. Para todo subconjunto S de um grupo G, o fecho normal {S)¢ ¢ chamado

de conjunto das consequéncias de S em G.

Definigao 2.7. Seja G um grupo, X um conjunto e ¢ : F'(X) — G um epimorfismo.
Se ker(¢) é o conjunto das consequéncias de algum subconjunto R de F(X), ou seja,
ker(p) = (R)¥(X), entdo chamamos R de conjunto de relatores definidores de G sob ¢.
Diremos que uma relacdo v = v em G é uma consequéncia de relatores definidores se uv !

é uma consequéncia de relatores definidores.

Definicao 2.8. Uma apresenta¢do de um grupo GG consiste num conjunto X, um epi-
morfismo ¢ : F(X) — G e de um conjunto R de relatores definidores de G sob ¢ e a
denotamos por G = (X|R)?. Quando X e R forem finitos diremos que (X|R)¥ é uma

apresentacao finita de G, ou que G é finitamente apresentado.

Observacao 2.9. Omitiremos ¢ na notagdo quando ¢ for a aplicagdo natural de F'(X)
em F(X)/(R)¥™X) ou se ¢ for injetora sobre X.

Observacao 2.10. Todo grupo admite apresentagao (X|R). De fato, seja G um grupo
qualquer. Existe o epimorfismo ¢ : F(X) — G, onde X é um conjunto gerador para G.
Para algum R C G temos que ker(p) = (R)FX). Tome R = ker(p) < F(X). Claramente,
(ker(p))F') = ker(yp). Consequentemente obtemos G = (X |R)¥.

Exemplo 2.6. O grupo livre F(X) ¢ apresentado por (X|R) com R = &. De fato, scja

F(X).

¢ = Idpx). Consequentemente, ker(¢) = {1} = (@) Portanto, R = @ e temos

assim a apresentagao de F'(X) conforme a definigao 2.8.
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Exemplo 2.7. O grupo aditivo dos inteiros (Z,+) é finitamente apresentado. De fato,

consideremos a seguinte funcao sobrejetora

fiday — {1}

a — 1

f se estende naturalmente ao epimorfismo ¢ : F/(X) — Z. Temos que F(X) = {a™;n €
Z} e

ker(p) = {a" € F(X); p(a") =0}
= {a" € F(X); np(a) = 0}
= {a"; n=0}={1}

Logo, pela Defini¢ao 2.8, temos (Z, +) = (a|@)?.

Exemplo 2.8. O grupo ciclico Z,, de ordem n, tem apresentacao (z|z").

Teorema 2.3. (Teorema de Von Dyck) Seja G apresentado por (X|R)¢, f : X — H uma
func¢ao de X para um grupo qualquer H e 0 : F(X) — H o correspondente homomorfismo
que estende f. Se O(r) =1 para todo r € R, entao existe um homomorfismo ¢ : G — H
tal que ¢ o Y(x) = f(x) para todo x € X. Além disso, se f(X) gera H entao 1) é um
epimorfismo.

X —%F(X)

| A

Prova: Por hipotese, G é apresentado por (X|R)¥ onde ¢ : F(X) — G é um epi-
morfismo e R C F(X) é o conjunto de relatores definidores para G sob ¢. Desde que
ker(0) < F(X), entdo R C ker(f) e segue que ker(p) C ker(6), pois 0(r) = 1,Vr € R.

Sendo ¢ : F(X) — G um epimorfismo, existe w € F(X) tal que p(w) =g, g € G.

Vamos definir

v:G — H
g +— ¥(g) =0(w),Yw € F(X), p(w) = g.

i. 1 é bem definida. Dados w,w’ € F(X) tais que p(w) = ¢(w'). Dai, p(w—w') = 1g 0
que implica w—w' € ker(p) C ker(0), portanto f(w—w') = 1. Consequentemente,

O(w) = 6(w').

ii. ¢ € um homomorfismo. Tome g1, g2 € G. Entao, (g - g2) = 6(w),Vw € F(X) tal
que p(w) = g1 - go. Mas, note que ¥(g1) - ¥(g2) = 0(u) - 0(v), Vu,v € F(X) tais que
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o(u) = g1 e (v) = go. Consequentemente,

p(w) = g1 - g2 = p(u)p(v) = p(u-y). (2.2)

Sendo assim, tome w' = uv € F(X). Pela equacio 2.2 conclufmos que
(g - g2) = O~ v) = O(u) - 6(v) = (u) - (v). (2.3)
iii. Para todo x € X
(40 9)(@) = blp(x)) = (g) = 0x) = f(2). (2.4)

Por fim, suponhamos que H = (f(X)), entdo tomando h € H temos que h seré escrito
da forma f(z;)" ... f(2;,)", comz;, € X, eFlen>0. Sejaw =z ...z27" € F(X).

Assim,

pw) = el .27
€1

= o(z) ... pzir)
= o(x;y) .. ()™ (2.5)

Concluimos entao que h € H, logo existe g € GG, conforme a equagao 2.5, tal que

v(g) = v(elg)) (2.6)
= P(p(@y)?" .. p(xi,)™)
= (o))" ... (Pop)(z,))™
= flzy)* .. flx,)™
= h. (2.7)

Sendo assim, 1 é epimorfismo. n

Observacao 2.11. Uma consequéncia do Teorema de Von Dyck é de que a inclusao
i: X — X UY induz um homomorfismo de (X|R) para (X UY|R U S)¥ para qualquer
subconjunto S de F(X UY).

Teorema 2.4. Seja R um subconjunto de um grupo A e seja 0 : A — H um homomor-
fismo tal que O(R) = {1}. Entdo, existe um homomorfismo ¢ : A/{(R)* — H tal que
0 =m o1, onde w € a projecio de A para A/{R)*.

Prova: Sabemos que existem X C A tal que A = (X)) e um epimorfismo ¢ : FI(X) — A,
onde F(X) ¢é livre gerado por X. Seja ¢ : A/(X)? — H dada por

[a] — ¥([a]) = 0(a),Ya € A.
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E fato que, se a € [b] = b- (R)? entdo ab~' € ({a"'ra; a,r € R}). Assim,
ab~t = ai_llrilail . .ai_nlrinain, a;, € Ay, ER, k=1,...,n. (2.8)

ALém disso, sendo ¢ : F(X) — A um epimorfismo e (R)* C A, existe w = ' ... x5

in

tal que p(w) = ab™!. Logo,
ab™ = p(w) = p(af)) ... p(zf) (2.9)
onde ¢(zj) = ai_klrikaik, a;, € A, r;, € R, paratodo k =1,...,n. Dai, temos

0(a)0(b) = 0(p(zf)). .. p(af)

(
(ai'riai,) ... 0(a; 'ri,a;,)
(
(

Il
SN

= 0(a,; N0 (r;,)0(a;,) . . .Q(a;l)g(rin)ﬁ(ain)
= 0(a;,) '0(a;,) ... 0(ai,) " 0(as,) = 0(a)0(b) = ([a])y([b]). (2.10)

Isto prova que ¢ ¢ bem definido. Para todo [a], [b] € A/{R)* temos

p(la][b]) = ¢(la - b]) = B(a - b) = 0(a)f(b) = ¥ ([a])¢([0])- (2.11)
Portanto, ¥ ¢ um homomorfismo que satisfaz (¢ o 7)(a) = 6(a), para todo a € A. O

Observagao 2.12. Quando dois grupos possuem a mesma apresentagao (X|R), entao
eles sdo isomorfos. De fato, sejam G e H grupos apresentados por (X|R)? e (X|R)? sob
os epimorfismos ¢ : F(X) — G e : F(X) — H, respectivamente. Consequentemente,
temos que (R)F'X) = ker(p) e (R)FX) = ker(y). Como ker(p) = ker(v), do Teorema

do Isomorfismo I vem que

FX) o FX)

ker(o)  ker(v)

I
1%

G H. (2.12)

]

Claramente, um grupo G pode ter muitas apresentagoes mesmo para um determinado
X e ¢ dado. Para comparar essas apresentagoes e resolver este problema vamos estudar as
transformacoes de Tietze e concluir que é possivel deduzir uma determinada apresentacao
com uma ja dada.

Seja G um grupo com apresentagao (X|R)?. Entdo, (X|R U S)? também ¢ uma
apresentacao de G para todo subconjunto S de (R)¥X). Sendo assim, diremos que (X |RU
S)¢ foi obtida de (X|R)? por uma transformagdo de Tietze do tipo I e que (X|R)¥ provém

de uma transformagao geral de Tietze do tipo I'. Se |S| = 1 diremos transformag¢ao de
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Tietze simples.

Seja Y um conjunto tal que X NY = & e seja u, o elemento de F(X) fara cada
y € Y. Entao (X UY|RU {yu,"',Vy € Y})* também apresenta G quando ¢(x) = ¢(z)
e ¥(y) = ¢(uy). De fato, seja N = (R U {yu,'})"™). Entao, ¢ induz o epimorfismo
m: F(XUY)/N — G, dado por wN +— ¢(w) onde ¢(RU {yu;'}) = {1}. Dai, o
teorema de von Dyck garante que existe um epimorfismo p : G — F(X UY)/N com

pop(x) =xN. Claramente, 7 o p é a aplicagao identidade. Além disso, note que

pom(yN) = pi(y) = pp(uy)uyN = yn. (2.13)

Portanto, a composicao p o m resulta na identidade e temos provado o resultado. Nos
dizemos que (X UY|RU {yu, ', Vy})¥ resulta de (X|R)? por uma transformagao geral de
Tietze do tipo 11 e que (X|R)¥ resulta de (XUY|RU{yu;1, Vy})¥ por uma transformagao
geral de Tietze do Tipo II'. Quando |Y| = 1 nos referimos a uma transformagao de Tietze
simples.

Os seguintes resultados serao assumidos sem demonstracoes, contudo poderao ser en-

contradas em [3] da referéncia.

Teorema 2.5. Duas apresentacoes de um mesmo grupo podem ser obtidas uma da outra
mediante uma sequéncia de transformacoes de Tietze. Se ambas as apresentagoes sao

finitas entdo poderao ser obtidas uma da outra mediante transformagoes de Tietze simples.

Proposigao 2.12. Seja G um grupo finitamente gerado e seja (Y'|S)¥ uma apresentacio

de G. Entao, existe um subconjunto finito X de Y que gera G.

Proposigao 2.13. Seja G apresentado por (X|R)? e (Y]S)¥. Se X, R eY sdo finitos

entio existe um subconjunto S, de S tal que G € apresentado por (Y|S;)Y.

2.4 Produtos Livres

Nesta tltima seccao do Capitulo 2 iremos definir um novo tipo de grupo chamado de

Produto Livre que ¢ a generalizagao do conceito de grupo livre.

Defini¢ao 2.9. Sejam {G,} uma familia de grupos, G um grupo e i, : G, — G um
homomorfismo. Entao, (G, {i,}) é chamado o produto livre dos grupos G, se para todo
grupo H e homomorfismo f, : G, — H existir um tnico homomorfismo f : G — H
tal que f, = f o4, para todo a.

Gao H

fa
—_—
e

G
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Observagao 2.13. A propriedade descrita na Definicao 2.9 é também conhecida como

Propriedade Universal para Produtos Livres.

Assim como fizemos com os grupos livres podemos nos perguntar se quando o produto
livre existe ele é tinico, mais ainda se as aplicac¢oes i, sao monomorfismos. Essa questao
é respondida na proposicao abaixo cuja demonstracao é omitida por ser a generalizacao

imediata da demonstragao da Proposicao 2.2.

Proposigao 2.14. Se (G, {i.}) € (H,{ja}) sao ambos produto livre de uma mesma familia
de grupos {G,} entao existe um unico isomorfismo f: G — H tal que f oi, = jo, para

todo a.
Proposicao 2.15. Toda familia de grupos G, tem um produto livre.

Prova: Suponha que para cada «, o grupo G,, é apresentado por (X|R,)?*. Além disso,

sem perda de generalidade, vamos supor que X, N Xg = & sempre que a # 3. Seja

F(gXa)

F(UXa) "
) e

(UR,,

G:

Entao G é apresentado por (UX,| U R,)? onde ¢ : F(UX,) — G é a aplicagao natural.
Agora, veja que pela observa?géo 2?11, que é consequéancia do Teorema de Von Dyck, a
inclusao i, : X, — UX, induz um homomorfismo i, : G, — G. Nosso trabalho seré
mostrar que (G, {z’a})aé o produto livre da familia {G,}.

Seja H um grupo qualquer. Considere para cada o o homomorfismo f, : G, — H.

Claramente, f, induz um homomorfismo
Yo = faop: F(X)—>H
tal que ¢, (R,) = {1}, para todo a. Defina o homomorfismo

v F(UX,) — H
por ¥(z) = ¥ (x), Vo € X,. E 6bvio que ¥ (UR,) = {1}. Sendo assim, o teorema de
Von Dyck nos garante a existéncia de um homomorfismo f : G — H tal que o diagrama

abalxo comuta

FUX.) Y1 (2.14)
wl Jf
G

Agora, para cada a, temosd que (i, © 9,)(7s) = ¢(z,), para todo z, € X,. Obtemos
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entao o diagrama

H (2.15)

Concluindo, temos

flia(pa(ra)) = flo(ra))

= fa(¥a(Ta)), V2, € X, (2.16)

Conforme a defini¢cao 2.9 de produtos livres, encontramos um homomorfismo f que satisfaz

a Propriedade Universal. O

Observagao 2.14. O produto livre de uma familia de grupos {G,} é denotado por
G = xG,. Denotamos por G = Gy * ... * G, o produto livre da familia de grupos {G,}
quando o € {1,...,n}.

Exemplo 2.9. O grupo livre F(X) é o produto livre da familia de grupos ciclicos
{{z); = € X}.

Os seguintes resultados serao assumidos sem demonstragoes. O primeiro é a versao do
Teorema da Forma Normal para o produto livre e o segundo também é anédlogo ao que

foi feito para grupos livres.

Teorema 2.6. (Teorema da Forma Normal para Produtos Livres) Seja (G, {in}) o produto

livre da familia de grupos {G4}. Entao,
1. Cada i, € um monomorfismo;

2. Considerando i, como a inclusao, todo elemento de G pode ser escrito unicamente

da forma g, . ..gn, comn >0, g; € G para cada o, g; # 1 € o, # qpyq para r < n.

Proposicao 2.16. Seja G, subgrupos de um grupo G. Entdao as sequintes afirmacoes sao

equivalentes.
i. G € o produto livre dos subgrupos G .

1. Todo elemento de G pode ser escrito unicamente como g ... g,, comn > 0,g; € G,

gi #1eaq; # .

1. G € gerado pelos subgrupos G, e 1 nao pode ser escrito como um produto gy ... gy

comn>0,g €Ga, g # 1 ea# .
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2.5 Apresentacao de Produtos diretos, Semidiretos e

Extensoes de Grupos

Nesta ultima secgao iremos calcular a apresentacao dos produtos direto e semidireto
de grupos bem como das extensoes de grupos. Para isto, também vamos calcular uma
apresentacao para extensoes de grupos. Cabe ressaltar a importancia desta seccao para
o trabalho, pois pretendemos escrever o grupo de trangas puras PB, como o produto

semidireto de grupos livres. Os resultados aqui expostos estao contidos em [8|.

Proposigao 2.17. Sejam G e H grupos apresentados por (X|R) e (Y|S), respectiva-
mente. Entao o produto direto G x H tem a apresentacao (X,Y|R, S, [X,Y]), onde [X,Y]
denota o subgrupo dos comutadores {x~ 'y twy; x € X,y € Y}.

Prova: Sejam D um grupo que possui apresentagao (X, Y |R,S,[X,Y]) eix : X — D,
iy : Y — D inclusoes. O Teorema de Von Dick garante que estas inclusoes induzem
homomorfismos ix : G — D e iy : H — D, respectivamente.

Observe que os relatores [X, Y] garantem que os elementos da imagem de ix comutam
com os elementos da imagem de iy em D. Seja aplicacdo o : G x H — D definida
por a(g,h) = ix(g)iy(h). Claramente, @ é um homomorfismo, basta verificar que é um
isomorfismo. De fato, a(x,1) = z,Vo € X e a(l,y) = y,Vy € Y. Enfim, considere a
aplica¢do : X UY — G x H dada por () = (z,1) e (y) = (1,y). Logo, pelo Teorema de
Von Dyck, existe um homomorfismo 5 : D — G x H que estende . Como Soa e avof5 fixam
os geradores de D e de G x H, concluimos que (8 é o inverso de a. Consequentemente, «

é um isomorfismo e pela observacao 2.12 encontramos uma apresentagao para G x H. [

Definigéo 2.10. Sejam G, G, A grupos. Dizemos que G é uma extensdo do grupo G por

A se existir um subgrupos normal N de G tal que A ¢ isomorfo a N e o quociente G /N é

a ~ B
isomorfo a G, ou seja, A= N e G/N = G, onde a e [ sdo isomorfismos, respectivamente.

A seguir, iremos dar exemplos de casos em que surgem extensoes de grupos.

1. Sejal: A — G um mergulho normal. Entdo, Im [ <1 G. Assim, defina N = I'm [ e
~ a ~ B
G = G/Iml. Portanto, A = Im [ e consequentemente G/Im [ = G.

2. Seja ¥ : G — G um epimorfismo. Vamos definir A = kerd. Assim, Pelo Teorema
do Isomorfismo I temos que kerd < G e G/kerd = G. Sendo assim, G é uma

extensao de G por A.

Veja que podemos ilustrar a extensao de grupos pelos diagramas

A2~ N‘. @
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G—2G/NL g

Aqui, [ é um homomorfismo injetor, ou seja, ker [ = {1}, ¥ é um homomorfismo

sobrejetor, ou seja, Imf = G e por fim, Im | = kerv.

Observacao 2.15. Conforme as consideragoes acima, pela Defini¢ao 1.24 podemos pensar

a extensao de grupos como uma sequéncia exata curta

1 ALlg . @ 1

Suponha que seja dada a extensao

1 ALl.g . @ 1

onde os grupos G e A sao apresentados por (X|R) e (Y|S), respectivamente. Vamos

buscar uma apresentacao para a extensao GG. Para isto, seguiremos trés passos abaixo.

i. Considere os conjuntos Y = {§ = l(y);y € Y} ¢ S = {5;5 € S}. S € o conjunto
das palavras em Y obtidas de S substituindo y por § quando y aparecer. Seja
X = {#;2 € X} os membros do transversal para Im [ em G tal que ¥(Z) = z, para
todo z € X.

ii. Para cada r € R, seja 7 a palavra em X obtida de r pela substituicao de cada x por
z. Veja que J(7) = 1g, logo para cada r € R temos que 7 € kert = Im . Desde
que Im | = (Y), cada 7 pode ser escrito como uma palavra, a saber, 6, € Y. Assim,
seja R={r6,'; r € R}.
iii. Como I'm | < G cada conjugado & 'z, & € X, § € Y pertence a I'm [ e assim é
uma palavra, a saber, w,, em Y. Seja T = {z7'giw,,; v € X,y € Y}
Teorema 2.7. Com as notagoes anteriores, o grupo G tem apresentacao <X, }7\]%, 5’, T)
Prova: Vamos supor que o grupo D possua a apresentacao (X,Y|R, S, T). Pelo teorema

de Von Dyck existe um homomorfismo
0:D — G (2.17)

d (9(d):{~

Quando restringimos 6 ao gerado por Y temos o homomorfismo

O1:(Y)=>Iml=A
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onde 6,(g) = y. Sabemos que as relagoes definidoras S de A sdo satisfeitas em (Y) > D.
Portanto, 6; é uma bijecao. Além disso, (57) ¢ um subgrupo normal de D, sendo assim,
obtemos
D
02 L= —

{Y)

o

I

=G (2.18)

~
3

que é dado por 05(Z(Y)) = z. Temos entao que s é uma bijecao.

Com isso, chegamos ao seguinte diagrama comutativo

l—s<Y>* D " K 1
j91 jg Jez
1 A——>G—=C 1

cujas linhas sao exatas. Sendo #; e 5 isomorfismos, pelo Lema dos Cinco temos que 6 é
isomorfismo. Portanto os grupos D e GG sdo isomorfos e possuem a mesma apresentacao.
O

Corolario 2.5. Sejam G = (X|R) e A = (Y|S) grupos e o : G — Aut(A) um homo-
morfismo tal que a(z)y = w,,, onde w,, € YT, comx € X, y € Y. Entio o produto

semidireto tem a apresentac¢ao

GxoA = (X,Y|R,S {o 'yzw, o0 € X,y € Y})

x?y’

Corolario 2.6. Sejam G e A grupos finitamente apresentados. Entio a extensio G de

G por A € também finitamente apresentada.



3
Trancas e Grupo de Trancas

Neste capitulo faremos um estudo dos resultados mais importantes sobre trancas e o
grupo de trancas. Faremos a definicao de uma tranca geométrica sobre n cordas no espaco
euclidiano tridimensional como foi dada por Emil Artin [1] em 1925.

Iremos definir o conceito de equivaléncia entre trancas por meio de uma isotopia, ou
seja, um homeomorfismo que preserva os axiomas da defini¢ao de tranga. Com isso, vamos
demonstrar que o conjunto das classes de equivaléncia das trancas sobre n cordas, munido
de uma operacao binaria, cumpre a Definicao 1.1 de grupo. Tal grupo sera chamado de
grupo de trancas Artin sobre n cordas ou simplesmente grupo de trancgas no disco que seré
denotado por B,. Veremos que quando a permutagao das cordas for trivial B, admitira
um subgrupo que seréd chamado de grupo de trancas puras sobre n cordas ou grupo de
trancas puras no disco e sera denotado por PB,. Estudaremos também o Teorema da
Apresentacao de Artin que define B, em termos de geradores e relatores, ou seja, uma
apresentacao para B, e consequentemente para PB,,.

Todo contetdo aqui apresentado foi baseado nos seguintes autores da referéncia [4],

7], [12] e [13].

3.1 Trancas Geométricas

Seja [E? o espaco euclidiano de dimensao 3. Nos faremos a identificacao de E3 com o
espago vetorial real R?, consistindo do sistema de coordenadas (z,¥, 2) tal que o eixo z
aponta no seu sentido positivo para baixo conforme a figura 1.

Consideremos os planos paralelos 2 = 2y e z = 2z, em E3, com z < 2, onde o
chamaremos de plano superior e plano inferior, respectivamente. Sobre o plano superior
marquemos n pontos Py, ..., P, distintos e colineares e consideremos os pontos P, ..., P!

suas projecoes ortogonais no plano inferior.

Defini¢ao 3.1. Uma tranga geométrica sobre n cordas (ou uma n-tranga) 5 é um sistema

de n arcos & = {4, .., } mergulhados em E?, onde o i-ésimo arco &7 conecta o ponto
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P; no plano superior ao ponto PT’(Z.) no plano inferior para cada permutagao 7 € {1,...,n},

satisfazendo os seguintes axiomas:

(i) Cada arco . intercepta cada plano paralelo intermediario aos planos superior e

inferior exatamente uma vez.

(ii) Os arcos 4, ..., o, interceptam cada plano parelelo intermediario aos planos su-

perior e inferior em exatamente n pontos distintos.

A permutacao 7 é chamada de permutacao da tranca. O arco .7 é chamado de i-ésima,
corda ou i-ésimo fio da tranga. Quando for conveniente escreveremos (.7, 7) para destacar

o sistema de arcos e a permutagao referente.

Figura 3.1: Representacao de uma tranga geométrica

» X

Ty /T
AN
AR SRE A
1 Py Pa

&
&

Fonte: [7]

Observagao 3.1. Podemos pensar num arco em E3 como a imagem de um mergulho

4 : [0,1] = E?, ou seja, como um caminho injetor do intervalo unitéario [0, 1] em E3.

A seguir faremos a definicao de trancas equivalentes. De maneira informal diremos
que duas n-trangas 1 e B9 sao equivalentes se pudermos deformar seus fios continuamente

uma na outra, de forma que em cada passo as condi¢oes da defini¢ao 3.1 sejam obedecidas.

Definigao 3.2. Duas n-trancas &° = {&?, ..., 1} e ' = {a}, ... &} com a mesma
permutacao 7 sao ditas equivalentes (ou isotdpicas) se existe uma isotopia ambiente, ou
simplemente isotopia, entre as trancas geométricas com permutacao 7 de &7 para «/*,

em outras palavras, se existirem n aplicagoes continuas

Fi:[0,1] x[0,1] —E* 1<i<n
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tal que

0<t<1,1<i<n (3.1)
Fi(t1) = ')
F;(0,s) = P,
0<s<1,1<i<n (3.2)
Fi(1,s) = PT(i)

de modo que se noés definimos &7 : [0,1] — E3 por &*(t) = F(t,s), entao &/° =

{47, ..., o7} ¢ ainda uma n-tranga geométrica (com permutagao 7) para cada 0 < s < 1.

Observacao 3.2. De fato, a relacao de equivaléncia de trancas enunciada na definicao

3.2 é uma relacao de equivaléncia. Com efeito, temos satisfeitas as propriedades de

i.) Reflexividade: Seja (7, 7) uma n-tranga. Ent@o para cada 1 < i < n temos que
a aplicagao Fj : [0,1] x [0,1] — E? dada por Fi(t,s) = A;(t), Vt, s € [0, 1] satisfaz

Fi(t,0) = #(t)

(3.3)
Fi(t,1) = (1)
Fl(O, S) = PZ
(3.4)
Fy(1,s) =P,

Ou seja, temos que (&7, 1) ~ (&, T),

ii.) Simetria: Sejam («7°,7) ~ (&1, 7) duas n-trangas. Entao existem n aplicagoes
F;:[0,1] x [0,1] — E3, onde 1 <4 < n, tais que

Fy(t,0) = °(t)

Fi(t,1) = &'(t);

(3.6)
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Para cada i € {1,...,n} defina a aplicagao G; : [0,1] x [0,1] — E? dada por
Gi(t,s) = Fi(t,1 —s) com 0 <t e s < 1. Sendo assim, note que

Gi(t,0) = Fy(t,1) = A(¢)

Gi(t,1) = Fi(t,0) = &Z°(t)

Gi(0,s) = Fj(0,1—s) = P,
(3.8)

iii.) Transitividade: Sejam as n-trangas (&Y, 7), (&7, 7) e (&%, 7) tais que (&/°, 1) ~
(1) e (@', 7) ~ (% 7). Entdo existem aplixacoes F; : [0,1] x [0,1] — E3 e
G; 1 [0,1] x [0,1] — E? satisfazendo a defini¢ao 3.2. Vamos definir H; : [0,1] x
[0,1] — E3 por

Fi(t,2s), 0<s<1/2,
Hi(t,s) = (3.9)
Gi(t, 25— 1), 1/2<s<1

Veja que H; é continua para todo ¢ € {1,...,n}, entao

H;(t,0) = Fi(t,0) = &°, 0<s<1/2,

(3.10)
Fi(0,25) =P, 0<s<1/2

Hi(0,5) = (0,25) s/ (3.11)
Gi(0,2s—1)=P, 1/2<s<1
Fi(1,25) = P.(i <s<1/2

Hls) = { HL2I=EO, 0= s (3.12)
Gi(1,2s —1)=P/(i), 1/2<s<1

Sendo assim, concluimos que (&%, 7) ~ (272, 7).

Observacgao 3.3. Neste trabalho, em termos de notacao, devido a relagao de isotopia de

trangas, nao faremos distingao entre a tranga [ e sua classe de equivaléncia [3]. Além
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disso, também usaremos, quando for conveniente, a notac¢ao 5 = (f31, ..., f,) para denotar

a classe de equavaléncia de uma tranca f3.

Observacao 3.4. Podemos visualizar uma tranca projetando-a num plano em E? con-
tendo os pontos Pi,..., P, P{,..., P/ como um sistema de arcos poligonais cujo cruza-
mentos entre os arcos sao transversais. Veja que cada cruzamento pode ser visto em
diferentes niveis, eles serao indicados quando os arcos se cruzam por cima ou por baixo

um dos outros.

Figura 3.2: Projecao padrao de uma n-tranga

Py

Fonte: [7]

3.2 Geradores de Artin

A figura 3.2 nos permite decompor uma tranga em varias outras trancas chamadas
trancas elementares. Veremos como que uma tranca pode ser escrita como um produto
dessas trancas elementares e a partir dai estudar relagoes que sao satisfeitas por tais. O
intuito é de estudar uma apresentacao para o grupo de trancas, que serda descrito em
breve, e de enunciar o Teorema da Apresentacao de Artin. A partir de agora o conjunto

das classes de equivaléncia de uma n-tranca [ sera denotado por B,.

Definicao 3.3. Para cada 1 < ¢ < n — 1 vamos denotar denotar por o; a n-tranca
geométrica elementar quando i-ésimo arco da tranga cruzar por cima o (i + 1)-ésimo arco

uma Unica vez e as demais cordas ligam os pontos P, ..., P,, P{,..., P! sem se cruzarem.
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Figura 3.3: n-tranca geométrica elementar

1 1+1
- —
» 2 .
0
Fonte: [7]

Exemplo 3.1. Se olharmos a tranga da figura 3.2 como uma 5-tranca 8 podemos escreveé-

la como um produto de trangas elementares, a saber, § = o5 Voot oo

A partir de agora vamos definir uma operagao em B, afim de demonstrar que o

conjunto das n-trancas geométricas possue estrutura de grupo.

Definicao 3.4. Sejam (3, e 3, duas n-trancas geométricas. Entao nés definimos o produto

(composicao) das trangas (3 e (2, denotado por f; - B2, da seguinte forma:

i.) Identificamos o plano superior de 3 com o plano inferior de §; de modo que os

pontos finais e inicias de tais trancas coincidam.

ii.) Removemos os planos coincidentes e consideramos como plano superior z = z; e

plano inferior z = z; os tais planos de 31 e 3, respectivamente.

iii.) Comprimimos de modo continuo a n-tranca resultante dos passos anteriores.

Figura 3.4: Produto de n-trangas

o)
/7

Z =2 +—————s
B [0
Fonte: [7]

Observagao 3.5. Se substituirmos as trangas ; e J2 por trancas homotopicas 5] e /35
temos que o produto g} - 5 € isotopica a f; - f2. Assim, o produto no conjunto das classes

de equivaléncia de n-trancas, feito na definicao 3.4, é bem definido.
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Definigao 3.5. A n-tranga trivial € ¢ a n-tranca cujos fios ligam os pontos Py, ..., P, P{,..., P}

de forma ortogonal, ou seja, nao se cruzam conforme a figura 3.5

Figura 3.5: n-tranca trivial

. d . 4 i
& w .
& » 2
Fonte: [7]

Definicao 3.6. A n-tranca inversa 3~! de uma n-tranca 3 é obtida pela imagem refletida

de 8 num espelho horizontal no plano inferior.

Figura 3.6: n-tranca inversa 57!

e

Fonte: [7]

Observacao 3.6. Conforme a Definicao 3.6 o produto das n-trancas 3 e 37! ¢ isotopico

a n-tranca trivial. Ilustramos abaixo o produto 3 - 37!
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Figura 3.7: Produto das n-trancas e S~}

PERN PERN
/

- N

) )

~ v N

h I E B

Observacgao 3.7. O produto de trancas em B,, ¢ bem definido. Os elementos neutro e o
inverso de uma tranca serao a classe de equivaléncia da tranga trivial € e da tranga inversa

71 A demonstragao formal dessas afirmagoes sao encontradas em [4].

Definig¢ao 3.7. O par (B, ) tem estrutura de grupo e sera chamado de Grupo de Tranc¢a

de Artin sobre n cordas.

Observacao 3.8. Podemos ver uma n-tranca geométrica definida num cubo onde os
planos superior e inferior coincidem com as faces superior e inferior do cubo. Sendo
assim, B, também é conhecido como o grupo de trancas no disco pois as faces do cubo

sao homeomorfas ao disco.

Figura 3.8: Tranga representada no cilindro

* *°

Fonte: [13]

Observacao 3.9. Para a tranca elementar o;, 1 < i < n — 1, obtemos a tranca inversa

o; ' ¢ obtida pela mudanga do cruzamento (conforme ilustrado na Figura 3.9) onde o

t + l-arco passa a cruzar o i-ésimo arco por cima.
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Figura 3.9: Obtencao da inversa de uma tranga elementar
1 1+1 i i+l

J L)

Fonte |7]

Observacao 3.10. E intuitivo perceber, conforme a Figura 3.2, que uma classe de equi-
valéncia de uma n-tranca geométrica pode ser escrita como um produto de trangas ele-
mentares o; com 1 < ¢ < n — 1. Dessa forma, concluimos que os as trangas geométricas
geram os elementos de B, ou seja, B, = ({o;] 1 < i < n —1}). Logo, dizemos que o

conjunto {oy,...,0,} é gerador de B,,.

3.3 Relagoes em B,

Na secao anterior mostramos que uma classe de equivaléncia de uma n-trancga geomé-
trica pode ser escrita como um produto de trancas elementares onde concluimos que sao
os geradores do grupo B,,. Agora, como pretendemos descrever B,, por meio de uma apre-
sentacao de grupos, estudaremos algumas relacoes que as trancas elementares satisfazem,
isto serd importante para enunciar o Teorema da Apresentagao de Artin.

Sejam o1, ...,0, os geradores de B,,.

1) Quando |i —j| > 2e 1 <4,j <n—1temos que o par 7,7 + 1 ndo intefere no par

J,7 + 1, ou seja, obtemos a seguinte relagao

oi-0j=0j-0; para|i —j| >2,1<i,j<n-—1. (3.13)
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Figura 3.10: Relagao em B,
j 1 1+1 j g+l

/

e [ ~ [N P [P P S P—
Jj‘at
Fonte: [7]
2) Outra relagao em B,,.
O Ojy1 - 03 = Oiq1 - 04 - Oiy1, paral <1 <n—2. (3.14)

Figura 3.11: Outra relacao em B,,

-

1 i+1 142 i 1+1 142

Oi+17 03" Oinq

Fonte: [7]

As relagoes estudadas nos itens 2 e 3 acima sao as mais gerais que os elementos
de B, satisfazem, ou sejam, qualquer outra relacao pode ser deduzida através destas
apresentadas. Em [Artin|, Emil Artin, pela primeira vez, demonstra este fato (que nao ¢

trivial). A seguir enunciamos o Teorema da Apresentagao de Artin.

Teorema 3.1. (Teorema da Apresentagio de Artin) O grupo B, de trancas geométricas

sob n cordas admite apresenta¢ao com geradores oy, ...,0, € relagoes
(1) o;-0;=0j- -0, para|i—j| >2,1<i,j5<n-—1

(2) O—i'o_i+1'0i:0—i+1'ai'o—i+17 paralﬁzﬁn—?
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Observacao 3.11. De acordo com a notagao adotada de apresentagao de grupos também

escrevemos a apresentacao de B,, da seguinte forma:

oi-0;=0j-0; li—j]1>2 1<d,j<n-1

Bn:<01,...,0n > (3.15)

O;* Oip1° 03 = 0441 05 Oyl I<i<n-2

Exemplo 3.2. Pelo Teorema da Apresentagao de Artin temos que B; = {1}. O grupo
das 2-trangas B, tem apresentacao (op|@), ou seja, ¢ um grupo livre de rank 1 isomorfo

ao grupo aditivo dos inteiros Z. O grupo das 3-trancas B admite a seguinte apresentagao
<U1,02 | 010201 = 020102>
E o grupo B, tem apresentacao
<O'1, 09,03 ’ 010901 = 090109,0920309 = 030903,0103 = O'30'1>.

Observacao 3.12. A demonstragao do Teorema da Apresentacao de Artin requer o uso
de ferramentas da Topologia Algébrica (grupo fundamental e espagos de configuragao)
que fogem do escorpo deste trabalho. Para tal recomendamos consultar o artigo Theory

of Braids em [2] da referéncia.

Observagao 3.13. O grupo de trangas com infinitas cordas é denotado por B, e possui

apresentacdo com infinitos geradores {0y, 09, ...} ¢ as mesmas relagoes satisfeitas em B,,.

Observacao 3.14. Com o Teorema da Apresentacao de Artin podemos mostrar que os
geradores {oy,...,0,} de B, também satisfazem a relacdo Uiafﬂai = ai_flafaiﬂ, onde

k € Z.
Proposicao 3.1. Para todo i € {1,2,...,n}, o; tem ordem infinita.

Prova: Pelo exemplo 3.2 temos claramente que os elementos de B; e By tem ordem
infinita. Para todo n > 2 o grupo B, contém o grupo B, consequentemente o; tem
ordem infinita em B,,.

Suponha que exista um k € Z tal que o5 = 1,,. Entao (o10201)0%(010901)7 = 1,,. Mas,
como (0,0901)0%(010901) 7! = 0y entdo chegamos a conclusao de que oy tem ordem finita,

o que é um absurdo. O

Proposicao 3.2. Seja 1 < m < n entao a aplicagao Y : B,, — B,, € um monomorfismo.

Consequentemente, B,, € um subgrupo de B, .
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Figura 3.12: Inclusao de B,, em B,

1 2 m 1 2 m m+l n
.IOI ¢, .'C—[
— ﬁ “ne
[T [T
1 2 m 1 2 m m+l n

Fonte: [13]

Prova: Pelo Teorema da Apresentacao de Artin temos que

= e Om b ). )
0;  Oiq10; = 0iq1 0 Oiqq 1<i,5<m—2
e
gi-0;=0;"0; li—j]>2 1<i,j<n-1

Bn:<01,...,an

- > (3.17)
O; " Oip1° 03 = 041 05 Oyl 1<4,j<n-2

Para provar que v ¢ um homomorfismo basta mostrar que toda relacao de B,, ¢ valida
em B,. Contudo, basta notar que isto é cumprido pelas apresentagoes de B,, e B,, acima.
Agora, mostraremos que 1 é injetor, entao teremos um monomorfismo.

Com efeito, suponha que temos 5 € B, tal que ¥() = 1,,. Sendo assim, ao adicionar
n —m trancas simples obteremos uma tranca equivalente a tranca trivial. Formalizando a
ideia, temos uma isotopia F; : [0, 1] x [0,1] — E? onde 1(3) é deformada continuamente
em trangas f3;, para cada i € {1,2,...,n}, na tranca trivial 1,. Quando removemos as
n — m ultimas cordas da tranca f; obtemos trancas com m cordas, a saber, 5. Por
construgao, temos que ¥(8) = 1,,. Assim, ker(y) = {1,,}. O

3.4 Grupo de Trancas Puras

De acordo com a Definicao 3.2 temos que trancas equivalentes possuem a mesma
permutacao. Com isso, temos uma aplicacao 7, : B, — S,, onde S, é o grupo das

permutagoes de n letras do conjunto {1,...,n}.
Definicao 3.8. Uma n-tranca € B,, é dita pura quando sua permutacao é trivial.

Exemplo 3.3. A figura abaixo é uma tranca pura sob 2 cordas.
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Figura 3.13: 2-tranca pura

e o

~

2

Fonte: [13]

Definicao 3.9. O conjunto de todas as trancgas puras sobre n cordas é denotado por PB,,.
Proposicao 3.3. Seja B,, n > 1, o grupo das trangas geométricas sob n cordas.

i). O congunto de todas as trangas puras sob n cordas € um subgrupo normal de By, ou
seja, PB, < B,,.

it). Erxiste um isomorfismo do grupo quociente B, /PB, no grupo das permutagoes S,,.

Prova: Vamos definir a aplicagao

B, — S,

B — m(B) (3.18)

onde 7,,(f) é a permutagao de 5. Veja que 7, ¢ um homomorfismo. Se tomarmos § € PB,
temos que 7,(5) = 1, onde 1 denota a permutagao identidade, pois as trangas puras tem
permutagao trivial. Além disso, se tomarmos f; e 51 em PB, temos que 7,(8:02) = 1.
Este fato segue de que o produto de duas trangas puras ainda é uma tranga pura. Logo,
ker(t) = PB,,. Portanto, PB,, < B,,. Com isso esta provado (i.). Veja que 7,, é sobrejetor
e pelo Teorema do isomorfismo I temos que B, /PB,, = S,, o que demonstra o item (ii.).
Consequentemente temos que (B, : PB,,) = |B,/PB,| = nl. O

Corolario 3.1. A sequéncia 1 PB, =B, =S, 1 € exata.
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Uma Ordem no Grupo de Trancas By,

Neste Capitulo, iremos mostrar que o Grupo de Trangas Artin com n cordas B,, admite
uma ordem invariante & esquerda, mas nao é bi-ordenével. Para isto, faremos a defini¢ao
de ordem e estudaremos as propriedades de grupos ordenados e por consequéncias obter
mais informagoes de propriedades algébricas de B,,. A ordenacao de PB,, sera tratada no
Capitulo 5, pois difere grandemente da ordem que seréd dada em B,,

Esse capitulo esta baseado em [4], [9] e [15].

4.1 Grupos Ordenados

Nesta sec¢ao, iremos apresentar a definicao de ordem e estudar os grupos ordenados.
Aqui, iremos desenvolver o conceito de ordens estritas (ou linear) e invariantes por mul-

tiplicagao. Todos os grupos serao escritos com a notacao multiplicativa.

Definicao 4.1. Uma ordem sobre um conjunto X é uma operagao binaria < sobre os

elementos de X satisfazendo as seguintes propriedades para todo z,y,z € X.
(i.) (Reflexividade) x > x,

(ii.) (Antissimetria) (x > yey >z) = o =1y,

(iii.) (Transitividade) (x >yey > z) = x> 2.

Observagao 4.1. No6s também escrevemos y < x para denotar x > y. KEscreveremos
r <youy>x quando x > y e x # y, neste caso < é uma ordem estrita. E claro que

nao existem elementos x,y € X tais que aconteca x < y e y < x simultaneamente.

Definicao 4.2. Uma ordem ¢é dita ser total ou linear se para todo x,y € X temos que

apenas uma das trés situagoes ocorrem: r =y, r >y ouy > x.

Definicao 4.3. Sejam os pares (X, >) e (X', >') onde > e >’ sdo uma ordem em X e X,
respectivamente. Dizemos que a aplicagdo f : X — X' preserva ordem se x > y entao
f(x) >" f(y) para todo z,y € X.
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Definicao 4.4. Uma ordem > sobre um grupo G é invariante a esquerda quando para
todo x,y,z € G temos x > y = zxr > zy. Analogamente, definimos uma ordem invariante

a direita, onde © >y = xz > yz.
Definicao 4.5. Uma ordem > sobre um grupo GG que é invariante & esquerda e a direita

é chamada de bi-ordenacao.

Definicao 4.6. Um grupo G é ordendvel se admite uma ordem > invariante a esquerda

ou a direita.

Observagao 4.2. Note que se um grupo GG admite uma ordem invariante a esquerda >
entdo podemos obter uma ordem invariante & direita <’ fazendo v <' y <= 27! > y!

para todo =,y € G.

Exemplo 4.1. O conjunto dos numeros reais R é ordenavel munido da ordem padrao

conhecida.
Lema 4.1. Se G1,...,G, sao grupos ordenados entdo o produto direto deles também é
ordenado.
Prova: Seja >; a ordem total invariante a esquerda sobre G;, onde i = 1,...,n. Vamos
definir a relagdo > em G = G; X ... X G,, da seguinte maneira: (x1,...,2,) > (Y1, -, Yn)
se cada zj, = y, conde k € {1,...,n} ou existe um indice r € {1,...,n} tal que x; = ys

quando ¢ < r e x, >, y,. Claramente > satisfaz a defini¢ao de ordem. Veremos agora que
de fato a ordem é total e invariante & esquerda. Com efeito, desde que as ordens >; sobre

(G; sao totais entao > também é total. Sejam

r=(x1,...,20),y= Y1, Yn) € 2=(21,...,2n)

elementos de G. Se r < y entdo existe um r € {1,...,n} tal que x; = y; quando i < r e

x, >, y. Consequentemente z;xr; = z;y; quando ¢ < r e 2,T, >, 2z, ]

Lema 4.2. Seja G um grupo e H um subgrupo normal de G. Se H e G/H tem uma
ordem total invariante & esquerda entdo a inclusao i : H — G e a projecdo candnica
7 : G — G/H preserva ordem. Além disso, se a ordem total invariante a esquerda sobre
H e G/H sao bi-invariante e zxz~' > 1 para todo z € G e x € H com x > 1 entio a

ordem itnvariante & esquerda associada a G € bi-invariante.

Prova: Denotemos por >g/y e >y as ordens totais invariantes a esquerda de G /H
e H, respectivamente. Vamos definir >4 em G de forma que dados z,y € G temos
x >¢ y se m(x) <g/u m(y) ou w(x) = w(y) e x~'y > 1. Observe que 271y € H. De
fato, > ¢ invariante a direita, pois 7(z2) = m(2)7(2) >q/u 7(yz) = ©(y)n(2), z € G.
Além disso, m(zz) = w(x)n(2) = w(y)7w(z) = m(yz). Como, por hipotese, a conjugacao
por um elemento de H ¢é positiva temos que (zz)"!(yz) = z7'(x7'y)z >¢ 1. Portanto

rz <qg Yz. L]
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Observacao 4.3. Pelo Lema 4.1 e a ordenabilidade de R temos que todo espago vetorial
real de dimensao finita e seus subgrupos aditivos sao ordenados. Nem todo grupo é

ordenado.

Definigao 4.7. Para um subconjunto P de um grupo G definiremos os conjuntos P! =

{reGlatePteP?={z€q]|existem x,y € G tais que z = wy}.

Lema 4.3. Para qualquer subconjunto P de um grupo G temos que
PNP'=0ePn{l}#£o0<Pn{l}=0.

Se P2C P entio PN{l}=2=PnP!=0.

Prova: Se 1 € P entdao 1 = 17! € P~1. Consequentemente, P~ 'N{1} = o = Pn{l} =
@. Substituindo P por P~! nés provamos a reciproca.

Para provar que P NP~ = @ = PN {1} = & nos suponhamos que PN {1} # & e
concluiremos que PNP~1 £ &. Com efeito, se PN{1} # T entao 1 € Pel € P~ o que
resulta em P NP~ £ @.

Em fim, vamos provar a ultima afirmacao. Suponha que PNP~! # &. Sejax € PNP 1

entao x1 € P NP~ Consequentemente,
l=zx'eP*CP.

Portanto, P N {1} # @. O

Lema 4.4. Seja > uma ordem invariante a esquerda sobre um grupo G. Seja o conjunto
P={reG|z>1}
Entio P '={zeG|lax<1},PPCPe
Pn{l}=P 'n{l}=PnP'=0.

Se a ordem > ¢ total entio G =P UP~1U{1}.

Prova: Se z € P! entao 27 'P desde que 1 < z~!. Multiplicando por = & esquerda nés
obtemos x < 1. Similarmente, z < 1 implica que 1 = 7'z < 27'1 = 27! desde que
rt € Pexc Pl Isto prova que P~L.

A propriedade de antissimetria de uma ordem implica que P e P! ={x € G|z < 1}
sao disjuntos. E pela definicao de < temos que P e P~! sao distintos com {1}.

Se z,y € P entdao xy > xl =z > 1, com zy € P. Portanto P? C P.

Se a ordem geq é total entao para cada x € GG, necessariamente, temos x > 1l ouz =1
ou z < 1. Concluimos entao que G =P UP1U{1}. O
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Definicao 4.8. O subconjunto P = {z > 1 |z € G} de um grupo G definido no Lema
4.4 é chamado de cone positivo associado a ordem >. Os elementos de G que pertencem

a P sao ditos serem positivos com respeito a >.

Veremos que uma ordem total invariante a esquerda > sobre um grupo G pode ser

reconstruida pelo cone positivo.

Teorema 4.1. Seja P um subconjunto de um grupo G tal que P> C P e 1 & P. Entdo
G possui uma dnica ordem > invariante & esquerda tal que P = {x € G | x > 1}. Se

zPz71 C P entdo a ordem € bi-invariante. Se PUP T U{1} = G entio a ordem € total.

Prova: Seja P2 C P e 1 & P. Entao pelo Lema 4.4 temos que
PNP 'n{l}=o.

Dai, dados z,y € G definiremos > tal que x > y < z = y ou 7'y € P. A reflexividade é
imediata. Para verificar a antissimetria note que se 7 > yeyentaioxr =youz 'y € Pe
y~lz € P. Como ylx = (x7y)~! entdo 27y € PNP~! = @. Por fim, a transitividade
se verifica observando que se x 71y, y 12 € P entao z 7z =z lyy 1z € P2 C P.

Agora vamos mostrar que a ordem > é invariante 4 esquerda. Sejam x,y € G tais que
x>y Entdo o =y ou 7'y € P. Se x = y entdo zx = zy para todo z € G. No segundo
caso, se £ 'y € P entao (zz) " '(zy) = z7'y € P. Em ambos os casos zz > 2y.

Vamos assumir que 2P~! C P, para todo z € G. Entao dados z,y € G se x >y
entdox = youx 'y € P. Sex =y entdo zx = zy paratodo z € G. Sex"ly e Pez € G
entao (z2)7(yz) = 271 (27 'y)z pertence a zPz"! e consequentemente a P. Logo, temos
que > é invariante a direita.

Por fim, se P U P U {1} = G entdo para cada x,y € G temos que x~'y € P ou
r~ 'y € P~1. No primeiro caso temos r < ¥ e no segundo caso temos y 'z = (z71y)"t € P

desde que y < x. O ultimo caso seria x = y. Portanto, a ordem > ¢é total. O]

4.1.1 Propriedade dos Grupos Ordenados

Proposicao 4.1. Todo grupo ordenado G € livre de torsao.

Prova: Nos temos de mostrar que 2" # 1 para todo n € Z e todo elemento z € G

diferente de 1. Com efeito, suponha = > 1. Entao pela invariancia a esquerda temos

para todo n > 1. Por indugao, " > x > 1; consequentemente z™ # 1. Se x < 1, entao
7' >1ex™ = (27')" # 1. Portanto 2™ # 1.
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Defini¢ao 4.9. Sejam G um grupo e R um anel. O anel de grupo R[G] é o conjunto de
todas as expressoes da forma w =) geG Ag9 onde ay € R e somente um nimero finito de

ag sao nao-nulos, com operacoes definidas por

w+w = (Zagg) - (Zbgg) :Z(ag—irbg)g

9e@ ge@d 9eqd
ww' = (Z aq9) ( Z bph) = Z Z(agbh)gh
9eG hed 9€G heG

Proposicao 4.2. Se (G, >) é um grupo ordendvel e R é um anel sem divisores de 0 entdo

o anel de grupo sobre R, R[G], nao tem divisores de 0.

Prova: Sejam w =Y 0 rigi e w' =31

=1 5h; elementos nao nulos de R[G]. Podemos

supor que hy < hy < ... < hy. Temos que

q
ww' = Z Z(nsj)gihj.

=1 j=1

Pela invariancia a esquerda da ordem g¢;h; < g;h; paratodoi =1,...,pej =2,...,q.
Pela totalidade da ordem podemos encontrar um indice i tal que g;,h1 < g;h1 para i # i.
Afirmagao: (i, 1) é o tnico par (4, j) tal que g;,h; = g;h; em G.
De fato, observe que g;,h; < gi,h; para todo j # 1 e se i # i entao g,h; < gih1 < g;h;.
Portanto, o coeficiente de g;,h1 em ww’ € R[G] é 14,51, ndo nulo. Consequentemente,

ww # 0. O
Definicao 4.10. Um grupo G é bi-ordenado quando possui uma ordem total bi-invariante.

Exemplo 4.2. Todo grupo abeliano é bi-ordenavel. Basta notar que toda ordem invari-

ante a esquerda de um grupo abeliano é necessariamente bi-invariante.

Lema 4.5. Grupos bi-ordenados possuem raizes inicas, ou seja, se dados x,y € G tiver-

mos " = y", para algum inteiro n, entao r =y.

Prova: Observe que num grupo bi-ordenado se x < y e &’ < 3 implica que zx’ < yy'.
Como G é invariante a direita temos zz’ < yx’. Mas também é invariante & esquerda,
logo yx' < yy'. Pela transitividade de > obtemos zx’ < yy’. Por inducao temos que = < y
entao z" < y".

Agora, suponhamos que dados =,y € G tenhamos " = y". Como a ordem > é total
entao r =y ou x < y ou y < x. Os dois ultimos casos sao descartados, restando apenas

T =1. 0
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4.2 A o-ordenacao de B,

Nesta se¢ao, mostraremos que o grupo de trangas Artin B, nao é bi-ordenével, mas
pode ser ordenado por uma ordem total invariante a esquerda mediante uma construcao
chamada de ordena¢ao Dehornoy. Para isto, iremos definir quando uma palavra tranca

w é o-positiva ou o-negativa.
Proposicao 4.3. Paran > 3, o grupo B, nao € bi-ordendvel.

Prova: Basta observar que os elementos o105 € 0901 de B,, sao distintos, mas satisfazem

(0109)3 = (0201)% 0 que contradiz o Lema 4.5. O

Definicao 4.11. Uma palavra tranga w é uma palavra sobre o conjunto
{o1,...,0n,07% ...,0,'}.

Pelo Teorema da Apresentacao de Artin toda palavra tranca w representa um elemento

de B,. A palavra vazia representa o elemento neutro 1 de B,,

Definigao 4.12. A inversa de uma palavra tranga w = o' ... 05" nao vazia é a palavra

1 -1

—1 _ -
tranca w™" =0, ...0

Definicao 4.13. Nos definimos indice de uma palavra tranca w nao vazia como o menor

inteiro 7 € {1,...,n — 1} tal que o; ou o; ' aparece em w.

€1 gen

Definigao 4.14. Uma palavra tranga nao vazia w = o;'...0;" ¢ dita ser o;-positiva,

onde ¢, € {1} eix € {1,...,n — 1} para todo k € {1,...,n — 1}, se ela possui indice

1

i e 0, nao aparece em w. Dizemos que a palavra tranga ¢ o;-negativa se sua inversa ¢

o;-positiva.

Defini¢ao 4.15. Uma palavra tranca é o-positiva (respec. o-negativa) se for o;-positiva

(0;-negativa) para alguma i € {1,...,n}.

Definigao 4.16. Um elemento § de B, é o-positivo (respc. negativo) se é o;-positivo

(respec. o-negativo).
Exemplo 4.3. Os geradores {o1,09,...,0,_1} de B, sdo claramente o-positivos.

Observacgao 4.4. Nem toda palavra tranca representada por elementos o-positivos de
B,, é o-positiva. De fato, tome a palavra tranca w = o105(0; ')V, onde n > 1. Veja que
o indice de w é 1, mas w nao é o-positiva e nem o-negativa. Mesmo assim, representa
uma o-trancga positiva 8 € B,,. Fazendo de maneira anédloga 090109 = 010907 temos que
o) o109 = 01090Y, para todo N > 1. Multiplicando ‘4 esquerda ambos os lados por o, ™
obtemos 0109 = 045 N UQJ{V . A palavra o105 representa uma tranga o-positiva, portanto 3

¢ o-positiva.
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Seja P o subconjunto de B,, que contém todas as trangas o-positivas.

Lema 4.6. O subconjunto de B, consistindo de todas as trancas o-negativas é P~1 e

P2 CP.

Prova: Se § é um elemento o-netgativo de B,, entao é representado por uma palavra
tranca w que é o-negativa. Sabemos, por definicao, que w=! é o-positiva. Como 3! € B,
entao 37! € P. Ouseja, B € P~L. De maneira analoga provamos a outra inclusao. Agora,
sejam (1, B2 € P. Por definigao, tais trangas podem ser representadas, onde i, j € Z, por
o;-palavra w; e o;-palavra ws, respectivamente. Se ¢ < j entao a palavra tranca w;ws
serd o;-positiva. Caso contrario, temaremos w;ws uma palavra tranga o;-positiva, ou seja,

$132 sempre representa uma o-tranca positiva em B,,. Logo, P? C P. O]

4.2.1 Definigao da Ordem de Dehornoy

Essa secao contém um dos principais resultados desta monografia, pois mostraremos

que B,, possui uma ordem total invariante a esquerda.
Lema 4.7. 1 ¢ P.

Lema 4.8. Todo elemento 8 € B, distinto de 1, € o-positivo ou o-negativo. Em outras
palavras, PUP 1 U{1} = B,.

Teorema 4.2. Para todo n > 1 o grupo de trancas Artin B,, admite uma ordem > total

mvariante a esquerda tal que 1 < 3 se, e somente se, 5 € o-positiva.

Prova: Para todo 3,7 € B,, 3 > vse 3 =~ ou 371y € P. Entao pelo Teorema 4.1

temos que B,, é ordenado. O

Observagao 4.5. Observe que pela Proposi¢ao 4.2 e pelo Teorema 4.1 temos que Z|B,,]
é um anel sem divisores de zero e que B, é livre de torsao. Além disso, quando n = 2

temos que B, = Z e a ordem de Dehernoy coincide com ardem natural dos inteiros.

Observagao 4.6. A og-ordenacao de B, nao é invariante a direita. De fato, tome f; =
0105 e By = 010907 elementos de B,. Como B; é oy-positiva entdo serd o-positiva.

Agora, observe que

551&52 = (Jflaglafl)(01051)(010201) = 0;10510f1010201020;1 = 020f1

Claramente, 3, ' 313, = 020, " é o1-negativa, ou seja, ¢ o-negativa. Logo, 5182 < fs.
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4.2.2 Propriedades

Vamos discutir algumas propriedades que sao consequéncias da o-ordenac¢ao de Dehor-
noy em B,,.

Para a ordenagao de Dehernoy vale
3 2 3 3 2
>0 > 0] >0 > > 0501209 > - >0, >0, > Op_1.

Proposicao 4.4. (a) 0,_1 € o menor elemento o-positivo de B,. (b) B, ndo admite

elementos minimo e mdximo.

Prova: (a) Suponha que exista um elemento 5 € P tal que 5 < 0,_;. Equivalentemente
B~ lo,_1 € P. Seja w a palavra tranca o,-positiva representante de 3. Consequentemente

10'7171 é

a tranca 7! 0,_, é representada pela palavra w'o,_;. Se i < n — 1 entdao w™
o;-negativa o que é uma contradigao. Portanto, i = n — 1 implica w = (0,,_1)" para cada
inteiro » > 1. Entao se r = 1 temos 80,1 =1 eser > 1, 7 o,_; estard contido em
P. Ainda assim obtemos contradi¢oes. Portanto, nao existe elemento 5 € B,, que satisfaz
b < on,_1.

(b) Como o; > 1 > 07! a invariancia & esquerda da ordem implica que para todo 3 € B,

temos Boy > B > Boy'. Logo, B, ndo admite elementos maximal e minimal. n

Lema 4.9. A inclusao i : B,, — By, preserva ordem com respeito a ordem de Dehornoy,
que €,

B =B =i(B) Zn1i(B)
para todo B, € B,.

Seja By = |J B, o limite indutivo dos grupos B, com respeito a inclusao i. Por
n>1
definicao, todo elemento de B, esta contido em algum dos conjuntos B,,. A estrutura de

grupo de B,, se extende naturalmente a Bo.
O lema a seguir fornecera um caminho para demonstrarmos a préxima proposicao e

conluir que B, é isomorfo a Q como conjuntos ordenados.

Lema 4.10. (Cantor) Seja (G,>) um conjunto ordenado nao vazio e enumerdvel. Se (i)
para todo g € G existir um h € G tal que g < h; (ii) para todo g € G existir um h € G tal
que h < g e (iii) para todo g,h € G existir um k € G tal que se g < h implica g < k < h

entio (G, >) € isomorfo, como conjunto ordenado, ao conjunto dos nimeros racionais Q.

Proposicao 4.5. FExiste uma unica ordem total invariante a esquerda em B, tal que as
inclusoes © : B, — By preserva ordem. Além disso, By, € isomorfo ao conjunto dos

racionais Q como conjuntos ordenados.

Prova: (a) Sejam (3,8’ € B. Por definigao, existe um n tal que 5,5 € B,. Fagamos

B <, B se f <, . Por construcao temos que <., ¢ a tnica ordem total invaiante a
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esquerda sobre B, e que a inclusao i : B,, — B, preserva a ordem.

Como qualquer grupo gerado por um conjunto enumeravel de geradores é enumeravel
temos que B, é enumeravel.

Se temos um elemento § maximo (resp. minimo) em B, entdo [ também serda um
elemento méaximo (resp. minimo) de B,,, onde n é o indice do grupo de tranga ao qual (3
pertence. Mas isso ¢ uma contradi¢ao pela Proposicao 4.4.

Enfim, para provarmos a tltima afirmacao, basta observarmos que para todo 8 € B, tal
que 1 < B existe um a tal que 1 < a < 3. De fato, para 8 € By, tome o = i(3)o,' € Bpy1.
Desde que o indice da palavra tranca o-positiva representante de § é ¢ < n a tranca «
é o-positiva. Portanto, 1 < a sobre B,.; consequentemente sobre B,,. Por outro lado
a ' = a, em By, ou seja, o~ '3 é o-positiva. Logo, a < B e o resultado segue do Lema
de Cantor. m



5!

A Bi-Ordenacao de PB,,

Neste capitulo concluimos o estudo da ordenabilidade do Grupo de Trancas de Artin.
Mostraremos que o grupo de trancas puras sobre n cordas, a saber PB,,, ¢ bi-ordenavel.
A ordem que sera definina no grupo de trangas puras sera totalmente diferente da ordem
definida em B,. Para isto, iremos estudar a ordem de Magnus onde teremos que os
grupos livres sao bi-ordenéveis e que o produto semidireto de tais grupos também pode
ser bi-ordenével via a ordenacao lexicografica apresentada anteriormente. O resultado
sera concluido provando que PB, é isomorfo a um produto semidireto de grupos livres
chamada sequéncia normal de Artin.

As referéncias desse capitulo sao [4] [9], [12] e [15].

5.1 A Expansao de Magnus

Definicao 5.1. Fixemos um conjunto finito nao vazio X = {Xy,..., Xs} e seja M(X) =

M(Xy,...,X,) o monoide livre sobre X. Chamamos de série formal de poténcias sobre
X a soma
> W
WeM(X)
onde fy € Z.

Agora, vamos denotar por Z[[X]] o conjunto de todas as séries de poténcias formais
sobre X. Dados dois elementos quaisquer a = ;o psx) JuU € b = 3y cpyx)gvV em
Z[[X]] defina a + b como a soma de cada coeficiente da mesma palavra. O produto a.b é
dado por

( > fUU) < > QVV> => < > ngv>W-
UeM(X) VeM(X) W \w=Uv

Claramente, Z[[X]] ¢ um grupo aditivo abeliano munido da soma definida. J4 munido

com o produto temos entdo um anel com unidade 1 € Z[[X]].
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Definicao 5.2. O conjunto Z[[X]] munido das operagoes de soma e produto definidas
acima possui estrutura de anel e é chamado de anel nao-comutativo de séries formais em

n indeterminadas X

Definicao 5.3. O comprimento de uma palavra W é chamado o grau do mondémio fyW.
Nos dizemos que uma a série formal de poténcias a = 3 yc v x) fwW € Z[[X]] tem grau

> r, onde r é um inteiro positivo, se fyr = 0 para todo W € M (X) com [((W) < r.

Observacgao 5.1. Claramente, o produto de duas séries formais de poténcias a.b com grau

> r e > s, respectivamente, resulta numa série de poténcia formal cujo grau é > r + s.

Observagao 5.2. Para cada série formal de poténcia a = 3y x) fwW, seja e(a) =
ny € Z o coeficiente do elemento neutro 1 € Z[[X]]. E de facil verificagio mostrar que
a ¢ invertivel em Z[[X]] se, e somente se, e(a) = £1. Por enquanto, para todo z € X,

1+ 2 € Z[[X]] é invertivel e seu inverso serd a série formal de poténcia )7, . ,(—1)*z"*.

Lema 5.1. Para cada v € X e k € Z existe uma série de poténcias formal hy(z) na
varidvel x tal que
(1+2)" =1+ ka + 2%hy,(2).

Definicao 5.4. Denotaremos por O(k) o ideal de Z[[X]] formado pelas séries formais de

poténcias de graus maior ou igual a k. Denotaremos por o(k) os elementos de O(k).

Proposicao 5.1. Seja G = {1+ o(1)} o subconjunto de Z[[X]] formada pelas séries de
poténcias com termo constante igual a 1. Entdo G € um subgrupo de Z[[X]|| munido da

operacao de multiplicacao.

Prova: A associatividade e o fato de o elemento identidade 1+ 0z de Z[[X]] esta em G sdo
resultados imediatos. Quanto a existéncia do elemento inverso de a = 1+ h, onde h é uma
série formal envolvendo apenas mondmios de grau > 1, temos que a~! = 1—h+h%2—h3+. . ..
De fato, a.a™ = (1+h) (1 —h+h*—R3+..)=(1—h+h*=B3+...+(=1)"A"+...) +
(h—=h*+h+ ...+ (-1)"h"+...)=1. O

Proposigao 5.2. Seja F' um grupo livre sobre X. O homomorfismo de grupos p: FF — G
definido por p(x) =14 x € tinico para todo x € X e € injetor.

Prova: A existéncia e unicidade de p segue da definicao de F'. Quanto a demonstragao

da injetividade, tomemos um elemento w em F' nao trivial e escreva-o na forma

w=aM .z

. ro

onde x'fl, .., zF € X satisfazendo 7y # 9,19 # T3,...,T,_1 # T, € 0s inteiros ky, ..., k,
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sao diferentes de 0. Entao

pw) = (L)L) ()
= (1 + kll’l + Jﬁhkl((l’l))(l + 1‘2]{2 + 333}% (‘1'2)
(1 + ko + K2k, (2,))

Expandindo a série formal de poténcia do lado direito veremos que existe um tnico

mondmio da forma xq,. O coeficiente deste monémio é koks, > 0. Consequentemente,
p(w) # 1. O

Definigao 5.5. A série formal de poténcia pu(w) definida na Proposigdo 5.2 é chamada

de expansdo de Magnus de F relativa a base X.

Exemplo 5.1. Para w = xflxﬂ:l nés obtemos

pw) = (1=Xp+ X7 = X7+ )(1+ X2)(1+ X1),
= 14+ Xy — X1Xo+ XoX; + X7Xy — X1 X0 X; mod O(X?).

5.2 Grupos livres sao bi-ordenéaveis

Proposicao 5.3. Seja F' o grupo livre gerado por X. Toda ordem total < sobre X se

estende para uma ordem total bi-invariante sobre F.

Prova: Primeiramente, afirmamos que uma ordem total sobre X induz uma ordem >
sobre M (X). De fato,

(i) Sobre X C M(X), definiremos uma ordem < m(x) fazendo x <p;(x) y se, e somente

se, z < y.
(ii) Dados Wy, Wy € M (X) satisfazendo [(W;) < [(W5) entao diremos que Wy < W,

(iii) Se Wy e Wy em M(X) tem o mesmo comprimento entdo nés ordenamos lexicogra-
ficamente da seguinte forma: Se W, =x1---x, e Wo =y, -+ -y com z;,y; € X, para
todo 7, entao W; < W5 desde que exista & < r tal que xp < yp e x; = y; para todo
1 < k.

A ordem <psx) € bi-invariante e total. Veja que Wi < W; implica WV, < WW; e
WiW < WLl para todo W € M(X).

Pela Proposicao 5.2, se w € F' é um elemento distinto do elemento neutro 1 entao pu(w) # 1
em Z[[X]]. Escreva

plw) —1=>" fwW, (5.1)
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onde W nao sao palavras vazias em M(X) e fy s@o inteiros diferentes de 0.
Uma das palavras V(w) é a menor dentre as palavras que aparecem na expansao p(w) — 1

onde denotemos f(w) = fyw) # 0. Finalmente, definimos
P={weF—-{1}] f(w) > 0}. (5.2)

Claramente, um elemento w € F — {1} encontra-se em P se, e somente se, pu(w) ¢ da

forma

L+ fw)V+ ) fwW, (5.3)

W>V
onde V # 1e f(w) > 0.
Se tivermos um conjunto P conforme dado no Lema 4.4 entao teremos definida uma ordem
vi-invariante para F. Resulta das definicoes que 1 € P. Mostraremos agora que P? C P.

Considere dois elementos w,w’ € P e suas respectivas extensdes de Magnus

plw) =1+ f(w)V + > fuwW (5.4)
pw') =1+ f)V'+ > fiyW (5.5)
w>v’

onde f(w) > 0e f(w') > 0. Expandindo p(ww') = p(w)u(w') e sendo a ordem em M (X)

bi-invariante obtemos

f(w), V<V
flww') = f(w'), V>V (5.6)
fw) + f(w'), V=V
Em todos os casos teremos f(ww') > 0, ou seja, ww' € P.
Claramente, p(w™) = (u(w)) ™ e P~ ={w e F —{1} | f(w) < 0}. Pela injetividade de
p obtemos PUP L U{1} = F.
Resta verificar que wPw™! C P para todo w € F. Se n € Z[[X]] é uma série de poténcias

formal sem termo constante, ou seja, n € O(1), entao

A+m)W(L+n) " =W+ Y my W' (5.7)

W'>Ww

para todo inteiro my. Isto implica que

para todo w,w’ € F — {1}. Portanto, wPw™! C P para todo w € F. ]

Corolario 5.1. Todo grupo livre € bi-ordendvel.
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5.3 Ordenando o Grupo de Trancas Puras

Vimos neste trabalho que o produto direto G x H da Defini¢ao 1.20 de dois grupos bi-
ordenados também é bi-ordenado mediante a defini¢do de ordem lexicografica apresentada
no Lema 4.1. Veremos que no caso do produto semidireto esta afirmacao nem sempre é
verdadeira. Para ordenar o produto semidireto e concluir a bi-ordenabilidade do PB,

iremos recorrer também a ordem lexicografico de uma forma diferente.

Definigao 5.6. Seja GXH o produto semidireto dos grupos bi-ordenados (G,<g) e
(H,<py). Dados hg,h¢g' € GxH,

hg<h'gd &g<ggdoug=geh<yh.

Proposicao 5.4. Sejam (G,<g) e (H,<g) grupos bi-ordendveis. O produto semidireto
Gx H ¢ bi-ordendvel se, e somente se, g~ *Prg C Py para todo g € G.

Prova: (=) Seja h € Py. Claramente, (h,1) € Pgyy € temos também

(L,g)(h,1)(1,97") = (h*,1).

Pela bi-ordenabilidade de GxH temos que (h?,1) € Pgup, ou seja, (1,1) < (h9,1).
Portanto 1 <y h9 o que implica h9 € Py.

(<) Temos que g~ 'Pyg C P, para todo g € G. Vamos mostrar que conseguimos verificar
as hipoteses do Teorema 4.1.

Veja que dados (hy, ¢1), (ha, g2) € Gx H elementos positivos entao se g; ou g sao diferentes
de 14 entao g19g2 > 1g. Note também que se g1 = ¢go = 1g entao hihy = hlgflhgg =
hihy > 1g. Com isso concluimos que (h1g 'hagi, g192) = (hih§, g192) = (h1, g1)(ha, go) >
1, ou seja, o cone Pgypy é fechado em relagao a multiplicagao.

A hipétese da bi-ordenabilidade dos grupos G' e H nos permitem concluir que os elementos
de Gx H serao exclusimante positivos ou negativos ou a identidade.

Afirmagao: o cone Pg, g € fechado para a conjugagao por qualquer elemento (a,b) € Gx H.

Com efeito, tomando (h, g) € Pgxy entao

(a,b)(h,9)(a,0)"" = (a,b)(h,q)((a™")"",07")
= (ahb((a_l)_b)bg, bgb™ ') = (ahb(a_l)g,bgb_l). (5.8)

Tanto para g = 1g como g # 1g teremos que (a,b)Pgxm(a,b)™" C Paxn, para todo
(a,b) € Gx H, pois bgb™! € Pg e ah®(a™1)9 € Py. O
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Consideremos a aplicacao r, : P, — PB,_; definida de forma que dada uma n-
tranca € PB, entao r,(/) remove a primeira tranga a direita de 3, ou seja a n-ésima
corda, tornando-se uma (n — 1)-tranga. Essa aplicagdo é conhecida como homomorfismo
esquecimento.

A demontragao do Lema 5.2 e do Teorema 5.1 a seguir estao contidas em [4] e serdo

omititas.

Lema 5.2. A aplicagdo r, é um homomorfismo de PB,, para PB,_1. O kernel F(n —1)
de r, € o conjunto das trancas puras sobre n-cordas que podem ser representadas por um

diagrama com n — 1 cordas e é um grupo livre de rank n — 1.

Veja que pelo Lema 5.2 obtemos uma sequéncia exata curta
1—U, —>PB,—PB, 1 —1 (5.9)

onde U, é o kernel do homomorfismo r,, e i : U, — PB,, é a inclusao. Veja que tomando
a aplicacao ¢ : B,_; — B, conforme a Proposi¢ao 3.2 temos que a sequéncia acima

cinde.

Teorema 5.1. Para todo n > 2 o grupo U, € livre com n — 1 geradores {A;,}1>i>n—1,

onde Ai,n = (O'nflO'n,Q cee O',L'+1)O'Z~2<O';+11 T U;_lzagil).

Proposicao 5.5. Para cadan < 2, o grupo de trancas puras PB,, € o produto semi-direto
de PB,_y por F(n—1).

Prova: Pelo Teorema 5.1 podemos afirmar que U, = PB, e como a sequéncia exata
5.9 cinde pelo homomorfismo definido na Proposi¢ao 3.2, entao pelo Lema 1.2 temos
PB, = PB, 1xF(n—1). O

O corolario abaixo é consequéncia imediata do raciocinio por inducao na Proposicao 5.5.

Corolario 5.2.
PB, 2 F()xF(2)x ---xXF(n—2)xF(n—1). (5.10)

O

Observacao 5.3. O isomorfismo dado em (5.10) é conhecido como forma normal de
Artin.

Observagao 5.4. Pela forma normal de Artin podemos escrever uma n-tranga pura ( na

forma de produto

Br--- Bn-r, (5.11)

onde f; € F(n —1). As trangas 3;, para i € {1,...,n — 1}, sdo chamadas de coordenadas
Artin. Artin denonomiou o processo de escrever trangas como um produto em 5.11 como

técnica de pentear Artin.
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Lema 5.3. Sejam X = {x1,...,x2,} e F o grupo livre sobre X. Seja ¢ : F — F
um homomorfismo e considere a aplicacio pq : F/[F,F| — F/[F,F], induzido pela

abelianizacao de F'. Se ¢ € a identidade, entao a ordem de Margnus € invariante para .

Prova: Mostraremos que se 1 < w entdo 1 < ¢(w), para todo w € F. Veja que
w([F, F]) C 14+ 0(2) em Z[[ Xy, ..., X,]].

Temos que

Yar : F/F F] — F/[F, F]
g+ [EF] = pa(r;t +[FF))=a;' +[F, F). (5.12)
Observe que
i) o7t 4+ [F, F] = o(2;Y) + [F, F] < o(z;)z; ", para cada 1.
i) w(F, F]) C14+0(2) = ule(z)z;') € 1+ O(2).

Sendo assim, pelos itens observados acima, podemos concluir que

plo(zi)zy po(z))p(zi') =1+ 0(2)

= ple(zi) = (1+0(2)ulw:) = p(zi) +o(2u(zi) =1+ X +0(2).  (5.13)
Tome w € F diferente de 1. Quando substituimos cada z; por ¢(z;) vemos como ¢
atua em w. A imagem da expansao de Magnus p de w nos mostra que o primeiro termo

nao constante e nao nulo de pu(w) e u(p(w)) sdo coincidentes. Portanto, 1 < w entdo
1 < o(w). O

Lema 5.4. Dado f € B,_1 e p: F(n—1) — F(n—1) definido por p(x) = 7'z entio

existe w; € F'(n — 1) que satisfaz

P(Tin) = Wi @) n i, (5.14)
onde T, € a permutac¢ao associada a tranca f3.

Prova: Seja 0; = 8 onde 1 < n — 2. De acordo com as relacoes dadas na Observagao
3.14, temos

P(Tin) = 0, Tin0i = TinTit1nT;, (5.15)
O(xip1) = Ui_lﬂfiﬂ,nai =Zin (5.16)
o(z),) = U;lx]”nai = Zjn, paraj #i, i+ 1. (5.17)
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Analogamente, para 3 = o; !, onde i < n — 2, temos

o(xiy) = Uﬂi,n%—l = Tit1n (5.18)
P(Tiy1n) = Oiiz1n0; ' = T W TinTisin (5.19)
o(xj,) = 0:%jn=2Tjn, paraj #i,i+ 1. (5.20)

Se f € B,_; é uma tranca arbitraria basta entao seguir o raciocinio por induc¢ao no

comprimento da palavra tranga que representa 3 em termos dos geradores {o1,...,0, 2}.
m

Lema 5.5. Sejam € PB, e ¢ : F(n—1) — F(n — 1) o autormorfismo dado por

o(z) = B~ aB. Entdo a aplica¢io @u € o automorfismo identidade.

Prova: Basta mostrar que
BlaB+[F(n—1),Fin—1)] =2+ [F(n—1),F(n—1)]. (5.21)

Se verificarmos que f~'z7! € [F(n — 1), F(n — 1)], isto é, 3~ 'z~ 18z = g~ 'h~'gh, para
todo g,h € F(n — 1), teremos o resultado desejado.

Como P, = P, 1xF(n — 1) temos que se 8 € P, entao f € P,_you g € F(n—1).

No primeiro caso, se § € P,_1, a permutacao é a identidade, pelo Lema 5.4 existe w; €
F(n —1) tal que p(zi,) = w; 'z mw;.

Se f € F(n—1) é imediato que = w; € F(n —1) e p(w;,) = w;
w; ' w jwiri, € [F(n—1), F(n—1)].

Consequentemente,

lxmwi o que implica

Pab(Tin + [F(n=1), F(n =1)]) = @(zin) + [F(n—1), F(n —1)]
= Tip+ [F(n—1),F(n—1)]. (5.22)

Logo, . ¢ a identidade. O]
Teorema 5.2. O grupo de trancas puras PB, € bi-ordendvel para todo n > 1.

Prova: Se n = 1 temos o grupo trivial {1}. Para n = 2 implica que B, = Z que é
bi-ordenavel. Entao, nos resta verificar para n > 3.
De acordo com o Corolario 5.10 da Proposic¢ao 5.5 podemos ver o grupo de trangas puras
sob n cordas, PB,,, como um isomorfismo de grupos livres F'(i) para i € {1,...,n — 1},
ou seja,

PB, = F(1)xF(2)x ...xF(n—1). (5.23)

Vamos mostrar que a ordem lexicografica dada na Defini¢ao 5.6 é uma ordem total bi-

invariante sobre PB,,.
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De fato, suponha que PB, _; seja bi-ordenével para todo n > 3, entao pelo Lema 5.2 a

sequéncia exata curta

Tn

1—=F(n—1)-—PB, PB,_, —1 (5.24)

cinde e F'(n—1) ¢ bi-ordenével pela ordem de Magnus. Além disso PB,_; = PB,/F(n—1)
é bi-ordenavel por hipotese de inducao.

Veja que dados fi, fo € F(n — 1), tais que f; < f5, entdo para todo § € PB,, temos que
B8 < B~ o8, ou seja, PB, age por conjugagao em F(n — 1) preservando a ordem.

Consequentemente, PB,, ¢ bi-ordenavel pelo Teorema 4.1. ]
Teorema 5.3. PB., € bi-ordendvel.

Prova: A ordem de Magnus dada sobre PB,, . estende a de PB,,. Com efeito, dizemos
que dadas (1, By € PB, entao [ < 35 se existir n tal que 1, 52 € PB,, e 1 < 3, onde

< é a ordem de PB,,. E evidente que a ordem dada em By, é bi-invariante. O



Conclusao

Este trabalho possibilitou um amadurecimento e aprofundamento dos conhecimentos
de Algebra, que foram vistos na graduacdo, e conhecer teorias da Topologia Algébrica
que nao sao contempladas nas disciplinas dos curriculos de licenciatura e bacharelado em
Matemética.

Como foi fruto de um trabalho de iniciacao cientifica, esta monografia foi de grande
contribuicao para a consolidagao de dois anos e meio como bolsista colaborador do Pro-
grama Institucional de Bolsas de Iniciagao Cientifica (PIBIC) e estudante da Topologia
Algébrica, onde expomos aqui o conceito de trancas geométricas, a estrutura de grupo de
tais objetos e como estuda-los no ponto de vista algébrico.

Vimos que quando um grupo é ordenavel entao seguem-se observadas nele propriedades
que nao sao vistas em grupos nao ordenados. Essa pesquisa também fornece a base inicial
e a motivagao para prosseguir os estudos da teoria de trancas, pois a partir dai estuda-se
a ordenabilidade do grupo de trancas em superficies, orientaveis e nao orientaveis, nos e
enlacamentos de intervalos (que tem uma ligacao direta com as trangas) e problemas em

aberto.
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Apéndice A
Acoes de grupos e o produto semidireto

O produto semidireto G = Hx K pode nao fornecer informagoes suficientes do grupo
G. Contudo, se considerarmos a acao do grupo K sobre H induzida por homomorfismos,
poderemos obté-las. Falando de forma direta, por [5] e [15] da referencia, iremos considerar

homomorfismos que associam os elementos de K no grupo dos automorfismos Aut(H).

Definicao A.1. Dizemos que um grupo (G, *) age (& direita) num conjunto X quando
existe uma funcao

Yv:Gx X —X
satisfazendo:
(A1) (Compatibilidade) ¥ (x, (g, h)) — ¥(x,gh) = xx gh,¥g,h € G,Vx € X.
(Az) (Identidade) (z,e) — x,Vx € X (e é a identidade de G).

Analogamente podemos definir uma agao a esquerda do grupo G no conjunto X.
Agora, observe que na Defini¢gdo 1.22 de produto semidireto externo de grupos, sejam
H e K grupos arbitrarios e ¢ : K — Aut(H) um homomorfismo qualquer dado da

seguinte forma

k— o¢k):H — H
h +— o(k)(h)

onde h € H e k € K. Nao é dificil perceber que o automorfismo 1 induz uma acao a

direita dada por

wiHxK — H
(hk) — ¢(k)h = hk

de K em H. De fato,
1) -g(h, g(ki, k) = -g(h, kika) = ¢(kiko)h = h(kiks).
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11) '¢<h, €K> = ¢(€k)h = h.

Para trabalhar com o produto semidireto externo tomaremos o homomorfismo ¢ :
K — Aut(H) como aquele tal que associa o elemento k£ € K ao homomorfismo interno,

ou seja,

k— ¢ H — H
h +— ¢n(h) =k 'hk

O homomorfismo ¢ induz uma acao de K em H que é dada por

o HxK — H
(h,k) —— eo(hk)=h"=Ek"'hk

Veja que dados h € H e ki, ky € K temos que

o(h, kiks) = B2 = @y, = (dn, © biy) (h) = iy (1, (R)) = (RM)*2.

Além disso, e(h,e) = ¢.(h) = h® = h. A acao e é chamada de a¢do por conjugagao. Veja
que cada ¢ é um automorfismo. Logo, na ordenagao do produto semidireto podemos

usar o automorfismo interior na Definicao 1.22.
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