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Resumo

Esta tese possui dois objetivos principais. O primeiro deles é investigar a existéncia de
hipersuperficies minimas de fronteira livre em dominios quéadricos do R™. O segundo ob-
jetivo é estudar as hipersuperficies de Weingarten em R™ com duas curvaturas principais
distintas, sendo uma delas simples.

Na primeira parte da tese, obtivemos resultados de existéncia, nao-existéncia e unici-
dade de hipersuperficies minimas de fronteira livre em diversos dominios quédricos. Um
desses resultados caracteriza os discos totalmente geodésicos como as tnicas hipersu-
perficies minimas, compactas e de fronteira livre nos dominios nao limitados. Obtivemos
um resultado de classificacao para superficies minimas de fronteira livre na bola unitaria
em R?, exigindo que uma dependéncia linear que sempre se verifica na fronteira da su-
perficie, possa ser estendia a um colar sobre uma componente de bordo. Ao final desta
parte, usamos algumas identidades geométricas estabelecidas durante o trabalho para
obter um novo resultado de gap para minimas de fronteira livre na bola unitaria em R™
e estudar a existéncia de minimas de fronteira livre em graficos rotacionais em R™.

A segunda parte da tese trata das hipersuperficies M"~! C R" que sao de Weingarten
no sentido de que a combinagao linear entre duas curvaturas médias de ordem superior ¢é
constante ou, mais precisamente, aH,+bH, = 1, a,b € R com a®>+b* # 0. Estudamos as
hipersuperficies de Weingarten que possuem duas curvaturas principais distintas, sendo
uma delas de multiplicidade 1. Neste contexto, obtivemos dois resultados que garantem
isometria entre M e o cilindro R x S"72(p) exigindo certas condigoes envolvendo a, b, 7, s
e alguma restricao adicional sobre uma k-ésima curvatura média.

Palavras Chave: Hipersuperficie minima; Fronteira livre; Dominio quadrico;
Hipersuperficie de Weingarten



Abstract

This thesis has two main goals. The first of them is to inquire the existence of free
boundary minimal hypersurfaces in quadric domains of R". The second objective is to
study the Weingarten hypersurfaces in R"™ with two distinct principal curvatures, one of
them being simple.

In the first part of the thesis, we have reached results concern existence, non- existence
and unicity of free boundary minimal hypersurfaces in several quadric domains. One of
these results characterizes the totally geodesic disks as the only free boundary compact
minimal hypersurfaces in unbounded domains. We have obtained a classification result
for free boundary minimal surfaces in the unit ball of R?®. We have imposed that a
linear dependency that is always verified on the surface’s boundary would be extended
to a collar over a boundary component. In the end of this part, we have used some
geometric identities obtained so far to reach a new gap result for free boundary minimal
hypersurfaces in the unit ball of R” and to study the existence of free boundary minimal
hypersurfaces in rotational graphs of R".

The second part of the thesis deals with Weingarten hypersurfaces M"~! C R" in
the way that a linear combination of two higher order mean curvatures is constant, i.e.,
aH, +bH, =1, a,bec R with a® + 1? # 0.

We have studied Weingarten hypersurfaces with two distinct principal curvatures,
one of them with multiplicity 1. In this context, we have obtained two results assuring
isometry among M and the cylinder R x S""2(p) under certain conditions involving
a,b,r, s and some additional restriction on a k-mean curvature.

Key Words: Minimal hypersurface; Free boundary; Quadric domain; Weingarten
hypersurface.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Visao Geral

Os dois principais objetos de estudo deste trabalho sao as hipersuperficies minimas
de fronteira livre em dominios do R™ e as hipersuperficies de Weingarten em R”. Com
0 objetivo de contextualizar os resultados desta tese e também expor os trabalhos que
serviram de inspiracao para ela, descrevemos aqui com mais detalhes cada um desses
objetos de estudo, comecando com as hipersuperficies minimas de fronteira livre.

A teoria das superficies minimas teve origem no século 18 quando Lagrange buscou
caracterizar a funcao cujo grafico tem a menor area, dentre todas as fungoes f : U C
R? — R que coincidem na fronteira OU do dominio limitado U C R2.

O problema variacional de determinar a existéncia de uma superficie de area minima
tendo uma dada curva de Jordan como fronteira é conhecido hoje em dia como problema
de Plateau. Este nome é devido ao fisico-matematico Joseph Plateau que, no século 19,
conduziu uma série de estudos e experimentos com peliculas de sabao.

O problema de Plateau foi completamente resolvido, de modo independente, por Dou-
glas [20] e Radé [41] no inicio da década de 1930. Os trabalhos desses dois mateméticos
inspiraram outros a investigarem a existéncia de superficie de d&rea minima imersa em um
dado dominio 2 C R? e cuja fronteira estd contida em 9. Os primeiros a estudarem este
tipo de problema, chamado de problema de fronteira livre, foram Courant [17] e Lewy
[32] nas décadas de 1940 e 1950.

Na década de 1980, bastante atengao foi empregada ao estudo de discos minimos
de fronteira livre em dominios convexos 2 C R3. Em 1986, Griiter e Jost [25] garanti-
ram a existéncia de disco minimo de fronteira livre, mergulhado em dominios convexos
limitados:

Teorema (Griiter - Jost [25]). Se Q C R? € estritamente convezo e limitado, entdo existe
um disco minimo de fronteira livre 3, mergulhado em §2.

Sem a hipo6tese de convexidade, este resultado tem similaridades com o resultado
obtido em 1984 por Struwe [50], que garantiu a existéncia de disco minimo de fronteira
livre imerso (ndo necessariamente mergulhado) em um dominio 2 C R3.

O trabalho de Nitsche [38], de 1985, merece destaque especial por ter sido o primeiro a
tratar de superficies minimas de fronteira livre na bola unitaria B> C R3. Com o teorema
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a seguir, ele caracterizou o disco equatorial plano como sendo o unico disco minimo de
fronteira livre na bola B?.

Teorema (Nitsche [38]). Seja X uma superficie minima de fronteira livre em B3. Se &
tem o tipo topologico do disco, entao > € um disco equatorial plano.

Uma generalizagao deste resultado foi obtida em 2015 por Fraser e Schoen [23] para
codimensao maior, considerando ainda um disco de dimensao 2. Uma caracteriza¢gao em
dimensao arbitraria do disco equatorial plano como hipersuperficie minima de fronteira
livre em B", que independe da topologia, foi obtida por Wheeler e Wheeler [54] em 2019.

Levaria 26 anos apods o trabalho de Nitsche para que o estudo das superficies minimas
de fronteira livre na bola B? voltasse a ser objeto de interesse. Os trabalhos de Fraser e
Schoen [22], [24], na década de 2010, mostraram uma estreita relagdo entre as superficies
minimas de fronteira livre na bola B" e um problema de autovalor minimo em superficies
compactas com bordo.

Teorema (Fraser - Schoen [22]). Uma subvariedade imersa ¢ : ¥* — B"™ é minima e de
fronteira livre se, e somente se, as funcoes coordenadas x;, © = 1,...,n, restritas a X
sao autofuncgoes de Steklov com autovalor 1.

Diante dos trabalhos de Fraser e Schoen, foi possivel fazer uma analogia entre o
estudo das superficies minimas de fronteira livre na bola B” e o estudo das superficies
minimas fechadas em S™ (este tultimo vinha se desenvolvendo ao longo de décadas de forma
independente). Naturalmente, muitos problemas ja resolvidos sobre minimas fechadas em
S™ inspiraram a comunidade cientifica a investigar os problemas “analogos” no contexto
de minimas de fronteira livre em B". Um exemplo dessa analogia pode ser visto nos
trabalhos de Ros [43] (em 1995) e de Lima e Menezes [34] (em 2020):

Teorema (Ros [43]). Seja ¥ C S® uma superficie minima, fechada e mergulhada. Entao,
qualquer esfera equatorial divide > em exatamente duas componentes conexas.

Teorema (Lima - Menezes [34]). Seja X C B® uma superficie minima, de fronteira
livre, compacta e mergulhada. Entao, qualquer plano contendo a origem divide Y em
exatamente duas superficies conezas.

Um outro exemplo é o resultado a seguir, obtido por Lawson [29] em 1969 e por
Chern, do Carmo e Kobayashi [I5] em 1970, de modo independente:

Teorema (Lawson [29] e Chern - do Carmo - Kobayashi [15]). Seja ¥? uma superficie
minima fechada na esfera unitdria S*. Suponha que |A|* < 2. Entdo ¥ é um equador
ou um toro de Clifford.

Este trabalho vem inspirando diversos outros na ultima década. Destacamos abaixo
o de Ambrozio e Nunes [3] (em 2016) e o de Cavalcante, Mendes e Vitério [13] (em 2019):

Teorema (Ambrozio - Nunes [3]). Seja X uma superficie minima, compacta e de fronteira
livre em B3, Se |A|? (x, N)* < 2, entio ¥ ¢ o disco equatorial plano ou o catendide critico.



Teorema (Cavalcante - Mendes - Vitério [13]). Seja % uma superficie minima, compacta
e de fronteira livre na bola unitdria B***, onde k ¢ qualquer inteiro positivo. Se |A|*> < 4,
entdao X2 € o disco equatorial plano.

Cabe mencionar aqui que, em 2020, Barbosa e Viana [6] generalizaram o resultado de
Ambrozio e Nunes em codimensao arbitraria. Na literatura, resultados como estes sao
conhecidos como resultados de gap. Na Secao apresentamos mais alguns trabalhos
relacionados com este tema.

No contexto de superficies minimas fechadas em S* um importante resultado foi
obtido por Brendle [9] em 2013 em resposta a uma conjectura proposta por Lawson [30]
em 1970:

Teorema (Brendle [9]). O Toro de Clifford é a tinica superficie minima, mergulhada,
fechada e de género 1 em S3.

Diante do sucesso de Brendle, naturalmente houve interesse em estudar o problema
equivalente no contexto das superficies minimas de fronteira livre em B3. Esse problema
apareceu explicitamente pela primeira vez em 2014 no trabalho de Fraser e Li [21]:

Conjectura (Fraser - Li [21]). A menos de congruéncia, o catendide critico é o unico
anel minimo de fronteira livre propriamente mergulhado em B3.

Esta Conjectura ainda é um problema em aberto nos dias de hoje. Contudo, diversos
resultados parciais ja foram estabelecidos. Fraser e Schoen [24] conseguiram demonstra-
la adicionando a hipétese de que o primeiro autovalor de Steklov é igual a 1. Em 2018,
McGrath [37] também demonstrou que o primeiro autovalor de Steklov é igual a 1 sempre
que a superficie minima de fronteira livre em B? for simétrica com respeito aos planos
coordenados.

Uma caracterizacao do catendide critico como superficie minima de fronteira livre em
B? que é independente da topologia foi estabelecida por Kapouleas e Li [26] em 2017:

Teorema (Kapouleas - Li [26]). As unicas superficies minimas, mergulhadas e de fron-
teira livre em B3 que possuem pelo menos uma componente de bordo invariante por
rotacoes em S? sao o disco equatorial plano e o catendide critico.

Devemos destacar que existem varios resultados que tratam das hipersuperficies de
curvatura média contante e que intersectam a bola unitéria em um angulo constante (hi-
persuperficies capilares). Em 2019, Wang e Xia [51] estudam as hipersuperficies capilares
na bola, considerando as formas espaciais como ambiente.

Também podemos encontrar diversos trabalhos sobre hipersuperficies de curvatura
média constante e propriamente imersas em dominios quadricos no espaco Euclidiano.
Em seu trabalho de 2014, Lépez [35] estudou a existéncia de superficies CMC e de
fronteia livre no wedge. Também em 2014, Lépez e Pyo [30] investigaram as superficies
CMC e capilares no cilindro. Choe e Park [16] obtiveram, em 2011, um resultado de
existéncia para hipersuperficies em R"™ de curvatura média de ordem superior constante
e que intersectam a o cilindro ortogonalmente.



Na primeira parte desta tese, investigamos a existéncia de hipersuperficie > minima
e de fronteira livre em um dominio 2 C R” cuja fronteira OQ é a imagem inversa F'~*(1)
de uma funcao diferenciavel F': R — R tendo 1 como valor regular.

No Capitulo [2| estabelecemos a seguinte identidade tipo-Green envolvendo F' e uma
funcao arbitréria p € C*(X):

/ |V F|pds = / @AEFCZZ—F/(l — F)Agpd>.
ox ) 2

Esta identidade, junto com mais alguns resultados auxiliares, nos permitiu estudar
a existéncia de minimas em dominios quéddricos ilimitados na Segao 2.1 A identidade
também nos possibilitou obter um resultado de existéncia de minimas de fronteira livre
em graficos rotacionais em R™ (Secao e um novo resultado de gap para minimas de
fronteira livre na bola unitaria B™ C R™ (3.2)).

Na Secao fizemos um estudo & parte, sobre minimas na bola unitaria B®> C R3.
Nela mostramos que se existe uma dependéncia linear entre um vetor especifico e sua
imagem pela aplicacao de Weingarten ao longo de uma vizinhanga da fronteira, o disco
equatorial plano e o catendide critico sao as unicas superficies minimas de fronteira livre
na bola unitaria B3.

Como destacado no inicio, o outro objeto de estudo desta tese trata das hipersu-
perficies de Weingarten, ou seja, as hipersuperficies onde existe uma relacao entre as
curvaturas principais. Exemplos destas sao as superficies de revolucao e as superficies
de curvatura constante, i.e., curvatura Gaussinana, curvatura média ou mais geralmente,
curvatura H,-média. Estas superficies recebem este nome devido aos estudos que Wein-
garten [53] desenvolveu em 1861 ao investigar o problema de encontrar todas as superficies
isométricas a uma dada superficie de revolucao. Para o caso de superficies com curva-
tura média constante, um resultado cldssico de Klotz e Osserman [27] obtido em 1966,
estabelece o seguinte:

Teorema (Klotz - Osserman [27]). Seja M? C R uma superficie completa de curvatura
média constante. Se M nao € totalmente umbilica e a curvatura Gaussiana K ndao muda
de sinal, entao M € um cilindro circular.

O raio do cilindro no trabalho de Klotz e Osserman [27] é p = (2|H|)~!. Este valor
decorre da teoria das superficies isoparamétricas, onde se mostra que a constante 1/p
coincide com a curvatura principal nao-nula da superficie M. Na Secao fazemos
alguns comentarios sobre a teoria das hipersuperficies isoparamétricas.

Em dimensao arbitraria, um caso particular com especial interesse é aquele no qual
a hipersuperficie de Weingarten possui apenas duas curvaturas principais e uma delas se
exprime em funcao da outra. Neste contexto, um importante resultado foi estabelecido
por do Carmo e Dajczer [19] em 1983:

Teorema (do Carmo - Dajczer [19]). Seja M wma hipersuperficie arbitrdria imersa no
espaco Buclidiano R" n > 3, com duas curvaturas principais \ e j de multiplicidades
(n—1) e 1, respectivamente. Suponha que X # 0, = () e que X # p. Entao M é uma
hipersuperficie de rotagao.



Aqui vale mencionar que em 2005, Kiihnel e Steller [28] obtiveram diversos resultados
que classificam as superficies de Weingarten fechadas em R?. Eles pediram que a relacao
entre as curvaturas principais A e u fosse da forma p = F()), onde F' é um polindémio de
grau 2 ou de grau impar.

No caso em que a hipersuperficie é Weingarten linear, i.e., a curvatura média H e
a curvatura escalar S satisfazem uma relacao do tipo aH + bS = 1, a? + b* # 0, um
resultado de classificacao das hipersuperficies de Weingarten M™, com duas curvaturas
principais, imersa nas formas espaciais, foi obtido por Shu [47] em 2010. Para o caso em
que o ambiente é o R"*!, ele mostrou que se a curvatura seccional de M"™ é nao-negativa e
uma das curvaturas principais é simples, M™ é isométrica ao cilindro circular R x S"1(p).
Uma ferramenta crucial para o resultado de Shu foi a classificacao das hipersuperficies
isoparamétricas, estabelecida por Segre [46] e Cartan [L1].

Em 2019, Alias e Meléndez [2] apresentaram uma generalizagao do resultado de Klotz
e Osserman [27] e que tem relagdo também com o resultado de Shu [47]:

Teorema (Alfas - Meléndez [2]). Sejam n > 3, 2 <r <n. Seja M uma hipersuperficie
completa, imersa no espaco Fuclidiano R™, com r-ésima curvatura H, # 0 constante e
duas curvaturas principais distintas, uma delas sendo simples. Se a curvatura de Gauss-
Kronecker K ndo muda de sinal entdo, K = 0 e M € isométrica ao cilindro RxS"~1(p) C
R com raio p > 0.

Na segunda parte desta tese consideramos M"™ C R"™! n > 3, uma hipersuperficie
completa, conexa, orientavel, cujas curvaturas médias H, e H,, 2 < r < s < n, satisfazem
a combinacao linear aH, + bH, = 1, onde a e b sdo constantes com a? + b> # 0. Nos
dois principais resultados do Capitulo 4| mostramos que, sob certas restricoes adicionais
sobre a, b, r, s, a hipersuperficie M™ ¢é isométrica ao cilindro R x S*71(p) € R**! de raio
p > 0. Vale destacar que um dos resultados (Teorema generaliza o resultado de Alias
e Meléndez [2].
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1.2 Subvariedades de fronteira livre: caracterizacao
variacional

Sejam X" e Q"% variedades Riemannianas com bordos suaves e ¢ : ¥ — Q uma
imersao isométrica prdpria, isto é, ¢(inty¥) C intQ2 e p(0X) C 9NQ. Iremos denotar por «
a segunda forma fundamental de ¢.

A imersao ¢ é chamada de minima se, para todo p € 3, o vetor curvatura média

n

Him 2 Z ale;, e;)

[
¢ identicamente nulo para qualquer base ortonormal {es, ..., e,} de T,3.

Dizemos que uma imersao prépria ¢ € de fronteira livre se ela é minima e ¥ | 02 em
0%. Para que uma imersao propria e minima seja de fronteira livre, basta que o vetor
conormal v € (T,0%)*+ C T,%, pertenga ao espago (1,00Q)* para todo p € 9%.

O objetivo desta secao é caracterizar as subvariedades de fronteira livre como os
pontos criticos de uma funcao que calcula a area de cada elemento pertencente a uma
familia de subvariedades préprias de €2 e que estao préximas entre si, em um sentido que
passamos a descrever.

Seja ¢ : X — () uma imersao propria. Uma wvaria¢ao de ¢ ¢ uma aplicacao suave
O : (—e,e) x X —  de suporte compacto, tal que, para cada t € (—¢,¢), ¢, := P(t,-) :
Y — Q é imersao isométrica e &5 = . O campo variacional de ® é definido em cada
p € X por

oD
Vip) = 5N
=0

€ T,Q.
Dizemos que uma variagao ® é admissivel se ®; é uma imersao propria para cada
t € (—e,¢). Em particular, quando ® é admissivél, V(p) € T,,0€2 para todo p € 0X%.
Dada a variacao admissivel @, seja d¥; o elemento de volume da métrica induzida
por &, em >. O funcional drea associado a ® é definido por

A: (—ee)— R
t — A1) ::/ dyi. (1.1)

b

Em particular, A(0) = drea de ¥. Estamos interessados em obter a expressao de
A’(0) em termos de elementos geométricos de . Para isso, os dois lemas a seguir sao
fundamentais. O primeiro é um resultado classico do cdlculo diferencial e cuja demons-
tracao é exposta aqui por completude. O segundo exprime a n-forma d¥; em funcao da
n-forma d¥ (note que ambas estao definidas no espaco das n-formas em ).

Lema 1.1. Considere um caminho suave de matrizes

G: (—g,6) — Mun(R)
t o G(t) = (g:5(1))

11



tal que G(0) = I, (matriz identidade). Entdo,

d /
g et GW)| = traco(G(0)).

Demonstragao. Sejam {FEi,...,E,} C R™ a base canonica e dr a n-forma linear que

representa o elemento de volume do R™ com respeito a esta base. Segue da regra da
cadeia que

% det G(t) = —dx(G(t)EL,...,G(t)E,)

Desse modo,

i=1
= trago G'(0).

]

Para enunciarmos o proximo lema, precisamos fazer algumas construgoes. Fixado
p € X, sejam U C ¥ uma vizinhanca de p e {ey,...,e,} um referencial ortonormal em
U com respeito & métrica induzida por &g = ¢. Considere em U, := ®;(U) o referencial
(nao necessariamente ortonormal) {e1(t),...,e,(t)} cujos campos sao e;(t) := dP,e;, i =
1,...,n. Em particular, e;(0) = e;.

Agora, para cada t, seja G(t) := [¢,;;(t)] a matriz n X n cujas entradas sao as fungoes
suaves ¢;;(t) : Uy — R dadas por

gw<t) = <€Z(t), e](t)> s Z,j = 1, <oy N
Note que, em particular, G(0) = I,.

Lema 1.2. Nas condicoes descritas acima, temos que

dy, = \/det G(t) dx.
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Demonstracao. Como dX; e d¥ sao n-formas em X, temos que
Ay, = fdx

onde f é uma fungdo suave em Y. Por outro lado, sabemos que dX(ey,...,e,) =
1. Portanto, para demonstrarmos o lema, ¢é suficiente determinarmos f calculando
dXi(er, ... en).

Seja {ei(t),...,e,(t)} referencial em Uy, ortonormal com respeito a métrica induzida
por e na mesma orientagao que {ei(t),...,e,(t)}. Para cada t existe uma matriz
M(t) = [my;(t)] com determinante positivo e cujas entradas sao fungdes suaves m;;(t) :
U, — R, i,5=1,...,n, que satisfazem

£) =Y mu(t)ex(t)

Sendo assim,
9ij (t) < Z mk'zml] ek Z Mg M-

Logo, G(t) = M*(t) - M(t) que por sua vez implica,
det M(t) = /det G(t).

Sendo dw; o elemento de volume de U; com respeito a métrica induzida por €2, i.e., a n-
forma linear que representa o elemento de volume de U; com respeito a base {€1(t), ..., e,(t)},
obtemos

dSy(er, ... en) = O (dwy)(er,. .. en)
= dw,(dDsey, ..., dDse,)
= dwi(es(t), .., en(t))
= det M(t) dwy(&1(t), ..., En(t))
= det M(t)

= /detG(1).
[l

Teorema 1.1. (1° Variagio da Area) Sejam ® : (—e,e)x % — Q uma variag¢do admissivel
de ¢ com campo variacional V. Entao

t :—n/<H,V> dXH—/ (V,v) ds,
t=0 b2 ox.
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onde v C X(X) € o campo conormal em 0% apontando para fora de 2 e ds € o elemento
de volume de 0% induzido por .

Demonstracao. Derivando ambos os lados da expressao dada no lema (1.2 com relagao a
t e usando o lema [L.1] obtemos

Lol = 114wyl s
dt =0 2\ /det G(O) dt —o
1
= gtraco G'(0) dx (1.2)
1 /
- 35 9 (0) dX

Note porém queE|

alt) = O fenlt) ex(t)

— 9 <V%§>ek(t), ek(t)>

- 00
= 2 <Vek(t>§a€k(t)>

= 2 {ek(t) <68—(f,ek(t)> — <%—T,vek(t)ek(t)>} .

Assumindo que {ey, ..., e,} é um referencial geodésico em p € ¥ decorre da expressao
acima que

LS00 = Xl iea) - Vialew )

k

= Zek <VT’€]€> — <V,Z&(6k,€k)>
= > (Ve V' e) —n(V,H)

= divg(VT) —n(V, H).

Podemos pensar em U como vizinhanga coordenada tal que 8, = e;. Considerando em (—¢,¢) x &
a métrica produto segue que [0t, ex] = 0. Logo, como ®; é difeomorfismo,

= = )
0= dq)t [815, ek] = [d@tat, dq)tek] = V@ ek(t) - vek(t)%.

t
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Inserindo essa informagao em (12.8)) e usando o fato de ® ter suporte compacto, decorre
do teorema da divergéncia que
>

_ / 4
t=0 b)) dt t=0

= /Edin(VT) dE—n/ (V,H) d%

by

d
EA(t)

= (VT v) ds—n/ (V.H) d%
o0x b

— /azW’U) ds—n/zﬂ/,H) ds.

E imediato a partir da féormula da 1* variagao da area que

=0

t=0

d
ZA()

para toda imersao minima de fronteira livre ¢. Dito de outro modo, toda imersao minima
de fronteira livre é ponto critico do funcional area associado a qualquer variacao ad-
missivel @ : (—¢,¢e) x ¥ — Q. A proposicao a seguir estabelece a reciproca deste fato.

Proposicao 1.1. Se uma imersao propria @ : % — Q € ponto critico do funcional drea
associado a toda variagio admissivel ® : (—e, &) x X — Q, entao ¢ € minima de fronteira
livre.

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que H(p) = 0 para cada p € X\ 0%.
Considere uma bola U C intX centrada em p e defina uma funcdo suave f : ¥ — [0, 1]
suportada em U com f(p) = 1. Seja @ : (—¢,¢) x ¥ — Q a varia¢do dada por

O(t, ) 1= XDy (1.f (v) H(2)),

onde exp ¢ aplicacao exponencial de 2. Segue que ® é variagao admissivel com campo
variacional

0P

Note que V|, = 0. Sendo ¢ um ponto critico do funcional drea associado a ®, segue

que
- —n/E<H, V) = _n/Ef\HF.

Logo, f|H|?> =0 em U. Em particular 0 = f(p)|H(p)|* = |H(p)|?, donde H(p) = 0.
Resta mostrar que o vetor conormal v pertence o espago (1,0Q)* para todo p € 9%.

Para isso, considere uma variagao admissivel ® cujo campo variacional restrito a 0% seja

V = 17, componente tangencial de v visto como um elemento de TQ = T9Q & (TON)*.

= (deXDy(z o (f (2) H () = f () H ().

t=0

d
0= ZA®)
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Uma vez que Y é minima, decorre da formula da primeira variacao da area associada a

esta variacao que
[ W= = [ WP
t=0 0% )y 0%

Logo, v™ = 0 em 9%, donde v € (T,0Q)* para todo p € 9%. a

d
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1.3 Classificacao das hipersuperficies isoparamétricas

A teoria das hipersuperficies isoparamétricas estd presente em parte substancial do
Capitulo 4l Portanto, devemos comentar sobre esta teoria e explicar de que forma ela se
relaciona ao que é estudado naquele capitulo.

Uma funcao suave f : R® — R é chamada de isoparamétrica se satisfaz as identidades

IViP=Fi(f) e Apsf=F(f),

para algum par Fj, I, de funcdes reais. Note que se f é isoparamétrica, |V f| e Agsf
sdo constantes ao longo de cada conjunto de nivel de f. Somigliana [49] em 1919 foi
um dos primeiros a relacionar funcoes isoparamétricas e superficies de curvatura média
constante:

Teorema (Somigliana [49]). Uma fun¢io f é isoparamétrica se, e somente se, cada
superficie de nivel reqular possui curvatura média constante.

Neste mesmo trabalho, Somigliana obteve um resultado de classificacao para as su-
perficies em R3 que sdao conjunto de nivel regular de alguma funcao isoparamétrica.

Teorema (Somigliana [49]). As superficies de nivel de uma fungao isoparamétrica sao
todas esferas, planos ou cilindros.

Posteriormente, este teorema foi redescoberto por Segre [45], em 1924, e por Levi-
Civita [31], em 1937. O resultado deste tltimo diz precisamente o seguinte:

Teorema (Levi-Civita [31]). Uma fungdo f : R®> — R é isoparamétrica se, e somente se,
cada superficie de nivel possui as duas curvaturas principais constantes.

A partir deste teorema, o resultado de Somigliana segue verificando-se os trés casos
possiveis para as duas curvaturas principais: k; = ko # 0, ky = ko = 0 e ky # ko.

Considerando as formas espaciais (em dimensao arbitrdria) como ambiente, Car-
tan [10] mostrou em 1938 que uma condigao necesséria e suficiente para que uma dada
hipersuperficie seja o nivel regular de alguma funcao isoparamétrica é que todas as suas
curvaturas principais sejam constantes. Um exemplo de ambiente onde nao vale este
resultado de Cartan foi dado por Wang [52] em 1982. Diante do resultado de Cartan é
comum nos referirmos a uma hipersuperficie imersa em uma forma espacial, cujas curva-
turas principais sao constantes, por hipersuperficie isoparamétrica.

E importante mencionar que, em 1938, Segre [46] obteve uma generalizacao do resul-
tado de classificacao de Somigliana para o R™. Diante a equivaléncia estabelecida por
Cantan, destacada no paragrafo anterior, é possivel enunciar o resultado de Segre do
seguinte modo:

Teorema (Segre [46]). Seja M ¢é uma hipersuperficie isoparamétrica em R" ™. Entdo
M € isométrica a alguma das hipersuperficies a sequir:

e O hiperplano R™. Neste caso, M possui apenas uma curvatura principal nula e de
multiplicidade n; ou
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o A hiperesfera S™. Neste caso, M possui apenas uma curvatura principal nao nula
e de multiplicidade n; ou

o O cilindro R¥ x S"=*(p). Neste caso, M possui apenas duas curvaturas principais:
=0, de multiplicidade k, e X\ = 1/p, de multiplicidade n — k.

Cartan [10] obteve resultado semelhante para o espago hiperbdlico H* ™. Ele também
classificou as hipersuperficies isoparamétricas em S"*! para alguns valores especificos de
n em [10], [II] e [12]. O caso geral ainda é objeto de estudo hoje em dia.

A teoria das hipersuperficies isoparamétricas nas formas espaciais se tornou um tépico
classico da geometria diferencial, uma abordagem moderna desse tema pode ser encon-
trada no Capitulo 3 de Cecil e Ryan [14].
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1.4 Visao geral do Capitulo

Sobre a Secao [2.1; Hipersuperficies minimas de fronteira livre
em dominios quadricos

Na Secao [2.1], o dominio €2 C R"™ é caracterizado como aquele cuja fronteira 0f) é a
imagem inversa F~1(1) da funcao especifica

n
F(xy,29,...,2,) = Z a;x? + b, +c, a; € {—1,0,1}, b,c € R. (1.3)
i=1
Cada escolha dos coeficientes de F' associa 02 a uma hipersuperficie quadrica em R™:
paraboloide circular, paraboloide hiperbdlico, hiperboloide de uma folha, hiperboloide de
duas folhas, cone, esfera, etc. Vimos que é possivel obter resultados de existéncia, nao-
existéncia e unicidade, que se aplicam a varias dessas hipersuperficies simultaneamente,
nao sendo necessario obter um resultado para cada caso particular. O primeiro teorema
da secao é o seguinte:

Teorema (Teorema [2.1). Se a fun¢ao F € tal que a, = 0 e b # 0, entdo nao existe
hipersuperficie minima de fronteira livre em 2.

Figura 1.1: Algumas quéddricas 02 C R3 paraaz =0e b # 0

A Figura exibe algumas das hipersuperficies 9Q C R3 que sdo cobertas pelo
Teorema [2.1] Vale observar que se tivermos a,, # 0 e b # 0, a expressao de F', apds
aplicada a mudanga de coordenadas (x1,...,T,—1,2,) = (T1,...,Zp_1,Ty,), onde T, =
T, +b/(2a,), fica da seguinte forma:

n—1 b 2
F N 2 ~2 = s
(x1, T2, ...,&p) = a;x; + a, T, + ¢ ¢=c—ay, 5 )
. n

Desse modo, investigar a existéncia de minimas nas quéadricas 9Q = F~'(1) com a,, # 0
e b # 0 equivale a investigar a existéncia com b = 0.

Outro resultado da Secao [2.1] é o teorema a seguir. Observe que ele fornece uma
condicao necesséria e suficiente para que exista minima em 2. Em particular, ele permite
descartar a existéncia de minimas em uma série de quadricas, incluindo o Slab. Algumas
das quédricas 9Q C R? cobertas pelo Teorema [2.2] sdo exibidas na Figura
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Teorema (Teorema [2.2). Seja F' como em com b =0, c<0 eao menos um dos
coeficientes (digamos ay,,) diferente de 1. Existe uma hipersuperficie X minima, compacta
e de fronteira livre em ) se, e somente se, a1 = ay = ... = a,_1 = 1. Além disso,

(a) se a, = —1 entdo X € o disco plano perpendicular ao eizo x,, na origem;

(b) se a, =0 entio X é qualquer um dos discos planos que intersectam 02 ortogonal-
mente.

=
o
%““‘ ST TS
T N S
ST RS R
=

B

.'
§-.
E‘-
NS
S
NS
-
N
N
N
NS
SIS

=
=
e
TS,
TS
=

Figura 1.2: Algumas quddricas 9Q C R3 parab=0,c<0eaz # 1

Os dois tltimos teoremas da Secao [2.1] consideram os casos em que F' tem a forma

n—2
F(zy,2q,...,2,) = fo tap 2 —aide, c>1, (1.4)
i=1
com a,_; sendo igual a 1 ou 0. Note que se ¢ = 1, a hipersuperficie F~!(1) = 952 nao é
regular na origem (caso a,_; = 1) ou sobre o eixo z,_1 (caso a,_; = 0). Sendo assim,
para que 1 seja valor regular da funcao F', consideramos que a origem ou os pontos do
eixo x,_1 nao pertencem ao dominio de F' sempre que tivermos ¢ = 1 em . Os
enunciados dos teoremas vém logo a seguir. As Figuras e ilustram algumas das
quéddricas 092 C R? cobertas por eles.

Teorema (Teorema . Suponha que F € como em com a,_1 = 1. Entao, nao

existe hipersuperficie minima, compacta e de fronteira livre em §2.

Teorema (Teorema [2.4]). Suponha que F é como em com a,—1 = 0. Entao, nao
existe hipersuperficie minima, compacta e de fronteira livre em €.

Encerramos essa secao fazendo duas observacoes a respeito dos casos cobertos pelos
teoremas da Secao 2.1

Observagao 1.1. Devemos chamar atengdo que o caso onde as quddricas 9 = F~1(1)
estao associadas aos coeficientes a; € {—1,0,1}, b =0, 0 < ¢ < 1, nao foi abordado.
A razdo para isso € que estas quddricas sao as mesmas associadas aos coeficientes a; €
{=1,0,1}, b =0, ¢ <0, apds aplicada uma operagio linear de contra¢ao em R"™. Como a
propriedade Y € minima de fronteira livre” € preservada por esse tipo de operacdo linear,
um resultado de existéncia (ou de nao-existéncia) em um caso, vale automaticamente para

o outro.
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Figura 1.3: Algumas quadricas 0Q C R3 para b = 0, ¢ > 1,
a1:a2:1ea3:—1
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Figura 1.4: Algumas quadricas 0Q C R3 para b = 0, ¢ > 1,
ap=1,aa=0ea3=—1

Observacao 1.2. Algumas das quddricas cobertas pelos teoremas da Se¢ao 840 co-
bertas mais de uma vez. Por exemplo, podemos usar o Teorema (junto com o que
comentamos na observagdo acima) para mostrar que ndo eziste superficie minima, com-

pacta e de fronteira livre no hiperboloide de duas folhas.
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Sobre a Secao [2.2t Superficies minimas de fronteira livre na bola

O resultado estabelecido na Secao considera o caso em que o dominio 2 ¢ a bola
unitaria B® em R3. Em seu enunciado z? representa a projecao do vetor posicao z € X
sobre T,¥ e AxT é sua imagem pelo operador de Weingarten.

Teorema (Teorema. Seja ¥ C B3 uma superficie minima, mergulhada e de fronteira
livre. Seja v C 0% uma componente conexa de 0%. Suponha que exista um colar I’ C X
sobre v no qual o conjunto {xT,AxT} ¢ linearmente dependente. FEntao, > € o disco
equatorial D ou o catendide critico K.

Note que nao é imposta restricao alguma sobre a topologia da superficie nem sobre
a quantidade de componentes de bordo que ela possui. Também é importante destacar
que, devido a ¥ ser de fronteira livre, a dependéncia linear entre os vetores 7 e AxT é
assegurada nos pontos de 0%, conforme assinalamos em ([2.15]). Desse modo, a hipétese
pede que a condigao de dependéncia linear se estenda a um colar sobre (pelo menos) uma
das componentes de bordo de . Esta situagao ¢ ilustrada na Figura [I.5

B3 T
2

Figura 1.5: Nas hipéteses do Teorema a dependéncia linear entre
xT e AzT é estendida a um colar I' sobre uma componente de bordo
de X

Para explicarmos em linhas gerais os pontos principais da demonstracao do Teo-
rema2.hl Convém lembrarmos do

Teorema (Teorema de Unicidade de Bjorling [18]). Sejam v : I — R3 uma curva de
Jordan analitica real com +'(t) # 0, t € I en : I — R® um campo analitico real sobre
v tal que |n| =1 e (/(t),n(t)) =0, t € I. Entao, existe uma unica superficie minima
oI x(—¢,e) = R tal que

° o(t,0) =~(t), tel;
e O campo normal a superficie ao longo de v € dado por N(t,0) =n(t), te€l.

Com o intuito de demonstrar o Teorema boa parte dos resultados contidos na
Secao exploram a hipétese de dependéncia linear sobre o colar junto do fato de X ser
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minima e de fronteira livre para garantir que a componente de bordo + é um circulo. A
partir desse ponto, os argumentos seguem as mesmas ideias de Kapouleas e Li [26] que
consistem em usar o Teorema de Unicidade de Bjorling para assegurar que ¥ e D (ou
¥ e K) sao iguais ao longo de uma faixa contendo 7y e, posteriormente, o Teorema de
Continuidade Analitica para garantir que X e D (ou X e K) séo iguais em toda parte.
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1.5 Visao geral do Capitulo

Veremos no Capitulo [2[ que a identidade (2.3 é fundamental para obtengao dos re-
sultados daquele capitulo. Ela estabelece o seguinte:

/ |V F|pds = / @AEFdZ—i-/(l — F)Axpd>.
ox ) 2

Naquele capitulo, ela é utilizada para o caso especial em que ¢ = 1.

Nos dois resultados contidos no Capitulo [3| utilizamos novamente a identidade
com escolhas especificas para as fungoes F' e ¢. No primeiro destes resultados, 2 C R™ é
um dominio onde a fronteira 92 é uma hipersuperficie rotacional cuja curva geratriz é o
grafico de uma funcao real f suave e positiva. E possivel caracterizar 0€) como a imagem
inversa de uma funcao F': R* = R" ! x R — R associada a f e aplicar a identidade
com @ = 1 para estabelecer o seguinte resultado:

Teorema (Teorema . Suponha que ¥ é uma hipersuperficie minima, compacta e de
fronteira livre em um pedaco ' de Q onde f' > 0. Entao X é um disco plano e sua
fronteira 0% estd contida em f'(t) = 0.

Vale destacar que o Teorema [3.1| nos permite estudar a existéncia de hipersuperficies
minimas de fronteira livre em alguns dos dominios quddricos de rotacao discutidos no
Capitulo 2

Na segunda parte do Capitulo |3| obtemos o seguinte resultado de gap para hipersu-
perficies minimas de fronteira livre na bola unitéria B"*!:

Teorema (Teorema . Seja X" uma hipersuperficie minima de fronteira livre na bola
unitdria B". Se |A|? < 2n, entdo X € um disco equatorial totalmente geodésico D™.

Para obtengao deste resultado, a identidade (2.3)) é aplicada tomando F’ como a fungao
distancia e ¢ como a funcao suporte.

Observacao 1.3. E importante salientar que uma identidade semelhante a pode
ser empregada no estudo das H,-minimas de fronteira livre em B" ™. No Apéndice
obtemos um resultado neste contexto.

Resultados de gap na bola unitaria, como o do Teorema (3.2 vém surgindo com certa
frequéncia nos 1ltimos anos. Como comentamos no inicio da introdugao, um importante
resultado de gap para superficies minimas de fronteira livre na bola unitdria em R? foi
obtido por Ambrozio e Nunes [3]. Apds este resultado, varios outros inspirados por ele
surgiram em outros contextos, tais como: dimensao arbitraria, outros espacos ambientes,
superficies de curvatura média constante, etc.

Um destes resultados foi obtido em 2018 por Li e Xiong [33] considerando o espago
ambiente M? como um dos seguintes: o R?, o espago hiperbdlico H? ou o hemisfério S?
(estes dois ultimos associados a uma func¢ao potencial especifica \).

Teorema (Li - Xiong [33]). Seja ¥ uma superficie minima compacta e de fronteira livre
na bola geodésica B C M?. Se |A]* (x, N)* /X2 < 2 entdo X € um disco totalmente
geodésico ou um anel rotacional.
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No contexto de superficies de curvatura média constante, um resultado obtido em
2019 por Barbosa, Cavalcante e Pereira [5] estabelece o seguinte:

Teorema (Barbosa - Cavalcante - Pereira [5]). Seja ¥ uma superficie CMC' compacta e
de fronteira livre na bola B3. Se

@7 (&, N)* < 5 (2+ H (x,N))*,

N | —

onde ® ¢ a sequnda forma fundamental sem trago, entao ¥ é uma calota esférica ou uma
superficie de Delaunay.

Em 2020, Andrade, Barbosa e Pereira [4] obtiveram um resultado que possui ingredi-
entes de [33] e [5] ao estudarem superficies de curvatura média constante na bola B C R3,
munida de uma métrica conforme.
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1.6 Visao geral do Capitulo

No Capl'tuloestudamos as hipersuperficies M™ C R™"! que sdo de Weingarten linear
no sentido que duas curvaturas médias H, e H, satisfazem

aH, +bH, =1, a*>+b* #0. (1.5)

Os dois principais resultados estabelecidos naquele capitulo sao:

Teorema (Teorema. Seja M™ C R™ ! uma hipersuperficie de Weingarten com b = 0.
Suponha que M™ possui apenas duas curvaturas principais , sendo uma delas simples.
Para cada s € Z com 1 < r+ s < n, existe uma constante C' dependendo de s tal que, se
H,., — C nao muda de sinal, entao M™ é isométrica ao cilindro R x S*~*(p) C R"** de
rato p > 0.

Teorema (Teorema . Seja M™ C R uma hipersuperficie de Weingarten com
a-b+# 0. Suponha que a curvatura de Gauss-Kronecker K nao muda de sinal. Entao
M™ ¢é isométrica ao cilindro R x S*™1(p) C R™™ de raio p > 0 nos sequintes casos:

(i) r+sépar,b>0ea>0 (oua<0 coml<N\)

(ii) r € par, s é impar, b >0 e a <0 com | < .
Além disso, nao existe hipersuperficie que atenda as hipdteses deste teorema se
(1i) r € par, s é par, b <0 e ag < a < 0.

Devemos destacar que, se no Teorema [4.1] tivermos C' = 0 e H,, igual a curvatura
de Gauss-Kronecker, reobtemos o resultado de Alfas e Meléndez [2].
Uma pergunta bastante natural é:

Por que nao investigar o caso em que M"™ possui duas curvaturas
principais e nenhuma delas € simples?.

Antes de respondermos essa pergunta, observamos em primeiro lugar que se M™ C
R™*1 ¢ uma hipersuperficie de Weingarten linear com duas curvaturas principais A e p,
de multiplicidades (n — m) e m, respectivamente, a expressao se escreve em termos
dessas curvaturas da seguinte forma:

() RO pown() ZOE)wer oo

Por outro lado, foi demonstrado por Otsuki [39] em 1970 o seguinte resultado:

Teorema (Otsuki [39]). Sejam M variedade Riemanniana de curvatura constante,
M™ hipersuperficie imersa em M e Dy CTM a distribuicao determinada pelos vetores
principais associados a curvatura principal A de M. Se a multiplicidade de todas as
curvaturas principais € constante, entao cada distribuicao Dy € totalmente integravel.
Em particular, se a multiplicidade de uma curvatura principal A € maior que 1 entao A
¢ constante sobre cada subvariedade integral da distribuicao D).
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Deste modo, seja j1, a subvariedade integral da distribuicao associada a it e que contem
o ponto g € M. Se as multiplicidades das curvaturas principais A e u de M s@ao maiores
que 1 entao decorre da expressao que

AN(p) + A N Hp) + -+ Ay =1, Vp € py,

onde As, As_1,..., Ay sdo constantes. Segue que A(p) = A(q) para todo p € p, pois,
caso contrario, terfamos um polinomio de grau menor ou igual a s com infinitas raizes
distintas, uma vez que f, ¢ conexo. Como a curvatura principal A é constante ao longo
de cada uma das folhas da distribuicao a ela associada, temos que A é constante sobre
toda M. De modo semelhante vemos que p é constante em M. Concluimos da teoria
das hipersuperficies isoparamétricas que M" é um subconjunto aberto de um hiperplano,
uma hiperesfera ou um cilindro.

Diante do exposto acima (e respondendo a pergunta), o caso interessante a ser in-
vestigado para hipersuperficies de Weingarten em R™™! com duas curvaturas principais
¢é aquele no qual uma das curvaturas principais é simples.

Existem mais dois resultados importantes nos quais o Capitulo ] se apoia. O primeiro
¢ um resultado de estrutura topoldgica para variedades Riemannianas completas nao
compactas e de curvatura seccional ndo negativa. Ele foi obtido por Perelman [40] em
1994 em resposta a conjectura feita por Cheeger e Gromoll em 1972.

Teorema (Perelman [40]). Seja M™ uma variedade Riemanniana completa, conera, nao
compacta, de curvatura seccional nao negativa e contendo um ponto onde todas as cur-
vaturas seccionais sao estritamente positivas. Entao a alma de M™ é um ponto; equiva-
lentemente, M"™ ¢ difeomorfo ao R™.

O segundo é um resultado geométrico sobre curvaturas principais da hipersuperficie.
Ele é conhecido na literatura como o teorema das curvaturas principais e foi obtido por
Smyth e Xavier [48] em 1987.

Teorema (Smyth - Xavier [48]). Seja M™ uma hipersuperficie em R"™ completa, imersa
e orientdvel que ndao € um hiperplano e seja A a sua sequnda forma fundamental com
respeito a um campo normal unitdrio globalmente definido. Denotemos por A C R o

conjunto de todos os valores nao nulos assumidos pelos autovalores de A e sejam AT =
ANRE

(i) Se AT e A~ sao ambos nao vazios, entdo inf AT =sup A~ = 0.

(ii) Se At ou A~ € vazio entdo A\, o fecho de A, é conero.
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Capitulo 2

Existéncia, unicidade e
nao-existencia de hipersuperficies
minimas de fronteira livre em
dominios quadricos

Seja 0 € R™ um dominio de bordo suave 92 e denote por N o campo normal unitério a
00 e que aponta para fora de . Considere z : X"~! — Q uma hipersuperficie compacta,
com bordo, propriamente imersa, i.e., int¥ C int{2 e 0¥ C 0€). Denotando por N o
campo normal unitario a X, sabemos que o operador de Weingarten associado é dado
por A = —(VN)?, onde V é a conexdio de R”. Chamaremos de v o campo conormal
unitario sobre 0% em 3 e que aponta para fora de ¥. Lembramos que, neste contexto, a
hipersuperficie 3 é dita de fronteira livre se ¥ intersecta 0€2 ortogonalmente. Em outras
palavras, v = N sobre 9% ou, equivalentemente, (N, N) = 0 sobre 9%.

Proposicao 2.1. Se X é hipersuperficie minima, compacta e de fronteira livre em 2 C
R™, entao

/ (x,N)ds = (n —1)|2]. (2.1)

%

Demonstracao. Identificado a imersao x com o vetor posicao em R”, segue que
(V]z]*, X) = X (z,2) =2 (z, X),

para todo X € X(¥). Assim, o campo gradiente de |z|*> em ¥ ¢é V|z|?> = 227, Sendo
{e1,...,en_1} um referencial ortonormal de T3, obtemos
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divV|z]*? = 2<V6i(2xT),ei>
= Z_: (Ve,(2z —2(z, N) N), ;)

i=1

n—1 n—1
= Z (Ve (22),€;) — 2 (z, N) Z (Ve,N,€;)
i=1 =1
= Age|z]’ —2(Vyz,N) + 2 (z, N) tragoA
= 2n—2|NJ?
= 2(n—1),

onde usamos a hipétese de ¥ ser minima para garantir que tracoA = 0. Integrando
ambos os lados da igualdade acima e aplicando o Teorema da Divergéncia, segue que

2(n—1D|X| = /EdiVV]x\QdE:/aZ (V]z|*,v) ds

= 2/ <:L‘T,V> ds:2/ <a:,N> ds,
% o%

onde na ultima igualdade usamos a hipétese de X ser de fronteira livre. O]

Neste trabalho, estamos interessados em dominios 2 C R" cuja fronteira 0€) é um
nivel regular de uma fungao suave F' : R” — R. Mais precisamente, 1 é valor regular de
F e 0Q = F~1(1). Nestas condices temos que os vetores N e VF sdo colineares sobre
0f). Note que nenhuma hipotese topoldgica é imposta sobre 9€2, como também é nao é
pedido que 0f2 seja convexa ou limitada.

E importante observarmos que a funcao F' nao é unica, isto é, o bordo 0€) pode ser
imagem inversa do valor regular 1 de diversas fungoes suaves. Contudo, como veremos
nas demonstragoes das Proposigoes [2.2] e a seguir, precisamos que

N = |VF|"'VF sobre 09 (2.2)

para sermos capazes de usar o Teorema da Divergéncia sobre ¥. Quando F~!(1) = 9
possui apenas uma componente conexa, a condigao é sempre atendia, bastando
trocar F por G = 2 — F caso necessério (note que VG = —VF e G71(1) = F~1(1)).
Caso F~1(1) = 09 possua mais de uma componente conexa, as identidades nas Pro-
posigées e valem para aquelas hipersuperficies > nas quais a condi¢ao se

verifica em cada componente de bordo de 03.

Proposicao 2.2. Sejam 2 C R™ um dominio como descrito acima e ¥ uma hipersu-

perficie de fronteira livre em ). Suponha que a funcao F', associada a OS2, satisfaz a
condigao (2.2)). Entao, para toda p € C*(X), vale

/ |VF|<pds:/goAngZ+/(I—F)Azgodz, (2.3)
[))) b by
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onde Ay, € o operador de Laplace-Beltrami em . Em particular, sob as mesmas hipdteses,

/ ]VF\ds:/AEFdE.
)y >

Demonstracao. Uma vez que X é de fronteira livre e 9€) é um conjunto de nivel de F,
VF = |VF|v sobre 0%. Portanto, decorre do Teorema da Divergéncia que

/g0|VF]ds = /gp(VF,V>dS
% %

= / div(¢pV F)dS
b

= / pAsFdS + / (Vp, VF)d.
b)) b

Por outro lado, o Teorema da Divergéncia também fornece

/Agcde = / F{(Vp,v)ds
s %

= / div(FV)ds
b))

= / FAspdS + / (Vp,VF) d.
P b

A equagao (2.3) agora segue tomando a diferenca entre as duas identidades acima.
O

O resultado a seguir fornece um critério de nao-existéncia de hipersuperficies minimas
de fronteira livre em dominios {2 do tipo que estamos interessados.

OF
ox; >0

< 0 em 0S). Entao, nao existe hipersuperficie minima de fronteira livre em ).

Proposigao 2.3. Suponha que F' satisfaz a condigio (2.2) e que exista i tal que

oF

ou o,

Demonstracao. A demonstracao sera por contradicao. Suponha que, mesmo sob as
hipdteses, exista ¥ minima de fronteira livre em ) e considere a funcao ¢ € C*(X)
dada por ¢ = (a,z), onde a € R". Entao,

Ve =a—{a,N)N.

Uma vez que 0% estd contida em um conjunto de nivel de F', o vetor conormal de ¥ é
dado por v = |[VF|'VF. Assim, em 9% temos

0
55 = (Vov) = (a,v) = |VF|™ (0, VF).
Por outro lado, dado um referencial ortonormal {ey, ..., e,_1} em um ponto de ¥, temos
n—1 n—1

=1 i=1
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uma vez que Y é minima. Segue agora do Teorema da Divergéncia que

0—/Agapd2 / “Ods_/ IVE| ! (a, VF) ds. (2.4)
82 0%

A contradigao surge ao tomarmos a = F; (i-ésimo vetor da base candnica de R™) na
igualdade acima e usarmos a hipdétese sobre o sinal de gf O

7

Corolario 2 1. Suponha que exista > minima de fronteira livre em ) e assuma que
gF >0 ou 2 <0 em 09 para algum 1. Entdo 2 7 =0 em 0% e, consequentemente, 3
ét talmente geodeszca Y € uma wintersecao X N1, onde 11 € um hiperplano.

Demonstrag¢ao. Tomando a = E; em (2.4]), obtemos

dp OF

— = = 0em 0.

dv Oz
Entao, uma vez que Agp = 0, decorre do Principio do Méximo que ¢ = (FE;, z) é
constante em Y. Mas isso equivale a dizer que X esta contida em um plano. O

Observagao 2.1. A Pmposzgao contmuarm valenda se na hipotese twessemos o~ 0
ou 2L < 0 (derivada direcional) ao invés de £ >0 ou £ < 0. Bastaria tomar a = v a0
mves de a = E; na demonstra¢ao. O mesmo pOde ser dzto com respeito ao Coroldrio|2. 1.

Encerramos essa secao com um resultado para o caso especial em que F'é k-homogeénea,
isto ¢, F(tz) = t*F(z), Vt e R. E facil checar que, neste caso, kF(z) = = (VF,z). Em
particular, se x € 012,

k-1=(VF,z)=|VF|(N,z).

Multiplicando ambos os lados por |[VF|™! e integrando em 9% podemos usar 2.1) e
chegarmos ao seguinte resultado:

Proposicao 2.4. Suponha que F ¢é k-homogénea e satisfaz a condigio (2.2). Se ¥ €
hipersuperficie minima, compacta e de fronteira livre em Q) C R™, entao

/ kIVF| 'ds = (n — 1)|%].
ox

Observacao 2.2. Em verdade, a Proposicao continua valida mesmo quando uma
constante ¢ € adicionada a F'. De fato, as funcoes G = F + ¢ e F' possuem o mesmo
campo gradiente em 3.

Observacao 2.3. Note que todos os resultados dessa secao, embora enunciados para
hipersuperficies, sao vdlidos para subvariedades minimas de fronteira livre XF em Q C R™.
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2.1 Hipersuperficies minimas de fronteira livre em
dominios quadricos

Nesta se¢ao estamos interessados em estudar a existéncia de hipersuperficies minimas
de fronteira livre ¥ em um dominio 2 cujo bordo 02 é uma hipersuperficies quadrica.
Para isso, consideramos 2 C R" tal que 92 = F~1(1), onde F : R — R é a fungao

n

F(x1,29,...,2,) = Zam?—l—bx,ﬁ—c, (2.5)

=1

com a; € {—1,0,1},i=1,...,n, e b,c € R. Devemos observar que a fungao F atende a
condicao em cada um dos casos cobertos pelos teoremas desta segao.

Quando a,, = 0 temos a_ = b. Neste caso, se b # 0, segue da Proposigao que
nao existe hipersuperficie minima de fronteira livre em 2. Sendo assim, nosso primeiro

resultado de nao-existéncia ¢ o seguinte:

Teorema 2.1. Se a funcao F € tal que a, =0 e b # 0, entdo nao existe hipersuperficie
minima de fronteira livre em €.

O resultado acima garante, por exemplo, que nao existe hipersuperficie minima de
fronteira livre no paraboloide circular, nem no paraboloide hiperbdlico, nem no cilindro
parabdlico.

Para estudarmos mais casos que nao sao cobertos pelo Teorema [2.1], precisamos de al-
guns ingredientes associados a funcao F'. Denotando por { £y, Es, ..., E,} a base candnica
do R”, temos que o gradiente VF € TR™ é dado por

n—1

VF = Z 20,2, E; + (2a,x, + b)E,

=1

e, portanto,

IVF| = Z4a 2 4 (2a,1, + b)2.

Lembramos que, sendo ¥ de bordo livre, o campo VF é tangente a 3 em 0 e, desse

modo, -
VF=VF em O0%. (2.6)

Decorre do fato de 0¥ estar contida no conjunto de nivel 1 de F' e da identidade ({2.6))
que, em 0%, vale

. VF\  >@i2aa+br, 2(F(x)—c)—bx, 2(1—c)—ba,
ayas IVF| N IVF| N |VF|

Sendo assim, a Proposicao nos da

[ e [ (o) o= [ @M a=w-vz e
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Chamando de N7, Ns, ..., N, as coordenadas de N em R", temos que o Laplaciano
de F' é dado por

AsF = ApeF — (VNVE,N) =Y [2a; — 2a;N7] =2 a;(1 - N}).
=1 i=1

Logo, a Proposicao [2.2] fica

/ |VF\ds:/AEFdE:/QZai(l—Nf) ds. (2.8)
o% b > —

Tomando a diferenga entre (2.8)) e (2.7]), obtemos

/ 42?:_11 afxf + (2anxn + b)2 + bx, — 2(1 — C) d /
S =
0% [VF| 5

2 zn:ai(l ~N2)—(n—-1)| d=. (2.9)
i=1

Teorema 2.2. Seja F' como em comb=0, c<0 eao menos um dos coeficientes
(digamos a,) € diferente de 1. Existe hipersuperficie ¥ minima, compacta e de fronteira
livre em §) se, e somente se, a; = as = ... = a,_1 = 1. Além disso,

(a) se a, = —1 entdo X € o disco plano perpendicular ao eizo x,, na origem;

(b) se a, =0 entao X é qualquer um dos discos planos que intersectam 02 ortogonal-
mente.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos supor que os primeiros k coeficien-

tes ay,as, ..., a; sao iguais a 1. Entao, F' pode ser escrita como
k n
2 2
F(zy,29,...,2,) = E x; + E a;x; + c. (2.10)
i=1 i=k-+1

Note que, neste caso, F' é uma funcao 2-homogénea somada a uma constante e, desse
modo, atende a identidade dada na Proposicao [2.4. Pondo b = 0, o membro esquerdo de

fica

/ 4w —2(1—¢) / A= et Yy (caw? +afad)] 21 —c)
o V| o IVF|
D iy dai (a; — 1) 27 +2(1 — ¢) p
- S
o3 [VF|
D ik dai (@ — 1) a?

Lds+ (1—c)(n—1)|3].

ox [VE|

Por outro lado, desenvolvendo o membro direito de (2.9), obtemos
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n k n
/[ZZai(l—NE)—(n—l)l = / 2(2 1-N)+ > ai(1—Ni2)>—(n—1) dy
2] =1 X i=1 i=k+1
_ / 2<k—1+ZN2+Za11—N2>—(n—1) .
x i=k+1 i=k-+1
- / 2<n—1—|— (V-1 +az(1—N2))>—(n—1) s
X i=k-+1

= n71|2|+2/ Z (N2 —1)(1 — a;) d.

1=k+1

Agora, essas informagoes juntas em ambos os lados de ) fornecem

D iy dai (a; — 1) a7 /
L “ds=c(n—1)|%]+2 V(1 — a;)d>. 2.11
B (=I5 § (N Jds. (211)

i=k+1
Uma vez que ¢ <0, a; € {—1,0, 1} e |[N| =1, temos

sz-yl 2a; (a; — /
0< = d < 1—CLZ d> <0, 2.12
- a > ) (2.12)

i=k+1

o que implica que ambos os termos nas integrais sao nulos. Em particular,
(N -1)(1—a;)=0, Vi=k+1,k+2,...,n

Mas a igualdade acima s6 é possivel quando exatamente um dos a;, 1 =k+1,...,n
¢ diferente de 1 (caso contréario temos pelo menos duas coordenadas de N iguais a 1).
Mais precisamente, os somatorios que aparecem nas integrais acima possuem apenas uma
parcela ou, dito de outro modo, k = n — 1. Sem perda de generalidade podemos admitir
que a, # 1.

Finalmente, pondo a, = —1 em (2.12)) obtemos z,, = 0 sobre 9% e N,, = 1. Assim
3} é o disco plano perpendicular ao eixo x, na origem. Por outro lado, se a, = 0,
a desigualdade nos diz que N,, = 1 e ¥ é qualquer um dos discos planos que
intersectam o eixo z, ortogonalmente. O

O Teorema 2.2 assegura que dentre todos os dominios quadricos €2 cujos bordos 0f2 sao
hipersuperficies de nivel 1 de F' dada em , os tnicos que admitem hipersuperficies
minimas compactas e de fronteira livre sao aqueles cujo bordo 02 é o hiperboloide de
uma folha ou o cilindro circular. O Teorema assegura ainda que, por exemplo, nao
existe hipersuperficie minima compacta e de fronteira livre no dominio €2 cujo bordo 0f2
6SExR™IZF 1 <k <n—2 ouoslab (ie, 9 =F 1) coma; =0 se i #ne
a, =1 em (2.10)).

O resultado a seguir mostra que nao existe hipersuperficie minima, compacta e de
fronteira livre em dominio 2 cujo bordo 02 é um cone ou um hiperboloide de duas
folhas. Para o caso especifico do cone, i.e., para 9Q = F~1(1) onde F ¢ a funciao dada
no teorema a seguir com ¢ = 1, estamos considerando que o dominio de F' nao contem
a origem para garantirmos que 1 seja valor regular da fungao (conforme comentamos no

final da Se(;éio.

34



Teorema 2.3. Suponha que F ¢ dada por
n—1
F(zy,29,...,2,) = Zx? — 22 +e.
i=1

com c > 1. Entao, nao existe hipersuperficie minima, compacta e de fronteira livre em €.

Demonstracdo. Suponha que o teorema esteja errado e seja 3 uma hipersuperficie minima,
compacta e de fronteira livre em (2. Note que X nao pode estar imersa em nenhum dos
dominios

n—1

Dy =4 (@1,...,2,) €ERY 2y > Z:c?—l—c—l

ou
n—1
Dy =< (z1,...,2,) € R"; 2, < — E 24+c—1y,
i=1
ois, caso contrario, terfamos 2 < 0 em D; ou 2Z£ > 0 em D, e a Proposicio [2.3
’ ’ ox ox

n
aplicada a F'|, nos conduziria a uma contradi¢ao. Portanto, ¥ deve possuir componentes
1
de bordo em 0D, e 0D,.
Uma vez que X ¢é de fronteira livre, sabemos que

n—1
IVF(z)|lv = VF(z) =2 (Z 2, E; — ann) =2(zx —22,E,), Ve,
=1

onde {E1, Es, ..., E,} é a base canonica de R™.
Seja G : R" — R a fungao

G(z1,x9,. .., 2,) = fo

Note que G~1(1), 1 > 0, é nivel regular onde um campo normal unitario em x € G=1(1) é

AR R 1

Uma vez que 3 é compacta, existe um ly > 0 tal que ¥ C G71(I < ly). Podemos decrescer
lo > 0 até as hipersuperficies G7!(ly) e ¥ se intersectarem pela primeira vez no ponto
7. Segue que G !(ly) e ¥ sdo tangentes em 7. Em particular, N(Z) = N(Z). Note que
T ¢ 0¥ pois, caso contrario, teriamos

0= (N (). VF(@) = W(E). VF@) = —= (3 = 32) = —=G(@) =2/l > 0.

Agora, seja p := Gy,. Entao,
plx) = |r — (x,E,) E,]* = |2|* — (2, E,)*, V€.
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Um célculo direto fornece, para quaisquer X,Y € X(%),

Hessyp(X,Y) = HesspnG(X,Y) + (AX,Y) (VG,N)
= 2(X,Y) — (X, B (Y, B + (AX,Y) (&, N) — (&, B (N, E)].

Uma vez que p atinge seu maximo em Z, segue que

0> %HGSSEP(X7X) = |X‘2 - <X7 En>2 + <AX7 X> (<j7N> - <j7En> <N7 En))

— IXP = (X, E,)? + — (AX, X) (J7]> — 72) .

1
Vi "

A desigualdade acima entao fornece

2
(AX, X) < ’X’| o \/_ <0, VXeT:s. (2.13)
X

Mas, sendo ¥ minima, a desigualdade ([2.13|) é possivel apenas se
(AX,X)=0, VX € T;:X.

Contudo, pondo X € T;:¥ com X # 0 e (X, E,) =0 em (2.13)) (o que de fato é possivel
porque T3 = T;G7'(ly)) obtemos a contradigao (AX, X) < 0. O]

O dltimo resultado dessa segao garante que nao existe hipersuperficie minima, com-
pacta e de fronteira livre em um dominio €2 cujo bordo 992 é um cilindro sobre uma
hipérbole ou um Wedge (i.e, F~1(1) = 09 ¢ a hipersuperficie Zn_f r? — 22 = 0). De
modo semelhante ao que fizemos para o caso do cone no teorema anterior, no caso es-
pecifico do Wedge, precisamos excluir o eixo x,_; do dominio de F' para assegurar que 1

é valor regular de F' (veja o pentltimo paragrafo da Se(;éo.

Teorema 2.4. Suponha que F ¢ dada por

2 _ 2
F(zy,29,...,2,) = E x; — 1z, +c.

com c > 1. Entao, nao existe hipersuperficie minima, compacta e de fronteira livre em €.

Demonstracdo. A demonstracao segue os mesmos passos da demonstragao do Teorema/|2.3]

usando a fungao G(z) = 22_,. O
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2.2 Superficies minimas de fronteira livre na bola

Nesta se¢ao nos concentramos no caso especial em que o dominio €2 é a bola unitaria
B? em R3, centrada na origem. Considere um mergulho z : ¥ — B? de uma superficie 2
conexa, orientavel, minima e de fronteira livre em B?. Como de costume, denotamos por
N campo normal unitério em ¥ e por A = —(VN)? o operador de Weingarten associado,
onde V é a conexao de R®. Também representamos por ¥i,7s, ..., Ve as componentes
conexas de 0.

Chamando de dist(-,-) a distancia intrinseca sobre ¥, um e-colar da componente
v C 0% (ou simplesmente um colar) é um conjunto da forma

I.={peX; dist(p,v) <e}.

Identificando = com o vetor posicao, é facil ver que o campo zT, obtido da projecao
de x sobre T3, é ortogonal a 0%, uma vez que X é de fronteira livre. Em particular,

2T =z em 03 e, desse modo,

27| =|z|=1>0, Voecy, i=1,...,k
Logo, para cada i = 1,...,k, a continuidade do campo 27 € X(X) garante a existéncia
de um colar I'; C ¥ contendo ~;, no qual

|z7| > ;>0 sobre I';. (2.14)

Daqui por diante iremos assumir que todo colar em > contendo uma componente conexa
de 0% satisfaz a condicao ([2.14]).

Nesta secao duas funcoes suaves em Y desempenham um papel fundamental. A
primeira é a fung¢ao suporte

e a segunda é a funcdo distancia

o
— p(x) == Lz

Note que a fronteira 93 de X estd contida nos conjuntos de nivel g=1(0) e p='(1/2).
Logo, os vetores Vg e Vp sao linearmente dependentes sobre 0%, uma vez que ambos
pertencem a T e sao ortogonais a 9%. Vamos estabelecer os gradientes dessas funcoes.
Em primeiro lugar note que, para todo X € X(X),

(Vg,X) = X_<:E,N> o
<VX£L‘,N>—|—<£L',V)(N>
(X,N) + (z,-AX)
= (—Az", X)
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onde usamos o fato de (VyxN)* = 0 pois N é unitario. Assim, o gradiente da funcio
suporte é dado por Vg = —Az?. Com respeito & funcao distancia, temos que

(Vo X) = 1X(z2)
= <VX:L',:U>
- <X,:L’>
= <93T,X>‘

Portanto, Vp = 7. Conhecidas as expressoes dos gradientes de g e p, podemos refor-
mular a observacao feita no inicio desse pardgrafo nos seguintes termos:

{27, A2"} ¢ linearmente dependente em 0. (2.15)

Para cada p € X, considere o operador

J, TR — T,
V o— J(V)=NAVT

onde A representa a operacao de produto vetorial em R3. O lema a seguir sera 1til na
demonstracao da Proposicao a seguir. Em seu enunciado x representa tanto um ponto
de ¥ quanto um vetor do R3.

Lema 2.1. Sejam ¥ C R® uma superficie orientdvel e w € X(X) o campo dado por
w(x) = J.(x). Entao,

(Vyw, X) = (z, N) (AX, J(X)), ¥ X € X(%).

Em particular, se 27 é uma direcao principal do operador de Weingarten sobre um colar
ao redor de uma componente conexa de 0%, entao

<VxTw,a:T> = 0.

Demonstracao. Em primeiro lugar, observe que

VXW = vx(l’/\N)

Vxt AN+x2AVxN

= XAN—-zNAX

—J(X) = (T + (x, Ny N) N AX
—J(X)— 2T NAX — (2, N) N N AX
= —J(X)—2T ANAX — (z,N) J(AX).

Agora, uma vez que 7 A AX é ortogonal a X, concluimos que

<VXW>X> = <vxw,X>
= —(J(X),X) - (z,N) (J(AX), X)
= (z,N) (AX, J(X)).
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Antes de apresentarmos o proximo resultado, cabe fazermos um comentario sobre seu
enunciado. Nele, pedimos que a dependéncia linear destacada em se estenda a
um colar I sobre ao menos uma componente v de 9%. Diante do que observamos em
(2.14)), podemos assumir que este colar I' é fino o suficiente de modo que z¥ # 0. Nestas
condicoes, faz sentido chamar z7 de autovetor de A sobre o colar I

Proposicao 2.5. Sejam ¥ uma superficie mergulhada e de fronteira livre em B3 e v
uma componente conexa de 0%. Suponha que existe um colar I' C X contendo v onde
o conjunto {xT,AxT} ¢ linearmente dependente. Entdo, o autovalor associado a x' ¢
constante ao longo de 7.

Demonstracdo. Seja A o autovalor associado a . Sob as hipéteses da proposicao, o
gradiente da fungao suporte g = (x, N) é

Vg =—Az" = —X\aT sobre T.
Em particular, como ¥ é de fronteira livre,
2N = N [zT > = |Vg|* sobre v C 9%

Uma vez que x e N sdo ortogonais a 0%, o campo w = J(z) = N A x é tangente
a0Y. Sendo assim, para mostrarmos que A é constante ao longo de v C 9%, é suficiente
verificarmos que

w|Vg|* =0 sobre 1.

Assim, sobre v, vale

wlVgl* = 2(V,Vg,Vyg)

2 (Hess,w, Vg)

2 (w, Hess,Vyg)

2 <w, vaVg)

2Vg (w, Vg) = 2(Vyw, Vg)

2Vyg <J(ZL‘T), —A$T> -2 <V_AxT(JJ, —AxT>
= 2Vg(J(aT),—AzT) — 2X* (V,rw,2”) .

Note que os dois termos da tltima igualdade sao nulos, o primeiro devido aos vetores
J(zT) e AzT serem ortogonais em I e o segundo devido ao caso particular assinalado no

Lema 2.1l m

Para demonstrarmos o principal resultado dessa segao (Teorema vamos precisar
extrair algumas informacoes do operador de Weingarten da fronteira 932, ora vista como
subvariedade de ¥ e ora vista como subvariedade de S%. Seja qual for a dimensao da
hipersuperficie > C B" C R", o esforco para realizar essa tarefa é o mesmo. Portanto,
vamos assumir por um instante que n € N é arbitrario.

Para distinguirmos entre os operadores de Weingarten usaremos a seguinte notacao:
ASL (para 9% 2 < §*1); ARY | (para S*! < R”) e Ay (para 9X" 2« XY,
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Agora, para quaisquer X,Y € X(0X), vale
VEY = V¥ Y+ (AELXY)N
— VPV 4+ <A§;‘1X, Y> N —(X,Y)N,
VRY = VxY +(AX)Y)N
= VY + (A5 X.Y)v+ (AX,Y) N,

onde N é o campo normal unitario sobre S"~! e v € X(X) é o campo conormal unitdrio
sobre 9. Sendo X de fronteira livre, temos que N = v sobre 9%. Desse modo,

A=ASy" sobre 0%

Se, para cada p € 0%, {ey,...,e,—2} C T,0¥ é uma base ortonormal composta de auto-
vetores de A%gl associada aos autovalores 71, ..., 7,_2, respectivamente, a matriz de A
na base ortonormal {es, ..., e, 0,27} C T3 é
m 0 -+ 0 0
0O » --- 0 0
S T (2.16)
0 0 -+ 7,9 0
o 0 -~ 0 A

onde \ é o autovalor associado ao autovetor 7 de A. Em particular, quando n = 3, a

matriz de A se torna
e 7 0
SN0 N7

sendo 7 a curvatura geodésica de 9% vista como subvariedade de S?. Note que a curvatura

média de ¥ C B? é portanto
A
H = T;r | (2.17)

Teorema 2.5. Nas mesmas hipoteses da Proposicao se X € minima entao % € o
disco equatorial D ou o catendide critico K.

Demonstrag¢ao. Mostramos na Proposicao que A é constante sobre . Ora, sendo
¥ C B? minima, segue de que a curvatura geodésica 7 de v C S* também é
constante. Portanto, v é um circulo sobre S%.. Em particular, v é invariante por rotacoes.
Segue do Teorema de Kapouleas e Li [26] (cujo enunciado se encontra na Introdugao)
que X é o disco equatorial plano D ou o catendide critico K.

O

40



Capitulo 3

Classificacao de hipersuperficies
minimas via identidades geomeétricas

3.1 Hipersuperficies minimas de fronteira livre em
graficos rotacionais

Nesta se¢ao consideramos um dominio 2 C R" cuja fronteira 9€) é uma hipersuperficie
rotacional no sentido que passamos a descrever. Sejam f : I C R — R uma funcao suave
e positiva e a(t) = (f(t),t) uma parametrizacao do grafico de f no plano z;z,. Seja ainda
© uma parametrizacao da esfera unitaria (n — 2)-dimensional no hiperplano z, = 0. A
hipersuperficie de revolucao com geratriz a pode ser parametrizada por

X(6,t) = (0f(1),1).

Neste sentido, discutimos a existéncia de hipersuperficie minima ¥ e de fronteira
livre em um dominio € cujo bordo 9€) é uma hipersuperficie de revolugao. Denotando
r=(T1,...,Ty_1) €y = Ty, considere F': R" = R" ! x R — R a fungao suave definida
por

F(z,y) =[x = f(y)* + 1.
Assim 99 C F~1(1). Além disso, como o campo gradiente de F' ¢ dado por

VEF = (22,-2f["),

temos que 1 é valor regular de F' pois, por construcao, a curva o nao tangencia o €ixo x,,.
Segue que
IVE| =2y/]z]> + f2(f)*.

Em particular, sendo ¥ de bordo livre em (2, temos

VFI| =2/ VT+ (PP

Observamos que
2 2[n71 0
DF—( 0 _2(f/)2_2ff// ’
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onde I,,_; representa o operador identidade em R" . Desse modo, sendo N = (Ny,- -+, N,,)
o campo normal unitario a ¥, decorre da minimalidade de X que

AsF = AgnF — D?*F(N,N)
= 2(n—1) =2(f")? = 2ff" =2[N} + -+ N7, = ((f")* + [ /") N7
= 2n—1) = 2[(f)P+ FI 1= N2 (P + £ NE]
(n—1)— 2[(1 — N2+ L) +1— NQ}
(n—1) =201 = NJ)[(f )+ﬁﬂ+ﬂ

I
B

= 2(n—-1

onde usamos que N? + ---+ N2 | =1 — N2. Entao, usando a Proposicao , podemos
concluir que

/(92f\/1+(f’)2ds _ %/azwm ds — %/EAZFdE
= (n—1)|E|+/E(N,2L—1)[(f’)2+ff”+1] dx.  (3.1)

Por outro lado, usando a Proposicao e lembrando que o campo normal unitdrio de

0f) é dado por N = IVF\ temos que
~ |z — ull” o
— DX = N)ds = 3.2
(=Dl /az<(x7y)7 ) ds /azf 1+ (f)? oz v/ 1+ (f')? o (32)

Confrontando as equacoes e , temos que

f(f)? +yf’d
oz 1+ (f")? 5

Note que, se X C € onde €' é um pedaco de Q com /> 0e f” > 0, entao X é um disco
plano e sua fronteira 0% estd contida no subconjunto de 9€?' onde f'(t) = 0. Podemos
entao concluir o seguinte:

(Na = DI(f)? + £+ 1] = (3.3)

Teorema 3.1. Suponha que ¥ € uma hipersuperficie minima, compacta e de fronteira
livre em um pedaco € de Q onde f' > 0 e f" > 0. Entao X é um disco plano e sua
fronteira 0X estd em f'(t) = 0.

Note que o Teorema [3.1{nos permite reobter os resultados de existéncia, nao-existéncia
e unicidade da Secao para algumas das quadricas de rotacao: cilindro, cone, hiper-
boloide de uma folha e paraboloide. Para exemplificarmos, vejamos o caso em que 0f) é
o cone com fungao geratriz dada por f(t) = at, a > 0. Como f’(t) > 0 para todo t > 0,
o teorema garante que nao existe minima de fronteira livre em 0f2.
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3.2 Novo resultado de gap

Conforme expomos na introducao, sao varios os resultados para minimas de fronteira
livre na bola que tiveram inspiragao em resultados de gap para minimas fechadas na
esfera, como os obtidos por Lawson [29] em 1969 e por Chern, do Carmo e Kobayashi
[15] em 1970.

Nesta secao, usamos a expressao obtida na Proposicao [2.2] para obter um novo re-
sultado de gap para minimas de fronteira livre na bola. Note que o teorema a seguir
generaliza o resultado de Cavalcante, Mendes e Vitério [13] para hipersuperficies em
dimensao arbitraria.

Teorema 3.2. Seja X" uma hipersuperficie minima de fronteira livre na bola unitdria
B, Se |A|? < 2n, entdo X € um disco equatorial totalmente geodésico D".

Demonstragdo. Primeiramente observamos que se tomarmos F(x) = |z|?, a bola B"™! ¢
um dominio em R™"*! tal que OB"™! = F~1(1). Aplicando entao a férmula ([2.3)), obtemos

1
/ pds = n/ o+ = dE/(l — |2[H)Ap dX. (3.4)
% b 2 b
E sabido que a fungao suporte g = (z, N) satisfaz a equagao
Ag+|AlPg = 0.

Lembramos também que, sendo X de fronteira livre em B"*!, g = 0 sobre %. Portanto, g
é autofuncao associada ao autovalor 0 do operador de Jacobi, definido por J := —A—|AJ%.

Afirmamos que 0 é o primeiro autovalor de J. Com efeito, se a afirmagao é falsa entao
o primeiro autovalor é um certo A < 0 e este estd associado a uma funcao g, > 0 tal que

Jgi = Mg sobre X,
g1 = 0 sobre 0%.

Pondo ¢g; em (3.4)), temos

0% P b

_ Qn/gld2+/(1—|x\2) (—|A]2g, dS — Mg)) dS (3.5)
> >

= [ L= tapigan+ [ aPlara - [0 lePtgas
2 ) %

Mas isso nao pode ocorrer uma vez que |A|?> < 2n. Portanto a afirmacao é verdadeira.
Em particular, g > 0.
Agora, pondo g em (3.4 obtemos
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0:2/ gds = 2n/gd2+/(1—\x!2)AgdZ
ox b P

= /[2n—|A|2}gdZ—l—/|x|2|A|2gdZ.
s >

(3.6)

Segue de |A]* < 2n que
2n—|APlg = 0

z[*[A]?g = 0
Se g(z) # 0 entao
|A? = 2n
[zP[AP =0

e dai, z = 0. Logo g(x) = 0 para todo z € X {0}. Decorre da continuidade de g que g = 0
em Y. Portanto, ¥ é um cone minimo, donde, por regularidade, > é uma hipersuperficie
totalmente geodésica. O
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Capitulo 4

Hipersuperficies de Weingarten no
espaco Euclidiano com duas
curvaturas principais distintas

Seja M"™ uma variedade Riemanniana conexa, completa e orientavel, imersa no espaco
Euclidiano R™"1. A orientacao nos permite escolher sobre M um campo normal unitdrio
N. O operador de Weingarten associado a N é dado por A = —(VN)?, onde V denota

a conexao de R". Sejam ki, ko, ..., k, os autovalores de A (chamados de curvaturas
principais). Definimos, para cada r € {1,2,...,n}, a funcao simétrica elementar S, por
Se= > ik

’i1<-.‘<ir

e a r-ésima curvatura média de M por H, = Sr/(:) Note que H; é a curvatura média de
M e que o nimero H, estd relacionado a curvatura escalar de M. De modo geral, quando
r é impar, H, é um valor extrinseco e, portando, seu valor depende da orientacao de M.
Ja quando r é par, H, ¢ intrinseco e, sendo assim, seu sinal nao depende da orientagao de
M. Neste sentido, o seguinte resultado de nao existéncia sera 1til para nossos propositos.
Ele foi obtido por Wu [55] em 2010 (parte 2 do Teorema 5.4).

Lema 4.1 (Wu [55]). Se r € par, nao existe hipersuperficie completa em R" ™ n >3, de
r-ésima curvatura constante negativa e duas curvaturas principais distintas.

Para o caso especial em que M possui apenas duas curvaturas principais, digamos A
e i, um calculo direto fornece

Qr-ECee

onde (n —m) e m sao as multiplicidades de \ e p, respectivamente (acima, estamos con-
siderando (z) = 0sei > j). Em particular, quando p é simples (m = 1), a equagao
se torna
nH, =X""((n—r)A+rp). (4.2)
Neste contexto, usaremos o seguinte resultado obtido por Alfas e Meléndez [I] em
2016 (Lema 8):
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Lema 4.2 (Alias - Meléndez [1]). Seja M uma hipersuperficie de R™™ com duas curvatu-
ras principais A e i de multiplicidades (n—1) e 1, respectivamente, tais que A(p), u(p) > €
para algum p € M. Entdo, a curvatura seccional Ky em p satisfaz Ky (I1,) > €* para
todo 2-plano 11, C T, M.

Como destacamos na introducao, este capitulo trata das hipersuperficies de Weingar-
ten com duas curvaturas principais A e p, sendo p de multiplicidade 1. Por hipdtese, as
curvaturas H, e H, devem satisfazer a seguinte identidade:

aH, +bH, =1, a® +b*#0, 2<r<s<n. (4.3)

Veremos nos Teoremas[4.1]e[d.2] que impondo certas restrigoes adicionais sobre a, b, 7, s,
a hipersuperficie M ¢ isométrica ao cilindro RxS"~1(p) C R"*!. O ponto de partida para
a obtencao de ambos os teoremas consiste em garantir que uma das curvaturas principais
se exprime em fungao da outra, isto é, u = p(\). A proposicao a seguir apresenta uma
condicao suficiente sobre a fungao u(\) para que esta isometria ocorra.

Proposicao 4.1. Seja M™ C R™! uma hipersuperficie de Weingarten. Suponha que
M™ possui apenas duas curvaturas principais distintas, A e p, sendo p = pu(\) simples.
Suponha que X(p) > 1 > 0, p € M, e que a fungdo X\ — u(\) satisfaz as seguintes
condigoes:

e /i nao muda de sinal ao longo de M,
o A=\ ¢ a dnica solugio de p(\) = 0;
o () € decrescente em (1,00); e
o 1(N\) = oo quando A — .
Entio, M € isométrica ao cilindro R x S**(p) C R*** com raio p > 0.
Demonstracao. Seja Ag > [ a (dnica) solu¢ao de u(A) = A\. Uma vez que g ndo muda de
sinal e u # A sobre o conjunto conexo M, existem trés possibilidades:
Caso (i) [ < A(p) < Ao para todo p € M, ou
Caso (i) Ao < A(p) < A para todo p € M, ou

Caso (iii)  A(p) > X para todo p € M.

Se o Caso (i) ocorre, segue que
L <Ap) <Ao< pulp), Vpe M.
Entao, decorre do Lema que todas as curvaturas seccionais de M satisfazem

Ku(I1,) > AMp)® > 0,
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para todo p € M e todo 2-plano I, C T,M. Se infy; A > 0 segue do Teorema de
Bonnet-Myers que M é compacta. Sendo assim,

A= [)\*7 )\*] U [M*,M*],

onde
A —min\, A —max)\, g —ming = .
min A, MaxX A, jl = ming, @0 =maxp
Portanto, A = A é disjunto com A~ = () o que contradiz o resultado de Smyth e Xavier [48]

(cf. visto na Segao . Neste caso devemos ter infy; A = 0 e M nao pode ser compacta.
Decorre do resultado de Perelman [40] (cf. visto na Secao que M ¢ difeomorfa ao
R". Por outro lado, uma vez que A > 0 e A # u por hipdtese, o resultado de do Carmo e
Dajczer [19] (cf. visto na Introdugao) garante que M é uma hipersuperficie de rotagao,
i.e., M é homeomorfa a R x S*"! o0 que nos conduz a outra contradicio. Em suma, o
Caso (i) ndo pode ocorrer.

Se o Caso (iii) ocorre, os conjuntos

A ={®}en ¢ A ={0®)}en

sio ambos nao-vazios com  inf AT > \ > 0, contradizendo o resultado de Smyth e
Xavier [48]. Logo, o Caso (iii) ndo pode ocorrer também.
Finalmente, se o Caso (ii) ocorre, segue que

0<pu(p) <X <Ap) <A, VpeM.
Afirmamos que, neste caso, deve ocorrer
)\ = const. = \.

Suponha por um instante que exista pg € M com A(pg) < A Entao, o Lema garante
que todas as curvaturas seccionais de M em pgy sao positivas e, sendo assim, o resultado
de Perelman [40] garante que M ¢é difeomorfa ao R™. Por outro lado, uma vez que A > 0
e A # u, podemos repetir os argumentos do Caso (i) para concluir que M é homeomorfa
a R x S" ! produzindo assim uma contradicdo. Isso mostra que nossa afirmacao é
verdadeira.

Consequentemente, A\ = const. = A e i = const. = 0 e, sendo assim, M é uma
hipersuperficie isoparamétrica imersa no espaco Euclidiano R"™!. A classificacao das
hipersuperficies isoparamétricas (cf. visto na Secao garante que M ¢é isométrica ao
cilindro R x S""1(p). O
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4.1 O caso com curvatura H, constante

Nesta se¢ao assumimos que b = 0 na identidade (4.3). Isto equivale a supor que
H, = const. # 0. Como r > 2, a equagao (4.2) garante que A ndo se anula em M. Sendo
assim, ¢ possivel exprimir 4 em termos de A como

nH, n—r
u(A) = - A

rAr—1 r

O grafico de p é dado na Figura Nela, as constantes

1 1
5= (nHr> e A= (n(r—l)HT>
n—r n—r

sdo, respectivamente, a tnica raiz de pu(A) = 0 e o niimero onde puf _ ) atinge seu
minimo.

»
>»

Ao X\

Figura 4.1: Grafico de p

Perceba que pondo A em
nH, o =N ((n— (r+ )X+ (r+s)u()))

obtemos
nHo(8) = N (0= 0+ 9)A+ (r+ ()
— (=)

= (n— () (32)

n—r
No que segue iremos denotar por C a constante

C=Hup,(N) = (” - (7: + 8)) (;in) o |

Teorema 4.1. Seja M™ C R™™ uma hipersuperficie de Weingarten com b = 0. Suponha
que M™ possui apenas duas curvaturas principais, sendo uma delas simples. Para cada
s€Z com1l<r+s<n, existe uma constante C' dependendo de s tal que, se H, s — C
nao muda de sinal, entdo M™ ¢ isométrica ao cilindro R x S*"*(p) C R™ de raio p > 0.
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Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos assumir que H, > 0 e que A > 0 em
M. Com efeito, se r é par o Lema {4.1| garante que H, > 0 e, uma vez que o sinal de H,
nao depende da orientacao escolhida em M, podemos fixar aquela na qual A > 0. Por
outro lado, se r é impar o sinal de H, depende da orientacao escolhida em M e podemos
escolher aquela na qual H, > 0. Neste caso, afirmamos que, necessariamente, devemos
ter A > 0. Ora, se isto ndo é verdade, o minimo absoluto de u(A), A < 0, é atingido em
Mg com
min u(A) = pu(Ag) > 0.

A<0

Dalf, sendo A < 0 em M, obtemos At # () £ A~ com inf AT = u()g) > 0 o que contradiz o
resultado de Smyth e Xavier [48]. Portanto, podemos assumir que H, > 0 e que A > 0 em
M, conforme haviamos afirmado. Ora, como H,,, — C' nao muda de sinal por hipétese,
os valores possiveis que A(p) pode assumir estdo no intervalo (0, 5\] C R,Vp € M, ou no
intervalo [\, 00) C R,Vp € M. Consequentemente, (\) nio muda de sinal em M e a
primeira hipdtese da Proposigéo esta assegurada. E fAcil ver que as demais hipoteses
sobre 1 na Proposicao também sdo satisfeitas (com [ = 0). Concluimos portanto que
M ¢ isométrica a R x S"71(p). O

4.2 O caso com curvatura H, # 0

Nesta secao, voltamos a assumir que a hipersuperficie de Weingarten satisfaz a iden-
tidade (4.3) em sua generalidade. Nosso objetivo é demonstrar o Teorema . Uma vez
que M possui apenas duas curvaturas principais e como r > 2, temos que A nao se anula
em M. Portanto, combinando as expressoes e , ¢ possivel exprimir 4 em fungao
de A como

b(n — s)A n _ . aln—r)
A) = AT =N — 4.4
HA) ar 4+ bsAs=r {b(n —s) b(n — s) (44)
Fazendo b = ﬁ e introduzindo as funcoes 7 e v, dadas por
n—s
(n—s)A 1 -
N= —— 2 A =—(b-=)\° 4.
=g ¢ v = 56X (15)

podemos fazer a = a(n——r) e reescrever (4.4 como
b(n — s)

pA) =7(N) [v(A) —al.

Essencialmente, o que precisamos fazer para demonstrar o Teorema 4.2 é estudar o
comportamento da fungao p em cada um dos casos listados nele. Faremos isso de modo
sistemético, analisando primeiro as fungoes 7 e [ — a| para em seguida analisar a fungao
i (que é o produto dessas fungoes).

Em todos os itens descritos no Teorema [4.2] é imediato perceber que a tnica solugao
de 7(A\) = 0 é A = 0. Também ¢é possivel verificar que nimero possivel de assintotas
verticais de 7 é zero, um ou dois. O lema a seguir resume os possiveis comportamentos
da funcao 7. A Figura [4.2] ilustra cada situacao apresentada nele.
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Lema 4.3. Sejam
1
_a?"‘ S§—r
S
Entao, a funcdo T possui os sequintes aspectos para cada um dos casos a sequir:

(i) Parar+s parea-b>0: 7| _ 5 <0, 7|q ) >0 eT ndo possui assintota vertical.

(it) Parar+s par, a <0 eb>0: 7[_ ooy <0 Tl 1oy > 0 € Le sio as
duas assintotas verticais de 7.

(iii) Para v par, s impar, a < 0 e b > 0: T‘(—oo,O)u(l,oo) >0, T|(071) <0 e L, €a unica
assintota vertical de T.

<K

(i) (i) (iii)

Figura 4.2: Comportamento de 7 em cada um dos casos do Lema [4.3

No que diz respeito a funcio v, ¢ imediato que {(0,t) € R? ¢ € R} ésua tinica assintota
vertical e que o nimero de raizes de v(A) = 0 é zero, um ou dois. Descrevemos os possiveis
comportamentos da funcao v no lema a seguir. A Figura |4.3|ilustra cada situagao apre-

sentada nele.
~ ~ 1 —TZ; :
A= (b)s =
(b)s e ag=v (s—r)

Entao, a fungao v possui os sequintes aspectos para cada um dos casos a sequir:

Lema 4.4. Sejam

(i) Para r par, s par, b > 0: v|q .y € decrescente, v(=A) = v(A) e A = +X sdo as
raizes de v.

(it) Parar par, s par, b <0: v|g ., <0 com mdzimo ag e v(—A) = v(A).

(iii) Para r par, s impar, b > 0 : 7/|(0 ) € decrescente, V|(_C>O o) > 0 com minimo ao e

A=\ € a Unica raiz de v.

(iv) Para r impar, s impar, b > 0: y|(0 o) € decrescente, V|(70O o) < 0 com mdzimo ao

eX= M\ € a unica raiz de v.
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Figura 4.3: Gréfico de v em cada um dos casos do Lema

Devemos destacar que sendo [v — a] uma translacao de v, ambas as fungoes possuem

os mesmos aspectos descritos no Lema [.4] se impusermos algumas restrigdes sobre a
constante a. Mais precisamente, vale o seguinte

Lema 4.5. Seja A a raiz positiva de  v(\) —a = 0. Entio, v e [v—a] possuem os

mesmos aspectos em cada um dos casos descritos no Lema (trocando X\ por \) se
mmpusermos as sequintes restricoes sobre a:

(i) Sem restrigoes.
(i) &> ao.
(iii) @ < a.

(iv) a> ag.

Juntos, os Lemas [4.3] e .5 nos permitem esbocar o grafico de u realizando o produto
entre 7 e [V — a]. Os cinco gréficos obtidos desse produto estao esbogados nas Figuras
e[d.5] Elas sao especialmente titeis para acompanhar a demonstragao do Teorema [4.2]

Teorema 4.2. Seja M™ C R"™ uma hipersuperficie de Weingarten com a-b # 0. Supo-
nha que a curvatura de Gauss-Kronecker K nao muda de sinal. Entao M™ € isométrica
ao cilindro R x S"71(p) C R™™ de raio p > 0 nos sequintes casos:

(i) r+s épar comb>0ea>00ub>0a<0el <A

(z'z')répar,séz/mpar,b>06a<000ml<5\.

Além disso, nao existe hipersuperficie que atenda as hipoteses deste teorema se

(#i) r € par, s é par, b <0 e ag < a < 0.
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m )\\

r e s pares; a,b >0 respares; a<0<b r e s fmpares; a,b >0

Figura 4.4: Graficos de pu em cada uma das situagoes descritas na
demonstra¢do do Teorema [1.2] Caso (i).

A

\/

LiX —[—\'
Caso (ii) Caso (iii)

Figura 4.5: Gréaficos de p para os Casos (ii) e (iii) do Teorema

Demonstragao. Caso (i) Suponha primeiro que r e s sao ambos pares. Sendo assim, H,. e
H, nao dependem da orientacao escolhida para M e podemos fixar aquela na qual A > 0.
Logo, uma vez a curvatura de Gauss-Kronecker nao muda de sinal, o mesmo ocorre com
a funcao p. Dai, temos o seguinte:

Se b> 0 e a > 0 o resultado é imediato pela Proposicao [4.1]

Seb>0,a < 0coml < ) existem duas possibilidades para A(p). A primeira
¢ 0 < X< lem M, oque nos dd um absurdo porque terfamos A~ # 0 # At com
sup A~ < 0 contradizendo o resultado de Smyth e Xavier [4§]. A segunda possibilidade
é A >1[lem M, o que nos leva ao resultado de acordo com a Proposicao [4.1}

Suponha agora que r e s sao ambos impares, b > 0 e a > 0. Existem duas pos-
sibilidades. Na primeira possibilidade temos A < 0 em M, o que nos d4 um absurdo
porque terfamos A~ # ) # AT com inf AT > 0, contradizendo o resultado de Smyth e
Xavier [48]. Na segunda possibilidade temos A > 0 em M o que nos leva ao resultado via

Proposigao [4.1]
Caso (ii) Existem trés possibilidades para A. A primeira é A < 0 em M que nos
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dd A~ # 0 # AT com inf AT > 0, contradizendo o resultado de Smyth e Xavier [48]. A
segunda ¢ 0 < A < lem M que nos dd A~ # () # A* com sup A~ < 0 e outra contradigao.
A 1ltima possibilidade é A > [ em M que nos leva ao resultado via Proposicao

Caso (iii) Existem duas possibilidades para A. A primeira é A < 0 em M, o que nos
dd A= # 0 # AT com inf AT > 0. A segunda é A > 0, o que implica A~ # () # A"
com sup A~ < 0. Ambas as possibilidades nos levam a uma contradi¢ao com o resultado
de Smyth e Xavier [48]. Concluimos assim que, neste caso, nao existe hipersuperficie
satisfazendo as hipdteses do teorema. O
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Apeéendice A

Consideracoes finais

A.1 Hipersuperficies H,-minimas de fronteira livre
na bola unitaria

Uma identidade semelhante a da Proposicao pode ser empregada para obtencao
de um resultado de gap para as hipersuperficies H,-minimas de fronteira livre em B"*!.
Passamos a descrever como isso pode ser feito.

Seja B"*! a bola unitédria centrada na origem em R"™"!. Considere z : ¥"* — B"*!
uma imersao de fronteira livre onde > é uma hipersuperficie Riemanniana conexa e
orientavel. Como de costume, iremos denotar por N o campo normal unitario sobre 3,
por A = —(VN)T o operador de Weingarten e por v o campo conormal unitario sobre
0%. Identificando a imersao x com o vetor posi¢ao, lembramos que ¥ de bordo livre
equivale a 7 = x = v sobre 9%.

Denotando por ky, ks, . . ., k,, os autovalores de A, definimos para cadar € {1,2,...,n},
a funcdao simétrica elementar S, do seguinte modo:

S’r: Z kllk“
11<...<ip

Entao, a r-ésima curvatura de x (ou simplesmente curvatura H,) é definida como a razao
entre S, e o seu numero de parcelas no somatorio, isto é H, = S,./ (Z)

Para cada r € {1,2,...,n} considere a r-ésima transformag¢ao de Newton P, : TS —
T definida recursivamente por

P():I e PT:STI—APT_h (A].)

onde [ é o operador identidade.

Seja {eq, ey, ..., e,} um referencial ortonormal composto de autovetores de A associ-
ado aos autovalores ki, ks, .. ., k,. Seja ainda S,.(A4;) a r-ésima funcao simétrica associada
aA; = A|e#. O lema a seguir se encontra no artigo de Barbosa e Colares [7] de 1997.

Lema A.1. Para cadar € {1,2,...,n— 1}:

(a) P.(e;) = S.(Ai)e; para cada i € {1,2,...,n};
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(b) trago(Fy) = 3 i S(Ai) = (n—7)S,;
(¢c) trago(AP.) => " kiSy(A;) = (r +1)Si41.
Seja @ : X(X) — X(X) um endomorfismo auto-adjunto isto é,
(BX,Y) = (X,BY), VX,V € X().

E facil ver que para qualquer ¢ € C®(X) vale

/axs0<<1>xT,y> :/Ediv(gpfl);cT) :/2(pdiv(q)$T>+/E<q>xT’vgp>' (A.2)

Queremos expressar a segunda integral do lado direito de [A.2] em termos envolvendo a
divergéencia do campo PV . Para isso, lembre que o campo gradlente da funcao distancia
p(z) =|z]?/2 ¢ Vp = 2T e note que

1 1
—/div(CDVga) = —/ (OV, v)
2Js 2 Jos

= /8 E/J((W%W
_ /Z div(p®V )

— / pdiv(®Ve) + /Z (Vp, ®Vyp)
_ ; / & 2div(®Vp) + / (P2, Vi),

onde na ultima parcela usamos o fato de ® ser auto-adjunto. Voltando agora para ({A.2)),
segue da expressao acima que

/azm”’ V= /E@di"@ﬂ +3 /E (1~ [aP) div(2V).

Em particular, quando ® é o operador auto-adjunto P, (conforme vimos no Lema |A.1)),
a igualdade acima se torna

/az@(P’"”’ V) :/EWLT”%/E (1= |2*) Ly, (A.3)

onde L, é o operador

L.: C®X%) — C™()
¢ +— L. :=div(P.V).
Para que possamos demonstrar o principal resultado desta secao (Teorema [A.1]) é
fundamental calcularmos as expressoes de L,.¢ para os dois casos particulares em que ¢

é a fungao distancia p = |x|?/2 e a fungao suporte g = (x, N). Realizaremos essa tarefa
utilizando alguns objetos auxiliares que passamos a descrever.
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Considere o referencial ortonormal {U(z),...,U,11(x)} C T,R™™ ~ R"! obtido

do transporte paralelo da base canoénica {Ei, ..., E,;1} C R™™. As coordenadas dos
campos normal N e posicao x sao dadas em termos deste referencial por
fi=WNU) e g:=(U), i=12...,n+1. (A.4)
Sendo assim, as funcoes p e g podem ser expressas em termos dessas fungoes como
n+1 n+1
Zgz e g= Z figi. (A.5)
Uma vez que os campos Uy, ..., U, sao paralelos, segue que

(Vfi, X)=X(fi) =(VxN,U;) = (—AX,U;) = (X, -AU]") , VX € X(%),
onde Ul é a componente tangencial de U; sobre T'Y. De modo semelhante,
(VMg;, X) = X(g9:) = (Dxz,U;) = (X,U;), VX € X().
Concluimos portanto que

Vfi=—-AU" e Vg =U'. (A.6)

2

Antes de apresentarmos o préximo resultado, observamos que o vetor Ul se exprime
em termos dos vetores de uma base ortonormal {vy, vs, ..., v,} C T2 do seguinte modo:

UZ'T:Z<U7;7U]‘>U]‘, 1<i1<n+1.

=1

O lema a seguir é fundamental para os nossos propésitos. Sua demonstracao encontra-
se em [44].

Lema A.2. Para cadar € {1,2,.....,n—1} e cadai € {1,2,...,n+ 1}:
(a) Lyfi = =(S1Sr1 — (1 +2)S40) fi = VyrSyp1;
(b) L.gi = (r +1)S,11fi.

Decorre da primeira identidade em (A.5)) e do Lema que

n+1 n+1
Lp = 5 ZLrgz = Z 9iLrgi + (B:Vgi, Vi)
=1
n+1
i=1
n+1

- Z((r +1)S,416ifi + <PrUz‘T7 UzT>)
i=1
n+1

= (r+1)Sm41 ¢ +Z PUiTvUiT>‘
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Mas, segue do item (b) do Lema|A.1] que

n+1 n+1 n n
Z<PTUZT7UZT> = <P’r (Z <Ui7Uj> Uj) 3 <Uiavk> Uk>
i=1 j=1 k=1

= D> (v, v (P, v)
J=1 k=1

= > (Pwj,vy)

j=1
= trago(P,)
= (n—r)S,.
Assim,
L.p=(r+1)S.11(x,N)+ (n—r)S,. (A7)
Agora, a segunda identidade em junto com o Lema implicam que

L.(figi) = div(P.V(figi))
= divP.(f;Vg; + 9:V i)
= divP.(f;Vg;) + divP.(¢;V f3)
= filrgi+ giLy fi +2(P:Vg;, Vi)
= (r+ 1S ff = gi((S1Sr41 = (r +2)Sr42) fi + VyrSis1) +2(P; Ui, -AU})

= (r+ 1S ff = (S18m41 = (1 +2)Sp42)gifi — VyrSriagi — 2(ARU] UT) .

Entao, segue do item (c) do Lema que

n+1
Z L.(figi) = (r+ 1)Sr+1|N|2 — (81Sr41 — (r+2)Sr42) (2, N) — (VSy11,x) — 2trago(AP,)

= (1St — (S18rs1 — (1 +2)8psn) (2, N) — (VSyi1,2) — 2(r + 1)Sysr.
Portanto,
Lyg = —(515r11 = (r+2)Sp42) (@, N) = (VSpp1,2) — (r + 1)1 (A.8)
Para o caso especial em que 5,7 = 0, as identidades e se tornam:
Lp=(n-r)S, e L.g=(r+2)Sria. (A.9)

Teorema A.l. Seja X" uma hipersuperficie de bordo livre na bola unitdria B"*. Se
existe r € {1,2,...,n} tal que S,.1 =0 ¢

1
5@ = [2l)(r +2)8,42 > 0,

(n—r1)S, + 5

entdao X € um disco equatorial totalmente geodésico D™.
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Demonstragao. Decorre da segunda identidade em ([A.9)) que a fungao suporte g = (x, N)
¢ uma autofuncao do operador

T, :=—(L, — (r+2)S,42),

associada ao autovalor 0. Suponha que g mude de sinal em Y. Entao 0 nao é o primeiro
autovalor de T,.. Seja portanto A\, < 0 o primeiro autovalor de 7T, associado a autofuncao
@, > 0. Nestas condigoes, sabemos que

T.or, = M@  sobre X,
o, = 0 sobre 0X.

Entao, a primeira identidade de (A.9)) junto da expressao (A.3)) implicam que

1
0 = / Pr <PTV7V>_/SOTLTP+§/(1_|x|2) Ly,
)3 Y b))

= /E(n —r)Syor + %/2 (1= |2?) (=Xpr + (1 4 2)Sri2¢7)

- /E{(n—T)ST—I—%(l—WF) <r+2)Sr+2] soT—Ar/E%(l—lxIQ) Pr.

Mas o lado direito da equacao acima é estritamente positivo o que nos leva a uma con-
tradicao. Entao,
g={(x,Ny>0, VreX.

Agora, como g = 0 sobre 0%, decorre mais uma vez de (|A.9) junto da expressao ({A.3)

que
0 = /{929<PTV7V>Z/EgLerr%/E(l—lxIQ)Lrg
- /Z[(n—r)sr+%(1—|x]2) (r+2)sr+2} g

Como o integrando acima é nao negativo concluimos que g = 0 em quase todo ponto.
Por continuidade, g = 0 em X e assim Y é um cone minimo. Por regularidade concluimos
que ¥ é uma hipersuperficie totalmente geodésica, i.e., 3 = D". O
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A.2 Hipersuperficies CMC de fronteira livre na bola
unitaria

Acreditamos que é possivel reproduzir o que foi feito na Segao[2.2 para hipersuperficies
de curvatura média constante e de fronteira livre na bola unitaria B"*! c R"*!. Pas-
samos a justificar porque isto é razoavel e descrever quais os principais pontos desta
generalizagao que precisam ser verificados.

Seja x : ¥* — B""! uma imersdo de fronteira livre onde ¥ é uma hipersuperficie
Riemanniana conexa e orientavel e sem auto intersecao.

Como vimos na Secaof2.2, se A representa o operador de Weingarten da imersao
¥ — Bt e AS representa o operador de Weingarten da imersdo 9X" ! — S™, temos
que

A= A%, sobre OY.

Seja {e1,...,e,_1} uma base ortonormal composta de autovetores de A%y, associada
aos autovalores 7i,...,7,_1. Segue portanto, que a matriz de A na base ortonormal
{e1,...,en_1,27} nos pontos de 9% é

n 0 -~ 0 0

0O » --- 0 0

A= Do . : N
0O 0 -+ 71 O
0 0 0 A

onde \ é o autovalor associado ao autovetor . Nestas condicoes, se ¥ tem curvatura
média constante e \ é constante sobre uma componente de bordo v de 9%, podemos
concluir que a curvatura média de v C 9%, vista como hipersuperficie de S”, é constante.
Por outro lado, o resultado obtido por Ros [42] em 1987 afirma o seguinte:

Teorema (Ros [42]). Seja X" wma hipersuperficie compacta e mergulhada no espago
Euclidiano R™. Se uma curvatura H, é constante para algum r = 1,...,n, entdo X" !
¢ uma esfera.

Diante deste resultado, podemos afirmar que

Se X" € hipersuperficie CMC de fronteira livre em B+ e o autovalor de
A associado a T € constante ao longo de uma componente conexa 7y de
0%, entao v € uma hiperesfera de dimensao n — 1.

Portanto, adaptando em dimensao arbitraria o que foi feito na Proposigao2.5], é
possivel garantir que v é uma hiperesfera assumindo que {27, Az”} ¢ linearmente depen-
dente em um colar contendo ~.

Seguindo as etapas da Segao[2.2] o préximo passo a ser tomado apds termos a garantia
de que v é uma hiperesfera, seria obter um resultado de classificacao semelhante ao de
Kapouleas e Li [26] que, por sua vez, se baseia no Teorema de Unicidade de Bjorling [18§]
para superficies minimas em R3.
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Em 2010, uma generalizagao do Teorema de Unicidade de Bjorling [18] foi obtida por
Brander e Dorfmeister [§] para superficies CMC em R3. E necessério portanto, verificar
se um resultado semelhante ao de Brander e Dorfmeister [§] vale em R™ para entdo
obtermos um resultado de classificacao para hipersuperficies CMC de fonteira livre na
bola unitéria em R™"*!, semelhante ao obtido na Seg:éo.
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