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Márcio Silva e aos secretários Ana Mendonça, Fátima Cavalcante e Willian Cavalcante,
pela eficiência e qualidade do trabalho que desempenham. Deixo também meu respeito
a todos os professores do programa.

Devo agradecer aos membros da banca examinadora, professores Tiarlos Cruz, Allan
Freitas, Abraão Gouveia, Fernando Manfio e Feliciano Vitório pelo tempo que dedicaram
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Resumo

Esta tese possui dois objetivos principais. O primeiro deles é investigar a existência de
hipersuperf́ıcies mı́nimas de fronteira livre em domı́nios quádricos do Rn. O segundo ob-
jetivo é estudar as hipersuperf́ıcies de Weingarten em Rn com duas curvaturas principais
distintas, sendo uma delas simples.

Na primeira parte da tese, obtivemos resultados de existência, não-existência e unici-
dade de hipersuperf́ıcies mı́nimas de fronteira livre em diversos domı́nios quádricos. Um
desses resultados caracteriza os discos totalmente geodésicos como as únicas hipersu-
perf́ıcies mı́nimas, compactas e de fronteira livre nos domı́nios não limitados. Obtivemos
um resultado de classificação para superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre na bola unitária
em R3, exigindo que uma dependência linear que sempre se verifica na fronteira da su-
perf́ıcie, possa ser estendia a um colar sobre uma componente de bordo. Ao final desta
parte, usamos algumas identidades geométricas estabelecidas durante o trabalho para
obter um novo resultado de gap para mı́nimas de fronteira livre na bola unitária em Rn

e estudar a existência de mı́nimas de fronteira livre em gráficos rotacionais em Rn.
A segunda parte da tese trata das hipersuperf́ıcies Mn−1 ⊂ Rn que são de Weingarten

no sentido de que a combinação linear entre duas curvaturas médias de ordem superior é
constante ou, mais precisamente, aHr+bHs = 1, a, b ∈ R com a2+b2 6= 0. Estudamos as
hipersuperf́ıcies de Weingarten que possuem duas curvaturas principais distintas, sendo
uma delas de multiplicidade 1. Neste contexto, obtivemos dois resultados que garantem
isometria entre M e o cilindro R× Sn−2(ρ) exigindo certas condições envolvendo a, b, r, s
e alguma restrição adicional sobre uma k-ésima curvatura média.

Palavras Chave: Hipersuperf́ıcie mı́nima; Fronteira livre; Domı́nio quádrico;
Hipersuperf́ıcie de Weingarten



Abstract

This thesis has two main goals. The first of them is to inquire the existence of free
boundary minimal hypersurfaces in quadric domains of Rn. The second objective is to
study the Weingarten hypersurfaces in Rn with two distinct principal curvatures, one of
them being simple.

In the first part of the thesis, we have reached results concern existence, non- existence
and unicity of free boundary minimal hypersurfaces in several quadric domains. One of
these results characterizes the totally geodesic disks as the only free boundary compact
minimal hypersurfaces in unbounded domains. We have obtained a classification result
for free boundary minimal surfaces in the unit ball of R3. We have imposed that a
linear dependency that is always verified on the surface’s boundary would be extended
to a collar over a boundary component. In the end of this part, we have used some
geometric identities obtained so far to reach a new gap result for free boundary minimal
hypersurfaces in the unit ball of Rn and to study the existence of free boundary minimal
hypersurfaces in rotational graphs of Rn.

The second part of the thesis deals with Weingarten hypersurfaces Mn−1 ⊂ Rn in
the way that a linear combination of two higher order mean curvatures is constant, i.e.,
aHr + bHs = 1, a, b ∈ R with a2 + b2 6= 0.

We have studied Weingarten hypersurfaces with two distinct principal curvatures,
one of them with multiplicity 1. In this context, we have obtained two results assuring
isometry among M and the cylinder R × Sn−2(ρ) under certain conditions involving
a, b, r, s and some additional restriction on a k-mean curvature.

Key Words: Minimal hypersurface; Free boundary; Quadric domain; Weingarten
hypersurface.
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A.2 Hipersuperf́ıcies CMC de fronteira livre na bola unitária . . . . . . . . . 59
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Visão Geral

Os dois principais objetos de estudo deste trabalho são as hipersuperf́ıcies mı́nimas
de fronteira livre em domı́nios do Rn e as hipersuperf́ıcies de Weingarten em Rn. Com
o objetivo de contextualizar os resultados desta tese e também expor os trabalhos que
serviram de inspiração para ela, descrevemos aqui com mais detalhes cada um desses
objetos de estudo, começando com as hipersuperf́ıcies mı́nimas de fronteira livre.

A teoria das superf́ıcies mı́nimas teve origem no século 18 quando Lagrange buscou
caracterizar a função cujo gráfico tem a menor área, dentre todas as funções f : U ⊂
R2 → R que coincidem na fronteira ∂U do domı́nio limitado U ⊂ R2.

O problema variacional de determinar a existência de uma superf́ıcie de área mı́nima
tendo uma dada curva de Jordan como fronteira é conhecido hoje em dia como problema
de Plateau. Este nome é devido ao f́ısico-matemático Joseph Plateau que, no século 19,
conduziu uma série de estudos e experimentos com peĺıculas de sabão.

O problema de Plateau foi completamente resolvido, de modo independente, por Dou-
glas [20] e Radó [41] no ińıcio da década de 1930. Os trabalhos desses dois matemáticos
inspiraram outros a investigarem a existência de superf́ıcie de área mı́nima imersa em um
dado domı́nio Ω ⊂ R3 e cuja fronteira está contida em ∂Ω. Os primeiros a estudarem este
tipo de problema, chamado de problema de fronteira livre, foram Courant [17] e Lewy
[32] nas décadas de 1940 e 1950.

Na década de 1980, bastante atenção foi empregada ao estudo de discos mı́nimos
de fronteira livre em domı́nios convexos Ω ⊂ R3. Em 1986, Grüter e Jost [25] garanti-
ram a existência de disco mı́nimo de fronteira livre, mergulhado em domı́nios convexos
limitados:

Teorema (Grüter - Jost [25]). Se Ω ⊂ R3 é estritamente convexo e limitado, então existe
um disco mı́nimo de fronteira livre Σ, mergulhado em Ω.

Sem a hipótese de convexidade, este resultado tem similaridades com o resultado
obtido em 1984 por Struwe [50], que garantiu a existência de disco mı́nimo de fronteira
livre imerso (não necessáriamente mergulhado) em um domı́nio Ω ⊂ R3.

O trabalho de Nitsche [38], de 1985, merece destaque especial por ter sido o primeiro a
tratar de superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre na bola unitária B3 ⊂ R3. Com o teorema

6



a seguir, ele caracterizou o disco equatorial plano como sendo o único disco mı́nimo de
fronteira livre na bola B3.

Teorema (Nitsche [38]). Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima de fronteira livre em B3. Se Σ
tem o tipo topológico do disco, então Σ é um disco equatorial plano.

Uma generalização deste resultado foi obtida em 2015 por Fraser e Schoen [23] para
codimensão maior, considerando ainda um disco de dimensão 2. Uma caracterização em
dimensão arbitrária do disco equatorial plano como hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira
livre em Bn, que independe da topologia, foi obtida por Wheeler e Wheeler [54] em 2019.

Levaria 26 anos após o trabalho de Nitsche para que o estudo das superf́ıcies mı́nimas
de fronteira livre na bola B3 voltasse a ser objeto de interesse. Os trabalhos de Fraser e
Schoen [22], [24], na década de 2010, mostraram uma estreita relação entre as superf́ıcies
mı́nimas de fronteira livre na bola Bn e um problema de autovalor mı́nimo em superf́ıcies
compactas com bordo.

Teorema (Fraser - Schoen [22]). Uma subvariedade imersa φ : Σk → Bn é mı́nima e de
fronteira livre se, e somente se, as funções coordenadas xi, i = 1, . . . , n, restritas a Σ
são autofunções de Steklov com autovalor 1.

Diante dos trabalhos de Fraser e Schoen, foi posśıvel fazer uma analogia entre o
estudo das superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre na bola Bn e o estudo das superf́ıcies
mı́nimas fechadas em Sn (este último vinha se desenvolvendo ao longo de décadas de forma
independente). Naturalmente, muitos problemas já resolvidos sobre mı́nimas fechadas em
Sn inspiraram a comunidade cient́ıfica a investigar os problemas “análogos” no contexto
de mı́nimas de fronteira livre em Bn. Um exemplo dessa analogia pode ser visto nos
trabalhos de Ros [43] (em 1995) e de Lima e Menezes [34] (em 2020):

Teorema (Ros [43]). Seja Σ ⊂ S3 uma superf́ıcie mı́nima, fechada e mergulhada. Então,
qualquer esfera equatorial divide Σ em exatamente duas componentes conexas.

Teorema (Lima - Menezes [34]). Seja Σ ⊂ B3 uma superf́ıcie mı́nima, de fronteira
livre, compacta e mergulhada. Então, qualquer plano contendo a origem divide Σ em
exatamente duas superf́ıcies conexas.

Um outro exemplo é o resultado a seguir, obtido por Lawson [29] em 1969 e por
Chern, do Carmo e Kobayashi [15] em 1970, de modo independente:

Teorema (Lawson [29] e Chern - do Carmo - Kobayashi [15]). Seja Σ2 uma superf́ıcie
mı́nima fechada na esfera unitária S3. Suponha que |A|2 ≤ 2. Então Σ2 é um equador
ou um toro de Clifford.

Este trabalho vem inspirando diversos outros na última década. Destacamos abaixo
o de Ambrozio e Nunes [3] (em 2016) e o de Cavalcante, Mendes e Vitório [13] (em 2019):

Teorema (Ambrozio - Nunes [3]). Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima, compacta e de fronteira
livre em B3. Se |A|2 〈x,N〉2 ≤ 2, então Σ é o disco equatorial plano ou o catenóide cŕıtico.
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Teorema (Cavalcante - Mendes - Vitório [13]). Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima, compacta
e de fronteira livre na bola unitária B2+k, onde k é qualquer inteiro positivo. Se |A|2 ≤ 4,
então Σ2 é o disco equatorial plano.

Cabe mencionar aqui que, em 2020, Barbosa e Viana [6] generalizaram o resultado de
Ambrozio e Nunes em codimensão arbitrária. Na literatura, resultados como estes são
conhecidos como resultados de gap. Na Seção 1.5 apresentamos mais alguns trabalhos
relacionados com este tema.

No contexto de superf́ıcies mı́nimas fechadas em S3, um importante resultado foi
obtido por Brendle [9] em 2013 em resposta a uma conjectura proposta por Lawson [30]
em 1970:

Teorema (Brendle [9]). O Toro de Clifford é a única superf́ıcie mı́nima, mergulhada,
fechada e de gênero 1 em S3.

Diante do sucesso de Brendle, naturalmente houve interesse em estudar o problema
equivalente no contexto das superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre em B3. Esse problema
apareceu explicitamente pela primeira vez em 2014 no trabalho de Fraser e Li [21]:

Conjectura (Fraser - Li [21]). A menos de congruência, o catenóide cŕıtico é o único
anel mı́nimo de fronteira livre propriamente mergulhado em B3.

Esta Conjectura ainda é um problema em aberto nos dias de hoje. Contudo, diversos
resultados parciais já foram estabelecidos. Fraser e Schoen [24] conseguiram demonstrá-
la adicionando a hipótese de que o primeiro autovalor de Steklov é igual a 1. Em 2018,
McGrath [37] também demonstrou que o primeiro autovalor de Steklov é igual a 1 sempre
que a superf́ıcie mı́nima de fronteira livre em B3 for simétrica com respeito aos planos
coordenados.

Uma caracterização do catenóide cŕıtico como superf́ıcie mı́nima de fronteira livre em
B3 que é independente da topologia foi estabelecida por Kapouleas e Li [26] em 2017:

Teorema (Kapouleas - Li [26]). As únicas superf́ıcies mı́nimas, mergulhadas e de fron-
teira livre em B3 que possuem pelo menos uma componente de bordo invariante por
rotações em S2 são o disco equatorial plano e o catenóide cŕıtico.

Devemos destacar que existem vários resultados que tratam das hipersuperf́ıcies de
curvatura média contante e que intersectam a bola unitária em um ângulo constante (hi-
persuperf́ıcies capilares). Em 2019, Wang e Xia [51] estudam as hipersuperf́ıcies capilares
na bola, considerando as formas espaciais como ambiente.

Também podemos encontrar diversos trabalhos sobre hipersuperf́ıcies de curvatura
média constante e propriamente imersas em domı́nios quádricos no espaço Euclidiano.
Em seu trabalho de 2014, López [35] estudou a existência de superf́ıcies CMC e de
fronteia livre no wedge. Também em 2014, López e Pyo [36] investigaram as superf́ıcies
CMC e capilares no cilindro. Choe e Park [16] obtiveram, em 2011, um resultado de
existência para hipersuperf́ıcies em Rn de curvatura média de ordem superior constante
e que intersectam a o cilindro ortogonalmente.
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Na primeira parte desta tese, investigamos a existência de hipersuperf́ıcie Σ mı́nima
e de fronteira livre em um domı́nio Ω ⊂ Rn cuja fronteira ∂Ω é a imagem inversa F−1(1)
de uma função diferenciável F : Rn −→ R tendo 1 como valor regular.

No Caṕıtulo 2 estabelecemos a seguinte identidade tipo-Green envolvendo F e uma
função arbitrária ϕ ∈ C∞(Σ):∫

∂Σ

|∇F |ϕds =

∫
Σ

ϕ∆ΣFdΣ +

∫
Σ

(1− F )∆ΣϕdΣ.

Esta identidade, junto com mais alguns resultados auxiliares, nos permitiu estudar
a existência de mı́nimas em domı́nios quádricos ilimitados na Seção 2.1. A identidade
também nos possibilitou obter um resultado de existência de mı́nimas de fronteira livre
em gráficos rotacionais em Rn (Secão 3.1) e um novo resultado de gap para mı́nimas de
fronteira livre na bola unitária Bn ⊂ Rn (3.2).

Na Seção 2.2 fizemos um estudo à parte, sobre mı́nimas na bola unitária B3 ⊂ R3.
Nela mostramos que se existe uma dependência linear entre um vetor espećıfico e sua
imagem pela aplicação de Weingarten ao longo de uma vizinhança da fronteira, o disco
equatorial plano e o catenóide cŕıtico são as únicas superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre
na bola unitária B3.

Como destacado no ińıcio, o outro objeto de estudo desta tese trata das hipersu-
perf́ıcies de Weingarten, ou seja, as hipersuperf́ıcies onde existe uma relação entre as
curvaturas principais. Exemplos destas são as superf́ıcies de revolução e as superf́ıcies
de curvatura constante, i.e., curvatura Gaussinana, curvatura média ou mais geralmente,
curvatura Hr-média. Estas superf́ıcies recebem este nome devido aos estudos que Wein-
garten [53] desenvolveu em 1861 ao investigar o problema de encontrar todas as superf́ıcies
isométricas a uma dada superf́ıcie de revolução. Para o caso de superf́ıcies com curva-
tura média constante, um resultado clássico de Klotz e Osserman [27] obtido em 1966,
estabelece o seguinte:

Teorema (Klotz - Osserman [27]). Seja M2 ⊂ R3 uma superf́ıcie completa de curvatura
média constante. Se M não é totalmente umb́ılica e a curvatura Gaussiana K não muda
de sinal, então M é um cilindro circular.

O raio do cilindro no trabalho de Klotz e Osserman [27] é ρ = (2|H|)−1. Este valor
decorre da teoria das superf́ıcies isoparamétricas, onde se mostra que a constante 1/ρ
coincide com a curvatura principal não-nula da superf́ıcie M . Na Seção 1.3 fazemos
alguns comentários sobre a teoria das hipersuperf́ıcies isoparamétricas.

Em dimensão arbitrária, um caso particular com especial interesse é aquele no qual
a hipersuperf́ıcie de Weingarten possui apenas duas curvaturas principais e uma delas se
exprime em função da outra. Neste contexto, um importante resultado foi estabelecido
por do Carmo e Dajczer [19] em 1983:

Teorema (do Carmo - Dajczer [19]). Seja M uma hipersuperf́ıcie arbitrária imersa no
espaço Euclidiano Rn+1, n ≥ 3, com duas curvaturas principais λ e µ de multiplicidades
(n−1) e 1, respectivamente. Suponha que λ 6= 0, µ = µ(λ) e que λ 6= µ. Então M é uma
hipersuperf́ıcie de rotação.
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Aqui vale mencionar que em 2005, Kühnel e Steller [28] obtiveram diversos resultados
que classificam as superf́ıcies de Weingarten fechadas em R3. Eles pediram que a relação
entre as curvaturas principais λ e µ fosse da forma µ = F (λ), onde F é um polinômio de
grau 2 ou de grau ı́mpar.

No caso em que a hipersuperf́ıcie é Weingarten linear, i.e., a curvatura média H e
a curvatura escalar S satisfazem uma relação do tipo aH + bS = 1, a2 + b2 6= 0, um
resultado de classificação das hipersuperf́ıcies de Weingarten Mn, com duas curvaturas
principais, imersa nas formas espaciais, foi obtido por Shu [47] em 2010. Para o caso em
que o ambiente é o Rn+1, ele mostrou que se a curvatura seccional de Mn é não-negativa e
uma das curvaturas principais é simples, Mn é isométrica ao cilindro circular R×Sn−1(ρ).
Uma ferramenta crucial para o resultado de Shu foi a classificação das hipersuperf́ıcies
isoparamétricas, estabelecida por Segre [46] e Cartan [11].

Em 2019, Aĺıas e Meléndez [2] apresentaram uma generalização do resultado de Klotz
e Osserman [27] e que tem relação também com o resultado de Shu [47]:

Teorema (Aĺıas - Meléndez [2]). Sejam n ≥ 3, 2 ≤ r < n. Seja M uma hipersuperf́ıcie
completa, imersa no espaço Euclidiano Rn+1, com r-ésima curvatura Hr 6= 0 constante e
duas curvaturas principais distintas, uma delas sendo simples. Se a curvatura de Gauss-
Kronecker K não muda de sinal então, K = 0 e M é isométrica ao cilindro R×Sn−1(ρ) ⊂
Rn+1 com raio ρ > 0.

Na segunda parte desta tese consideramos Mn ⊂ Rn+1, n ≥ 3, uma hipersuperf́ıcie
completa, conexa, orientável, cujas curvaturas médias Hr e Hs, 2 ≤ r < s ≤ n, satisfazem
a combinação linear aHr + bHs = 1, onde a e b são constantes com a2 + b2 6= 0. Nos
dois principais resultados do Caṕıtulo 4 mostramos que, sob certas restrições adicionais
sobre a, b, r, s, a hipersuperf́ıcie Mn é isométrica ao cilindro R× Sn−1(ρ) ⊂ Rn+1 de raio
ρ > 0. Vale destacar que um dos resultados (Teorema 4.1) generaliza o resultado de Aĺıas
e Meléndez [2].
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1.2 Subvariedades de fronteira livre: caracterização

variacional

Sejam Σn e Ωn+k variedades Riemannianas com bordos suaves e ϕ : Σ → Ω uma
imersão isométrica própria, isto é, ϕ(intΣ) ⊂ intΩ e ϕ(∂Σ) ⊂ ∂Ω. Iremos denotar por α
a segunda forma fundamental de ϕ.

A imersão ϕ é chamada de mı́nima se, para todo p ∈ Σ, o vetor curvatura média

H :=
1

n

n∑
i=1

α(ei, ei)

é identicamente nulo para qualquer base ortonormal {e1, . . . , en} de TpΣ.
Dizemos que uma imersão própria ϕ é de fronteira livre se ela é mı́nima e Σ ⊥ ∂Ω em

∂Σ. Para que uma imersão própria e mı́nima seja de fronteira livre, basta que o vetor
conormal ν ∈ (Tp∂Σ)⊥ ⊂ TpΣ, pertença ao espaço (Tp∂Ω)⊥ para todo p ∈ ∂Σ.

O objetivo desta seção é caracterizar as subvariedades de fronteira livre como os
pontos cŕıticos de uma função que calcula a área de cada elemento pertencente a uma
famı́lia de subvariedades próprias de Ω e que estão próximas entre si, em um sentido que
passamos a descrever.

Seja ϕ : Σ → Ω uma imersão própria. Uma variação de ϕ é uma aplicação suave
Φ : (−ε, ε)× Σ→ Ω de suporte compacto, tal que, para cada t ∈ (−ε, ε), Φt := Φ(t, ·) :
Σ → Ω é imersão isométrica e Φ0 = ϕ. O campo variacional de Φ é definido em cada
p ∈ Σ por

V (p) :=
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
t=0

∈ TpΩ.

Dizemos que uma variação Φ é admisśıvel se Φt é uma imersão própria para cada
t ∈ (−ε, ε). Em particular, quando Φ é admissivél, V (p) ∈ Tp∂Ω para todo p ∈ ∂Σ.

Dada a variação admisśıvel Φ, seja dΣt o elemento de volume da métrica induzida
por Φt em Σ. O funcional área associado a Φ é definido por

A : (−ε, ε) −→ R

t 7−→ A(t) :=

∫
Σ

dΣt. (1.1)

Em particular, A(0) = área de Σ. Estamos interessados em obter a expressão de
A′(0) em termos de elementos geométricos de Σ. Para isso, os dois lemas a seguir são
fundamentais. O primeiro é um resultado clássico do cálculo diferencial e cuja demons-
tração é exposta aqui por completude. O segundo exprime a n-forma dΣt em função da
n-forma dΣ (note que ambas estão definidas no espaço das n-formas em Σ).

Lema 1.1. Considere um caminho suave de matrizes

G : (−ε, ε) −→ Mn×n(R)
t 7−→ G(t) := (gij(t))

11



tal que G(0) = In (matriz identidade). Então,

d

dt
(detG(t))

∣∣∣∣
t=0

= traço (G′(0)) .

Demonstração. Sejam {E1, . . . , En} ⊂ Rn a base canônica e dx a n-forma linear que
representa o elemento de volume do Rn com respeito a esta base. Segue da regra da
cadeia que

d

dt
detG(t) =

d

dt
dx(G(t)E1, . . . , G(t)En)

= dx′(G(t)E1, . . . , G(t)En) ·G′(t)

=
n∑
i=1

dx(G(t)E1, . . . , G
′(t)Ei, . . . , G(t)En).

Desse modo,

d

dt
detG(t)

∣∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

dx(InE1, . . . , G
′(0)Ei, . . . , InEn)

=
n∑
i=1

g′ii(0)

= traço G′(0).

Para enunciarmos o próximo lema, precisamos fazer algumas construções. Fixado
p ∈ Σ, sejam U ⊂ Σ uma vizinhança de p e {e1, . . . , en} um referencial ortonormal em
U com respeito à métrica induzida por Φ0 = ϕ. Considere em Ut := Φt(U) o referencial
(não necessariamente ortonormal) {e1(t), . . . , en(t)} cujos campos são ei(t) := dΦtei, i =
1, . . . , n. Em particular, ei(0) = ei.

Agora, para cada t, seja G(t) := [gij(t)] a matriz n× n cujas entradas são as funções
suaves gij(t) : Ut → R dadas por

gij(t) := 〈ei(t), ej(t)〉 , i, j = 1, . . . , n.

Note que, em particular, G(0) = In.

Lema 1.2. Nas condições descritas acima, temos que

dΣt =
√

detG(t) dΣ.
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Demonstração. Como dΣt e dΣ são n-formas em Σ, temos que

dΣt = fdΣ

onde f é uma função suave em Σ. Por outro lado, sabemos que dΣ(e1, . . . , en) =
1. Portanto, para demonstrarmos o lema, é suficiente determinarmos f calculando
dΣt(e1, . . . , en).

Seja {ē1(t), . . . , ēn(t)} referencial em Ut, ortonormal com respeito à métrica induzida
por Ω e na mesma orientação que {e1(t), . . . , en(t)}. Para cada t existe uma matriz
M(t) = [mij(t)] com determinante positivo e cujas entradas são funções suaves mij(t) :
Ut → R, i, j = 1, . . . , n, que satisfazem

ej(t) =
n∑
k=1

mkj(t)ēk(t).

Sendo assim,

gij(t) = 〈ei(t), ej(t)〉 =
n∑
k,l

mkimlj 〈ēk(t), ēl(t)〉 =
n∑
k

mkimkj.

Logo, G(t) = M t(t) ·M(t) que por sua vez implica,

detM(t) =
√

detG(t).

Sendo dωt o elemento de volume de Ut com respeito à métrica induzida por Ω, i.e., a n-
forma linear que representa o elemento de volume de Ut com respeito a base {ē1(t), . . . , ēn(t)},
obtemos

dΣt(e1, . . . , en) = Φ∗(dωt)(e1, . . . , en)

= dωt(dΦte1, . . . , dΦten)

= dωt(e1(t), . . . , en(t))

= detM(t) dωt(ē1(t), . . . , ēn(t))

= detM(t)

=
√

detG(t).

Teorema 1.1. (1a Variação da Área) Sejam Φ : (−ε, ε)×Σ→ Ω uma variação admisśıvel
de ϕ com campo variacional V . Então

d

dt
A(t)

∣∣∣∣
t=0

= −n
∫

Σ

〈H, V 〉 dΣ +

∫
∂Σ

〈V, ν〉 ds,
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onde ν ⊂ X(Σ) é o campo conormal em ∂Σ apontando para fora de Σ e ds é o elemento
de volume de ∂Σ induzido por ϕ.

Demonstração. Derivando ambos os lados da expressão dada no lema 1.2 com relação a
t e usando o lema 1.1 obtemos

d

dt
dΣt

∣∣∣∣
t=0

=
1

2

1√
detG(0)

d

dt
(detG(t))

∣∣∣∣∣
t=0

dΣ

=
1

2
traço G′(0) dΣ (1.2)

=
1

2

∑
k

g′kk(0) dΣ.

Note porém que1

g′kk(t) =
∂Φ

∂t
〈ek(t), ek(t)〉

= 2
〈
∇ ∂Φ

∂t
ek(t), ek(t)

〉
= 2

〈
∇ek(t)

∂Φ

∂t
, ek(t)

〉
= 2

[
ek(t)

〈
∂Φ

∂t
, ek(t)

〉
−
〈
∂Φ

∂t
,∇ek(t)ek(t)

〉]
.

Assumindo que {e1, . . . , en} é um referencial geodésico em p ∈ Σ decorre da expressão
acima que

1

2

∑
k

g′kk(0) =
∑
k

[ek 〈V, ek〉 − 〈V, α(ek, ek)〉]

=
∑
k

ek
〈
V T , ek

〉
−

〈
V,
∑
k

α(ek, ek)

〉

=
∑
k

〈
∇ekV

T , ek
〉
− n 〈V,H〉

= divΣ(V T )− n 〈V,H〉 .
1Podemos pensar em U como vizinhança coordenada tal que ∂xi

= ei. Considerando em (−ε, ε)×Σ
a métrica produto segue que [∂t, ek] = 0. Logo, como Φt é difeomorfismo,

0 = dΦt [∂t, ek] = [dΦt∂t, dΦtek] = ∇ ∂Φ
∂t
ek(t)−∇ek(t)

∂Φ

∂t
.
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Inserindo essa informação em (2.8) e usando o fato de Φ ter suporte compacto, decorre
do teorema da divergência que

d

dt
A(t)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

d

dt

∣∣∣∣
t=0

dΣt

=

∫
Σ

divΣ(V T ) dΣ− n
∫

Σ

〈V,H〉 dΣ

=

∫
∂Σ

〈
V T , ν

〉
ds− n

∫
Σ

〈V,H〉 dΣ

=

∫
∂Σ

〈V, ν〉 ds− n
∫

Σ

〈V,H〉 dΣ.

É imediato a partir da fórmula da 1a variação da área que

d

dt
A(t)

∣∣∣∣
t=0

= 0

para toda imersão mı́nima de fronteira livre ϕ. Dito de outro modo, toda imersão mı́nima
de fronteira livre é ponto cŕıtico do funcional área associado a qualquer variação ad-
misśıvel Φ : (−ε, ε)× Σ→ Ω. A proposição a seguir estabelece a rećıproca deste fato.

Proposição 1.1. Se uma imersão própria ϕ : Σ → Ω é ponto cŕıtico do funcional área
associado a toda variação admisśıvel Φ : (−ε, ε)×Σ→ Ω, então ϕ é mı́nima de fronteira
livre.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que H(p) = 0 para cada p ∈ Σ \ ∂Σ.
Considere uma bola U ⊂ intΣ centrada em p e defina uma função suave f : Σ → [0, 1]
suportada em U com f(p) = 1. Seja Φ : (−ε, ε)× Σ→ Ω a variação dada por

Φ(t, x) := expϕ(x)(tf(x)H(x)),

onde exp é aplicação exponencial de Ω. Segue que Φ é variação admisśıvel com campo
variacional

V (x) =
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= (dexpϕ(x))0(f(x)H(x)) = f(x)H(x).

Note que V |∂Σ = 0. Sendo ϕ um ponto cŕıtico do funcional área associado a Φ, segue
que

0 =
d

dt
A(t)

∣∣∣∣
t=0

= −n
∫

Σ

〈H, V 〉 = −n
∫

Σ

f |H|2.

Logo, f |H|2 = 0 em U . Em particular 0 = f(p)|H(p)|2 = |H(p)|2, donde H(p) = 0.
Resta mostrar que o vetor conormal ν pertence o espaço (Tp∂Ω)⊥ para todo p ∈ ∂Σ.

Para isso, considere uma variação admisśıvel Φ cujo campo variacional restrito a ∂Σ seja
V = ντ , componente tangencial de ν visto como um elemento de TΩ = T∂Ω⊕ (T∂Ω)⊥.
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Uma vez que Σ é mı́nima, decorre da fórmula da primeira variação da área associada a
esta variação que

0 =
d

dt
A(t)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
∂Σ

〈V, ν〉 =

∫
∂Σ

〈ντ , ν〉 =

∫
∂Σ

|ντ |2.

Logo, ντ = 0 em ∂Σ, donde ν ∈ (Tp∂Ω)⊥ para todo p ∈ ∂Σ.

16



1.3 Classificação das hipersuperf́ıcies isoparamétricas

A teoria das hipersuperf́ıcies isoparamétricas está presente em parte substancial do
Caṕıtulo 4. Portanto, devemos comentar sobre esta teoria e explicar de que forma ela se
relaciona ao que é estudado naquele caṕıtulo.

Uma função suave f : R3 → R é chamada de isoparamétrica se satisfaz as identidades

|∇f |2 = F1(f) e ∆R3f = F2(f),

para algum par F1, F2 de funções reais. Note que se f é isoparamétrica, |∇f | e ∆R3f
são constantes ao longo de cada conjunto de ńıvel de f . Somigliana [49] em 1919 foi
um dos primeiros a relacionar funções isoparamétricas e superf́ıcies de curvatura média
constante:

Teorema (Somigliana [49]). Uma função f é isoparamétrica se, e somente se, cada
superf́ıcie de ńıvel regular possui curvatura média constante.

Neste mesmo trabalho, Somigliana obteve um resultado de classificação para as su-
perf́ıcies em R3 que são conjunto de ńıvel regular de alguma função isoparamétrica.

Teorema (Somigliana [49]). As superf́ıcies de ńıvel de uma função isoparamétrica são
todas esferas, planos ou cilindros.

Posteriormente, este teorema foi redescoberto por Segre [45], em 1924, e por Levi-
Civita [31], em 1937. O resultado deste último diz precisamente o seguinte:

Teorema (Levi-Civita [31]). Uma função f : R3 → R é isoparamétrica se, e somente se,
cada superf́ıcie de ńıvel possui as duas curvaturas principais constantes.

A partir deste teorema, o resultado de Somigliana segue verificando-se os três casos
posśıveis para as duas curvaturas principais: k1 = k2 6= 0, k1 = k2 = 0 e k1 6= k2.

Considerando as formas espaciais (em dimensão arbitrária) como ambiente, Car-
tan [10] mostrou em 1938 que uma condição necessária e suficiente para que uma dada
hipersuperf́ıcie seja o ńıvel regular de alguma função isoparamétrica é que todas as suas
curvaturas principais sejam constantes. Um exemplo de ambiente onde não vale este
resultado de Cartan foi dado por Wang [52] em 1982. Diante do resultado de Cartan é
comum nos referirmos a uma hipersuperf́ıcie imersa em uma forma espacial, cujas curva-
turas principais são constantes, por hipersuperf́ıcie isoparamétrica.

É importante mencionar que, em 1938, Segre [46] obteve uma generalização do resul-
tado de classificação de Somigliana para o Rn. Diante a equivalência estabelecida por
Cantan, destacada no parágrafo anterior, é posśıvel enunciar o resultado de Segre do
seguinte modo:

Teorema (Segre [46]). Seja M é uma hipersuperf́ıcie isoparamétrica em Rn+1. Então
M é isométrica a alguma das hipersuperf́ıcies a seguir:

• O hiperplano Rn. Neste caso, M possui apenas uma curvatura principal nula e de
multiplicidade n; ou
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• A hiperesfera Sn. Neste caso, M possui apenas uma curvatura principal não nula
e de multiplicidade n; ou

• O cilindro Rk × Sn−k(ρ). Neste caso, M possui apenas duas curvaturas principais:
µ = 0, de multiplicidade k, e λ = 1/ρ, de multiplicidade n− k.

Cartan [10] obteve resultado semelhante para o espaço hiperbólico Hn+1. Ele também
classificou as hipersuperf́ıcies isoparamétricas em Sn+1 para alguns valores espećıficos de
n em [10], [11] e [12]. O caso geral ainda é objeto de estudo hoje em dia.

A teoria das hipersuperf́ıcies isoparamétricas nas formas espaciais se tornou um tópico
clássico da geometria diferencial, uma abordagem moderna desse tema pode ser encon-
trada no Caṕıtulo 3 de Cecil e Ryan [14].
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1.4 Visão geral do Caṕıtulo 2

Sobre a Seção 2.1: Hipersuperf́ıcies mı́nimas de fronteira livre
em domı́nios quádricos

Na Seção 2.1, o domı́nio Ω ⊂ Rn é caracterizado como aquele cuja fronteira ∂Ω é a
imagem inversa F−1(1) da função espećıfica

F (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

aix
2
i + bxn + c, ai ∈ {−1, 0, 1} , b, c ∈ R. (1.3)

Cada escolha dos coeficientes de F associa ∂Ω a uma hipersuperf́ıcie quádrica em Rn:
paraboloide circular, paraboloide hiperbólico, hiperboloide de uma folha, hiperboloide de
duas folhas, cone, esfera, etc. Vimos que é posśıvel obter resultados de existência, não-
existência e unicidade, que se aplicam a várias dessas hipersuperf́ıcies simultaneamente,
não sendo necessário obter um resultado para cada caso particular. O primeiro teorema
da seção é o seguinte:

Teorema (Teorema 2.1). Se a função F é tal que an = 0 e b 6= 0, então não existe
hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre em Ω.

Figura 1.1: Algumas quádricas ∂Ω ⊂ R3 para a3 = 0 e b 6= 0

A Figura 1.1 exibe algumas das hipersuperf́ıcies ∂Ω ⊂ R3 que são cobertas pelo
Teorema 2.1. Vale observar que se tivermos an 6= 0 e b 6= 0, a expressão de F , após
aplicada a mudança de coordenadas (x1, . . . , xn−1, xn) 7→ (x1, . . . , xn−1, x̃n), onde x̃n =
xn + b/(2an), fica da seguinte forma:

F (x1, x2, . . . , x̃n) =
n−1∑
i=1

aix
2
i + anx̃

2
n + c̃, c̃ = c− an

(
b

2an

)2

.

Desse modo, investigar a existência de mı́nimas nas quádricas ∂Ω = F−1(1) com an 6= 0
e b 6= 0 equivale a investigar a existência com b = 0.

Outro resultado da Seção 2.1 é o teorema a seguir. Observe que ele fornece uma
condição necessária e suficiente para que exista mı́nima em Ω. Em particular, ele permite
descartar a existência de mı́nimas em uma série de quádricas, incluindo o Slab. Algumas
das quádricas ∂Ω ⊂ R3 cobertas pelo Teorema 2.2 são exibidas na Figura 1.2.
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Teorema (Teorema 2.2). Seja F como em (1.3) com b = 0, c ≤ 0 e ao menos um dos
coeficientes (digamos an) diferente de 1. Existe uma hipersuperf́ıcie Σ mı́nima, compacta
e de fronteira livre em Ω se, e somente se, a1 = a2 = . . . = an−1 = 1. Além disso,

(a) se an = −1 então Σ é o disco plano perpendicular ao eixo xn na origem;

(b) se an = 0 então Σ é qualquer um dos discos planos que intersectam ∂Ω ortogonal-
mente.

Figura 1.2: Algumas quádricas ∂Ω ⊂ R3 para b = 0, c ≤ 0 e a3 6= 1

Os dois últimos teoremas da Seção 2.1 consideram os casos em que F tem a forma

F (x1, x2, . . . , xn) =
n−2∑
i=1

x2
i + an−1x

2
n−1 − x2

n + c, c ≥ 1, (1.4)

com an−1 sendo igual a 1 ou 0. Note que se c = 1, a hipersuperf́ıcie F−1(1) = ∂Ω não é
regular na origem (caso an−1 = 1) ou sobre o eixo xn−1 (caso an−1 = 0). Sendo assim,
para que 1 seja valor regular da função F , consideramos que a origem ou os pontos do
eixo xn−1 não pertencem ao domı́nio de F sempre que tivermos c = 1 em (1.4). Os
enunciados dos teoremas vêm logo a seguir. As Figuras 1.3 e 1.4 ilustram algumas das
quádricas ∂Ω ⊂ R3 cobertas por eles.

Teorema (Teorema 2.3). Suponha que F é como em (1.4) com an−1 = 1. Então, não
existe hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e de fronteira livre em Ω.

Teorema (Teorema 2.4). Suponha que F é como em (1.4) com an−1 = 0. Então, não
existe hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e de fronteira livre em Ω.

Encerramos essa seção fazendo duas observações a respeito dos casos cobertos pelos
teoremas da Seção 2.1.

Observação 1.1. Devemos chamar atenção que o caso onde as quádricas ∂Ω = F−1(1)
estão associadas aos coeficientes ai ∈ {−1, 0, 1}, b = 0, 0 < c < 1, não foi abordado.
A razão para isso é que estas quádricas são as mesmas associadas aos coeficientes ai ∈
{−1, 0, 1}, b = 0, c ≤ 0, após aplicada uma operação linear de contração em Rn. Como a
propriedade “Σ é mı́nima de fronteira livre” é preservada por esse tipo de operação linear,
um resultado de existência (ou de não-existência) em um caso, vale automaticamente para
o outro.
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Figura 1.3: Algumas quádricas ∂Ω ⊂ R3 para b = 0, c ≥ 1,
a1 = a2 = 1 e a3 = −1

Figura 1.4: Algumas quádricas ∂Ω ⊂ R3 para b = 0, c ≥ 1,
a1 = 1, a2 = 0 e a3 = −1

Observação 1.2. Algumas das quádricas cobertas pelos teoremas da Seção 2.1 são co-
bertas mais de uma vez. Por exemplo, podemos usar o Teorema 2.2 (junto com o que
comentamos na observação acima) para mostrar que não existe superf́ıcie mı́nima, com-
pacta e de fronteira livre no hiperboloide de duas folhas.
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Sobre a Seção 2.2: Superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre na bola

O resultado estabelecido na Seção 2.2 considera o caso em que o domı́nio Ω é a bola
unitária B3 em R3. Em seu enunciado xT representa a projeção do vetor posição x ∈ Σ
sobre TxΣ e AxT é sua imagem pelo operador de Weingarten.

Teorema (Teorema 2.5). Seja Σ ⊂ B3 uma superf́ıcie mı́nima, mergulhada e de fronteira
livre. Seja γ ⊂ ∂Σ uma componente conexa de ∂Σ. Suponha que exista um colar Γ ⊂ Σ
sobre γ no qual o conjunto

{
xT , AxT

}
é linearmente dependente. Então, Σ é o disco

equatorial D ou o catenóide cŕıtico K.

Note que não é imposta restrição alguma sobre a topologia da superf́ıcie nem sobre
a quantidade de componentes de bordo que ela possui. Também é importante destacar
que, devido a Σ ser de fronteira livre, a dependência linear entre os vetores xT e AxT é
assegurada nos pontos de ∂Σ, conforme assinalamos em (2.15). Desse modo, a hipótese
pede que a condição de dependência linear se estenda a um colar sobre (pelo menos) uma
das componentes de bordo de Σ. Esta situação é ilustrada na Figura 1.5.

Figura 1.5: Nas hipóteses do Teorema 2.5, a dependência linear entre
xT e AxT é estendida a um colar Γ sobre uma componente de bordo
de Σ

Para explicarmos em linhas gerais os pontos principais da demonstração do Teo-
rema 2.5. Convém lembrarmos do

Teorema (Teorema de Unicidade de Björling [18]). Sejam γ : I → R3 uma curva de
Jordan anaĺıtica real com γ′(t) 6= 0, t ∈ I e n : I → R3 um campo anaĺıtico real sobre
γ tal que |n| = 1 e 〈γ′(t), n(t)〉 = 0, t ∈ I. Então, existe uma única superf́ıcie mı́nima
ϕ : I × (−ε, ε)→ R3 tal que

• ϕ(t, 0) = γ(t), t ∈ I;

• O campo normal à superf́ıcie ao longo de γ é dado por N(t, 0) = n(t), t ∈ I.

Com o intuito de demonstrar o Teorema 2.5, boa parte dos resultados contidos na
Seção 2.2 exploram a hipótese de dependência linear sobre o colar junto do fato de Σ ser
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mı́nima e de fronteira livre para garantir que a componente de bordo γ é um ćırculo. A
partir desse ponto, os argumentos seguem as mesmas ideias de Kapouleas e Li [26] que
consistem em usar o Teorema de Unicidade de Björling para assegurar que Σ e D (ou
Σ e K) são iguais ao longo de uma faixa contendo γ e, posteriormente, o Teorema de
Continuidade Anaĺıtica para garantir que Σ e D (ou Σ e K) são iguais em toda parte.
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1.5 Visão geral do Caṕıtulo 3

Veremos no Caṕıtulo 2 que a identidade (2.3) é fundamental para obtenção dos re-
sultados daquele caṕıtulo. Ela estabelece o seguinte:∫

∂Σ

|∇F |ϕds =

∫
Σ

ϕ∆ΣFdΣ +

∫
Σ

(1− F )∆ΣϕdΣ.

Naquele caṕıtulo, ela é utilizada para o caso especial em que ϕ = 1.
Nos dois resultados contidos no Caṕıtulo 3 utilizamos novamente a identidade (2.3)

com escolhas espećıficas para as funções F e ϕ. No primeiro destes resultados, Ω ⊂ Rn é
um domı́nio onde a fronteira ∂Ω é uma hipersuperf́ıcie rotacional cuja curva geratriz é o
gráfico de uma função real f suave e positiva. É posśıvel caracterizar ∂Ω como a imagem
inversa de uma função F : Rn = Rn−1×R→ R associada a f e aplicar a identidade (2.3)
com ϕ = 1 para estabelecer o seguinte resultado:

Teorema (Teorema 3.1). Suponha que Σ é uma hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e de
fronteira livre em um pedaço Ω′ de Ω onde f ′ ≥ 0. Então Σ é um disco plano e sua
fronteira ∂Σ está contida em f ′(t) = 0.

Vale destacar que o Teorema 3.1 nos permite estudar a existência de hipersuperf́ıcies
mı́nimas de fronteira livre em alguns dos domı́nios quádricos de rotação discutidos no
Caṕıtulo 2.

Na segunda parte do Caṕıtulo 3 obtemos o seguinte resultado de gap para hipersu-
perf́ıcies mı́nimas de fronteira livre na bola unitária Bn+1:

Teorema (Teorema 3.2). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre na bola
unitária Bn+1. Se |A|2 ≤ 2n, então Σ é um disco equatorial totalmente geodésico Dn.

Para obtenção deste resultado, a identidade (2.3) é aplicada tomando F como a função
distância e ϕ como a função suporte.

Observação 1.3. É importante salientar que uma identidade semelhante a (2.3) pode
ser empregada no estudo das Hr-mı́nimas de fronteira livre em Bn+1. No Apêndice A.1
obtemos um resultado neste contexto.

Resultados de gap na bola unitária, como o do Teorema 3.2, vêm surgindo com certa
frequência nos últimos anos. Como comentamos no ińıcio da introdução, um importante
resultado de gap para superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre na bola unitária em R3 foi
obtido por Ambrozio e Nunes [3]. Após este resultado, vários outros inspirados por ele
surgiram em outros contextos, tais como: dimensão arbitrária, outros espaços ambientes,
superf́ıcies de curvatura média constante, etc.

Um destes resultados foi obtido em 2018 por Li e Xiong [33] considerando o espaço
ambiente M3 como um dos seguintes: o R3, o espaço hiperbólico H3 ou o hemisfério S3

+

(estes dois últimos associados a uma função potencial espećıfica λ).

Teorema (Li - Xiong [33]). Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima compacta e de fronteira livre
na bola geodésica B ⊂ M3. Se |A|2 〈x,N〉2 /λ2 ≤ 2 então Σ é um disco totalmente
geodésico ou um anel rotacional.
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No contexto de superf́ıcies de curvatura média constante, um resultado obtido em
2019 por Barbosa, Cavalcante e Pereira [5] estabelece o seguinte:

Teorema (Barbosa - Cavalcante - Pereira [5]). Seja Σ uma superf́ıcie CMC compacta e
de fronteira livre na bola B3. Se

|Φ|2 〈x,N〉2 ≤ 1

2
(2 +H 〈x,N〉)2 ,

onde Φ é a segunda forma fundamental sem traço, então Σ é uma calota esférica ou uma
superf́ıcie de Delaunay.

Em 2020, Andrade, Barbosa e Pereira [4] obtiveram um resultado que possui ingredi-
entes de [33] e [5] ao estudarem superf́ıcies de curvatura média constante na bola B ⊂ R3,
munida de uma métrica conforme.
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1.6 Visão geral do Caṕıtulo 4

No Caṕıtulo 4 estudamos as hipersuperf́ıcies Mn ⊂ Rn+1 que são de Weingarten linear
no sentido que duas curvaturas médias Hr e Hs satisfazem

aHr + bHs = 1, a2 + b2 6= 0. (1.5)

Os dois principais resultados estabelecidos naquele caṕıtulo são:

Teorema (Teorema 4.1). Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie de Weingarten com b = 0.
Suponha que Mn possui apenas duas curvaturas principais , sendo uma delas simples.
Para cada s ∈ Z com 1 ≤ r+ s ≤ n, existe uma constante C dependendo de s tal que, se
Hr+s −C não muda de sinal, então Mn é isométrica ao cilindro R× Sn−1(ρ) ⊂ Rn+1 de
raio ρ > 0.

Teorema (Teorema 4.2). Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie de Weingarten com
a · b 6= 0. Suponha que a curvatura de Gauss-Kronecker K não muda de sinal. Então
Mn é isométrica ao cilindro R× Sn−1(ρ) ⊂ Rn+1 de raio ρ > 0 nos seguintes casos:

(i) r + s é par, b > 0 e a > 0 (ou a < 0 com l < λ̂).

(ii) r é par, s é ı́mpar, b > 0 e a < 0 com l < λ̂.

Além disso, não existe hipersuperf́ıcie que atenda às hipóteses deste teorema se

(iii) r é par, s é par, b < 0 e a0 < ã < 0.

Devemos destacar que, se no Teorema 4.1 tivermos C = 0 e Hr+s igual a curvatura
de Gauss-Kronecker, reobtemos o resultado de Aĺıas e Meléndez [2].

Uma pergunta bastante natural é:

Por que não investigar o caso em que Mn possui duas curvaturas
principais e nenhuma delas é simples?.

Antes de respondermos essa pergunta, observamos em primeiro lugar que se Mn ⊂
Rn+1 é uma hipersuperf́ıcie de Weingarten linear com duas curvaturas principais λ e µ,
de multiplicidades (n −m) e m, respectivamente, a expressão 1.5 se escreve em termos
dessas curvaturas da seguinte forma:

a

(
n

r

)−1 r∑
i=0

(
n−m
r − i

)(
m

i

)
λr−iµi + b

(
n

s

)−1 s∑
j=0

(
n−m
s− j

)(
m

j

)
λs−jµj = 1. (1.6)

Por outro lado, foi demonstrado por Otsuki [39] em 1970 o seguinte resultado:

Teorema (Otsuki [39]). Sejam M
n+1

variedade Riemanniana de curvatura constante,

Mn hipersuperf́ıcie imersa em M
n+1

e Dλ ⊂ TM a distribuição determinada pelos vetores
principais associados à curvatura principal λ de M . Se a multiplicidade de todas as
curvaturas principais é constante, então cada distribuição Dλ é totalmente integrável.
Em particular, se a multiplicidade de uma curvatura principal λ é maior que 1 então λ
é constante sobre cada subvariedade integral da distribuição Dλ.
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Deste modo, seja µq a subvariedade integral da distribuição associada à µ e que contem
o ponto q ∈M . Se as multiplicidades das curvaturas principais λ e µ de M são maiores
que 1 então decorre da expressão 1.6 que

Asλ
s(p) + As−1λ

s−1(p) + · · ·+ A0 = 1, ∀p ∈ µq,

onde As, As−1, . . . , A0 são constantes. Segue que λ(p) = λ(q) para todo p ∈ µq pois,
caso contrário, teŕıamos um polinômio de grau menor ou igual a s com infinitas ráızes
distintas, uma vez que µq é conexo. Como a curvatura principal λ é constante ao longo
de cada uma das folhas da distribuição a ela associada, temos que λ é constante sobre
toda M . De modo semelhante vemos que µ é constante em M . Conclúımos da teoria
das hipersuperf́ıcies isoparamétricas que Mn é um subconjunto aberto de um hiperplano,
uma hiperesfera ou um cilindro.

Diante do exposto acima (e respondendo a pergunta), o caso interessante a ser in-
vestigado para hipersuperf́ıcies de Weingarten em Rn+1 com duas curvaturas principais
é aquele no qual uma das curvaturas principais é simples.

Existem mais dois resultados importantes nos quais o Caṕıtulo 4 se apoia. O primeiro
é um resultado de estrutura topológica para variedades Riemannianas completas não
compactas e de curvatura seccional não negativa. Ele foi obtido por Perelman [40] em
1994 em resposta à conjectura feita por Cheeger e Gromoll em 1972.

Teorema (Perelman [40]). Seja Mn uma variedade Riemanniana completa, conexa, não
compacta, de curvatura seccional não negativa e contendo um ponto onde todas as cur-
vaturas seccionais são estritamente positivas. Então a alma de Mn é um ponto; equiva-
lentemente, Mn é difeomorfo ao Rn.

O segundo é um resultado geométrico sobre curvaturas principais da hipersuperf́ıcie.
Ele é conhecido na literatura como o teorema das curvaturas principais e foi obtido por
Smyth e Xavier [48] em 1987.

Teorema (Smyth - Xavier [48]). Seja Mn uma hipersuperf́ıcie em Rn+1 completa, imersa
e orientável que não é um hiperplano e seja A a sua segunda forma fundamental com
respeito a um campo normal unitário globalmente definido. Denotemos por Λ ⊂ R o
conjunto de todos os valores não nulos assumidos pelos autovalores de A e sejam Λ± =
Λ ∩ R±.

(i) Se Λ+ e Λ− são ambos não vazios, então inf Λ+ = sup Λ− = 0.

(ii) Se Λ+ ou Λ− é vazio então Λ̄, o fecho de Λ, é conexo.
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Caṕıtulo 2

Existência, unicidade e
não-existência de hipersuperf́ıcies
mı́nimas de fronteira livre em
domı́nios quádricos

Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio de bordo suave ∂Ω e denote porN o campo normal unitário a
∂Ω e que aponta para fora de Ω. Considere x : Σn−1 → Ω uma hipersuperf́ıcie compacta,
com bordo, propriamente imersa, i.e., intΣ ⊂ intΩ e ∂Σ ⊂ ∂Ω. Denotando por N o
campo normal unitário a Σ, sabemos que o operador de Weingarten associado é dado
por A = −(∇N)T , onde ∇ é a conexão de Rn. Chamaremos de ν o campo conormal
unitário sobre ∂Σ em Σ e que aponta para fora de Σ. Lembramos que, neste contexto, a
hipersuperf́ıcie Σ é dita de fronteira livre se Σ intersecta ∂Ω ortogonalmente. Em outras
palavras, ν = N sobre ∂Σ ou, equivalentemente, 〈N,N〉 = 0 sobre ∂Σ.

Proposição 2.1. Se Σ é hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e de fronteira livre em Ω ⊂
Rn, então ∫

∂Σ

〈x,N〉 ds = (n− 1)|Σ|. (2.1)

Demonstração. Identificado a imersão x com o vetor posição em Rn, segue que〈
∇|x|2, X

〉
= X 〈x, x〉 = 2 〈x,X〉 ,

para todo X ∈ X(Σ). Assim, o campo gradiente de |x|2 em Σ é ∇|x|2 = 2xT . Sendo
{e1, . . . , en−1} um referencial ortonormal de TΣ, obtemos
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div∇|x|2 =
n−1∑
i=1

〈
∇ei(2x

T ), ei
〉

=
n−1∑
i=1

〈
∇ei(2x− 2 〈x,N〉N), ei

〉
=

n−1∑
i=1

〈
∇ei(2x), ei

〉
− 2 〈x,N〉

n−1∑
i=1

〈
∇eiN, ei

〉
= ∆Rn|x|2 − 2

〈
∇Nx,N

〉
+ 2 〈x,N〉 traçoA

= 2n− 2|N |2,
= 2(n− 1),

onde usamos a hipótese de Σ ser mı́nima para garantir que traçoA = 0. Integrando
ambos os lados da igualdade acima e aplicando o Teorema da Divergência, segue que

2(n− 1)|Σ| =

∫
Σ

div∇|x|2 dΣ =

∫
∂Σ

〈
∇|x|2, ν

〉
ds

= 2

∫
∂Σ

〈
xT , ν

〉
ds = 2

∫
∂Σ

〈
x,N

〉
ds,

onde na última igualdade usamos a hipótese de Σ ser de fronteira livre.

Neste trabalho, estamos interessados em domı́nios Ω ⊂ Rn cuja fronteira ∂Ω é um
ńıvel regular de uma função suave F : Rn → R. Mais precisamente, 1 é valor regular de
F e ∂Ω = F−1(1). Nestas condições temos que os vetores N e ∇F são colineares sobre
∂Ω. Note que nenhuma hipótese topológica é imposta sobre ∂Ω, como também é não é
pedido que ∂Ω seja convexa ou limitada.

É importante observarmos que a função F não é única, isto é, o bordo ∂Ω pode ser
imagem inversa do valor regular 1 de diversas funções suaves. Contudo, como veremos
nas demonstrações das Proposições 2.2, 2.3 e 2.4 a seguir, precisamos que

N = |∇F |−1∇F sobre ∂Ω (2.2)

para sermos capazes de usar o Teorema da Divergência sobre Σ. Quando F−1(1) = ∂Ω
possui apenas uma componente conexa, a condição (2.2) é sempre atendia, bastando
trocar F por G = 2 − F caso necessário (note que ∇G = −∇F e G−1(1) = F−1(1)).
Caso F−1(1) = ∂Ω possua mais de uma componente conexa, as identidades nas Pro-
posições 2.2, 2.3 e 2.4 valem para aquelas hipersuperf́ıcies Σ nas quais a condição (2.2) se
verifica em cada componente de bordo de ∂Σ.

Proposição 2.2. Sejam Ω ⊂ Rn um domı́nio como descrito acima e Σ uma hipersu-
perf́ıcie de fronteira livre em Ω. Suponha que a função F , associada à ∂Ω, satisfaz a
condição (2.2). Então, para toda ϕ ∈ C∞(Σ), vale∫

∂Σ

|∇F |ϕds =

∫
Σ

ϕ∆ΣFdΣ +

∫
Σ

(1− F )∆ΣϕdΣ, (2.3)
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onde ∆Σ é o operador de Laplace-Beltrami em Σ. Em particular, sob as mesmas hipóteses,∫
∂Σ

|∇F |ds =

∫
Σ

∆ΣFdΣ.

Demonstração. Uma vez que Σ é de fronteira livre e ∂Ω é um conjunto de ńıvel de F ,
∇F = |∇F |ν sobre ∂Σ. Portanto, decorre do Teorema da Divergência que∫

∂Σ

ϕ|∇F |ds =

∫
∂Σ

ϕ 〈∇F, ν〉 ds

=

∫
Σ

div(ϕ∇F )dΣ

=

∫
Σ

ϕ∆ΣFdΣ +

∫
Σ

〈∇ϕ,∇F 〉 dΣ.

Por outro lado, o Teorema da Divergência também fornece

∫
Σ

∆ΣϕdΣ =

∫
∂Σ

F 〈∇ϕ, ν〉 ds

=

∫
Σ

div(F∇ϕ)dΣ

=

∫
Σ

F∆ΣϕdΣ +

∫
Σ

〈∇ϕ,∇F 〉 dΣ.

A equação (2.3) agora segue tomando a diferença entre as duas identidades acima.

O resultado a seguir fornece um critério de não-existência de hipersuperf́ıcies mı́nimas
de fronteira livre em domı́nios Ω do tipo que estamos interessados.

Proposição 2.3. Suponha que F satisfaz a condição (2.2) e que exista i tal que ∂F
∂xi

> 0

ou ∂F
∂xi

< 0 em ∂Ω. Então, não existe hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre em Ω.

Demonstração. A demonstração será por contradição. Suponha que, mesmo sob as
hipóteses, exista Σ mı́nima de fronteira livre em Ω e considere a função ϕ ∈ C∞(Σ)
dada por ϕ = 〈a, x〉, onde a ∈ Rn. Então,

∇ϕ = a− 〈a,N〉N.

Uma vez que ∂Σ está contida em um conjunto de ńıvel de F , o vetor conormal de Σ é
dado por ν = |∇F |−1∇F . Assim, em ∂Σ temos

∂ϕ

∂ν
= 〈∇ϕ, ν〉 = 〈a, ν〉 = |∇F |−1 〈a,∇F 〉 .

Por outro lado, dado um referencial ortonormal {e1, . . . , en−1} em um ponto de Σ, temos

∆Σϕ =
n−1∑
i=1

〈∇ei∇ϕ, ei〉 = −〈a,N〉
n−1∑
i=1

〈
∇eiN, ei

〉
= 〈a,N〉 traçoA = 0,
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uma vez que Σ é mı́nima. Segue agora do Teorema da Divergência que

0 =

∫
Σ

∆ΣϕdΣ =

∫
∂Σ

∂ϕ

∂ν
ds =

∫
∂Σ

|∇F |−1 〈a,∇F 〉 ds. (2.4)

A contradição surge ao tomarmos a = Ei (i-ésimo vetor da base canônica de Rn) na
igualdade acima e usarmos a hipótese sobre o sinal de ∂F

∂xi
.

Corolário 2.1. Suponha que exista Σ mı́nima de fronteira livre em Ω e assuma que
∂F
∂xi
≥ 0 ou ∂F

∂xi
≤ 0 em ∂Ω para algum i. Então ∂F

∂xi
= 0 em ∂Σ e, consequentemente, Σ

é totalmente geodésica: Σ é uma interseção Ω ∩ Π, onde Π é um hiperplano.

Demonstração. Tomando a = Ei em (2.4), obtemos

∂ϕ

∂ν
=
∂F

∂xi
= 0 em ∂Σ.

Então, uma vez que ∆Σϕ = 0, decorre do Prinćıpio do Máximo que ϕ = 〈Ei, x〉 é
constante em Σ. Mas isso equivale a dizer que Σ está contida em um plano.

Observação 2.1. A Proposição 2.3 continuaria valendo se na hipótese tivéssemos ∂F
∂v
> 0

ou ∂F
∂v
< 0 (derivada direcional) ao invés de ∂F

∂xi
> 0 ou ∂F

∂xi
< 0. Bastaria tomar a = v ao

invés de a = Ei na demonstração. O mesmo pode ser dito com respeito ao Corolário 2.1.

Encerramos essa seção com um resultado para o caso especial em que F é k-homogênea,
isto é, F (tx) = tkF (x), ∀t ∈ R. É fácil checar que, neste caso, kF (x) =

〈
∇F, x

〉
. Em

particular, se x ∈ ∂Ω,
k · 1 =

〈
∇F, x

〉
= |∇F |

〈
N, x

〉
.

Multiplicando ambos os lados por |∇F |−1 e integrando em ∂Σ podemos usar (2.1) e
chegarmos ao seguinte resultado:

Proposição 2.4. Suponha que F é k-homogênea e satisfaz a condição (2.2). Se Σ é
hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e de fronteira livre em Ω ⊂ Rn, então∫

∂Σ

k|∇F |−1ds = (n− 1)|Σ|.

Observação 2.2. Em verdade, a Proposição 2.4 continua válida mesmo quando uma
constante c é adicionada a F . De fato, as funções G = F + c e F possuem o mesmo
campo gradiente em Σ.

Observação 2.3. Note que todos os resultados dessa seção, embora enunciados para
hipersuperf́ıcies, são válidos para subvariedades mı́nimas de fronteira livre Σk em Ω ⊂ Rn.
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2.1 Hipersuperf́ıcies mı́nimas de fronteira livre em

domı́nios quádricos

Nesta seção estamos interessados em estudar a existência de hipersuperf́ıcies mı́nimas
de fronteira livre Σ em um domı́nio Ω cujo bordo ∂Ω é uma hipersuperf́ıcies quádrica.
Para isso, consideramos Ω ⊂ Rn tal que ∂Ω = F−1(1), onde F : Rn → R é a função

F (x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

aix
2
i + bxn + c, (2.5)

com ai ∈ {−1, 0, 1} , i = 1, . . . , n, e b, c ∈ R. Devemos observar que a função F atende a
condição (2.2) em cada um dos casos cobertos pelos teoremas desta seção.

Quando an = 0 temos ∂F
∂xn

= b. Neste caso, se b 6= 0, segue da Proposição 2.3 que
não existe hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre em Ω. Sendo assim, nosso primeiro
resultado de não-existência é o seguinte:

Teorema 2.1. Se a função F é tal que an = 0 e b 6= 0, então não existe hipersuperf́ıcie
mı́nima de fronteira livre em Ω.

O resultado acima garante, por exemplo, que não existe hipersuperf́ıcie mı́nima de
fronteira livre no paraboloide circular, nem no paraboloide hiperbólico, nem no cilindro
parabólico.

Para estudarmos mais casos que não são cobertos pelo Teorema 2.1, precisamos de al-
guns ingredientes associados à função F . Denotando por {E1, E2, . . . , En} a base canônica
do Rn, temos que o gradiente ∇F ∈ TRn é dado por

∇F =
n−1∑
i=1

2aixiEi + (2anxn + b)En

e, portanto,

|∇F | =

√√√√n−1∑
i=1

4a2
ix

2
i + (2anxn + b)2.

Lembramos que, sendo Σ de bordo livre, o campo ∇F é tangente a Σ em ∂Σ e, desse
modo,

∇F = ∇F em ∂Σ. (2.6)

Decorre do fato de ∂Σ estar contida no conjunto de ńıvel 1 de F e da identidade (2.6)
que, em ∂Σ, vale〈

x,
∇F
|∇F |

〉
=

∑n
i=1 2aix

2
i + bxn

|∇F |
=

2(F (x)− c)− bxn
|∇F |

=
2(1− c)− bxn
|∇F |

.

Sendo assim, a Proposição 2.1 nos dá∫
∂Σ

2(1− c)− bxn
|∇F |

ds =

∫
∂Σ

〈
x,
∇F
|∇F |

〉
ds =

∫
∂Σ

〈
x,N

〉
ds = (n− 1)|Σ|. (2.7)
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Chamando de N1, N2, . . . , Nn as coordenadas de N em Rn, temos que o Laplaciano
de F é dado por

∆ΣF = ∆RnF −
〈
∇N∇F,N

〉
=

n∑
i=1

[
2ai − 2aiN

2
i

]
= 2

n∑
i=1

ai(1−N2
i ).

Logo, a Proposição 2.2 fica∫
∂Σ

|∇F | ds =

∫
Σ

∆ΣF dΣ =

∫
Σ

2
n∑
i=1

ai(1−N2
i ) dΣ. (2.8)

Tomando a diferença entre (2.8) e (2.7), obtemos

∫
∂Σ

4
∑n−1

i=1 a
2
ix

2
i + (2anxn + b)2 + bxn − 2(1− c)

|∇F |
ds =

∫
Σ

[
2

n∑
i=1

ai(1−N2
i )− (n− 1)

]
dΣ. (2.9)

Teorema 2.2. Seja F como em (2.5) com b = 0, c ≤ 0 e ao menos um dos coeficientes
(digamos an) é diferente de 1. Existe hipersuperf́ıcie Σ mı́nima, compacta e de fronteira
livre em Ω se, e somente se, a1 = a2 = . . . = an−1 = 1. Além disso,

(a) se an = −1 então Σ é o disco plano perpendicular ao eixo xn na origem;

(b) se an = 0 então Σ é qualquer um dos discos planos que intersectam ∂Ω ortogonal-
mente.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos supor que os primeiros k coeficien-
tes a1, a2, . . . , ak são iguais a 1. Então, F pode ser escrita como

F (x1, x2, . . . , xn) =
k∑
i=1

x2
i +

n∑
i=k+1

aix
2
i + c. (2.10)

Note que, neste caso, F é uma função 2-homogênea somada a uma constante e, desse
modo, atende a identidade dada na Proposição 2.4. Pondo b = 0, o membro esquerdo de
(2.9) fica∫
∂Σ

4
∑n

i=1 a
2
ix

2
i − 2(1− c)
|∇F |

ds =

∫
∂Σ

4
[
1− c+

∑n
i=k+1 (−aix2

i + a2
ix

2
i )
]
− 2(1− c)

|∇F |
ds

=

∫
∂Σ

∑n
i=k+1 4ai (ai − 1)x2

i + 2(1− c)
|∇F |

ds

=

∫
∂Σ

∑n
i=k+1 4ai (ai − 1)x2

i

|∇F |
ds+ (1− c)(n− 1)|Σ|.

Por outro lado, desenvolvendo o membro direito de (2.9), obtemos

33



∫
Σ

[
2

n∑
i=1

ai(1−N2
i )− (n− 1)

]
dΣ =

∫
Σ

[
2

(
k∑

i=1

(1−N2
i ) +

n∑
i=k+1

ai(1−N2
i )

)
− (n− 1)

]
dΣ

=

∫
Σ

[
2

(
k − 1 +

n∑
i=k+1

N2
i +

n∑
i=k+1

ai(1−N2
i )

)
− (n− 1)

]
dΣ

=

∫
Σ

[
2

(
n− 1 +

n∑
i=k+1

(
(N2

i − 1) + ai(1−N2
i )
))
− (n− 1)

]
dΣ

= (n− 1)|Σ|+ 2

∫
Σ

n∑
i=k+1

(N2
i − 1)(1− ai) dΣ.

Agora, essas informações juntas em ambos os lados de (2.9) fornecem∫
∂Σ

∑n
i=k+1 4ai (ai − 1)x2

i

|∇F |
ds = c(n− 1)|Σ|+ 2

∫
Σ

n∑
i=k+1

(N2
i − 1)(1− ai) dΣ. (2.11)

Uma vez que c ≤ 0, ai ∈ {−1, 0, 1} e |N | = 1, temos

0 ≤
∫
∂Σ

∑n
i=k+1 2ai (ai − 1)x2

i

|∇F |
ds ≤

∫
Σ

n∑
i=k+1

(N2
i − 1)(1− ai) dΣ ≤ 0, (2.12)

o que implica que ambos os termos nas integrais são nulos. Em particular,

(N2
i − 1)(1− ai) = 0, ∀i = k + 1, k + 2, . . . , n.

Mas a igualdade acima só é posśıvel quando exatamente um dos ai, i = k + 1, . . . , n,
é diferente de 1 (caso contrário temos pelo menos duas coordenadas de N iguais a 1).
Mais precisamente, os somatórios que aparecem nas integrais acima possuem apenas uma
parcela ou, dito de outro modo, k = n− 1. Sem perda de generalidade podemos admitir
que an 6= 1.

Finalmente, pondo an = −1 em (2.12) obtemos xn = 0 sobre ∂Σ e Nn = 1. Assim
Σ é o disco plano perpendicular ao eixo xn na origem. Por outro lado, se an = 0,
a desigualdade (2.12) nos diz que Nn = 1 e Σ é qualquer um dos discos planos que
intersectam o eixo xn ortogonalmente.

O Teorema 2.2 assegura que dentre todos os domı́nios quádricos Ω cujos bordos ∂Ω são
hipersuperf́ıcies de ńıvel 1 de F dada em (2.10), os únicos que admitem hipersuperf́ıcies
mı́nimas compactas e de fronteira livre são aqueles cujo bordo ∂Ω é o hiperboloide de
uma folha ou o cilindro circular. O Teorema 2.2 assegura ainda que, por exemplo, não
existe hipersuperf́ıcie mı́nima compacta e de fronteira livre no domı́nio Ω cujo bordo ∂Ω
é Sk × Rn−1−k, 1 ≤ k ≤ n − 2, ou o slab (i.e., ∂Ω = F−1(1) com ai = 0 se i 6= n e
an = 1 em (2.10)).

O resultado a seguir mostra que não existe hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e de
fronteira livre em domı́nio Ω cujo bordo ∂Ω é um cone ou um hiperboloide de duas
folhas. Para o caso espećıfico do cone, i.e., para ∂Ω = F−1(1) onde F é a função dada
no teorema a seguir com c = 1, estamos considerando que o domı́nio de F não contem
a origem para garantirmos que 1 seja valor regular da função (conforme comentamos no
final da Seção 1.4).
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Teorema 2.3. Suponha que F é dada por

F (x1, x2, . . . , xn) =
n−1∑
i=1

x2
i − x2

n + c.

com c ≥ 1. Então, não existe hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e de fronteira livre em Ω.

Demonstração. Suponha que o teorema esteja errado e seja Σ uma hipersuperf́ıcie mı́nima,
compacta e de fronteira livre em Ω. Note que Σ não pode estar imersa em nenhum dos
domı́nios

D1 =

(x1, . . . , xn) ∈ Rn;xn ≥

√√√√n−1∑
i=1

x2
i + c− 1


ou

D2 =

(x1, . . . , xn) ∈ Rn;xn ≤ −

√√√√n−1∑
i=1

x2
i + c− 1

 ,

pois, caso contrário, teŕıamos ∂F
∂xn

< 0 em D1 ou ∂F
∂xn

> 0 em D2 e a Proposição 2.3
aplicada a F |Di

nos conduziria a uma contradição. Portanto, Σ deve possuir componentes
de bordo em ∂D1 e ∂D2.

Uma vez que Σ é de fronteira livre, sabemos que

|∇F (x)|ν = ∇F (x) = 2

(
n−1∑
i=1

xiEi − xnEn

)
= 2 (x− 2xnEn) , ∀x ∈ ∂Σ,

onde {E1, E2, . . . , En} é a base canônica de Rn.
Seja G : Rn → R a função

G(x1, x2, . . . , xn) =
n−1∑
i=1

x2
i .

Note que G−1(l), l > 0, é ńıvel regular onde um campo normal unitário em x ∈ G−1(l) é

N (x) =
∇G
|∇G|

=
1√
l

n−1∑
i=1

xiEi =
1√
l

(x− xnEn) .

Uma vez que Σ é compacta, existe um l0 > 0 tal que Σ ⊂ G−1(l < l0). Podemos decrescer
l0 > 0 até as hipersuperf́ıcies G−1(l0) e Σ se intersectarem pela primeira vez no ponto
x̃. Segue que G−1(l0) e Σ são tangentes em x̃. Em particular, N(x̃) = N (x̃). Note que
x̃ /∈ ∂Σ pois, caso contrário, teŕıamos

0 = 〈N(x̃),∇F (x̃)〉 = 〈N (x̃),∇F (x̃)〉 =
2√
l0

(
|x̃|2 − x̃2

n

)
=

2√
l0
G(x̃) = 2

√
l0 > 0.

Agora, seja ρ := G|Σ. Então,

ρ(x) = |x− 〈x,En〉En|2 = |x|2 − 〈x,En〉2 , ∀x ∈ Σ.
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Um cálculo direto fornece, para quaisquer X, Y ∈ X(Σ),

HessΣρ(X, Y ) = HessRnG(X, Y ) + 〈AX, Y 〉
〈
∇G,N

〉
= 2 [〈X, Y 〉 − 〈X,En〉 〈Y,En〉+ 〈AX, Y 〉 (〈x,N〉 − 〈x,En〉 〈N,En〉)] .

Uma vez que ρ atinge seu máximo em x̃, segue que

0 ≥ 1

2
HessΣρ(X,X) = |X|2 − 〈X,En〉2 + 〈AX,X〉 (〈x̃,N〉 − 〈x̃, En〉 〈N , En〉)

= |X|2 − 〈X,En〉2 +
1√
l0
〈AX,X〉

(
|x̃|2 − x̃2

n

)
.

A desigualdade acima então fornece

〈AX,X〉 ≤ −|X|
2 − 〈X,En〉2

|x̃|2 − x̃2
n

√
l0 ≤ 0, ∀ X ∈ Tx̃Σ. (2.13)

Mas, sendo Σ mı́nima, a desigualdade (2.13) é posśıvel apenas se

〈AX,X〉 = 0, ∀X ∈ Tx̃Σ.

Contudo, pondo X ∈ Tx̃Σ com X 6= 0 e 〈X,En〉 = 0 em (2.13) (o que de fato é posśıvel
porque Tx̃Σ = Tx̃G

−1(l0)) obtemos a contradição 〈AX,X〉 < 0.

O último resultado dessa seção garante que não existe hipersuperf́ıcie mı́nima, com-
pacta e de fronteira livre em um domı́nio Ω cujo bordo ∂Ω é um cilindro sobre uma
hipérbole ou um Wedge (i.e, F−1(1) = ∂Ω é a hipersuperf́ıcie

∑n−2
i=1 x

2
i − x2

n = 0). De
modo semelhante ao que fizemos para o caso do cone no teorema anterior, no caso es-
pećıfico do Wedge, precisamos excluir o eixo xn−1 do domı́nio de F para assegurar que 1
é valor regular de F (veja o penúltimo parágrafo da Seção 1.4).

Teorema 2.4. Suponha que F é dada por

F (x1, x2, . . . , xn) =
n−2∑
i=1

x2
i − x2

n + c.

com c ≥ 1. Então, não existe hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e de fronteira livre em Ω.

Demonstração. A demonstração segue os mesmos passos da demonstração do Teorema 2.3
usando a função G(x) = x2

n−1.

36



2.2 Superf́ıcies mı́nimas de fronteira livre na bola

Nesta seção nos concentramos no caso especial em que o domı́nio Ω é a bola unitária
B3 em R3, centrada na origem. Considere um mergulho x : Σ→ B3 de uma superf́ıcie Σ
conexa, orientável, mı́nima e de fronteira livre em B3. Como de costume, denotamos por
N campo normal unitário em Σ e por A = −(∇N)T o operador de Weingarten associado,
onde ∇ é a conexão de R3. Também representamos por γ1, γ2, . . . , γk as componentes
conexas de ∂Σ.

Chamando de dist(·, ·) a distância intŕınseca sobre Σ, um ε-colar da componente
γ ⊂ ∂Σ (ou simplesmente um colar) é um conjunto da forma

Γε = {p ∈ Σ; dist(p, γ) < ε} .

Identificando x com o vetor posição, é fácil ver que o campo xT , obtido da projeção
de x sobre TΣ, é ortogonal a ∂Σ, uma vez que Σ é de fronteira livre. Em particular,
xT = x em ∂Σ e, desse modo,

|xT | = |x| = 1 > 0, ∀ x ∈ γi, i = 1, . . . , k.

Logo, para cada i = 1, . . . , k, a continuidade do campo xT ∈ X(Σ) garante a existência
de um colar Γi ⊂ Σ contendo γi, no qual

|xT | ≥ εi > 0 sobre Γi. (2.14)

Daqui por diante iremos assumir que todo colar em Σ contendo uma componente conexa
de ∂Σ satisfaz a condição (2.14).

Nesta seção duas funções suaves em Σ desempenham um papel fundamental. A
primeira é a função suporte

g : Σ −→ R
x 7−→ g(x) := 〈x,N〉

e a segunda é a função distância

ρ : Σ −→ R
x 7−→ ρ(x) := 1

2
|x|2.

Note que a fronteira ∂Σ de Σ está contida nos conjuntos de ńıvel g−1(0) e ρ−1(1/2).
Logo, os vetores ∇g e ∇ρ são linearmente dependentes sobre ∂Σ, uma vez que ambos
pertencem a TΣ e são ortogonais a ∂Σ. Vamos estabelecer os gradientes dessas funções.
Em primeiro lugar note que, para todo X ∈ X(Σ),

〈∇g,X〉 = X 〈x,N〉
=

〈
∇Xx,N

〉
+
〈
x,∇XN

〉
= 〈X,N〉+ 〈x,−AX〉
=

〈
−AxT , X

〉
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onde usamos o fato de (∇XN)⊥ = 0 pois N é unitário. Assim, o gradiente da função
suporte é dado por ∇g = −AxT . Com respeito à função distância, temos que

〈∇ρ,X〉 = 1
2
X 〈x, x〉

=
〈
∇Xx, x

〉
= 〈X, x〉
=

〈
xT , X

〉
.

Portanto, ∇ρ = xT . Conhecidas as expressões dos gradientes de g e ρ, podemos refor-
mular a observação feita no ińıcio desse parágrafo nos seguintes termos:

{xT , AxT} é linearmente dependente em ∂Σ. (2.15)

Para cada p ∈ Σ, considere o operador

Jp : TpR3 −→ TpΣ
V 7−→ J(V ) = N ∧ V T

onde ∧ representa a operação de produto vetorial em R3. O lema a seguir será útil na
demonstração da Proposição 2.5 a seguir. Em seu enunciado x representa tanto um ponto
de Σ quanto um vetor do R3.

Lema 2.1. Sejam Σ ⊂ R3 uma superf́ıcie orientável e ω ∈ X(Σ) o campo dado por
ω(x) = Jx(x). Então,

〈∇Xω,X〉 = 〈x,N〉 〈AX, J(X)〉 , ∀ X ∈ X(Σ).

Em particular, se xT é uma direção principal do operador de Weingarten sobre um colar
ao redor de uma componente conexa de ∂Σ, então〈

∇xTω, x
T
〉

= 0.

Demonstração. Em primeiro lugar, observe que

∇Xω = ∇X(x ∧N)
= ∇Xx ∧N + x ∧∇XN
= X ∧N − x ∧ AX
= −J(X)− (xT + 〈x,N〉N) ∧ AX
= −J(X)− xT ∧ AX − 〈x,N〉N ∧ AX
= −J(X)− xT ∧ AX − 〈x,N〉 J(AX).

Agora, uma vez que xT ∧ AX é ortogonal a Σ, conclúımos que

〈∇Xω,X〉 =
〈
∇Xω,X

〉
= −〈J(X), X〉 − 〈x,N〉 〈J(AX), X〉
= 〈x,N〉 〈AX, J(X)〉 .
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Antes de apresentarmos o próximo resultado, cabe fazermos um comentário sobre seu
enunciado. Nele, pedimos que a dependência linear destacada em (2.15) se estenda a
um colar Γ sobre ao menos uma componente γ de ∂Σ. Diante do que observamos em
(2.14), podemos assumir que este colar Γ é fino o suficiente de modo que xT 6= 0. Nestas
condições, faz sentido chamar xT de autovetor de A sobre o colar Γ.

Proposição 2.5. Sejam Σ uma superf́ıcie mergulhada e de fronteira livre em B3 e γ
uma componente conexa de ∂Σ. Suponha que existe um colar Γ ⊂ Σ contendo γ onde
o conjunto

{
xT , AxT

}
é linearmente dependente. Então, o autovalor associado a xT é

constante ao longo de γ.

Demonstração. Seja λ o autovalor associado a xT . Sob as hipóteses da proposição, o
gradiente da função suporte g = 〈x,N〉 é

∇g = −AxT = −λxT sobre Γ.

Em particular, como Σ é de fronteira livre,

λ2 = λ2|xT |2 = |∇g|2 sobre γ ⊂ ∂Σ.

Uma vez que x e N são ortogonais a ∂Σ, o campo ω = J(x) = N ∧ x é tangente
a ∂Σ. Sendo assim, para mostrarmos que λ é constante ao longo de γ ⊂ ∂Σ, é suficiente
verificarmos que

ω|∇g|2 = 0 sobre γ.

Assim, sobre γ, vale

ω|∇g|2 = 2 〈∇ω∇g,∇g〉
= 2 〈Hessgω,∇g〉
= 2 〈ω,Hessg∇g〉
= 2 〈ω,∇∇g∇g〉
= 2∇g 〈ω,∇g〉 − 2 〈∇∇gω,∇g〉
= 2∇g

〈
J(xT ),−AxT

〉
− 2

〈
∇−AxTω,−AxT

〉
= 2∇g

〈
J(xT ),−AxT

〉
− 2λ2

〈
∇xTω, x

T
〉
.

Note que os dois termos da última igualdade são nulos, o primeiro devido aos vetores
J(xT ) e AxT serem ortogonais em Γ e o segundo devido ao caso particular assinalado no
Lema 2.1.

Para demonstrarmos o principal resultado dessa seção (Teorema 2.5) vamos precisar
extrair algumas informações do operador de Weingarten da fronteira ∂Σ, ora vista como
subvariedade de Σ e ora vista como subvariedade de S2. Seja qual for a dimensão da
hipersuperf́ıcie Σ ⊂ Bn ⊂ Rn, o esforço para realizar essa tarefa é o mesmo. Portanto,
vamos assumir por um instante que n ∈ N é arbitrário.

Para distinguirmos entre os operadores de Weingarten usaremos a seguinte notação:
ASn−1

∂Σ (para ∂Σn−2 ↪→ Sn−1); ARn

Sn−1 (para Sn−1 ↪→ Rn) e AΣ
∂Σ (para ∂Σn−2 ↪→ Σn−1).
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Agora, para quaisquer X, Y ∈ X(∂Σ), vale

∇Rn

X Y = ∇Sn−1

X Y +
〈
ARn

Sn−1X, Y
〉
N

= ∇∂Σ
X Y +

〈
ASn−1

∂Σ X, Y
〉
N − 〈X, Y 〉N,

∇Rn

X Y = ∇XY + 〈AX, Y 〉N
= ∇∂Σ

X Y +
〈
AΣ
∂ΣX, Y

〉
ν + 〈AX, Y 〉N,

onde N é o campo normal unitário sobre Sn−1 e ν ∈ X(Σ) é o campo conormal unitário
sobre ∂Σ. Sendo Σ de fronteira livre, temos que N = ν sobre ∂Σ. Desse modo,

A = ASn−1

∂Σ sobre ∂Σ.

Se, para cada p ∈ ∂Σ, {e1, . . . , en−2} ⊂ Tp∂Σ é uma base ortonormal composta de auto-
vetores de ASn−1

∂Σ associada aos autovalores τ1, . . . , τn−2, respectivamente, a matriz de A
na base ortonormal {e1, . . . , en−2, x

T} ⊂ TpΣ é

A =


τ1 0 · · · 0 0
0 τ2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · τn−2 0
0 0 · · · 0 λ

 , (2.16)

onde λ é o autovalor associado ao autovetor xT de A. Em particular, quando n = 3, a
matriz de A se torna

A =

(
τ 0
0 λ

)
,

sendo τ a curvatura geodésica de ∂Σ vista como subvariedade de S2. Note que a curvatura
média de Σ ⊂ B3 é portanto

H =
τ + λ

2
. (2.17)

Teorema 2.5. Nas mesmas hipóteses da Proposição 2.5, se Σ é mı́nima então Σ é o
disco equatorial D ou o catenóide cŕıtico K.

Demonstração. Mostramos na Proposição 2.5 que λ é constante sobre γ. Ora, sendo
Σ ⊂ B3 mı́nima, segue de (2.17) que a curvatura geodésica τ de γ ⊂ S2 também é
constante. Portanto, γ é um ćırculo sobre S2. Em particular, γ é invariante por rotações.
Segue do Teorema de Kapouleas e Li [26] (cujo enunciado se encontra na Introdução)
que Σ é o disco equatorial plano D ou o catenóide cŕıtico K.
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Caṕıtulo 3

Classificação de hipersuperf́ıcies
mı́nimas via identidades geométricas

3.1 Hipersuperf́ıcies mı́nimas de fronteira livre em

gráficos rotacionais

Nesta seção consideramos um domı́nio Ω ⊂ Rn cuja fronteira ∂Ω é uma hipersuperf́ıcie
rotacional no sentido que passamos a descrever. Sejam f : I ⊂ R→ R uma função suave
e positiva e α(t) = (f(t), t) uma parametrização do gráfico de f no plano x1xn. Seja ainda
Θ uma parametrização da esfera unitária (n − 2)-dimensional no hiperplano xn = 0. A
hipersuperf́ıcie de revolução com geratriz α pode ser parametrizada por

X(Θ, t) = (Θf(t), t).

Neste sentido, discutimos a existência de hipersuperf́ıcie mı́nima Σ e de fronteira
livre em um domı́nio Ω cujo bordo ∂Ω é uma hipersuperf́ıcie de revolução. Denotando
x = (x1, . . . , xn−1) e y = xn, considere F : Rn = Rn−1 × R → R a função suave definida
por

F (x, y) = |x|2 − f(y)2 + 1.

Assim ∂Ω ⊂ F−1(1). Além disso, como o campo gradiente de F é dado por

∇F = (2x,−2ff ′),

temos que 1 é valor regular de F pois, por construção, a curva α não tangencia o eixoxn.
Segue que

|∇F | = 2
√
|x|2 + f 2(f ′)2.

Em particular, sendo Σ de bordo livre em Ω, temos

|∇F |
∣∣∣
∂Σ

= 2f
√

1 + (f ′)2.

Observamos que

D2F =

(
2In−1 0

0 −2(f ′)2 − 2ff ′′

)
,

41



onde In−1 representa o operador identidade em Rn−1. Desse modo, sendoN = (N1, · · · , Nn)
o campo normal unitário a Σ, decorre da minimalidade de Σ que

∆ΣF = ∆RnF −D2F (N,N)

= 2(n− 1)− 2(f ′)2 − 2ff ′′ − 2
[
N2

1 + · · ·+N2
n−1 −

(
(f ′)2 + ff ′′

)
N2
n

]
= 2(n− 1)− 2

[
(f ′)2 + ff ′′ + 1−N2

n −
(
(f ′)2 + ff ′′

)
N2
n

]
= 2(n− 1)− 2

[
(1−N2

n)
(
(f ′)2 + ff ′′

)
+ 1−N2

n

]
= 2(n− 1)− 2(1−N2

n)
[
(f ′)2 + ff ′′ + 1

]
,

onde usamos que N2
1 + · · ·+N2

n−1 = 1−N2
n. Então, usando a Proposição 2.2, podemos

concluir que∫
∂Σ

f
√

1 + (f ′)2 ds =
1

2

∫
∂Σ

|∇F | ds =
1

2

∫
Σ

∆ΣF dΣ

= (n− 1)|Σ|+
∫

Σ

(N2
n − 1)

[
(f ′)2 + ff ′′ + 1

]
dΣ. (3.1)

Por outro lado, usando a Proposição 2.1 e lembrando que o campo normal unitário de
∂Ω é dado por N = ∇F

|∇F | , temos que

(n− 1)|Σ| =
∫
∂Σ

〈(x, y), N〉 ds =

∫
∂Σ

|x|2 − yff ′

f
√

1 + (f ′)2
ds =

∫
∂Σ

f − yf ′√
1 + (f ′)2

ds. (3.2)

Confrontando as equações (3.1) e (3.2), temos que∫
∂Σ

f(f ′)2 + yf ′√
1 + (f ′)2

ds =

∫
Σ

(N2
n − 1)[(f ′)2 + ff ′′ + 1] dΣ. (3.3)

Note que, se Σ ⊂ Ω′ onde Ω′ é um pedaço de Ω com f ′ ≥ 0 e f ′′ ≥ 0, então Σ é um disco
plano e sua fronteira ∂Σ está contida no subconjunto de ∂Ω′ onde f ′(t) = 0. Podemos
então concluir o seguinte:

Teorema 3.1. Suponha que Σ é uma hipersuperf́ıcie mı́nima, compacta e de fronteira
livre em um pedaço Ω′ de Ω onde f ′ ≥ 0 e f ′′ ≥ 0. Então Σ é um disco plano e sua
fronteira ∂Σ está em f ′(t) = 0.

Note que o Teorema 3.1 nos permite reobter os resultados de existência, não-existência
e unicidade da Seção 2.1 para algumas das quádricas de rotação: cilindro, cone, hiper-
boloide de uma folha e paraboloide. Para exemplificarmos, vejamos o caso em que ∂Ω é
o cone com função geratriz dada por f(t) = at, a > 0. Como f ′(t) > 0 para todo t ≥ 0,
o teorema garante que não existe mı́nima de fronteira livre em ∂Ω.
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3.2 Novo resultado de gap

Conforme expomos na introdução, são vários os resultados para mı́nimas de fronteira
livre na bola que tiveram inspiração em resultados de gap para mı́nimas fechadas na
esfera, como os obtidos por Lawson [29] em 1969 e por Chern, do Carmo e Kobayashi
[15] em 1970.

Nesta seção, usamos a expressão obtida na Proposição 2.2 para obter um novo re-
sultado de gap para mı́nimas de fronteira livre na bola. Note que o teorema a seguir
generaliza o resultado de Cavalcante, Mendes e Vitório [13] para hipersuperf́ıcies em
dimensão arbitrária.

Teorema 3.2. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie mı́nima de fronteira livre na bola unitária
Bn+1. Se |A|2 ≤ 2n, então Σ é um disco equatorial totalmente geodésico Dn.

Demonstração. Primeiramente observamos que se tomarmos F (x) = |x|2, a bola Bn+1 é
um domı́nio em Rn+1 tal que ∂Bn+1 = F−1(1). Aplicando então a fórmula (2.3), obtemos∫

∂Σ

ϕds = n

∫
Σ

ϕ+
1

2
dΣ

∫
Σ

(1− |x|2)∆ϕdΣ. (3.4)

É sabido que a função suporte g = 〈x,N〉 satisfaz a equação

∆g + |A|2g = 0.

Lembramos também que, sendo Σ de fronteira livre em Bn+1, g = 0 sobre ∂Σ. Portanto, g
é autofunção associada ao autovalor 0 do operador de Jacobi, definido por J := −∆−|A|2.

Afirmamos que 0 é o primeiro autovalor de J . Com efeito, se a afirmação é falsa então
o primeiro autovalor é um certo λJ1 < 0 e este está associado a uma função g1 ≥ 0 tal que{

Jg1 = λJ1g1 sobre Σ,
g1 = 0 sobre ∂Σ.

Pondo g1 em (3.4), temos

0 = 2

∫
∂Σ

g1 ds = 2n

∫
Σ

g1 dΣ +

∫
Σ

(1− |x|2)∆g1 dΣ

= 2n

∫
Σ

g1 dΣ +

∫
Σ

(1− |x|2)
(
−|A|2g1 dΣ− λJ1g1

)
dΣ (3.5)

=

∫
Σ

[
2n− |A|2

]
g1 dΣ +

∫
Σ

|x|2|A|2g1 −
∫

Σ

(1− |x|2)λJ1g1 dΣ.

Mas isso não pode ocorrer uma vez que |A|2 ≤ 2n. Portanto a afirmação é verdadeira.
Em particular, g ≥ 0.

Agora, pondo g em (3.4) obtemos
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0 = 2

∫
∂Σ

g ds = 2n

∫
Σ

g dΣ +

∫
Σ

(1− |x|2)∆g dΣ

(3.6)

=

∫
Σ

[
2n− |A|2

]
g dΣ +

∫
Σ

|x|2|A|2g dΣ.

Segue de |A|2 ≤ 2n que 
[2n− |A|2] g = 0

|x|2|A|2g = 0
.

Se g(x) 6= 0 então 
|A|2 = 2n

|x|2|A|2 = 0
,

e dáı, x = 0. Logo g(x) = 0 para todo x ∈ Σ {0}. Decorre da continuidade de g que g ≡ 0
em Σ. Portanto, Σ é um cone mı́nimo, donde, por regularidade, Σ é uma hipersuperf́ıcie
totalmente geodésica.
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Caṕıtulo 4

Hipersuperf́ıcies de Weingarten no
espaço Euclidiano com duas
curvaturas principais distintas

Seja Mn uma variedade Riemanniana conexa, completa e orientável, imersa no espaço
Euclidiano Rn+1. A orientação nos permite escolher sobre M um campo normal unitário
N . O operador de Weingarten associado a N é dado por A = −(∇N)T , onde ∇ denota
a conexão de Rn+1. Sejam k1, k2, . . . , kn os autovalores de A (chamados de curvaturas
principais). Definimos, para cada r ∈ {1, 2, . . . , n}, a função simétrica elementar Sr por

Sr =
∑

i1<...<ir

ki1 · · · kir

e a r-ésima curvatura média de M por Hr = Sr/
(
n
r

)
. Note que H1 é a curvatura média de

M e que o número H2 está relacionado à curvatura escalar de M . De modo geral, quando
r é ı́mpar, Hr é um valor extŕınseco e, portando, seu valor depende da orientação de M .
Já quando r é par, Hr é intŕınseco e, sendo assim, seu sinal não depende da orientação de
M . Neste sentido, o seguinte resultado de não existência será útil para nossos propósitos.
Ele foi obtido por Wu [55] em 2010 (parte 2 do Teorema 5.4).

Lema 4.1 (Wu [55]). Se r é par, não existe hipersuperf́ıcie completa em Rn+1, n ≥ 3, de
r-ésima curvatura constante negativa e duas curvaturas principais distintas.

Para o caso especial em que M possui apenas duas curvaturas principais, digamos λ
e µ, um cálculo direto fornece(

n

r

)
Hr =

r∑
i=0

(
n−m
r − i

)(
m

i

)
λr−iµi, (4.1)

onde (n−m) e m são as multiplicidades de λ e µ, respectivamente (acima, estamos con-
siderando

(
j
i

)
= 0 se i > j). Em particular, quando µ é simples (m = 1), a equação (4.1)

se torna
nHr = λr−1

(
(n− r)λ+ rµ

)
. (4.2)

Neste contexto, usaremos o seguinte resultado obtido por Aĺıas e Meléndez [1] em
2016 (Lema 8):
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Lema 4.2 (Aĺıas - Meléndez [1]). Seja M uma hipersuperf́ıcie de Rn+1 com duas curvatu-
ras principais λ e µ de multiplicidades (n−1) e 1, respectivamente, tais que λ(p), µ(p) ≥ ε
para algum p ∈ M . Então, a curvatura seccional KM em p satisfaz KM(Πp) ≥ ε2 para
todo 2-plano Πp ⊂ TpM.

Como destacamos na introdução, este caṕıtulo trata das hipersuperf́ıcies de Weingar-
ten com duas curvaturas principais λ e µ, sendo µ de multiplicidade 1. Por hipótese, as
curvaturas Hr e Hs devem satisfazer a seguinte identidade:

aHr + bHs = 1, a2 + b2 6= 0, 2 ≤ r < s ≤ n. (4.3)

Veremos nos Teoremas 4.1 e 4.2 que impondo certas restrições adicionais sobre a, b, r, s,
a hipersuperf́ıcie M é isométrica ao cilindro R×Sn−1(ρ) ⊂ Rn+1. O ponto de partida para
a obtenção de ambos os teoremas consiste em garantir que uma das curvaturas principais
se exprime em função da outra, isto é, µ = µ(λ). A proposição a seguir apresenta uma
condição suficiente sobre a função µ(λ) para que esta isometria ocorra.

Proposição 4.1. Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie de Weingarten. Suponha que
Mn possui apenas duas curvaturas principais distintas, λ e µ, sendo µ = µ(λ) simples.
Suponha que λ(p) > l ≥ 0, p ∈ M, e que a função λ 7→ µ(λ) satisfaz as seguintes
condições:

• µ não muda de sinal ao longo de M ;

• λ = λ̂ é a única solução de µ(λ) = 0;

• µ(λ) é decrescente em (l,∞); e

• µ(λ)→∞ quando λ→ l.

Então, M é isométrica ao cilindro R× Sn−1(ρ) ⊂ Rn+1 com raio ρ > 0.

Demonstração. Seja λ0 > l a (única) solução de µ(λ) = λ. Uma vez que µ não muda de
sinal e µ 6= λ sobre o conjunto conexo M , existem três possibilidades:

Caso (i) l < λ(p) < λ0 para todo p ∈M , ou

Caso (ii) λ0 < λ(p) ≤ λ̂ para todo p ∈M , ou

Caso (iii) λ(p) ≥ λ̂ para todo p ∈M .

Se o Caso (i) ocorre, segue que

l < λ(p) < λ0 < µ(p), ∀p ∈M.

Então, decorre do Lema 4.2 que todas as curvaturas seccionais de M satisfazem

KM(Πp) ≥ λ(p)2 > 0,
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para todo p ∈ M e todo 2-plano Πp ⊂ TpM . Se infM λ > 0 segue do Teorema de
Bonnet-Myers que M é compacta. Sendo assim,

Λ = [λ∗, λ
∗] ∪ [µ∗, µ

∗],

onde
λ∗ = min

M
λ, λ∗ = max

M
λ, µ∗ = min

M
µ, µ∗ = max

M
µ.

Portanto, Λ̄ = Λ é disjunto com Λ− = ∅ o que contradiz o resultado de Smyth e Xavier [48]
(cf. visto na Seção 1.6). Neste caso devemos ter infM λ = 0 e M não pode ser compacta.
Decorre do resultado de Perelman [40] (cf. visto na Seção 1.6) que M é difeomorfa ao
Rn. Por outro lado, uma vez que λ > 0 e λ 6= µ por hipótese, o resultado de do Carmo e
Dajczer [19] (cf. visto na Introdução) garante que M é uma hipersuperf́ıcie de rotação,
i.e., M é homeomorfa a R × Sn−1 o que nos conduz a outra contradição. Em suma, o
Caso (i) não pode ocorrer.

Se o Caso (iii) ocorre, os conjuntos

Λ+ = {λ(p)}p∈M e Λ− = {µ(λ(p))}p∈M

são ambos não-vazios com inf Λ+ ≥ λ̂ > 0, contradizendo o resultado de Smyth e
Xavier [48]. Logo, o Caso (iii) não pode ocorrer também.

Finalmente, se o Caso (ii) ocorre, segue que

0 ≤ µ(p) < λ0 < λ(p) ≤ λ̂, ∀p ∈M.

Afirmamos que, neste caso, deve ocorrer

λ = const. = λ̂.

Suponha por um instante que exista p0 ∈M com λ(p0) < λ̂. Então, o Lema 4.2 garante
que todas as curvaturas seccionais de M em p0 são positivas e, sendo assim, o resultado
de Perelman [40] garante que M é difeomorfa ao Rn. Por outro lado, uma vez que λ > 0
e λ 6= µ, podemos repetir os argumentos do Caso (i) para concluir que M é homeomorfa
a R × Sn−1, produzindo assim uma contradição. Isso mostra que nossa afirmação é
verdadeira.

Consequentemente, λ = const. = λ̂ e µ = const. = 0 e, sendo assim, M é uma
hipersuperf́ıcie isoparamétrica imersa no espaço Euclidiano Rn+1. A classificação das
hipersuperf́ıcies isoparamétricas (cf. visto na Seção 1.3) garante que M é isométrica ao
cilindro R× Sn−1(ρ).
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4.1 O caso com curvatura Hr constante

Nesta seção assumimos que b = 0 na identidade (4.3). Isto equivale a supor que
Hr = const. 6= 0. Como r ≥ 2, a equação (4.2) garante que λ não se anula em M . Sendo
assim, é posśıvel exprimir µ em termos de λ como

µ(λ) =
nHr

rλr−1
− n− r

r
λ.

O gráfico de µ é dado na Figura 4.1. Nela, as constantes

λ̂ =

(
nHr

n− r

) 1
r

e λ0 = −
(
n(r − 1)Hr

n− r

) 1
r

são, respectivamente, a única raiz de µ(λ) = 0 e o número onde µ|(−∞,0) atinge seu
mı́nimo.

Figura 4.1: Gráfico de µ

Perceba que pondo λ̂ em

nHr+s = λr+s−1 ((n− (r + s))λ+ (r + s)µ(λ))

obtemos
nHr+s(λ̂) = λ̂r+s−1

(
(n− (r + s))λ̂+ (r + s)µ(λ̂)

)
= (n− (r + s)) λ̂r+s

= (n− (r + s))
(
nHr

n−r

) r+s
r .

No que segue iremos denotar por C a constante

C = Hr+s(λ̂) =

(
n− (r + s)

n

)(
nHr

n− r

) r+s
r

.

Teorema 4.1. Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie de Weingarten com b = 0. Suponha
que Mn possui apenas duas curvaturas principais, sendo uma delas simples. Para cada
s ∈ Z com 1 ≤ r + s ≤ n, existe uma constante C dependendo de s tal que, se Hr+s −C
não muda de sinal, então Mn é isométrica ao cilindro R×Sn−1(ρ) ⊂ Rn+1 de raio ρ > 0.
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Demonstração. Sem perda de generalidade podemos assumir que Hr > 0 e que λ > 0 em
M . Com efeito, se r é par o Lema 4.1 garante que Hr > 0 e, uma vez que o sinal de Hr

não depende da orientação escolhida em M , podemos fixar aquela na qual λ > 0. Por
outro lado, se r é ı́mpar o sinal de Hr depende da orientação escolhida em M e podemos
escolher aquela na qual Hr > 0. Neste caso, afirmamos que, necessariamente, devemos
ter λ > 0. Ora, se isto não é verdade, o mı́nimo absoluto de µ(λ), λ < 0, é atingido em
λ0 com

min
λ<0

µ(λ) = µ(λ0) > 0.

Dáı, sendo λ < 0 em M , obtemos Λ+ 6= ∅ 6= Λ− com inf Λ+ = µ(λ0) > 0 o que contradiz o
resultado de Smyth e Xavier [48]. Portanto, podemos assumir que Hr > 0 e que λ > 0 em
M , conforme hav́ıamos afirmado. Ora, como Hr+s − C não muda de sinal por hipótese,
os valores posśıveis que λ(p) pode assumir estão no intervalo (0, λ̂] ⊂ R,∀p ∈ M , ou no
intervalo [λ̂,∞) ⊂ R,∀p ∈ M . Consequentemente, µ(λ) não muda de sinal em M e a
primeira hipótese da Proposição 4.1 está assegurada. É fácil ver que as demais hipóteses
sobre µ na Proposição 4.1 também são satisfeitas (com l = 0). Conclúımos portanto que
M é isométrica a R× Sn−1(ρ).

4.2 O caso com curvatura Hn 6= 0

Nesta seção, voltamos a assumir que a hipersuperf́ıcie de Weingarten satisfaz a iden-
tidade (4.3) em sua generalidade. Nosso objetivo é demonstrar o Teorema 4.2. Uma vez
que M possui apenas duas curvaturas principais e como r ≥ 2, temos que λ não se anula
em M . Portanto, combinando as expressões (4.2) e (4.3), é posśıvel exprimir µ em função
de λ como

µ(λ) =
b(n− s)λ
ar + bsλs−r

[
n

b(n− s)
λ−r − λs−r − a(n− r)

b(n− s)

]
. (4.4)

Fazendo b̃ =
n

b(n− s)
e introduzindo as funções τ e ν, dadas por

τ(λ) =
(n− s)λ
a
b
r + sλs−r

e ν(λ) =
1

λr
(b̃− λs), (4.5)

podemos fazer ã =
a(n− r)
b(n− s)

e reescrever (4.4) como

µ(λ) = τ(λ) [ν(λ)− ã] .

Essencialmente, o que precisamos fazer para demonstrar o Teorema 4.2 é estudar o
comportamento da função µ em cada um dos casos listados nele. Faremos isso de modo
sistemático, analisando primeiro as funções τ e [ν − ã] para em seguida analisar a função
µ (que é o produto dessas funções).

Em todos os itens descritos no Teorema 4.2, é imediato perceber que a única solução
de τ(λ) = 0 é λ = 0. Também é posśıvel verificar que número posśıvel de asśıntotas
verticais de τ é zero, um ou dois. O lema a seguir resume os posśıveis comportamentos
da função τ . A Figura 4.2 ilustra cada situação apresentada nele.
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Lema 4.3. Sejam

l =

(
−ar
bs

) 1
s−r

e L± =
{

(±l, t) ∈ R2, t ∈ R
}
.

Então, a função τ possui os seguintes aspectos para cada um dos casos a seguir:

(i) Para r+s par e a·b > 0: τ |(−∞,0) < 0, τ |(0,∞) > 0 e τ não possui asśıntota vertical.

(ii) Para r + s par, a < 0 e b > 0: τ |(−∞,−l)∪(0,l) < 0, τ |(−l,0)∪(l,∞) > 0 e L± são as
duas asśıntotas verticais de τ .

(iii) Para r par, s ı́mpar, a < 0 e b > 0: τ |(−∞,0)∪(l,∞) > 0, τ |(0,l) < 0 e L+ é a única
asśıntota vertical de τ .

Figura 4.2: Comportamento de τ em cada um dos casos do Lema 4.3

No que diz respeito à função ν, é imediato que {(0, t) ∈ R2, t ∈ R} é sua única asśıntota
vertical e que o número de ráızes de ν(λ) = 0 é zero, um ou dois. Descrevemos os posśıveis
comportamentos da função ν no lema a seguir. A Figura 4.3 ilustra cada situação apre-
sentada nele.

Lema 4.4. Sejam

λ̃ = (b̃)
1
s e a0 = ν

( −rb̃
s− r

) 1
s

 .

Então, a função ν possui os seguintes aspectos para cada um dos casos a seguir:

(i) Para r par, s par, b > 0: ν|(0,∞) é decrescente, ν(−λ) = ν(λ) e λ = ±λ̃ são as
ráızes de ν.

(ii) Para r par, s par, b < 0: ν|(0,∞) < 0 com máximo a0 e ν(−λ) = ν(λ).

(iii) Para r par, s ı́mpar, b > 0 : ν|(0,∞) é decrescente, ν|(−∞,0) > 0 com mı́nimo a0 e

λ = λ̃ é a única raiz de ν.

(iv) Para r ı́mpar, s ı́mpar, b > 0: ν|(0,∞) é decrescente, ν|(−∞,0) < 0 com máximo a0

e λ = λ̃ é a única raiz de ν.
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Figura 4.3: Gráfico de ν em cada um dos casos do Lema 4.4

Devemos destacar que sendo [ν − ã] uma translação de ν, ambas as funções possuem
os mesmos aspectos descritos no Lema 4.4 se impusermos algumas restrições sobre a
constante ã. Mais precisamente, vale o seguinte

Lema 4.5. Seja λ̂ a raiz positiva de ν(λ) − ã = 0. Então, ν e [ν − ã] possuem os
mesmos aspectos em cada um dos casos descritos no Lema 4.4 (trocando λ̃ por λ̂) se
impusermos as seguintes restrições sobre ã:

(i) Sem restrições.

(ii) ã > a0.

(iii) ã < a0.

(iv) ã > a0.

Juntos, os Lemas 4.3 e 4.5 nos permitem esboçar o gráfico de µ realizando o produto
entre τ e [ν − ã]. Os cinco gráficos obtidos desse produto estão esboçados nas Figuras 4.4
e 4.5. Elas são especialmente úteis para acompanhar a demonstração do Teorema 4.2.

Teorema 4.2. Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie de Weingarten com a · b 6= 0. Supo-
nha que a curvatura de Gauss-Kronecker K não muda de sinal. Então Mn é isométrica
ao cilindro R× Sn−1(ρ) ⊂ Rn+1 de raio ρ > 0 nos seguintes casos:

(i) r + s é par com b > 0 e a > 0 ou b > 0, a < 0 e l < λ̂.

(ii) r é par, s é ı́mpar, b > 0 e a < 0 com l < λ̂.

Além disso, não existe hipersuperf́ıcie que atenda às hipóteses deste teorema se

(iii) r é par, s é par, b < 0 e a0 < ã < 0.
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Figura 4.4: Gráficos de µ em cada uma das situações descritas na
demonstração do Teorema 4.2, Caso (i).

Figura 4.5: Gráficos de µ para os Casos (ii) e (iii) do Teorema 4.2

Demonstração. Caso (i) Suponha primeiro que r e s são ambos pares. Sendo assim, Hr e
Hs não dependem da orientação escolhida para M e podemos fixar aquela na qual λ > 0.
Logo, uma vez a curvatura de Gauss-Kronecker não muda de sinal, o mesmo ocorre com
a função µ. Dáı, temos o seguinte:

Se b > 0 e a > 0 o resultado é imediato pela Proposição 4.1.

Se b > 0, a < 0 com l < λ̂, existem duas possibilidades para λ(p). A primeira
é 0 < λ < l em M , o que nos dá um absurdo porque teŕıamos Λ− 6= ∅ 6= Λ+ com
sup Λ− < 0 contradizendo o resultado de Smyth e Xavier [48]. A segunda possibilidade
é λ > l em M , o que nos leva ao resultado de acordo com a Proposição 4.1.

Suponha agora que r e s são ambos ı́mpares, b > 0 e a > 0. Existem duas pos-
sibilidades. Na primeira possibilidade temos λ < 0 em M , o que nos dá um absurdo
porque teŕıamos Λ− 6= ∅ 6= Λ+ com inf Λ+ > 0, contradizendo o resultado de Smyth e
Xavier [48]. Na segunda possibilidade temos λ > 0 em M o que nos leva ao resultado via
Proposição 4.1.

Caso (ii) Existem três possibilidades para λ. A primeira é λ < 0 em M que nos
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dá Λ− 6= ∅ 6= Λ+ com inf Λ+ > 0, contradizendo o resultado de Smyth e Xavier [48]. A
segunda é 0 < λ < l em M que nos dá Λ− 6= ∅ 6= Λ+ com sup Λ− < 0 e outra contradição.
A última possibilidade é λ > l em M que nos leva ao resultado via Proposição 4.1.

Caso (iii) Existem duas possibilidades para λ. A primeira é λ < 0 em M , o que nos
dá Λ− 6= ∅ 6= Λ+ com inf Λ+ > 0. A segunda é λ > 0, o que implica Λ− 6= ∅ 6= Λ+

com sup Λ− < 0. Ambas as possibilidades nos levam a uma contradição com o resultado
de Smyth e Xavier [48]. Conclúımos assim que, neste caso, não existe hipersuperf́ıcie
satisfazendo as hipóteses do teorema.
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Apêndice A

Considerações finais

A.1 Hipersuperf́ıcies Hr-mı́nimas de fronteira livre

na bola unitária

Uma identidade semelhante a da Proposição 2.2 pode ser empregada para obtenção
de um resultado de gap para as hipersuperf́ıcies Hr-mı́nimas de fronteira livre em Bn+1.
Passamos a descrever como isso pode ser feito.

Seja Bn+1 a bola unitária centrada na origem em Rn+1. Considere x : Σn → Bn+1

uma imersão de fronteira livre onde Σ é uma hipersuperf́ıcie Riemanniana conexa e
orientável. Como de costume, iremos denotar por N o campo normal unitário sobre Σ,
por A = −(∇N)T o operador de Weingarten e por ν o campo conormal unitário sobre
∂Σ. Identificando a imersão x com o vetor posição, lembramos que Σ de bordo livre
equivale a xT = x = ν sobre ∂Σ.

Denotando por k1, k2, . . . , kn os autovalores deA, definimos para cada r ∈ {1, 2, . . . , n},
a função simétrica elementar Sr do seguinte modo:

Sr =
∑

i1<...<ir

ki1 · · · kir .

Então, a r-ésima curvatura de x (ou simplesmente curvatura Hr) é definida como a razão
entre Sr e o seu número de parcelas no somatório, isto é Hr = Sr/

(
n
r

)
.

Para cada r ∈ {1, 2, . . . , n} considere a r-ésima transformação de Newton Pr : TΣ→
TΣ definida recursivamente por

P0 = I e Pr = SrI − APr−1, (A.1)

onde I é o operador identidade.
Seja {e1, e2, . . . , en} um referencial ortonormal composto de autovetores de A associ-

ado aos autovalores k1, k2, . . . , kn. Seja ainda Sr(Ai) a r-ésima função simétrica associada
à Ai := A|e⊥i . O lema a seguir se encontra no artigo de Barbosa e Colares [7] de 1997.

Lema A.1. Para cada r ∈ {1, 2, . . . , n− 1}:

(a) Pr(ei) = Sr(Ai)ei para cada i ∈ {1, 2, . . . , n};
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(b) traço(Pr) =
∑n

i=1 Sr(Ai) = (n− r)Sr;

(c) traço(APr) =
∑n

i=1 kiSr(Ai) = (r + 1)Sr+1.

Seja Φ : X(Σ)→ X(Σ) um endomorfismo auto-adjunto isto é,

〈ΦX, Y 〉 = 〈X,ΦY 〉 , ∀X, Y ∈ X(Σ).

É fácil ver que para qualquer ϕ ∈ C∞(Σ) vale∫
∂Σ

ϕ
〈
ΦxT , ν

〉
=

∫
Σ

div(ϕΦxT ) =

∫
Σ

ϕdiv(ΦxT ) +

∫
Σ

〈
ΦxT ,∇ϕ

〉
. (A.2)

Queremos expressar a segunda integral do lado direito de A.2 em termos envolvendo a
divergência do campo Φ∇ϕ. Para isso, lembre que o campo gradiente da função distância
ρ(x) = |x|2/2 é ∇ρ = xT e note que

1

2

∫
Σ

div(Φ∇ϕ) =
1

2

∫
∂Σ

〈Φ∇ϕ, ν〉

=

∫
∂Σ

ρ 〈Φ∇ϕ, ν〉

=

∫
Σ

div(ρΦ∇ϕ)

=

∫
Σ

ρ div(Φ∇ϕ) +

∫
Σ

〈∇ρ,Φ∇ϕ〉

=
1

2

∫
Σ

|x|2div(Φ∇ϕ) +

∫
Σ

〈
ΦxT ,∇ϕ

〉
,

onde na última parcela usamos o fato de Φ ser auto-adjunto. Voltando agora para (A.2),
segue da expressão acima que∫

∂Σ

ϕ 〈Φν, ν〉 =

∫
Σ

ϕdiv(ΦxT ) +
1

2

∫
Σ

(
1− |x|2

)
div(Φ∇ϕ).

Em particular, quando Φ é o operador auto-adjunto Pr (conforme vimos no Lema A.1),
a igualdade acima se torna∫

∂Σ

ϕ 〈Prν, ν〉 =

∫
Σ

ϕLrρ+
1

2

∫
Σ

(
1− |x|2

)
Lrϕ, (A.3)

onde Lr é o operador

Lr : C∞(Σ) −→ C∞(Σ)

ϕ 7−→ Lrϕ := div(Pr∇ϕ).

Para que possamos demonstrar o principal resultado desta seção (Teorema A.1) é
fundamental calcularmos as expressões de Lrϕ para os dois casos particulares em que ϕ
é a função distância ρ = |x|2/2 e a função suporte g = 〈x,N〉. Realizaremos essa tarefa
utilizando alguns objetos auxiliares que passamos a descrever.
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Considere o referencial ortonormal {U1(x), . . . , Un+1(x)} ⊂ TxRn+1 ≈ Rn+1 obtido
do transporte paralelo da base canônica {E1, . . . , En+1} ⊂ Rn+1. As coordenadas dos
campos normal N e posição x são dadas em termos deste referencial por

fi := 〈N,Ui〉 e gi := 〈x, Ui〉 , i = 1, 2, . . . , n+ 1. (A.4)

Sendo assim, as funções ρ e g podem ser expressas em termos dessas funções como

ρ =
1

2

n+1∑
i=1

g2
i e g =

n+1∑
i=1

figi. (A.5)

Uma vez que os campos U1, . . . , Un+1 são paralelos, segue que

〈∇fi, X〉 = X(fi) =
〈
∇XN,Ui

〉
= 〈−AX,Ui〉 =

〈
X,−AUT

i

〉
, ∀X ∈ X(Σ),

onde UT
i é a componente tangencial de Ui sobre TΣ. De modo semelhante,〈

∇Mgi, X
〉

= X(gi) =
〈
D̄Xx, Ui

〉
= 〈X,Ui〉 , ∀X ∈ X(Σ).

Conclúımos portanto que

∇fi = −AUT
i e ∇gi = UT

i . (A.6)

Antes de apresentarmos o próximo resultado, observamos que o vetor UT
i se exprime

em termos dos vetores de uma base ortonormal {v1, v2, . . . , vn} ⊂ TxΣ do seguinte modo:

UT
i =

n∑
j=1

〈Ui, vj〉 vj, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

O lema a seguir é fundamental para os nossos propósitos. Sua demonstração encontra-
se em [44].

Lema A.2. Para cada r ∈ {1, 2, . . . ., n− 1} e cada i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}:

(a) Lrfi = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)fi −∇UT
i
Sr+1;

(b) Lrgi = (r + 1)Sr+1fi.

Decorre da primeira identidade em (A.5) e do Lema A.2 que

Lrρ =
1

2

n+1∑
i=1

Lrg
2
i =

n+1∑
i=1

(giLrgi + 〈Pr∇gi,∇gi〉)

=
n+1∑
i=1

(giLrgi +
〈
PrU

T
i , U

T
i

〉
)

=
n+1∑
i=1

((r + 1)Sr+1gifi +
〈
PrU

T
i , U

T
i

〉
)

= (r + 1)Sr+1 〈x,N〉+
n+1∑
i=1

〈
PrU

T
i , U

T
i

〉
.
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Mas, segue do item (b) do Lema A.1, que

n+1∑
i=1

〈
PrU

T
i , U

T
i

〉
=

n+1∑
i=1

〈
Pr

(
n∑
j=1

〈Ui, vj〉 vj

)
,

n∑
k=1

〈Ui, vk〉 vk

〉

=
n+1∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

〈Ui, vj〉 〈Ui, vk〉 〈Prvj, vk〉

=
n∑
j=1

n∑
k=1

〈vj, vk〉 〈Prvj, vk〉

=
n∑
j=1

〈Prvj, vj〉

= traço(Pr)

= (n− r)Sr.

Assim,
Lrρ = (r + 1)Sr+1 〈x,N〉+ (n− r)Sr. (A.7)

Agora, a segunda identidade em (A.5) junto com o Lema A.2 implicam que

Lr(figi) = div(Pr∇(figi))

= divPr(fi∇gi + gi∇fi)
= divPr(fi∇gi) + divPr(gi∇fi)
= fiLrgi + giLrfi + 2 〈Pr∇gi,∇fi〉
= (r + 1)Sr+1f

2
i − gi((S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)fi +∇UT

i
Sr+1) + 2

〈
PrU

T
i ,−AUT

i

〉
= (r + 1)Sr+1f

2
i − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2)gifi −∇UT

i
Sr+1gi − 2

〈
APrU

T
i , U

T
i

〉
.

Então, segue do item (c) do Lema A.1 que

n+1∑
i=1

Lr(figi) = (r + 1)Sr+1|N |2 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈x,N〉 − 〈∇Sr+1, x〉 − 2 traço(APr)

= (r + 1)Sr+1 − (S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈x,N〉 − 〈∇Sr+1, x〉 − 2(r + 1)Sr+1.

Portanto,

Lrg = −(S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2) 〈x,N〉 − 〈∇Sr+1, x〉 − (r + 1)Sr+1. (A.8)

Para o caso especial em que Sr+1 = 0, as identidades (A.7) e (A.8) se tornam:

Lrρ = (n− r)Sr e Lrg = (r + 2)Sr+2. (A.9)

Teorema A.1. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie de bordo livre na bola unitária Bn+1. Se
existe r ∈ {1, 2, . . . , n} tal que Sr+1 = 0 e

(n− r)Sr +
1

2
(1− |x|2)(r + 2)Sr+2 ≥ 0,

então Σ é um disco equatorial totalmente geodésico Dn.
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Demonstração. Decorre da segunda identidade em (A.9) que a função suporte g = 〈x,N〉
é uma autofunção do operador

Tr := −(Lr − (r + 2)Sr+2),

associada ao autovalor 0. Suponha que g mude de sinal em Σ. Então 0 não é o primeiro
autovalor de Tr. Seja portanto λr < 0 o primeiro autovalor de Tr associado a autofunção
ϕr ≥ 0. Nestas condições, sabemos que{

Trϕr = λrϕ sobre Σ,
ϕr = 0 sobre ∂Σ.

Então, a primeira identidade de (A.9) junto da expressão (A.3) implicam que

0 =

∫
∂Σ

ϕr 〈Prν, ν〉 =

∫
Σ

ϕrLrρ+
1

2

∫
Σ

(
1− |x|2

)
Lrϕr

=

∫
Σ

(n− r)Srϕr +
1

2

∫
Σ

(
1− |x|2

)
(−λrϕr + (r + 2)Sr+2ϕr)

=

∫
Σ

[
(n− r)Sr +

1

2

(
1− |x|2

)
(r + 2)Sr+2

]
ϕr − λr

∫
Σ

1

2

(
1− |x|2

)
ϕr.

Mas o lado direito da equação acima é estritamente positivo o que nos leva a uma con-
tradição. Então,

g = 〈x,N〉 ≥ 0, ∀x ∈ Σ.

Agora, como g = 0 sobre ∂Σ, decorre mais uma vez de (A.9) junto da expressão (A.3)
que

0 =

∫
∂Σ

g 〈Prν, ν〉 =

∫
Σ

gLrρ+
1

2

∫
Σ

(
1− |x|2

)
Lrg

=

∫
Σ

[
(n− r)Sr +

1

2

(
1− |x|2

)
(r + 2)Sr+2

]
g.

Como o integrando acima é não negativo conclúımos que g = 0 em quase todo ponto.
Por continuidade, g ≡ 0 em Σ e assim Σ é um cone mı́nimo. Por regularidade conclúımos
que Σ é uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica, i.e., Σ = Dn.
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A.2 Hipersuperf́ıcies CMC de fronteira livre na bola

unitária

Acreditamos que é posśıvel reproduzir o que foi feito na Seção 2.2 para hipersuperf́ıcies
de curvatura média constante e de fronteira livre na bola unitária Bn+1 ⊂ Rn+1. Pas-
samos a justificar porque isto é razoável e descrever quais os principais pontos desta
generalização que precisam ser verificados.

Seja x : Σn → Bn+1 uma imersão de fronteira livre onde Σ é uma hipersuperf́ıcie
Riemanniana conexa e orientável e sem auto interseção.

Como vimos na Seção 2.2, se A representa o operador de Weingarten da imersão
Σn ↪→ Bn+1 e ASn

∂Σ representa o operador de Weingarten da imersão ∂Σn−1 ↪→ Sn, temos
que

A = ASn
∂Σ sobre ∂Σ.

Seja {e1, . . . , en−1} uma base ortonormal composta de autovetores de ASn
∂Σ associada

aos autovalores τ1, . . . , τn−1. Segue portanto, que a matriz de A na base ortonormal
{e1, . . . , en−1, x

T} nos pontos de ∂Σ é

A =


τ1 0 · · · 0 0
0 τ2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · τn−1 0
0 0 · · · 0 λ

 ,

onde λ é o autovalor associado ao autovetor xT . Nestas condições, se Σ tem curvatura
média constante e λ é constante sobre uma componente de bordo γ de ∂Σ, podemos
concluir que a curvatura média de γ ⊂ ∂Σ, vista como hipersuperf́ıcie de Sn, é constante.
Por outro lado, o resultado obtido por Ros [42] em 1987 afirma o seguinte:

Teorema (Ros [42]). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie compacta e mergulhada no espaço
Euclidiano Rn+1. Se uma curvatura Hr é constante para algum r = 1, . . . , n, então Σn−1

é uma esfera.

Diante deste resultado, podemos afirmar que

Se Σn é hipersuperf́ıcie CMC de fronteira livre em Bn+1 e o autovalor de
A associado a xT é constante ao longo de uma componente conexa γ de
∂Σ, então γ é uma hiperesfera de dimensão n− 1.

Portanto, adaptando em dimensão arbitrária o que foi feito na Proposição 2.5, é
posśıvel garantir que γ é uma hiperesfera assumindo que {xT , AxT} é linearmente depen-
dente em um colar contendo γ.

Seguindo as etapas da Seção 2.2, o próximo passo a ser tomado após termos a garantia
de que γ é uma hiperesfera, seria obter um resultado de classificação semelhante ao de
Kapouleas e Li [26] que, por sua vez, se baseia no Teorema de Unicidade de Björling [18]
para superf́ıcies mı́nimas em R3.
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Em 2010, uma generalização do Teorema de Unicidade de Björling [18] foi obtida por
Brander e Dorfmeister [8] para superf́ıcies CMC em R3. É necessário portanto, verificar
se um resultado semelhante ao de Brander e Dorfmeister [8] vale em Rn para então
obtermos um resultado de classificação para hipersuperf́ıcies CMC de fonteira livre na
bola unitária em Rn+1, semelhante ao obtido na Seção 2.2.
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tante, Ann. Mat. Pura Appl. 17 (1938), no. 1, 177–191. MR 1553310

[11] Elie Cartan, Sur des familles remarquables d’hypersurfaces isoparamétriques dans
les espaces sphériques, Math. Z. 45 (1939), 335–367. MR 169

[12] , Sur des familles d’hypersurfaces isoparamétriques des espaces sphériques à
5 et à 9 dimensions, Univ. Nac. Tucumán. Revista A. 1 (1940), 5–22. MR 0004519

61



[13] Marcos P. Cavalcante, Abraão Mendes, and Feliciano Vitório, Vanishing theorems
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própria, 11
variação de uma, 11

Operador
de Jacobi, 43
de Weingarten, 28

Problema
de fronteira livre, 6
de Plateau, 6

Produto vetorial, 38

Slab, 19, 34

Teorema
da alma, 27
das curvaturas principais, 27

Transformação de Newton, 54

Variação admisśıvel, 11
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