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RESUMO

Neste trabalho de Tese temos como principal objetivo caracterizar dominios ( f, p)-extremais do
tipo sobre determinado, para o p-Laplaciano, que admitem uma solugdo positiva, sob alguma
condicdo especial imposta sobre a funcdo f. Para atingir este objetivo investigamos proprieda-
des geométricas e topoldgicas dos dominios ( f, p)-extremais relacionados a problemas sobre
determinados envolvendo o operador p-Laplaciano em dominios tanto do espaco Euclidiano R"
quanto do espago hiperbdlico H". Mostramos que quando a funcdo f € Lipschitz e satisfaz a
condicdo que f (tl > MP~! para todo ¢t > 0 e para alguma constante A > 0 no caso Euclidiano

ou A > | —— | no caso hiperbdlico, tais dominios apresentam propriedades de estreitamento.
p
As principais ferramentas empregadas para obtermos nossos resultados sao uma aplicacao do

Método dos Planos Méveis (MPM) juntamente com algumas versdes dos principios do méximo,
do méximo forte e de comparacdo forte e uma adaptacdo das técnicas utilizadas em (ROS;
SICBALDI, 2013) e (ESPINAR; MAO, 2018) para o caso p = 2, (COLESANTI, 1994) e
(CHORWADWALA et al., 2015) para o caso geral.

Apresentamos também alguns resultados sobre estimativas do primeiro autovalor para o
p-Laplaciano com condi¢des de Dirichlet em bolas geodésicas de variedades Riemannianas que
admitem uma funcdo f que satisfaz |V f| < be A,f > a para constantes positivas a e b. Neste
sentido generalizamos resultados obtidos anteriormente em (VEERAVALLI, 2003).

Palavras-chave: Dominios (f, p)-extremais. p-Laplaciano. Método dos Planos Mdveis. Pro-
blemas sobre determinados. Principios do méximo, do méximo forte e de comparacao forte.
Primeiro autovalor.



ABSTRACT

In this Thesis work, our main objective is to characterize ( f, p)-extremal domains of the over-
determined type, for the p-Laplacian, which admits a positive solution, under some special
condition imposed on the function f. To achieve this goal we investigate geometric and topolo-
gical properties of (f, p)-extremal domains related to problems about the p-Laplacian operator
in domains of both the Euclidean space R" and the hyperbolic space H". We show that when

a function f is Lipschitz and satisfies the condition that f(¢) > AtP~! for all ¢ > 0 and for
_ p

some constant A > 0 in the Euclidean case or A > ( —— | in the hyperbolic case, such

domains have narrowing properties. The main tools used to obtain our results are an application
of the Moving Planes Method (MPM) together with some versions of the maximum, strong
maximum and strong comparison principles and an adaptation of the techniques used in (ROS;
SICBALDI, 2013) and (ESPINAR; MAO, 2018) for the case p = 2, (COLESANTI, 1994) and
(CHORWADWALA et al., 2015) for the general case.

We also present some results on estimates of the first eigenvalue for the p-Laplacian
with Dirichlet conditions in geodesic balls of Riemannian manifolds that admit a function f
that satisfies |V f| < band A, f > a for positive constants a and b. In this sense, we generalize
results obtained previously in (VEERAVALLI, 2003).

Keywords: (f,p)-extremal domains. p-Laplacian. Moving Planes Method. Overdetermined
problems. Principles of maximum, strong maximum and strong comparison. First eigenvalue.
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1 INTRODUCAO

Nesta Tese, investigamos propriedades geométricas de dominios do espaco Euclidiano e
do espaco hiperbdlico, limitados ou ndo, que admitem uma solucao positiva do seguinte problema

sobre determinado:

0 em €,
0 em €,
= 0 no 0f),
(Vu,v) = « no 09,

V

Ayu+ f(u)
B (1)
u

onde f é uma funcao Lipschitz, v € o campo unitario normal ao bordo de §2 apontando para o
exterior e o € uma constante nao nula.

Na década de 1950, Aleksandrov, ao estudar hipersuperficies mergulhadas de curvatura
média constante em formas espaciais, introduziu uma notdvel ferramenta, que posteriormente
ficaria conhecida como Processo de Simetrizacao de Aleksandrov ou Método dos Planos Mdveis
(MPM), para mostrar que as unicas hipersuperficies mergulhadas de curvatura média constante
no espaco Euclidiano sdo as esferas redondas (ALEKSANDROV, 1958). Posteriormente, em
1971, Serrin, no seu célebre trabalho (SERRIN, 1971), fez um refinamento memoravel da técnica
de Aleksandrov e, juntamente com uma versao mais sofisticada do principio do maximo de
Hopf, resolveu o Problema (1), no caso em que p = 2 e f(u) = 1. De forma mais precisa, Serrin
resolveu o seguinte problema:

Seja €2 um dominio aberto, conexo e limitado do espago Euclidiano R™ com bordo 02

suave. Suponha que exista uma fun¢do v = u(z) = u(zy, -+ ,z,) € C? que seja solugio do
problema
Au = —1 em (,
v = 0 no 01,
ou

— = constante no 0f2.
ov

Entdo () é uma bola e a fun¢do u é radialmente simétrica e tem a forma especifica u(z) =
b* — ||
2n
uniformemente elipticos.

,onde b € o raio da bola. No mesmo artigo, Serrin estendeu esse resultado para operadores

A técnica de Serrin inspirou um grande numero de trabalhos e tem sido aprimorada e
generalizada em vdrias direcdes: para dominios limitados e ndo limitados e para operadores mais
gerais como por exemplo os operadores semilineares, incluindo o p-Laplaciano.

No contexto do problema (1), para o caso linear, Berestycki, Caffarelli e Niremberg em

(BERESTYCKI et al., 1997) consideraram solucdes limitadas e positivas em dominios nao limita-
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dos do espaco Euclidiano R"™. Sob hipéteses adicionais em f, os autores provaram que os Gnicos
dominios que sdo epigréficos, ou seja, dominios do tipo Q = {z € R" : z,, > o(x1, - ,Tp_1)}s
onde ¢ : R*! — R ¢é uma funcdo globalmente Lipschitz, sio os semi-espacos. Motivados
pelos seus resultados e pelos trabalhos de Reichel (REICHEL, 1997) e de Aftalion e Busca
(AFTALION; BUSCA, 1997), para dominios exteriores, 0s autores conjecturaram que vale uma
certa classificacdo mais geral. Precisamente, eles enunciaram a seguinte conjectura.
Conjectura BCN (BERESTYCKI et al., 1997) Seja ) um dominio suave com Q¢ = R™ \ Q
conexo. Suponha que exista uma solucdo positiva e limitada de (1), p = 2, para alguma fungdo
Lipschitz f. Entdo () é ou um semi-espaco, ou uma bola, ou o complemento de uma bola ou
ainda um cilindro circular do tipo R™* x B*, onde B* é uma bola de R*.

Desde entao a conjectura BCN tem inspirado varios trabalhos e foi verificada em muitos
casos (ver (FARINA; VALDINOCI, 2010), (FARINA; VALDINOCI, 2012), (FARINA; VALDI-
NOCI, 2013), (ROS; SICBALDI, 2013), (TRAIZET, 2014), (PINO et al., 2015), (ROS et al.,
2017), (ROS et al., 2020)), mas € falsa em geral (ver (SICBALDI, 2010), (HAUSWIRTH et al.,
2011), (SCHLENK; SICBALDI, 2012)). Destacamos aqui o trabalho de Ros, Ruiz, e Sicbaldi
(ROS et al., 2017), onde os autores mostraram que a Conjectura BCN € verdadeira em dominios
do R? que possuem bordos conexos e ndo limitados. Mais especificamente, os autores provaram
que se 2 C R? é um dominio aberto e conexo com bordo de classe C'* ndo limitado e conexo, €
se u é uma solugdo do Problema (1), com p = 2, para alguma funcdo Lipschitz f : (0,00) — R,
entdo () é um semiplano e u € paralela, isto €, u depende somente de uma varidvel.

O estudo dos problemas elipticos sobre determinados do tipo (1) para p = 2 mostra que a
geometria de tais problemas compartilha profundas semelhancas com a teoria das hipersuperficies
de curvatura média constante, embora a relac@o entre tais problemas ndo seja clara. Com base
nestas semelhancas, Ros e Sicbaldi em (ROS; SICBALDI, 2013) estudaram o problema eliptico
sobre determinado de segunda ordem, fazendo um paralelo com a teoria das hipersuperficies de
curvatura média constante. Neste sentido, inspirados no trabalho de Meeks (MEEKS III, 1988),
os autores forneceram condi¢des necessdrias sobre a geometria e a topologia de dominios planos
que admitem solucdes positivas para problemas sobre determinados do tipo (1), no caso linear.
Neste mesmo trabalho, os autores deram uma resposta parcial afirmativa a conjectura BCN,
quando n = 2, em duas dire¢des : no caso em que o dominio €2 esta contido num semiplano e
|Vu| < oo e no caso em que existe uma constante A\ > 0 tal que f(¢) > At para cada t > 0.

Motivado por estes trabalhos € natural entdo se perguntar se a conjectura BCN vale

no contexto do operador p-Laplaciano. Com o objetivo de atacar este problema, investigamos
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propriedades geométricas e topoldgicas de dominios que admitem solugdes positivas do Problema

(1), com

< p < o0, p # 2. Neste sentido, conseguimos estender resultados obtidos
em (ROS; SICBALDI, 2013) para o caso do p-Laplaciano. De forma mais precisa obtemos o

resultado seguinte:

Teorema 1.0.1 Seja Q) um dominio de R? com topologia finita, que admite uma solucdo do
Problema (1) para alguma fungdo Lipschitz f : (0,00) — R tal que f(t) > MP~! para todo
3
t > 0 e para alguma constante X > 0, com 3 < p < oo, p # 2. Entdo valem as seguintes

propriedades:
1. Se E é um fim de (), entdo E estd a uma distancia limitada de uma reta.
2. ) ndo pode ter somente um fim.

3. Se () tem exatamente dois fins, entdo existe uma reta L tal que o dominio Q) estd a uma

distancia limitada de L.
A demonstragado deste resultado € uma consequéncia dos teoremas abaixo.

Teorema 1.0.2 Seja () um dominio aberto e conexo (possivelmente ndo limitado) do R"™ que

admite uma solucdo positiva u € C17 (ﬁ) para a equagcdo
Apu+ f(u) =0 em Q

onde [ : (0,00) — R é uma funcdo Lipschitz tal que f(t) > MP~! para cada t > 0, para

alguma constante A > 0, com

fechada de raio R).

< p < oo, p # 2. Entdo ) ndo contém nenhuma bola

c(n,p)
72\
fungdo z(t) que é solugdo do problema
(n—1)
t

No teorema acima R, = , onde c(n, p) representa a primeira raiz positiva da

(p = DIZ'@)P22"(t) + (P22 (1) + 20"~ 22(t) = 0
2'(0) =0
2(0) = 1.

Além disso, se u é uma soluc¢do do Problema (1), entdo {2 também possui propriedades

)
)

de estreitamento, obtidas no teorema acima. Precisamente temos o seguinte resultado.

Teorema 1.0.3 Nas hipoteses do teorema acima, se u é solugdo do Problema

Apu+ fu) = 0 em
> 0 em ()
= 0 no 092
(Vu,v) = «a no 09

u
)
u
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entdo ou §) ndo contém nenhuma bola fechada de raio Ry ou §2 é uma bola de raio R).

No tltimo teorema, caso o dominio {2 seja a bola geodésica de raio R, entdo a fungdo u

€ solugdo do problema

- DO + D) + @l =
2(0) = =(R) =

0,
0
Em particular u € radial, ou seja, u depende apenas da fun¢do distancia.

A idéia da demonstragdo € explorar o principio de comparacgado forte em (DAMASCELLI,
SCIUNZI, 2006) e o principio do maximo forte em (VAZQUEZ, 1984) por meio do Método
do Planos Moéveis. Além disso, baseado na técnica utilizada por Chorwadwala, Mahadevan e
Toledo em (CHORWADWALA et al., 2015) vamos mostrar a existéncia de um operador linear L
uniformemente eliptico associado ao problema (1) numa vizinhanca dos pontos do bordo e assim
conseguimos aplicar uma versao do Lema de Hopf ao operador L afim de obtermos o resultado
por contradicdo.

Outro resultado fundamental neste trabalho € o teorema a seguir, pois € através dele
que serdo obtidos os principais resultados de simetria. Vale ressaltar que este problema foi
tratado por Colesanti em (COLESANTI, 1994) e por Chorwadwala, Mahadevan e Toledo em
(CHORWADWALA et al., 2015). Porém nosso caso difere dos anteriores em alguns aspectos: o
primeiro trata o caso em que a fung¢do f é continuamente diferencidvel e sob a condicao de que
dado um ponto P no dominio, o gradiente da solucdo do problema sobre determinado ¢ diferente
de zero no conjunto dos pontos que ndo contém P, enquanto que o segundo trabalho trata o caso
onde a solugdo do problema sobre determinado é uma autofunc@o. No nosso caso, exigimos
apenas a regularidade Lipschitz sobre a funcio f que aparece no problema. Por meio da técnica
aplicada para o caso particular em (CHORWADWALA et al., 2015), conseguimos adapta-la
para mostrar que para cada ponto do bordo do dominio, sempre vai existir uma vizinhanca deste
ponto, na qual o gradiente da solu¢do do problema ndo se anula. Vale ressaltar que utilizando a
teoria da regularidade para equacgdes elipticas também conseguimos mostrar que tal vizinhanca
existe. Com isto ndo precisamos utilizar a hip6tese sobre os pontos criticos da solucdo. De forma

mais precisa, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.0.4 Seja €2 um dominio aberto, conexo e limitado de R com bordo de classe C28,
Suponha que o Problema (1) admita uma solugdo u € C*7(Q0), onde f é uma fungéo Lipschitz.

Entdo ) é uma bola e u é radialmente simétrica.
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Como citado acima, nosso objetivo neste trabalho de Tese é caracterizar os dominios
(f, p)-extremais, do tipo (1), que admitem uma solucéo, sob alguma hipétese adicional sobre
a funcdo f. Neste sentido, o teorema seguinte mostra uma importante caracterizagao para os
dominios (f, p)-extremais do R? quando impomos uma certa condi¢do de positividade sobre a
funcao f. Para p = 2, ele representa um caso particular da Conjectura BCN e foi resolvido por

Ros e Sicbaldi em (ROS; SICBALDI, 2013).

Teorema 1.0.5 Seja Q2 um dominio (f,p)-extremal do R?, onde f : (0,00) — R é uma fungdo
3
Lipschitz tal que f(t) > MP™!, para cada t > 0 e para algum X\ > 0, com 5 <p<oxepF#2,

tal que R*\Q seja conexo. Entdo §) é uma bola.

A demonstragdo deste teorema consiste em mostrar que o bordo do dominio é formado
por um unica curva plana e combinar esta propriedade com uma aplicagdo conjunta dos teoremas
citados acima .

Em um artigo recente, Espinar e Mao investigaram a geometria e topologia de dominios
extremais em variedades de Hadamard (ESPINAR; MAO, 2018), o que levou os autores a obter
propriedades de estreitamento, uma estimativa superior para a dimensao de Hausdorff para o
bordo assintético, além de caracterizar o bordo dos dominios extremais no infinito. No caso
hiperbdlico, propriedades de estreitamento também foram obtidas. Num certo sentido os autores
estenderam um resultado de Levitt-Rosenberg (LEVITT; ROSENBERG, 1985) para problemas
elipticos sobre determinados, mostrando portanto uma forte relacdo entre os dominios extremais
e as hipersuperficies de curvatura média constante.

Para o cendrio hiperbdlico também conseguimos mostrar que varios dos resultados
obtidos em (ESPINAR; MAO, 2018), no caso do Laplaciano clédssico, também valem para o

operador p-Laplaciano. Neste sentido, nosso primeiro resultado € o teorema seguinte.

Teorema 1.0.6 Seja () um dominio aberto e conexo (limitado ou ndo) do espago hiperbdlico

H". Suponha que exista uma fun¢do v > 0 solugdo de
Apu+ f(u) =0 em Q, @)

onde a funcdo f : (0,00) — R é Lipschitz e f(t) > MP~! para todo t > 0 para alguma

n—1\7 2n + 2 _ . .
constante \ > , com 5 < p < o0 ep# 2 Entdo §) ndo contém nenhuma bola
P n

geodésica fechada de raio R).
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c(n, p)
2\

positiva da funcéo z(t) que é solugdo do problema

Para o caso hiperbdlico, o raio Ry =

, onde c(n, p) representa a primeira raiz

Teorema 1.0.7 Nas condicoes do teorema anterior, se u é solucdo do problema

Apu+ f(u) = 0 em Q,
> 0 em €,

= 0 no 09,

(Vu,v)ygn = « no 09,

2n + 2

+ 2
raio Ry ou §) € uma bola de raio R).

com < p < ooep 2, entdo ou o fecho de Q, Q, ndo contém nenhuma bola fechada de

Semelhante ao caso Euclidiano, se o dominio ¢2 no dltimo teorema € a bola geodésica de

raio Ry, entdo a funcdo u € solug@o do problema

{ (p— |2/ ()[P22"(t) + (n — 1) coth(t)]2'(£)[7~22' () + A1 p(Q)]2()[P~22(t) = 0,
0

Em particular u € radial.
Como aplicacdo obtemos uma propriedade de estreitamento para as componentes conexas
dos dominios (f, p)-extremais tanto do espago Euclidiano R? quanto do espago hiperbdlico H?.

O resultado € o seguinte.

Teorema 1.0.8 Sejam 2 um dominio (f,p)-extremal aberto e conexo e ) uma componente

conexa de

{x e Q:u(x) > ho},
onde u é solucdo do problema

Apu+ f(u) = 0 em €,
> 0 em (),

= 0 no 09,

(Vu,v)gn = «a no 05

Se a funcdo [ : (0,00) — R é Lipschitz e f(t) > MP~! para todo t > 0 para alguma constante
p

-1 3
A > 0 (no caso Euclidiano) e \ > n_) (no caso hiperbolico), com 3 <p<oep#2
p

entdo o didmetro de §) é menor do que 2R),.
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Ao estudarmos estes problemas no espago hiperbélico nos deparamos com a necessidade
de encontrar boas estimativas para o primeiro autovalor do operador p-Laplaciano em variedades
Riemannianas. Mais precisamente, precisamos obter estimativas inferiores para o primeiro

autovalor do problema de Dirichlet

, 3
v = 0 no 9N ©)

{ Apu+ MulP?u = 0 em Q
onde €2 € um dominio limitado de uma variedade Riemanniana M.

O estudo do espectro do operador Laplaciano (p = 2) com as condi¢des de bordo de
Dirichlet € um problema cldssico da Analise Geométrica e mesmo tendo sido extensivamente
estudado ao longo dos anos, ainda permanece bastante atual e muito rico em resultados e
aplicacdes, principalmente quando se trata de obter estimativas para o primeiro autovalor. Muitos
trabalhos importantes foram realizados ao longo dos anos com o objetivo de provar resultados
de existéncia e unicidade ou até mesmo de encontrar uma melhor estimativa para o primeiro
autovalor. Citamos por exemplo os trabalhos de Faber (FABER, 1923) e Krahn (KRAHN, 1925),
os quais, de forma independente demonstram uma conjectura devida a Rayleigh, a qual afirma
que para dominios de mesmo volume, o que tem menor autovalor é a bola.

Sabe-se que para p = 2, o Problema (3) coincide com o problema cléssico de Dirichlet

para o Laplaciano e que os autovalores formam uma sequéncia { A 2(€2) }ren tal que

0 < A1a(€) < Aga(€) < Aga(€) < -+ < Aa(€) 2255 400,

Por outro lado, para o operador p-Laplaciano, 1 < p < oo, o estudo em busca de uma
estimativa para o primeiro autovalor é mais recente. Citamos por exemplo o trabalho (OTANI,
1984) de O’tani, no qual o autor estuda o Problema (3) no caso em que n = 1 (unidimensional),
2 = (0,1) e mostra que os autovalores formam uma sequéncia simples que tende para o infinito.
De forma mais precisa, o autor mostrou que a sequéncia { \; , }xen dos autovalores do Problema

(3) é dada por

Nep(62) = B = K (p = 1) [2 / %l .

Outros resultados para o caso unidimensional podem ser vistos em (ANANE et al., 2002),
(PINASCO, 2004), (VALTORTA, 2012), (KOERBER, 2018), (SANHAIJI; DAKKAK, 2020), e
suas referéncias.

Para o caso geral, n > 2, p > 1 e p # 2, sabe-se que existe uma sequéncia crescente

de autovalores {\;,, } ren que sdo caracterizados variacionalmente, tende para o infinito e que o
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primeiro autovalor € simples, isto €,
0 < Arp(Q2) < Ap(€) < A5p() < - < Ap() LN

Porém, a multiplicidade dos demais autovalores continua sendo desconhecida. Veja por exemplo
(AZORERO; ALONSO, 1987) e (ANANE, 1988) para mais detalhes.

Em geral ndo se conhece A; , explicitamente. Mesmo no caso de bolas geodésicas, o
cdlculo exato para \; , pode se tornar demasiado complicado. Neste sentido, as técnicas de
estimativas para )\, tornam-se relevantes, principalmente para a obtengdo de cotas inferiores.

Veeravalli em (VEERAVALLI, 2003), mostrou de uma forma simples e elegante, no caso
do Laplaciano cldssico, que se (IV, (-, -)) ¢ uma variedade Riemanniana e f é uma fun¢do em N

2
tal que |V f| < ae Af > b para constantes estritamente positivas, entdo A\ (V) > —

Z -

Nesta Tese, obtemos uma estimativa do tipo Veeravalli para o primeiro aillcttovalor do
operador p-Laplaciano em dominios limitados de uma variedade Riemanniana. Como aplica¢ao
desta estimativa generalizamos alguns dos resultados obtidos por Cavalcante ¢ Manfio em
(CAVALCANTE; MANFIO, 2018), para variedades Riemannianas que admitem uma submersao

Riemanniana sobre o espaco hiperbdlico. Além disso, reobtemos algumas estimativas cldssicas

para o primeiro autovalor como as obtidas por Poliquin em (POLIQUIN, 2014).
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2 ESTIMATIVAS DE AUTOVALORES PARA O p-LAPLACIANO E APLICACOES

2.1 INTRODUCAO

Seja 2 um dominio limitado de uma variedade Riemanniana M™, n > 2. O primeiro
autovalor de Dirichlet para o operador de Laplace-Beltrami em €2 pode ser caracterizado variaci-

onalmente como
Jo [Vul?dM ‘

)\1(9) = mf{W Tu € WOLQ,U, 7é 0},
Q

onde VVO1 2((2) denota o espago de Sobolev com trago no 2. Se M € ndo compacta e existe

Qy C )y C --- uma exaustio de M, ou seja, M = U Q);, entdo o primeiro autovalor de M é
i=1
definido como o limite

A (M) = lim Ay ().

k—>o00
E fécil ver que este limite ndo depende da escolha da exaustdo. Este niimero é um invariante
geométrico muito importante e é chamado também de tom fundamental por alguns autores.
Um problema classico em geometria espectral é determinar condi¢des em M que impliquem
A1 (M) > 0 (ver (SCHOEN; YAU, 1994), Cap. III). Por exemplo, se M tem volume infinito,
a positividade de A; (M) implica que M é uma variedade hiperbdlica (ou ndo parabdlica) (ver
(GRIGOR’YAN, 1999) Proposicao 10.1), isto é, existem funcdes de Green positivas em M.
Por outro lado, o problema de encontrar o valor exato do primeiro autovalor do pro-
blema de Dirichlet para o operador de Laplace-Beltrami em bolas geodésicas de variedades
Riemannianas tem chamado a aten¢do de varios matematicos ao longo dos anos. Em (MCKEAN,
1970), Mckean provou que se {2 ¢ um dominio limitado em uma variedade Riemanniana M"
simplesmente conexa com curvatura seccional K; < —x? < 0, entdo o primeiro autovalor para
o problema de Dirichlet é limitado inferiormente por

(n —1)2%k2

() > 1

Notemos que este limite inferior é exatamente o primeiro autovalor de H"(—x?), o espaco
hiperbélico de curvatura negativa —k?.

A estimativa de Mckean também pode ser vista como um caso particular de um resultado
para variedades Riemannianas mais gerais, obtido por Cheeger em (CHEEGER, 1970). Neste

trabalho o autor mostra que se {2 € um dominio em uma variedade Riemanniana completa M",

entao
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|

L o%
onde h(§2) = Q1,1éfQ ]

Por outro lado, Veervalli (VEERAVALLI, 2003), usando uma idéia muito simples, provou

¢ a constante de Cheeger.

de forma muito elegante uma estimativa inferior positiva geral para A\, (M) para variedades
Riemannianas que admitem uma fungdo especial.

Neste capitulo, vamos generalizar o trabalho de Veeravalli para o operador p-Laplaciano
em variedades Riemannianas, e vamos apresentar algumas aplicacdes. Lembremos que o p-

Laplaciano A, 1 < p < o0, é o operador definido como
Apu =div (|VuP~*Vu)

para fungdes suaves em M. O operador p-Laplaciano aparece de forma natural na equagdo de

Euler Lagrange associada ao funcional energia

E, - WyP(Q) — R
u Ep(u):/|Vu|de,
Q

onde W, ?(Q) denota o espago de Sobolev dado pelo fecho de C5°(€2) com respeito a norma de

1
lull1p = (/ !u\pd9+/\vu\pd9> :
Q Q

O p-Laplaciano compartilha muitas propriedades com o operador de Laplace-Beltrami e

Sobolev

aparece em muitos problemas na Fisica e Matemética Aplicada (veja por exemplo (AZORERO;
ALONSO, 1987), (HUANG, 1994), (LY, 2005), e suas referéncias). Além disso ele € um operador
ndo linear se p # 2 e seu primeiro autovalor € também caracterizado variacionalmente de forma
similar como

VulPdM
/\17p(Q) = inf {% U € WOLP(Q),U 7& O} .
Q

Como antes, se M é ndo compacta, definimos o tom fundamental para o p-Laplaciano em M,
A1 (M), como o limite do primeiro autovalor para alguma exaustido por compactos de M.
Nosso primeiro resultado € um critério para obter uma estimativa inferior positiva para

A1, em dominios que admitem um tipo especial de fungdes. Mais precisamente, vamos provar:

Teorema 2.1.1 Seja () um dominio limitado em uma variedade Riemanniana M, e suponha que
exista uma fungdo suave f : Q — R tal que |V f| < ae A,f > bpara algumas constantes

a,b > 0. Entdo o primeiro autovalor do p-Laplaciano satisfaz

b?

pp&p(pfl) '

/\17p(Q> >
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Similarmente ao caso linear (p = 2), a positividade do tom fundamental de A, em uma
variedade Riemanniana completa com volume infinito implica p-hiperbolicidade, isto €, existem
funcgdes de Green positivas para o p-Laplaciano em M. Veja por exemplo o trabalho de Batista,
Cavalcante e Santos em (BATISTA et al., 2014).

Como primeira aplicagdo de nossa estimativa geral vamos obter de forma simples a

seguinte generalizacdo do Teorema de McKean:

Corolario 2.1.1 Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa simplesmente conexa tal que a

curvatura seccional satisfaz Ky < —k2. Se Q C M é um dominio limitado, entdo

(n — 1)PkP

A p(Q2) > coth? R,

onde R > (0 € o raio de uma bola geodésica Br que contém (), isto é, ) C Bg. Em particular,

(n — 1)PkP

Mencionamos que a mesma estimativa foi obtida por Poliquin em (POLIQUIN, 2014),
usando métodos diferentes.
A seguir, inspirado no trabalho de Veeravalli, apresentamos uma estimativa para uma

classe de métricas produto torcido.

Corolario 2.1.2 Seja (N" !, g,) uma variedade Riemanniana e considere M" = R x N munida
com a métrica produto torcido ds* = dt* + e** gy, onde a fungdo de tor¢do satisfaz p'(t) >

k > 0. Entdo o tom fundamental do p-Laplaciano de M é limitado inferiormente

Esta classe de variedades torcidas contém o espago hiperbdlico, e portanto a estimativa é
6tima. Por outro lado, existem também alguns exemplos de variedades Riemannianas nesta classe
cuja curvatura seccional é positiva em algumas diregdes. De fato, basta escolhermos N = S"~!,
a esfera redonda, e p(t) = kt.

Como observado por Cavalcante e Manfio em (CAVALCANTE; MANFIO, 2018), este
tipo de estimativa apresentada no Coroldrio 2.1.2 pode ser levantada para variedades Rieman-
nianas que admitem uma submersiao Riemanniana sobre o espaco hiperbdlico cujas fibras t€ém

curvatura uniformemente limitada. Neste contexto, temos o seguinte teorema para o p-Laplaciano.
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Teorema 2.1.2 Seja M™ uma variedade Riemanniana completa que admite uma submersdao
sobre M"™, onde M"™ é dada no Coroldrio 2.1.2. Se a curvatura média das fibras satisfaz

||H”|| < a para algum o < (n — 1)k, entdo

(n=1)r—a)"

Al,p(M) > P

Notemos que esta € a versdo dual de resultados similares para imersdes isométricas
obtidas em (CHEUNG; LEUNG, 2001), (VEERAVALLI, 2003), (BERARD et al., 2011), para
p = 2, e (DU; MAO, 2017), (EVANGELISTA; SEO, 2017), para p > 1.

Recentemente, Polymerakis em (POLYMERAKIS, 2020), estabeleceu uma nova estima-
tiva para o tom fundamental do operador de Laplace-Beltrami do espaco total das submersdes
Riemannianas em termos do espectro do espaco base. E um problema interessante encontrar

uma estimativa semelhante para o operador p-Laplaciano.

2.2 ESTIMATIVA GERAL PARA O PRIMEIRO AUTOVALOR DO OPERADOR
p-LAPLACIANO

Nesta secdo pretendemos apresentar uma estimativa para o primeiro autovalor do operador
p-Laplaciano para dominios limitados de uma variedade Riemanniana )M que admitem uma
funcdo f com propriedades de limitacdo tanto para a norma do gradiente quanto para o p-
Laplaciano de f. Com isto obtemos uma generalizagao do resultado obtido em (VEERAVALLI,
2003) por Veeravalli para o caso cldssico do operador Laplace-Beltrami. Como aplicacio deste
resultado pretendemos obter estimativas para o primeiro autovalor para dominios limitados das
formas espaciais, além de obtermos uma generaliza¢ao de um resultado de Cavalcante-Manfio
(CAVALCANTE; MANFIO, 2018) para o p-Laplaciano no caso de subvariedades Riemannianas.

Neste trabalho, todas as integragdes sdo feitas com respeito a forma de volume dada pela
métrica Riemanniana. Para fins de simplicidade, na sequéncia iremos omitir a forma de volume

dM nas integrais. Agora vamos provar nosso primeiro resultado.

Teorema 2.2.1 Seja ) um dominio limitado em M e suponha que exista uma funcdo f : {2 — R

tal que [V f| < ae A,f > b, coma,b > 0. Entdo o primeiro autovalor do p-Laplaciano satisfaz

bP
A1 p(2) >

- ppap(p—l) '

Demonstracao: Por densidade podemos usar fun¢des suaves na caracterizacgio variacional de
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A1,(€2). Em particular, dada uma funcdo h € C3°(€2), temos

o [ e < [ s
Q Q

= [ npaiv (vsv)
= [ Wwpaiv (9290 + [ S0P
Q Q
- [cwnrvsrvn. @

Como

div ([[?|Vf-2V £) = [BPdiv (IV FP2V ) + (V[P [V F P2V ).
Segue, pelo Teorema da divergéncia, que
o [np < [ aw (upIvsrvs) - [ @l vsre
Q Q Q
o R T R R TN
Q

o0

= = [ IO = [ VAL

_ —p/Q|h|p_1|Vf|p_2(V|h|>Vf>

< p [ PVR P

< p /thi”‘lap—wvm, ©)

onde v € o vetor unitdrio normal ao bordo 0f2 apontando para fora.

Aqui vamos encontrar uma estimativa para o lado direito desta desigualdade e para
alcancarmos este objetivo, vamos precisar da desigualdade de Young. Com isto em mente
introduziremos uma constante positiva #, que serd escolhida posteriormente, de acordo com o
nosso objetivo.

Agora, utilizando a desigualdade de Young, note que

94| |atp—1) p(p=1) |\7 h|P
|h|p_1ap_1|Vh| S ’ ’ +a |v |

q poP
(p — 1)6P/ =V |p|p ap(p—1)|Vh|p
— + ,
p poP
. 1 1 .
onde q é tal que — + — = 1. Assim,
p
aPP= |V P

plh|Pa? Y VR| < (p — 1)9p/(p—1)|h‘p + m
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A escolha de 6 serd feita de tal forma que

b—(p— 1)917/(17—1) = 9
b
Ou seja,
1 p
bll—-)=(p—1)0rT.
(1-5) ==
Logo,
b gt
p
Ou ainda,
—1
P = v
pr!
Assim,
_ p(p—1) ,p—1 P
p|h|p71ap71‘Vh| S (p 1>b‘h‘p+ a pp |Vh| )
p br—t
Portanto,

IA

-1 p(p—1) pp—1
/(%Imuam—fﬁwp)
Q

1 p(p—1) pyp—1
- (1-- b/yh|P+%/|VhyP.
p Q b1 Q
b/ |h|p pp—lap(P—l) / |Vh|P
D Ja - b1 Q

bP
/ VAP > — 2 / 1
0 pPaP(P=1) [

b/ h?
Q

Dai resulta que

Organizando os termos

Entao
[ VRl
fQ |hlp — prare=1)
Portanto
b?
M) = e
Com isto terminamos a demonstracao. |

2.3 APLICACOES

Agora apresentaremos algumas aplicagdes do Teorema 2.2.1 que serdo usadas nos resul-

tados do préximo capitulo.
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2.3.1 Estimativas do primeiro autovalor do p-Laplaciano em formas espaciais

Uma forma espacial é uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com curvatura
seccional constante. Pelo Teorema de Cartan (DO CARMO, 2015, Cap. VIII) sabemos que se
M™(c) é aforma espacial com curvatura seccional constante ¢ € {—1,0, 1} entdo M"(—1) = H"
€ o espaco hiperbélico, M™(0) = R™ é o espacgo Euclidiano e M"(1) = S” € a esfera unitdria.

Em formas espaciais temos o seguinte resultado.

Corolario 2.3.1 Seja 2 um dominio limitado em uma forma espacial M"(c) de dimensdo n.

Seja Br uma bola geodésica tal que ) C Br. Entdo

( (n — 1)p(\/—_0)p Cothp(\/—_CR)a se ¢<0

—1\?
A1p(2) > (nR) , se c=0 .
p

(n

#(\/E)pcotp(\/zfi), se ¢>0

\

Demonstracdo: Considere em M " (c) a métrica g dada por

g =dr* + f2(r)dw?, (6)
com .
sinh(v/—cr), se ¢<0
1 e
_1fc(7“): r, se ¢c=0 .
" 1

NG sin(y/cr), se ¢>0

Agora vamos denotar 7. a fungdo que mede a distdncia de um ponto em M (¢) ao centro de
/
C

fe

Br C M"™(c), com respeito & métrica (6). E um resultado bem conhecido que Ar, = (n — 1)

Em particular,
vV —ccoth(v/—cR), se ¢<0

1 1
Ar, > — =0 .
—— Te 2 7 se ¢c=0
Viecot(veR), se ¢>0

Por outro lado, sabemos que |Vr.| = 1 e assim,

Ayre = div(|Vr P72Vr,) = div(Vr,) = Ar,.

Logo
Vv —ccoth(v/—cR), se ¢<0

se ¢c=0 .

1
A, > 1
n—l pT’ - R)
Vecot(veR), se ¢ >0
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Portanto, aplicando o Teorema 2.2.1 o resultado segue. |
Se ¢ < 0, sabemos que M"(c) tem o cut locus vazio e existem bolas geodésicas Br(q)

para cada R > 0. Neste caso, definimos

X (0,00) — ((n - 1)1”(\/—_0)”’00)

pp
em que A\(R) = A ,(Bg), ou seja A é a aplicagdo que associa cada niimero positivo R ao

primeiro autovalor do operador p-Laplaciano na bola de raio R, Bp.

Proposicio 2.3.1 (LY, 2005, Teorema 3.2) A aplicag¢do \(R) = A\ ,(Br) € continua para todo
R >0.

Teorema 2.3.1 (ANOOP et al., 2018) Sejam p € (1,00) e A1 ,(S) 0 primeiro autovalor de A,
em Qs = Bg,(0)\Bg,(se1). Entdo

Np(0)=0e X (s) <0 Vs e (0,R — Ry).

Em particular, \(s) é estritamente decrescente em [0, Ry — Ry).

(n— P (V=c)

Proposicao 2.3.2 Para cada \ > .
p

dado, com ¢ < 0, existe um vnico Ry > 0
tal que o primeiro autovalor de Dirichlet para o p-Laplaciano na bola geodésica B, de raio R)
é precisamente \. Em particular, para cada R > 0 dado, existe v > 0 solu¢do para o problema

de Dirichlet
{ Apu 417"t =0 em Bpg,

v=0, no 0Bg.
As formas espaciais sao casos particulares de variedades Riemannianas com uma métrica
rotacionalmente simétrica. Assim, considere o espaco Euclidiano R munido com a métrica g,

dada em coordenadas polares por
g =dr® + f*(r)do®

onde df? representa a métrica candnica em S" 1. Se r(z) = d(z, 0) representa a fungio distincia

de x € R™ até a origem, entdo um cdalculo direto mostra que

Hessr(z) = %(g —dr ® dr)

€ portanto

Veja por exemplo (ESCOBAR, 2002) para mais detalhes.
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Corolario 2.3.2 Seja M uma variedade Riemanniana com métrica rotacionalmente simétrica
centrada em x. Sejam p a fungdo distancia em M a x( e v uma geodésica minimizante partindo
de xy e suponha que as curvaturas seccionais de M sejam limitadas superiormente K., < k.

Entdo o Laplaciano de p em ~(t) satisfaz

Aplo(t) = (= D30,
onde -
Tl se k>0
fa(t) = S se k=0
\ Sinh\i_ft) se k<0

2.3.2 Uma Classe de Variedades Produto

Agora considere (N*~!, g) uma variedade Riemanniana qualquer € w : R — R uma

fungdo C'*°. Considere também a variedade Riemanniana
M = (N xR, h),

onde

h=e*® g+ ds?.

Lema 2.3.1 Se F': M — R é a fungdo definida por F(x,s) = s, comx € N e s € R, entdo

Hess ' = w/(s)e?*Glg
AF = w'(s)(k—1)

Demonstracio: De fato, sejam (z,s) um ponto de M = N x Re {vy, - ,v5_1, VF = 0.}

uma base ortonormal de T, ) M. Assim, pelas formulas de O’Neill (O’NEILL, 1966), temos

— — (&
Hess ! (’Ui,’Uj) = eQw(s)< Cvi V1 ,’Uj) = €2w(5)< Cvi(987 Uj> = e?w(s) <—85( (s) )Ui,’Uj> s
ew(s

ou seja,

Hess F(v;, v;) = w'(5)e* ) (v, v;) = w'(s)e> D g(v;, v;),

paracadai,j € {1,2,--- |k —1}e

Hess F(0y, 0,) = (Vo,VF, 0,) = (Vo.0, 0) — %as(|as|2) ~0.
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Segue daf que Hess F' = w'(s)e?*(*)g. Portanto

k—1
AF =) (V4,050 + (Vo,05,05) = (k = 1)u'(s),

i=1
como queriamos. |
Agora vamos provar o Coroldrio 2.1.1. Antes vamos lembrar alguns fatos. Da caracte-
riza¢do variacional para A; ,(€2), observamos que se §2; C o, entdo Ay ,(21) > A1 ,(£22). Em
particular, s6 precisamos apresentar uma estimativa para bolas geodésicas.
Agora fixando um raio geodésico vy em M = N"~! x R, vamos considerar a fungdo de

Busemann B associada a . Mais precisamente, B : M — R é dada por

B(q) = lim (r(q,7(t)) — 1),

t—o0
onde r(q,~y(t)) denota a distancia entre ¢ e y(t) (ver (BESSA et al., 2015) para mais detalhes).
Lembramos que as fun¢des de Busemann em variedades de curvatura ndo positiva sdo de
classe C%(M) (ver (HEINTZE; HOF, 1977)) ¢ [VB| = 1 (ver (BALLMANN et al., 1985,
Lema 3.4)). Além disso, da demonstracdo do Lema 2.3 em (BESSA et al., 2015), temos que
AB > (n— 1)k coth(R) em cada bola geodésica de raio R > 0. Por outro lado, como |V B| = 1,
segue que
A,B =div (|[VB]P?VB) = AB.
Ou seja,
A,B > (n — 1)k coth(R).

Aplicando o Teorema 2.2.1 a esta ultima desigualdade, temos que

n — 1)PkP

Ay (@) = o coth(R).

Com isto demonstramos o Corolario 2.1.1.

Proposic¢do 2.3.3 Seja (N"!, g,) uma variedade Riemanniana e considere M™ = R x N
munida com a métrica produto torcido ds* = dt* 4 e**V) gy, onde a fungdo de torcdo satisfaz

p'(t) > k > 0. Entdo o tom fundamental do p-Laplaciano de M é limitado inferiormente por

(n—1)
Al,p(M) > P

Demonstracao: Seguindo (BERARD et al., 2011) e (CAVALCANTE; MANFIO, 2018), con-

KP.

sideremos F' : B — R tal que F'(z,s) = s. Esta é a fungdo de Busemann associada ao raio

geodésico correspondente ao fator em R. Por um cdlculo direto temos que |V F'| = 1. Entdo

A F = AF.
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Pelo Lema 2.3.1, temos que

AF = (n—1)p'(¥).

Como p'(t) > k > 0, segue que
A F > (n—1)k.

Aplicando o Teorema 2.2.1, obtemos

(n— 1y

Al,p(M) > P

KP.
Com isto terminamos a demonstracao. |

2.3.3 Submersdes Riemannianas

Sejam M™ e B* variedades diferencidveis de dimensdes n e k respectivamente, com
n > k. A aplicacao diferencidvel 7 : M — B é uma submersdo se a sua diferencial dr(q) tem
posto miximo para cada q € M. ,isto é, se dm(q) é sobrejetora para cada g € M.

Como 7 € uma submersao, sabemos que para todo x € B, a fibra F, = 7T_1(ZE) é uma
subvariedade n — k dimensional de M. Além disso, T, F, = kerdn(q) para cada g € F,, ou
seja, para cada ponto ¢ na fibra F, o espago tangente 7,,.F, coincide com o nucleo da diferencial
dm(q). Se munirmos M e B de métricas Riemannianas, dizemos que T : M — B éuma
submersdo Riemanniana se para todo x € B e para todo ¢ € F,, a aplicagdo diferencial dr
restrita ao subespago ortogonal 7, F;" é uma isometria sobre 7}, B. Para mais detalhes citamos
(O’NEILL, 1966).

Um exemplo particular e importante de submersdo Riemanniana € o caso de projecdes
sobre os fatores de variedades produto: 7 : (M X N, g1 © fgo) — (M, g1), onde (M, q;) e
(N, g2) s@o variedades Riemannianas e f : M — R uma fungdo suave e positiva.

Um campo vetorial em M é chamado vertical se ele for sempre tangente as fibras. Por
outro lado, se um campo vetorial em M for ortogonal as fibras, ele serd chamado de horizontal.

Seja: M — B uma submersdo Riemanniana. Denotemos por H e V as projecdes de
TM sobre os subespacos dos vetores horizontais e verticais, respectivamente. Agora considere
DcCTMa distribui¢do suave em M que consiste dos vetores verticais. A distribui¢do hori-
zontal D+ é a distribuicio suave de posto k& em M que consiste dos vetores horizontais (veja
(CAVALCANTE; MANFIO, 2018)). Assim, a segunda forma fundamental das fibras é um tensor

métrico a” : D x D — D+ definido por

o (v,w) = <€UW>H’
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onde W é uma extensdo vertical de w e H denota a projecdo horizontal. O vetor curvatura
média da fibra é o campo vetorial horizontal H” dado por H* = tro”. Em termos de uma base
ortonormal {ey, -+ , e, 1}, temos

n—k
Za €i, €;) :Z<Vezei>ﬂ.

i=1

Se H” = () entdo as fibras sdo subvariedades minimas de Mesea” = 0, entdo as fibras sao
subvariedades totalmente geodésicas.
Sejam M e N variedades, 7 : M — N uma aplicagdo suave, X € X(M)eY € X(N)

campos suaves em M e IV, respectivamente. Dizemos que X e Y sdo m-relacionados se
dmg(Xq) = (Y om)(q) = Y(n(q)) = Yai) Vg€ M.

Além disso, dizemos que o campo X € X (M) é basico, se ele estd m-relacionado com algum

campo Y € X(N).

Lema 2.3.2 Seja X e X(M) um campo vetorial bdsico, w-relacionado a X € X(B). Entdo

parax € B e q € F,, temos
div X (q) = div X (z) — (X (q), H (¢)).

Demonstracio: Seja {)?1, o X, )?Hl, e )?n} uma base ortonormal em 7'M, onde X,

s30 campos bdsicos. Agora notemos que

Por outo lado, como

7Xk
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onde X " é um campo bdsico, entio

divX = divX'+ > (X X;)divX,

j=k+1
= divX — Z Z()?, X)) (X, X)), X;)
j=k+1 i=1
= divX — (X)) (X, X)), X)) X;)
j=k+1 =1
— divX — (X,H”).
E desta forma concluimos a demonstracdao do Lema. |

Considere F' : B — R uma fung¢@o suave e seja F = F o o seu levantamento. Sabe-se

que o gradiente de F € o levantamento horizontal do gradiente de F, isto é,
VF =VF. (7)
No préximo lema vamos obter, em M, uma relagdo entre o p-Laplaciano de FedeF.

Lema 2.3.3 Seja F' : B — R uma funcdo suave e F = F o1 o seu levantamento. Entdo para

cada x € B e para todo q € F,, temos

ApF(q) = Ay F(x) = [VE(q) P> (VE, H (q)).
Demonstracido: Seja X = |VF|P~2VF. Pela identidade (7) e pelo Lema 2.3.2, temos respecti-
vamente que, X = |[VF|P2VF e
AF = div (ﬁﬁv’—?%ﬁ)
= div ([VF|P2VF) — ([VF]P*VE, H)
— AF —|VFP2(VF, H).
E o resultado segue. |

Teorema 2.3.2 Sejam B* uma variedade Riemanniana e m : M" — B* uma submersdo
Riemanniana tal que ||H” || < a. Suponha que F : B — R seja uma fungdo de Busemann e

considere o seu levantamento I' : M — R, isto é, F = F o 7. Entdo

A F > (k—1)b—q,

onde b = w'(s), como no Lema 2.3.1. Em particular,

(k—1)b—a)p‘

p

Ap(M) > (



35

Demonstragdo: Pelos Lemas 2.3.3 ¢ 2.3.1, temos que AF = AF+(VFE, HF) = (k—1)w'(s)+
HZ (F). Por outro lado, |V F| = 1, entdo Apﬁ — AF. Isto implica que

AF = (k= 1w'(s) + H (F) > (k — w'(s) — || HT]].

Portanto, pelo Teorema 2.2.1, o resultado segue. [ |

O Teorema 2.1.2 é obtido como consequéncia do Teorema 2.3.2.
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3 A Geometria de Dominios Extremais para o Operador p-Laplaciano

Neste capitulo vamos apresentar nossos principais resultados sobre dominios (f, p)-

extremais {2 que admitem uma solucao positiva.

3.1 DOMINIOS EXTREMAIS PARA O p-LAPLACIANO

Sejam €2 um domino aberto e conexo de R™ com bordo suave e A1 ,(€2) > 0 o primeiro
autovalor do operador p-Laplaciano para o problema de Dirichlet em €2. Dizemos que {2 }1c(—e,c)
¢ uma deformagcdo de €) := ) se existe um campo X tal que 2, = &(£2) = £(¢,€2), onde £(¢,2)
€ o fluxo associado a X, mais precisamente

d
d—i(t,x) =X (&(t,x))e £(0,z) = x. (8)
A deformacdo € dita preservar volume, se o volume de €2; ndo depende de ¢.

Se {2 }1c(—e,) € uma deformagdo de €2, vamos denotar por Ay ,,(t) := Ay ,(§2;) o primeiro

autovalor de A, em €2, e por u; a primeira autofungdo associada. Consideremos §; : 2 — M

uma familia de difeomorfismos C*(Q, M), t € R, |t| < e, tal que
&(x) =z +tR(x) 4+ S(z,t), = €,

onde R, S(-,t) € CY(Q, M) e S(z,t) = o(t) quando t — 0. Notemos que a familia &, define
uma deformagao de €2 com campo vetorial R(z). O teorema a seguir devido a Garcia Melidn e
Sabina de Lis (MELIAN; DE LIS, 2001), fornece uma expressdo explicita do tipo Hadamard
para a primeira variacdo de \; ,(¢) com respeito a ¢ e permite uma caracteriza¢do para dominios

do tipo sobre determinados para o p-Laplaciano.

Teorema 3.1.1 (MELIAN; DE LIS, 2001, Teorema 3) Sejam 0 C R™ um dominio C*7 limitado,
O = &(Q) a deformagao de Q) associada a familia de difeomorfismos C', &€ = (), |t| < ¢,
satisfazendo (8). Entdo o primeiro autovalor A\ ,(t) de A, em ), é diferencidvel com respeito a

temt = 0. Além disso,

P

ou do.

30 =01 [ (R) |3

onde v é o normal unitdrio exterior e u é a autofun¢do normalizada em € tal que / |ulPdz = 1.
Q

A férmula obtida no Teorema 3.1.1, para a primeira variacdo do funcional Al,p(Q),

também foi obtida nos trabalhos (CHORWADWALA ; MAHADEVAN, 2015), (ANOOQOP et al.,
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2018), (HUANG et al., 2018), (ANTUNES, 2019) e (BOBKOV; KOLONITSKII, 2020) para
1 < p < o0, e generaliza resultados para o caso linear (p = 2), obtidos em (GARABEDIAN;
SCHIFFER, 1953), (EL SOUFI; ILIAS, 2007), (PACARD; SICBALDI, 2009) e (DELAY;
SICBALDI, 2015). Isto nos motiva a estudar o funcional \; ,(2) e, de forma semelhante ao caso
linear, o Teorema 3.1.1, nos dd uma caracterizacao dos dominios que admitem solugdes positivas
para problemas sobre determinados envolvendo o p-Laplaciano. Mais precisamente, dizemos
que um dominio {2 C R" é p-extremal para o primeiro autovalor do operador p-Laplaciano, se

ele € um ponto critico para o funcional A, ,
Qs > Arp(t) = Ap(€)

na classe de dominios com o mesmo volume, isto é, 2 € solu¢do para a equagao A} p(O) = 0.
Isto significa que se {2 € um dominio p-extremal, entdo existem uma fun¢do positiva u e uma

constante A tais que

Apu+ MNMulP?u = 0 em Q,
u = 0 em 09,
(Vu,v) = constante no 02,

onde v € o campo unitdrio normal e exterior ao longo do bordo de 2.
Em geral, dizemos que €2 é um dominio ( f, p)-extremal (limitado ou ndo) para o operador

p-Laplaciano se o problema

Apu+ f(u) = 0 em Q,
u > 0 em €,
u = 0 em 0f),
(Vu,v) = constante no 02,

admite uma solucdo para alguma fungio f.

Um problema cldssico em Andlise é caracterizar dominios que admitem solug¢des para
problemas do tipo sobre determinado. Neste sentido, importantes trabalhos foram realizados
nas ultimas décadas, motivados principalmente pelo célebre trabalho de Serrin (SERRIN, 1971).
Desde entdo, muitos resultados importantes foram obtidos sobre a caracterizacdo dos dominios
para os problemas sobre determinados do tipo Serrin em contextos mais gerais envolvendo
dominios limitados e ndo limitados tanto de R” como de outras variedades Riemannianas e para
operadores ndo lineares, como o p-Laplaciano.

Relacionado a caracterizacdo de dominios, um problema de grande importancia é a

conjectura (BCN), proposta por Berestycki, Caffarelly e Niremberg em (BERESTYCKI et al.,
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1997). Baseado nos seus resultados e nos trabalhos de Reichel (REICHEL, 1997) e Aftalion e
Busca (AFTALION; BUSCA, 1997), para dominios exteriores, 0s autores conjecturaram que os
possiveis dominios suaves com complemento R™\(2 conexo e que existe uma solucdo positiva e

limitada de
Au+ f(u) = 0 em €,

u = 0 no 0,

Ju

v

para alguma funcdo Lipschitz f onde v é o campo unitdrio normal ao bordo de €2 apontando para

= constante no 02,

0 exterior, sd0: ou um semi-espago, ou uma bola, ou complemento de uma bola, ou um cilindro
circular do tipo R’ x B onde B é uma bola.

Como vimos na introducdo deste trabalho, a conjectura BCN, se mostra verdadeira em
vdrias situacdes, mas € falsa em geral. Por exemplo, a conjectura é verdadeira para n = 2 quando
o dominio possui bordo conexo e nao limitado (ver (ROS et al., 2017)), mas contraexemplos
foram obtidos em (SICBALDI, 2010), para n > 3, e em (ROS et al., 2020) para n = 2.
Portanto, € natural entdo, investigar problemas desse tipo, tanto para dominios em uma variedade
Riemanniana mais geral como para operadores mais gerais como o p-Laplaciano, no caso
bidimensional ou até mesmo em dimensOes mais altas. Para o caso n-dimensional e para
dominios limitados do R", com 1 < p < oo, alguns resultados foram obtidos. Citamos por
exemplo os trabalhos (COLESANTI, 1994) e (CHORWADWALA et al., 2015), os quais mostram
que o dominio é uma bola redonda. Contudo, até onde sabemos, ainda ndo hd uma tentativa de
estudar o equivalente da conjectura BCN para o operador p-Laplaciano para casos mais gerais do
que estes que aqui citamos. No presente trabalho, com o objetivo de darmos alguns passos nesta
direcdo, também apresentamos um problema equivalente a conjectura BCN para o operador
p-Laplaciano. De forma mais precisa, estamos interessados em estudar o seguinte problema:

Classificar os dominios de R™ com bordo suave que admitem uma solucéo fraca para o Problema

(1), para alguma fung¢do Lispchitz f > 0.

3.2 PRINCIPIOS DE COMPARACAO E DO MAXIMO FORTES

Sejam © um dominio limitado do R™, n > 2, e u € C'(Q) uma solugio fraca do
Problema (1), onde f : (0, 00) — R é uma fun¢ao localmente Lipschitz e positiva em (0, 00).

Devido a ndo linearidade do p-Laplaciano, existe uma grande dificuldade em se aplicar o
principio do méximo aos problemas sobre determinados envolvendo este operador. Para contornar

estas dificuldades, precisamos de algumas versdes do principio de comparagdo forte e do maximo
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forte, que se adaptem aos nossos objetivos. Neste sentido, o teorema a seguir, que € uma versao

do Principio de Comparacdo Forte - PCF, para o p-Laplaciano, sera util.

Teorema 3.2.1 (DAMASCELLI; SCIUNZI, 2006, Teorema 1.4) Sejam u,v € C'(Q), Q um

dominio limitado do R" com < p<2oup > 2. Suponha que u ou v seja uma solugcdo

+ 2
fraca de (1), com f : [0,00) — R uma funcdo positiva e localmente Lipschitz em (0, 00). Se

—Apu— f(u) < =Apw—f(v) e u<v em §, )

entdo u = v em (), a menos que u < v em .
Outro resultado importante € o Principio do Maximo Forte a seguir:

Proposicio 3.2.1 (VAZQUEZ, 1984, Secio 4) Sejam 2 um dominio do R"™ e w uma fungdo ndo
negativa satisfazendo
div (ai:() 22 ) > 0 em Q
—div | a;;j(x)=— ) >0 em Q,
J (91,’j

onde a;; € Wh(Q) e existe a > 0 tal que Zaij(x)@fj > afé

loc

2 para todo ¢ € R"\{0} e

/[:7.].
para todo x € (). Entdo

(i) w=0ouw > 0emd

(ii) Seja xy um ponto do bordo de 2 satisfazendo a condicdo da esfera interior. Se w > 0 em

Qe w(xg) =0, entdo

ow

%(l’o) < 0,

onde v ¢é o vetor unitdrio normal ao bordo apontando para fora.

O préximo resultado garante que as primeiras autofungdes associadas a A; ;, ganham

certa regularidade em vizinhangas do bordo.

Proposicio 3.2.2 (BARLES, 1988) Seja u € W, *(Q) uma solugdo fraca néio nula de

[ 1vul20u.v) = [ uug.
Q Q

para cada o € Wy 7(Q), onde X\ = A\ ,(Q) e 9Q é de classe C*°(Q) para algum 3 € (0,1).

Entao existem o € (0,1) e ¢ > 0 tais que
u e CH(Q) N C*P (),

onde

Qe ={z € Q: dist(z,00) < e}.
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Neste sentido também temos o préximo resultado.

Proposicao 3.2.3 (ANOOP et al., 2018, Proposicdo 2.1) Sejam () um dominio suave em R" e u
uma primeira autofun¢do do p-Laplaciano em (), com condi¢des de bordo de Dirichlet nulas.

Entdo as seguintes afirmagcoes sdo satisfeitas
(i) u € CHQ).

(ii) Existe ¢ > 0 tal que |Vu| >m > 0em Q. = {x € Q : dist(z,00) < €} para algum m.
Além disso, u € C*(1,).

De um modo mais geral, ¢ bem conhecido que as solu¢des do Problema (1) t€ém apenas
uma regularidade parcial C*7(Q2), 0 < v < 1, veja por exemplo (DIBENEDETTO, 1983),

(TOLKSDORF, 1984) e suas referéncias. Segue dai que |Vu| € C%7(Q2). Portanto, como
ou

a9~ < 0 no 0f2, entdo existe € > 0 tal que
14

IVu| >€e>0 em Q.= {z € Q:dist(x,09) < €}.

Logo, por resultados cldssicos de regularidade, veja (GILBARG; TRUDINGER, 2001), segue
que u € C*#(Q,), 0 < 3 < 1. Além disso, veja (FLECKINGER-PELLE; TAKAC, 1994, Lema

5.2), aequacdo A,u + f(u) = 0 é uniformemente eliptica em €2..

3.3 DOMINIOS EXTREMAIS NO R"

Estudamos agora algumas propriedades topoldgicas relacionadas aos fins dos dominios
(f, p)-extremais, do tipo (1), seguindo a exposi¢do apresentada em (ROS; SICBALDI, 2013).
Dizemos que um dominio {2 C R" tem topologia finita se existe uma bola B} (de raio R > 0

suficientemente grande) tal que
1. Q\EZ = () e entdo Q é compacto, ou
2. Q\By = R"\ B}, e entdo Q2 é o complemento de uma regiio compacta, ou

3. Q\ B} tem um numero finito de componentes ndo compactas e cada componente nao

compacta I € difeomorfa a F;ﬁl x [0, 00).

No dltimo caso podemos supor que a esfera 0B}, intersecta d€) transversalmente e que
cada componente de 9B}, N JN é difeomorfa a 9B}, Neste caso, diremos que €2 tem topologia

propria finita e £/ é um fim sélido cilindrico de €2 se n > 3 ou um fim planar de {2 se n = 2.
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Segue dai que (2 tem topologia propria finita se e somente se ele € ndo compacto, 02 tem um
numero finito de componentes limitadas.

Um resultado importante neste trabalho é mostrar que quando o dominio ( f, p)-extremal
tem topologia finita e a fungdo f : (0,00) — R satisfaz propriedade: f(t) > \P~1, para todo
t > 0 e para alguma constante A > 0, entdo os fins de €2 estdo contidos num semi-cilindro. De

forma mais precisa, temos o proximo teorema, que serd demonstrado na Secao 3.5.1.

Teorema 3.3.1 Seja 2 um dominio (f, p)-extremal de R? de topologia finita, onde f : (0, 00) —
R ¢ Lipschitz e satisfaz a propriedade f(t) > MP~! para todo t > 0 e para algum \ > 0, com

3
3 < p < oo, p # 2. Entdo valem as seguintes propriedades:

1. Se E é um fim de (), entdo E estd a uma distancia limitada de uma reta.
2. Q) ndo pode ter somente um fim.

3. Se () tem exatamente dois fins, entdo existe uma reta L tal que o dominio ) estd a uma
distancia limitada de L. Em particular os fins de ) se encontram em lados opostos de

cada reta T ortogonal a reta L.

O Teorema 3.3.1 diz essencialmente que se o dominio (f,p)-extremal 2 de R? tem
topologia finita, entdo cada fim de €2 tem a topologia de uma semi-faixa. Além disso, se 2 tem
dois fins, entdo ele esta contido num cilindro.

Com o préximo resultado conseguimos uma caracteriza¢do para os dominios (f, p)-
extremais, no caso em que a fungdo f satisfaz uma condi¢do especial, que traduzimos no
resultado seguinte, cuja demonstracido também se encontra na Se¢do 3.5.1. Note que o dominio

() ndo precisa ser limitado para esse teorema.

Teorema 3.3.2 Seja Q2 um dominio (f,p)-extremal do R?, onde f : (0,00) — R é uma fungdo
3
Lipschitz tal que f(t) > M\P~!, para cada t > 0 e para algum \ > 0, com 5 <p<2ep#?2

tal que R*\Q seja conexo. Entdo §) é uma bola.

Pela Proposicao 2.3.2, segue que para cada constante positiva A, existe Ry > 0 tal que

A p(Br,) = A, onde Bg, € abolaem R” de raio R, > 0. Isto significa que para cada A > 0
dado, existe uma func¢ao v que € solucdo do problema

A+ Au[P~?v = 0 em Bg,(q

)
v > 0 em Bg,(q)
v = 0 no 0Bg,(q)

: (10)
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onde Bp, (¢) é abola em R” de raio R\ > 0 e centro em ¢ € R".

Agora vamos olhar para \; , sob os efeitos de uma homotetia sobre dominios de R".

Lema 3.3.1 O primeiro autovalor do p-Laplaciano em uma bola de raio R > 0 é dado por

A ,(B
M p(Br) = 1"251; 1>, onde Br e By sdo bolas de R"™ com raios R > 0 e R = 1, respectivamente,

com centros na origem.

Demonstracdo: Seja (2 um dominio arbitrdrio e considere Hy : 2 — Qg := Hr(Q) tal que
Hr(z) = Rz, ahomotetia de €2 com respeito ao pardmetro R > 0. Suponha que a origem O € )
e vamos definir, para cada fun¢do u em (2, a aplicagdo Hru(z) = u (%) Agora considere
u uma autofun¢@o para o p-Laplaciano em €2 e A um autovalor associado. Seja & = Hg(u) e

considere p(z) = Hrp(x), com ¢ € W, P(Q). Segue dai que

Vi(z) = }%vu (}%) e V() = }%w (%) .
Entao
/H . Va(z)[P2(Vilz), Vi(z))de = % o ‘v (%) e (Vu (%) Vo (%» dx

- = / Vu(y) P 2(Vu(y), Ve(y)) R dy

S / |u(y) [P uly)e(y) R dy

), 2
T\ [P~ i T

= % ) E e (H) e ()

- @) P i(w)p(2) de.

A
RP Jop@)

A
Isto mostra que 7P ¢ um autovalor para o p-Laplaciano em Qg = H(£2). Segue portanto que

A1 p(2 A p(B
Mp(Qr) = %. Em particular, se Qr = Br(0O) e Q2 = B1(0), entdo A\ ,(Bg) = %,
como queriamos. |

Teorema 3.3.3 Seja 2 C R"™ um dominio aberto e conexo (limitado ou ndo). Suponha que exista

uma fungdo positiva u € C 1”(5) que seja solucdo fraca da equagcdo
Apu+ f(u) =0 em Q,
onde f : (0,00) — R é uma fungdo Lipschitz que satisfaz f(t) > \P~! para todo t > 0 e para

2n + 2
n+2

alguma constante positiva \, com < p < oo, p # 2. Entdo ) ndo contém nenhuma bola

fechada de raio R).
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Demonstracao: Suponha, por contradigio, que exista um ponto ¢ € R™ tal que Bg, (¢) C €, e
seja v uma funcao tal que
Apu+ AvP?v = 0 em Bg,(q

v > 0 em Bg,(q

)7
);
v = 0 no JBg,(q).

(11)

Note que v é uma primeira autofungo correspondente ao primeiro autovalor A. Além disso, sem
perda de generalidade, a fun¢do v pode ser tomada de tal forma que sua norma L seja igual a 1.
Como u > 0 em Bg, (¢), podemos escolher ¢ > 0 tal que a fungio v. = ev satisfaz as seguintes

propriedades:

(1) ve(z) < u(zx) paratodo x € Bg, (q);
(2) existe g € Bg,(q) tal que v (zg) = u(x).

Por hipétese, temos que

Apu+ f(u) =0 em Q

e f(t) > A\tP~! para todo ¢ > 0. Entdo
0=Apu+ f(u) > Ayu+ Ault.
Por outro lado, v, € positiva e também € solugdo de (11). Logo
Ayve + P~ =0 em Bg,(q).

Assim,

Ayve + A P =02> Aju+ P

€ portanto

—Apve — AP < —Aju — AP

Como v, (z) < u(x) paratodo x € Bg, (q) e existe 2y € Bg, (q) tal que v (zo) = u(xy),
entdo pelo Teorema 3.2.1, temos que v, = u nabola By, (¢). Mas isto nos leva a uma contradigio
pois dai segue que u = 0 no bordo da bola Bg, (q), 0Bg, (¢). Porém 0Bg, (¢) C e u > 0em
). Portanto {2 ndo contém nenhuma bola fechada de raio R,. n

Para o préximo resultado precisamos do seguinte lema técnico:

p
Lema 3.3.2 Seja T : R" — R a aplicacdo dada por I'(§) = ﬁ Entdo a matriz A(§) =
p

Hess (T'(€)) tem autovalores (p—1) [€[P™ e |£[P~2 com multiplicidades 1 e n—1 respectivamente.

Em particular (A(&)n,n) > K|£[P~2|n|% onde K = min{p — 1,1}.
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Demonstracao: Vamos considerar A = VI = (g_é;’ cee C%), o gradiente de I'. Entdo A =
(Ay, -+, A,) : R* — R" é uma aplicagdo tal que A(£) = |£["~> €. Com efeito, como

or _

ag = |£’p 251'7
segue que

AQ) =le¢ (12)
Por outro lado, a matriz Hessiana A(§) := [%?;’ (5)] Zjl 1= [Dy;I'(€)]} ;- € dada por

AE) = €2 Id+ (p—2) € ¢ @ €,

onde /d ¢ a matriz identidade e £ ® & € a matriz tal que (§ @ £);; = £;£;. Com efeito, dada uma

base ortonormal {e;,--- ,e,} de R" talquee; = —, ¢ = 1,--- ,n temos que

9&i
HessI'(e;,e;) = (V. VI, ej)

= (V. V([£77%) ,¢))

= [PV () ) + (0 — 2L E(E )

= [P eirep) + (p = 2)[€P6

= [&P720, + (0 — 2P,
como queriamos.

Segue portanto daf que A(€) = (A(€)ij)nxn» onde A(€)i; = €] di+(p—2) [€]" €&,

Agora vamos considerar a matriz B = A({) — A\ d. Entdo B = (b;;)nx, ¢ uma matriz quadrada

de ordem n tal que

(p—2) [P g, se iy

Logo o determinante de B, denotado por det(B), serd dado por

b.._{ (EF2=N) + (=2 e €2, se i=)
1)

(P2 =N+ p—2) e - (p—2) e &&,
p74 .. — p74
det(B) _ (p - 2) |€| &6 . (P 2) |€| &k
(p—2) lE"* 6.8 e ([T (-2 e

Por outro lado, vamos considerar };; o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1),
que se origina de B removendo-se a ¢-ésima linha e a j-ésima coluna. Entdo se definirmos

D;; = (—1)"*7 M,; e fixarmos a primeira linha, teremos

det(B) = Z bllej'
j=1
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Podemos notar que

Dy = (€7 =N+ (p—2) ¢ <|§|p‘2— N
+(p— 2 €170 (1P - 252 (13)

Eparacadaj=2,---,n

byDy = —(p—2 P83 (jeFP2 = \)". (14)

De (13) e (14), teremos

det(B) = b11D11+ZbljD1j

J=2

= (7 =) =2 I (e )
o =2 [ (1P - Zg

—(p =210 (jg)P 2 - Z&

= (=N + (p—2) el 2(|£\” 2"
— (= A+ (=2 |6 (e =N
— (A =(=DEP (="

Portanto (p — 1) |£["% e |£["~? sdo autovalores de multiplicidades 1 e n — 1 de A(€),
respectivamente. Em particular, para cada n € R" temos que (A(&)n,n) > K|£|P~2|n|?, onde

K = min{p — 1, 1}. Com isto demonstramos o lema. |

Teorema 3.3.4 Seja Q) C R™ um dominio aberto e conexo (limitado ou ndo) com bordo C*°.

Suponha que exista uma fungdo v € C17(Q) que seja solugdo fraca de

Apu+ f(u) = 0 em ,
u > 0 em €,

u = 0 no 09,

(Vu,v) = a em 09,

(15)

onde o é uma constante negativa, f : (0,00) — R é uma fungdo Lipschitz tal que f(t) > P~
n+2
n+2
normal ao bordo de §) apontando para fora. Entdo ou (), o fecho de 2, ndo contém nenhuma

para todo t > 0 e para alguma constante \ > (), < p < oo, pF 2 evéo vetor unitdrio

bola fechada de raio Ry ou () € uma bola de raio R).
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Demonstracao: Seja « uma solug¢do do problema (15). Em particular, v > 0 e satisfaz
Apu+ f(u) =0 em Q.

Entdo, pelo Teorema 3.3.3, o aberto ) ndo contém nenhuma bola fechada de raio R).

Suponha que exista um ponto ¢ € R" tal que Bg, (q) C 2. Inicialmente, note que

OQNBg, (q) # 0. De fato, se tivéssemos 02N Bg, (¢) = 0, entdo teriamos B, (¢) C €2, que pelo
Teorema 3.3.3 é uma contradi¢éo. Portanto existe um ponto y, € R" tal que yo € 92 N By, (q).

Seja v uma solugdo de

Apu+ Pt = 0 em Bg,(q),
v > 0 em Bg,(q)

: (16)
v = 0 no 0Bg,(q),

ou seja, v € uma autofungdo. Pelo Teorema 1 de (BHATTACHARYA, 1988), temos que v é

. T v, . .
radialmente simétrica e Em € constante. Pelas hipdteses sobre v e pelas condi¢des de bordo (15)
v

sobre a funcdo u, podemos escolher uma constante positiva d, tal que a funcio
Vo = 0oV
satisfaz as seguintes condi¢des:
(1) vs,(x) < u(z) paratodo x € Bg, (q);
(2) (Vus,,v) = B no dBg, (¢q), onde 3 € uma constante tal que o < 5 < 0.

Agora vamos aumentar o parametro , até encontrarmos uma constante 6 > 0 tal que a

funcdo vs := dv satisfaca uma das duas situacdes a seguir:
(I") vs(xo) = u(zo) para algum zy € Bg,(q); ou
(2°) (Vus,v) = aevs(z) < u(x) paratodo € Bg,(q).

Sabemos que u e vy satisfazem, respectivamente, as equagoes

Apu+ f(u) =0 em Q

Apvs + P =0 em Bg, (q).
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Entdo em B, (¢)

—div (|Vul|P=2Vu — |Vus[P2Vus) = —Ayu+ Ayus
= flu) =M
> P — )\vf;_l
NS
> 0
Logo
—div (A(Vu) — A(Vws)) >0, (17)
onde A(&) = |£]P72¢. Segue daf que A(€) = VI'(€) € o gradiente da aplicagdo I' : R” — R
p
dadaporI'(§) = % como no Lema 3.3.2. Entdo A;(¢) = |{[P72&,i=1,--- ,ne, para cada
J=1--.n,
0A;
= [€[P20; + (p — 2)[€[P &85
¢
0A; 9 4
Portanto D, T(€) 1= 4(€) = €726, + (p — 2)€lP 6., para cada & € "\ {0}
J

Seja w = u — v;. Pelo Teorema do Valor Médio para o célculo multivariacional temos

que
A(Vu) = A(Vos) = A(tVu+ (1—1)Vuy)],

_ /iA(tvu+(1—t)vv5)dt
| dt

1
= / aq, Qg+, Q) dit
= (/ aldt/ aadt, - ,/ Oéndt),

"L 0A; Ow
onde o; = (VA;, Vw) =
; & 08

div (A(Vu) — A(Vuy)) Z

-1 ’L

{JZ UO gﬁj (tVu(z) + (1—t)Vv5(x))dt] g;‘;}

Segue dai e de (17) que

"9 - ow
_ (V] >
> (3 aw<w>axj) 0
onde

a;;(x / Dy (tVu(z) + (1 — t)Vus(x))dt.

Afirmamos que existe uma vizinhanga V' de y, em Bg, (¢) tal que a matriz A(x) := (ay;(z)) é

uniformemente positiva definida.



48

De fato, como v € uma primeira autofuncéo de (16) na bola Bg, (¢), entdo, pela Proposi-

¢do 3.2.3, existem £ > 0 e m > 0 tais que |Vuv;s| > meu € C*(.), onde
Q. = {x € Bg,(q) : dist(x,0Bgr,(q)) < €}.
Agora vamos definir uma aplicagdo g : [0, 1] x Q. — R, tal que
g(t, ) = [tVu(x) + (1 — t)Vous(z) P2
Podemos notar que
9(0,7) = |Vus(z)[P~? > mP~2 > 0, paratodo z € (..

Em particular, (0, y9) > 0. Como ¢(t, x) é continua com respeito a ¢ e a x, existe uma vizinhanga

[0,%9) x V, onde V' € vizinhanga de y, em 2. C Bg,(¢) e 0 < t; < 1 tal que
g(t,x) > ¢, Y(t,x) € [0,t] XV,

para alguma constante positiva c.

Assim,
1 to
/ g(t,x)dt > c/ dt = cty. (18)
0 0

Seja K = min{1,p — 1}. Pelo Lema 3.3.2, temos que

(A(x)n,n) > min{1,p - 1}( [ uta) + - t>vfu§<x>\“dt) P

Logo,
(A(z)n,m) > Kty > 0,

e isto prova nossa afirmacao.

Agora considere o operador linear L definido por

"0 0

1,j=1

Como w = u — vg, resulta

(20)

Agora vamos analisar as situagoes:
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(1) u(zo) = vs(wo) para algum zo € Bg, (q).

Segue de (i) da Proposi¢do 3.2.1 que w = 0. Assim u = vs e portanto 2 = Bg, (q).

ou

(i) (Vus,v) = aevs(z) < u(x) paratodo x € Bg,(q).
Neste caso, pela Proposi¢do 3.2.1 (i), temos que

ow

E(%) < 0.

Portanto
ow ou Ovs

0> =" (w0) = 5 () — 5 () =a—a=0.
Que é uma contradi¢do. Logo o fecho de €2 ndo pode conter nenhuma bola fechada de raio

Rj.

Com esta contradi¢do demonstramos o teorema. |

3.4 O METODO DOS PLANOS MOVEIS - MPM

O principio de reflexdo introduzido por Aleksandrov em (ALEKSANDROV, 1958),
também conhecido como Método dos Planos Méveis (MPM), aplicado para hipersuperficies
compactas, mergulhadas, de curvatura média constante em R", constitui uma ferramenta de
fundamental importancia na Anélise Geométrica, para obtermos resultados de simetria. O MPM
foi adaptado por Serrin em (SERRIN, 1971), para dominios limitados que admitem uma solucio
para certos problemas sobre determinados do tipo (1) quando p = 2. Esta constitui uma das
ferramentas mais importantes vindas do principio do maximo e pode ser aplicada para dominios
em outras variedades como a esfera e o espaco hiperbdlico. Veja por exemplo (KUMARESAN;
PRAJAPAT, 1998a) e (KUMARESAN; PRAJAPAT, 1998b). No caso geral do problema (1), com
1 < p < 00, 0 MPM também pode ser aplicado para dominios de R" e de H", para obtermos
resultados de simetria. Citamos os trabalhos (COLESANTI, 1994), (CHORWADWALA et al.,
2015) e (WANG; WEI, 2019) para o caso Euclidiano e (DO O; COSTA, 2016) para dominios de
H™.

Seja { P(t) }+er a folheagdo de R™ dada pelos hiperplanos P(t) tais que para cada t € R,
P(t) ={(z1, -+ ,xp_1,2,) € R" : x, = t}. Consideremos para cada t € R, os semiespagos
determinados por P(t), P~ (t) = {(x1, - ,2,)R" : &, <t} e PT(t) = {(z1, - ,z,) € R™:
x, > t}. Note que R"\P(t) = P~ (t) U P*(¢t).
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Figura 1 — Reflexdo de ), sobre P(t).

Pr(t)

[3}9]

P (1)

Para cada t € R, considere R; : R® — R" a aplicacdo que associa cada r € R" a
Ri(z) = (21, -+ ,xp_1,2t —x,). Note que para cada t € R, R, é areflexdo em R" com respeito
ao hiperplano P(t). Além disso, P(t) é invariante com respeito a R, isto é, R.(P(t)) = P(t)
para todo ¢ € R. Para cada dominio €2 de R", vamos definir os conjuntos €, := QN P~ (t) e
Qf := QN P*(t) e considerar QO := R,(Q; ) a reflexdo de Q; com respeito a P(t). A Figura 1
da uma representacdo geométrica da aplicacdo R;.

Vamos a descricdio do MPM: Considere {2 um dominio aberto, conexo e limitado do
R™ cujo bordo 0f) seja de classe C2. Suponha que existe ¢, € R tal que Q N P(ty) = 0
e Q0 C P*(ty), ou seja, P(ty) ndo intersecta o fecho de €2 e o dominio 2 se encontra no
semiespago superior determinado por P(t,). Agora aumentando ¢, de forma continua a partir de
to, vai existir t; = inf{t € R : P(t) N 9Q # ()}. Isto significa que P(t) NQ = () paratodo t < t;
e pela primeira vez se tem P(t) N 9S) # () e isto ocorre exatamente quando ¢ = ¢;. A partir
deste momento, em cada estdgio do movimento, o hiperplano P(t), com ¢t > t;, determina uma
componente conexa limitada em €2, dada por €2, := QN P~(¢). Como o bordo de (2 € de classe
C?, vai existir € > 0 tal que a imagem refletida de 2, com respeito a P(t), Qf = R (2,), €
limitada, conexa e est4 inteiramente contida em €2, := Q N P*(t) para todo t € (t1,t; + €).

Vamos continuar aumentando ¢, até que ocorra uma das duas situagdes a seguir:

(a) ﬁ;’ tangencia internamente o bordo de {2 em algum ponto ¢, o qual ndo pertence ao

hiperplano P(t), ou
(b) P(t) alcanga uma posi¢do em que ele é ortogonal ao bordo de €2 em algum ponto q.

A figura (2) abaixo dd uma representacio geométrica do MPM em um dominio limitado 2 C R".
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Figura 2 - MPM

(a) Inicio do processo do MPM (b) ﬁj tangencia o bordo de 2 (©) ﬁj € ortogonal ao bordo de €2

P(to)

Um dos mais importantes resultados obtidos pelo MPM, para operadores elipticos, é
o classico resultado de Serrin, citado na introdugdo deste trabalho. Para o caso do operador p-
Laplaciano, resultados similares foram obtidos em (COLESANTI, 1994) e (CHORWADWALA
et al., 2015). Com base nestes trabalhos provaremos um resultado de simetria para dominios
limitados de R™. Este constitui o0 nosso principal resultado nesta secdo e desempenha um papel
de fundamental importancia no decorrer do nosso trabalho. Antes porém, precisamos de alguns

resultados auxiliares. Comec¢amos com o seguinte lema para operadores uniformemente elipticos.

Lema 3.4.1 (SERRIN, 1971, Lema 2) Seja D* um dominio em R™ com bordo C? e seja T um
hiperplano contendo a reta normal ao bordo de D* em algum ponto (). Seja D uma porcdo de
D* que se encontra em um dos lados determinado por T. Suponha que w seja de classe C* no
fecho de D e satisfaz a inequagdo diferencial

Lw—Zaw 895@8% Zb <0, emD,

(2
onde os coeficientes a;;(x) sdo uniformemente limitados. Vamos supor que a matriz (a;;) seja

uniformemente definida
aij(2)&&; > k|E|?, (k = constante > 0),

e que
laij(x)&m;| < K ([¢€,n)| +[&||d]), (K = constante > 0)

onde & = (&1, -+ ,&,) € R™ é um vetor arbitrdrio, n = (11, -+ ,my,) € 0 campo unitdrio normal
ao hiperplano T e d = dist(-, T') denota a distdncia Euclidiana ao hiperplano T. Suponha ainda
que w > 0em D e w(Q) = 0. Entdo ou

ow 0*w

%(Q) >0 ou @(Q) > 0,
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a menos que w = 0, onde S denota alguma direcdo em (), a qual intersecta D ndo tangencial-

mente.
) - 0%u
Teorema 3.4.1 (GILBARG,; TRUDINGER, 2001, Teorema. 3.3) Seja Lu = E aij(x)a—a +
x;0x;
i,j=1 v
E bi(x 8 c(x)u, um operador eliptico em §) com ¢ < 0. Suponha que u e v sdo fungdes
xz

02(9) NC%Q). Se Lu > Lvem Q e u < v no 99, entdo u < v em .

Agora vamos mostrar que o operador p-Laplaciano € invariante por isometrias. Sejam M
e N duas variedades suaves e f : M — N um difeomorfismo. Para cada campo suave X em M,
define-se um campo suave em N, chamado de push-forward de X sobre f, denotado por f. X
tal que

f:X(g) = X(go f),

para cada func¢do suave g : N — R.

Denotemos por Q¥(M) o espago das k-formas em M. Vamos escrever Q*(M) =
@Qk e Q°(M) = C°(M,R), onde n é a dimensdo de M. Seja f : M — N uma
aphcagao suave, definimos o pull back de f como sendo a aplicagao f* : Q*(N) — Q*(M) tal

que

f(9)=gof se geQ'(N)=C>*N,R)

(frw)g(Xi, o, Xi) = wiq) (FeXi, o+, £ Xk), se we QF(N), com k> 1.

Além disso, (fog)" =g* o f*ed(f*w) = f*(dw).
Dados uma n-forma w € Q2"(M) e X um campo vetorial em M, definimos a multiplica-

¢do interior como sendo a (n — 1)-forma
ZX"L)()(lv T aXn—l) - W(Xa Xy, aXn—l)a

onde X, ---, X, sdo campos vetoriais em M. Como d(zxw) é uma n-forma, entio existe um
numero div o X tal que

diixw) =div,X - w.

Se w, é a forma do volume de (MM, g), entdo divy X := div,, X, € a divergéncia do campo X.

Veja (CANZANI, 2013) para mais detalhes.

Lema 3.4.2 Sejam (M, gyr), (N, gn) duas variedades e © : (M, grr) — (N, gn) uma isometria.
Se i =wuo® ' em ®(Q) = Q, entdo:
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a) (Apu) o @t = A (uo®), ou seja, o p-Laplaciano é invariante sobre isometrias.

b) Se u satisfaz a equagdo Apyu+ f(u) = 0 em ), entdo U satisfaz a mesma equagdo em Q,
ou seja, Ayii + f(@) = 0 em Q.

ot 0
¢) S-(q) = 3—5

5 (®71(q)), onde q € O e v é o campo normal ao bordo de ) em q.
v

Utilizaremos a seguir a notacdo A, ,,, para representar o operador p-Laplaciano com

yIM

respeito a métrica da variedade M, gy;.

Demonstracao:

a) Sejam (M, gy) e (IV, gn) duas variedades e ® : M — N uma isometria. Nosso objetivo é

mostrar que

Ap,gM(I)* = (I)*Apyz\r'

Vamos dividir a demonstragdo em trés etapas:

(1) ¢,V,, & =V

In-

Sejam ¢ € C'(N) e V um campo vetorial em T'N. Entdo
(D.Vg, D (0), V)gy = (PuVy, (), Pu(®,) 'V,

= (Vg @u(9), (24)7'V)gy

= d(®7p)(P.V)

= 0.0.(P,)7V

= (V)

= dp(V)

= <ngv907 V>9N'

2) ®*div,, O, = div,,,.

Se fixarmos algum X € I'(T'M), o resultado segue se provarmos que
d(1xwg,,) = *divg, Puwy,,

ou seja,

(q)*)_ld(ZXng) = dngN(D* T Wy -

Mas isto € equivalente a mostrar que

d(((I)*)fl)@Xng) = dngN(CI)*X) "Wy -
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Mas esta tltima igualdade € verdade pois
((I)*)_l (ZXWQM ) =lo.X ((I)*>_1 (ng )

3) Ayy, & = O*A

P:gN

Ap gy @ = divg, QMCI)*|p Y cI)*)

M

P, P(9,) ', V,,, D)

= div, N AV g

o
= div,,, (|(® 1V9N|p 2(2.) 7 V)
= ¢"(®
= B*divyy [P, (|(€.) 7V, [P H(D,) V)]
= ®*div,, (|Vou [P *Vyy)

(I
w (I(®
(
)"

ldIVgM (|( )_lvgw |p_2(q)*>_lvgw)

= O'A

PN *
b) Se u é solucdo da equacdo A,u + f(u) = 0em 2, entdo Ayu = —f(u) em Q e

Ayji = Ap(uod™)
= (Ayu)o®!
= —(f(w)od™!
= —f(uo®™)
= —f(u)

em ).

¢) Sejam ¢q € 99 e v(q) o campo normal ao bordo de 2 em ¢. Seja ) = ®~! e considere
uma curva em M tal que v(0) = g e 4/(0) = v(q). Entdo
ou d .
5@) = 5 (@o (1)) le=o

= L (wowl (1) leo

= VuDy(q)(v).

ot 0
Como ¢ é uma isometria, Dv(q)v é normal ao bordo de €. Portanto 8_u (q) = a_u (@ 1(q)).
14 14

Com isto finalizamos a demonstracdo do lema. |

A teorema a seguir € o nosso principal resultado nesta se¢do. Ele € uma versao para

o p-Laplaciano do resultado de Serrin obtido em (SERRIN, 1971) para o caso do Laplaciano
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classico. Este teorema desempenha um papel fundamental neste trabalho, pois € através dele
que vamos demonstrar varios resultados que serdo importantes para o bom desenvolvimento das

préximas segdes.

Teorema 3.4.2 Seja () um dominio aberto, conexo e limitado de R" com bordo de classe C25,
Suponha que o Problema (1) admita uma solugdo u € C*7 (), onde f é uma funcdo Lipschitz.

Entdo €2 é uma bola e u é radialmente simétrica.

Demonstracao: A idéia da demonstracao estd baseada na aplicacdo do MPM. Para isto, considere
{P(t)}+cr a folheacdo de R™ dada no inicio desta se¢do. Como 2 € limitado, existe t, € R tal
que QN P(ty) = D e Q C P*(ty). Aumentando ¢, de forma continua a partir de t, vai existir
t; = inf{t € R: P(t) N 9Q # B}. Por construgdo, segue que §2; é formado por componentes
conexas limitadas. Vamos escolher uma de tais componentes, que continuaremos denotando por
Q);". Como o bordo de € é de classe C*?, vai existir € > 0 tal que a reflexdo de €2, com respeito
a P(t), Qf := R,(Q;), é limitada, conexa e estd inteiramente contida em Q;f := QN P*(¢)

para todo t € (t1,t; + €). O MPM continua até que ocorra uma das duas situagdes a seguir:

(a) existet > t; tal que Q;f tangencia internamente o bordo de {2 em algum ponto ¢, o qual

ndo pertence ao hiperplano P(%), ou
(b) existe t > t; tal que P(t) é ortogonal ao bordo de €2 em algum ponto .

Nosso objetivo é mostrar que 2 é simétrico com respeito ao hiperplano P(¢) para o
qual uma das duas situacdes acima, descrita pelo MPM aconteca, ou seja, devemos mostrar
que (NZ; = QN P*(t) ou de forma equivalente que R (2) = 2. Se provarmos isto, devemos
concluir que €2 € simétrico com respeito a qualquer direcdo de R", bastando para isto, definir
Ri(x) = (xq,-++ ,2t — 2, ,xy), 0 = 1,2,---  n, a reflexdo com respeito ao hiperplano
P(t) := {(z1,--- ,z,) € R" : x; = t}. Isto significa que para cada direcdo dada em R" vai
existir um hiperplano de simetria para ). Mas os tnicos dominios em R" que sdo simétricos com
respeito a todas as direcdes sdo as bolas Euclidianas. Com isto nosso teorema estard provado.

Vamos introduzir uma nova funciio v, em Q; definida por vy(z) = u (R,(z)), para todo
t € (t1,t), onde R, é a aplicagdo reflexdo com respeito ao hiperplano P(t). Perceba que a fungéo

u satisfaz _

0 em Q,

u 0 em €,

uw = 0 no 09 NPH(t),
“ a, no QN P(t),

[ Ayu+ f(u)

V

Ou
\ 81/




enquanto a funcdo vy, pelo Lema 3.4.2, satisfaz

Ap'l)t + f(vt) = 0 em Q?_,
v > 0em QF,
) v = 0 em 9QF NPH(Y),
v = u no 8 NP(1),
\ % = « no 9 N P(t),

no sentido fraco.

Agora note que em €1,

div (|VulP=2Vu — [Vu, [P72Ve,) = Apu— Ay,

= —f(u) + f(v).

Logo
div (A(Vu) — A(Vwy)) + c¢(u —v;) = 0,

onde A(€) = ¢ ¢

(@) ={ ) @ e Un )

0 se u(z) = v(x)
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Note que ¢ € uma fun¢do uniformemente limitada, uma vez que f é Lipschitz. Segue dai que

A(€) = VI'(§) é o gradiente da aplicagdo I' : R" — R dada por I'(¢) =
3.3.2.

_ e

como no Lema

Como na demonstragdo do Teorema 3.3.4 podemos mostrar que a funcdo w; := u — vy

satisfaz a seguinte equacao variacional

2 aii (Z az’a‘<$>%> + c(x)wi(x) = 0,

no sentido fraco, onde
1
0

De forma equivalente

onde b; =

(22)



8xz~
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"0 = 0
Introduzindo o operador linear L. = Z (Z g (a:)a—> , resulta que a funcao
L

i=1

w; = u—wvy satisfaz a equagio Lw,(z)+c(z)w,(z) = 0 no sentido fraco em Q;'. Pela observagio

feita no final da secdio anterior, sabemos que u € C2#(),) e que a Equacio (22) é uniformemente

eliptica em €2.. Em particular, a matriz A(z) := (a;;(x)) € uniformemente positiva definida em

Q..

O préximo passo consiste em mostrar que w; > 0 em ﬁf N Q. para algum ¢, < t < L.

Com efeito, como u > 0 em , v, = 0 < wno dQ; NPT (t) e v, = uno A N P(t), resulta que

u > v, no 8, para todo ¢, < ¢ < f. Notemos também que Q; N Q. # 0 para todo t; < t < L.

Desta forma temos que u € C17(Q) N C%# ((NZZr N €.). Aplicando o Teorema 3.4.1, obtemos o

resultado desejado.

Fazendo a substituicio de Hopf @, = w,;e®", § € R, temos que

a@t o awt ,Bitl 833'1 51,1
or; (995]- +ﬁwt8x3
Logo
0% w, Pwy g, Oy dw, S Ow; Oy Jpas o Ox1 0wy a1
deior, oo, Poman,.  PomonC 7o, on

Por outro lado,

"0 ou\  ~ 82w, Bay; O
2 oz, (aija_wj> = ”221 (aij 82,0%; + e 0, )

ory
- 9
8:cj ij 8$Cj

ij=1

+ Z oz, (8333 Bwt ) + cwiel’”

ij=1 L

"0 ow
_ B: _ ihdhad’
= e [Z 0z, (am 8xj> + cwy

z?]

+8%an @, + B Z

ow da; -
= 2p Z Clu Lehm Bayw; + B Z L

"9 oW, _ - 0w, Ox1 Ow, Ow, 0x4 )
JZ oz, <““a_xj) v = ) {““ <ax-axj b 3xi 9z, P oms o TP

81‘1 8x1

I 0 0 32 -
= 252:@1@(8%—5 Wy Il)‘i‘ﬁ anwt+52 a1

- ow 8Z -
= 25Za11 wt—ﬂ anwt‘f‘ﬁz a1

l

)
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Portanto
"0 ow, - ow, dag -
Z Oz, (a )“wt = 200 g f—ﬁahwﬁﬁZ S (23)
Dai resulta que
" 0*w, ~ 0wy
o v b = 24
1,j=1 =1
onde b; = b; — 2Bay;, ¢ = a2 — B+ ceb; = Zaa‘”
= 1i,» C = 11 1 = oz,

j=1
Como a matriz A(x) := (a;;(z)) é uniformemente positiva definida em €2, segue que

aj1(z) > 0 para todo = € Qf N Q.. Entdo escolhendo 3 suficientemente grande, temos que
¢(z) > 0 no dominio considerado.

Afirmamos que existe ¢t > 1, suficientemente proximo de ¢, tal que w; > 0 sobre ﬁf NQ..
De fato, como wy satisfaz Lw; + cw; = 0, w; > 0 sobre ﬁ;’ N Q. parat > t; suficientemente
préximo de t;, podemos aplicar novamente a substituicdo de Hopf @, = w.e’™, B € R, e
escolhermos [ suficientemente grande tal que ¢ > 0. Como w; > 0 entdo w; = we’™ > 0 em
ﬁj N Q.. Isto mostra que w; > 0 em flj N . para algum ¢ suficientemente préximo de ;. Segue
dai e da Equacao (24) que
2 aig;] - Z g T 25)

ij=1 =1
em ﬁf N €, para algum ¢. Como o hiperplano P(t) ndo é de simetria para o ¢ encontrado
acima, temos que w; # 0 e, portanto, pela Proposi¢do 3.2.1, w; > 0 em ﬁf N €, para algum ¢
suficientemente préximo de t;. Como w; > 0, entdo w; > 0 em ﬁj N Q..

Para este ¢ temos que

( Lw;+cw, = 0em QF NQ,,
w; > 0 em (NZf NnQ.,
w, > 0 em O(Q NQ) N PH(1),
w, = 0 no A NQL)NP(1),
ow ~, =
\ 8—; — a no A(Q NQ) N PH{).

Segue da afirmacdo acima que podemos definir t* = sup{t > t; : w; > 0 em Qj N
Q., Vt € (t1,1)}. Como consequéncia temos que t* = f. Para provarmos a consequéncia,
primeiro notamos que ¢* < t. Depois, por contradi¢do, suponha que t* < . Por continuidade
resulta que

wp- >0 em QNGO
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Por outro lado, como €2 é ndo simétrico com respeito a P(t*), resulta que w;« #Z 0 em QZF N Q..
Assim, dado xy € 8(?2;“ NQ)N P+—(t*) sabemos que existe uma vizinhanga V em Q de z tal
que o operador L + c € linear e uniformemente eliptico em V. Definindo N =V N (ﬁj NQ),
recorremos mais uma vez a substitui¢cdo de Hopf, para concluirmos que w;- > 0 em N. Assim,

podemos aplicar novamente a Proposicao 3.2.1 a funcdo w;+ em cada ponto de 8(@? NQ)N

P+(t*) (note que wy= = 0 em N P(t*)) e obtemos

th*

m;<06m8@;ﬂQMU”W% (26)

onde estamos supondo, sem perda de generalidade, que a dire¢do normal ao bordo de ) se
encontra na dire¢ao do eixo x,,. Como P(t*) ndo é normal ao bordo de {2 em nenhum ponto,

entdo segue da desigualdade (26) e das condi¢des de bordo da derivada normal de u que

ou
o,

<0 no A(Q: NQ) N PHt). (27)
Pela defini¢do de t*, existe uma sequéncia {xy }rey tal que x5 € §;+ L NQe
k

Seja & um ponto tal que klim x), = T. Por continuidade resulta que w;« (T) = 0. De fato,
—00

0> kgfloo wt*+%(xk) = w(T) > 0.

Portanto T € JP*(t*)N P*(t*). Pela desigualdade (28) e pelo Teorema do Valor Médio, obtemos

3wt*

ox,,

(@) >0

e isto contradiz a desigualdade (26). Com esta contradi¢do concluimos que t* = ¢, como
queriamos.

Agora vamos mostrar que u é simétrica com respeito a P(t). Para esta tltima etapa da
demonstracdo seguiremos uma idéia similar aquela utilizada por Serrin em (SERRIN, 1971).
Antes porém, devemos lembrar que para o ponto ¢ obtido no inicio da demonstragdo também
existe uma vizinhanca V' em Q contendo ¢ tal que o operador L + ¢ é uniformemente elitico.
Dito isto, note que para finalizar a demonstragdo do resultado € suficiente mostrar que wy = 0
em ﬁt-* N Q.. Para isso, vamos supor, por contradi¢io que w; > 0 em fl:f N Q..

Suponha entdo que a situagdo (a) decorrente da aplicagdo do MPM aconteca, ou seja, ﬁ;

tangencia internamente o bordo de €2 em algum ponto ¢, o qual ndo pertence ao hiperplano P(%).
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Como existe uma vizinhanga V' de ¢ tal que L + ¢ é uniformemente eliptico, podemos aplicar a

Proposicao 3.2.1 a fung@o wy no ponto g para obtermos

owi

E<0

no ponto g. Por outro lado, pelas condicdes sobre u e v;, temos que

owg, ,  Ou dvg, B
E(Q) = ay(Q) ~ 5 (@) =a—a=0,

que € uma contradi¢do.

Podemos supor entdo que (b) ocorre, ou seja P(f) alcanga uma posi¢do em que ele é
ortogonal ao bordo de €2 em algum ponto ¢. Nesta situacdo, embora a condi¢do da esfera interior
seja satisfeita com respeito ao dominio {2, 0 mesmo ndo ocorre com respeito a ﬁ; N Q, pois o
bordo do mesmo € ortogonal a P(¢) no ponto q. Por este motivo ficamos impedidos de aplicar a
Proposi¢do 3.2.1 neste caso. Porém, para contornarmos esta dificuldade técnica, vamos utilizar a
estratégia de Serrin para equacdes nao lineares uniformemente elipticas € vamos mostrar que as
derivadas de segunda ordem de wjz no ponto ¢ sdo todas nulas e com isto, aplicando uma versao
mais delicada do Principio do Méximo, obtida de Serrin, obtemos uma contradicao.

Para tornar os calculos mais simples, vamos considerar em R" um sistema de coordenadas
de tal forma que a sua origem se encontra no ponto ¢, o €ixo x,, se encontra ao longo da direcdo
normal ao bordo de 2 em ¢ e o eixo x; normal a P(¢). Como o bordo de 2 é de classe C?*¥,
entdo em uma vizinhanca U suficientemente pequena de ¢, o bordo de 2 pode ser visto como o
grifico de uma fungio de classe C*# sobre o hiperplano z,, = 0. Isto significa que vai existir
uma funcdo ¢ € C% nesta pequena vizinhanga U tal que o bordo de {2 pode ser representado
por

Ty =@(T1, ,Tp_1).
Portanto, como u € C%# (ﬁ), entdo numa vizinhanca de ¢, a condi¢ao de bordo de Dirichlet

u = (0 pode ser reescrita como

w(zy, - T, p(T1, , Tp—1)) = 0. (29)

Agora considere uma curva 3 : R — R" de classe C? tal que

Bt) = (za(t), -+ ana(t), (a1, -+ 2na(t)))

Segue portanto que u(/3(t)) = 0 para todo t € R. Logo

(Vu(B(1)), B'(t)) = 0.



Pelas escolhas de u, de 3 e pela ortogonalidade acima temos que

ou ou  Ou % dxp_1 8g0 dxq R
or, 0z, Ox,) \ dt’ ' dt '0x, dt 0%p_1
Logo
ou dxl T ou dx,_q ou ([ Oy % Op dx, 1
8x1 dt 0x,_1 dt Oz, \Ox; dt 0Ty

Segue dai que

n—1

Ou  Ou Oy drv;

Logo
ou  Ou dp .
ox; Oz, 0x; =5L2- =1
Entao
_ Ou 6(,0 dp _ Ou
Vi = oz, ( O, " 0wy 1> N 8xnﬁ’
onde

ﬁ:( Op . _ O 71),

8x1 8xn_1

¢ o campo normal ao bordo que aponta para o interior de ).

a@ dxn—l
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).~

Assim, o campo unitario normal ao bordo apontando para o exterior de €2 é dado por

:_ﬁ _ 1 ﬁ
IN]| 1+Z(§—¢)

Como (Vu,v) = a, segue que

—a = (v,Vu) = <T]| HRn,V

Logo
! ﬁ(u) = —q,
n—1 2
1+ (g—“@>

j—1 \YTk

ou seja,
0p 8u ou — oo\ |*
—all b
Z Oxy, Oxy, axn @t kg (aﬂfk) ’

ou ainda

Z@g@@u_ u:a

Oxy, Oxy,  Oxy,

(30)
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Derivando a equacdo (29) com relagdo a varidvel z;, 1 < < n — 1, temos que

Ou  Ou dp

0. 31
o0x; * 0x,, 0x; (D
- . Op ) ou
Pela defini¢do da funcdo ¢ temos que 5 (q) =0, paracadal < i <n — 1. Logo 5 (q) =0,
T L

paracada 1 <7 < n — 1. Substituindo estes valores em (30) encontramos

Ny = 1 S~ (0% )’ 32
a%(q)——f% +;(8—xk(@) : (32)

Agora vamos derivar a equagdo (31) com respeito a variavel x;, 1 < i < n — 1. Segue que

0%u Pu dp  Ou Do

o2 Ox;0w, 0x; Ox, O1;

(2

Logo, escolhendo x = ¢, encontramos

@()__% 8290”
92\ = (%cnq(?xiq'

]

Que pela equagao (32)
0%u Al
@(Q) = %% (9)- (33)

7

Derivando a equacao (30) com respeito a x;, encontramos

o~/ % Ou 0p Ou 0%u [ 00\ 0%
> ! o =alS (2
0x,0x; Oxr,  O0xp 0xL0x; 0, 0x; oxy, ) 0x10x;

S ()]

k=1 k=1 k=1

(34)
2 du .
Como p(z1, -+ ,Tp_1) = Ty, S€quUe que 8x-(q) =0= a:C'(q),para cadal <i<mn-—1.
Portanto fazendo x = ¢ em (34) obtemos
aQ’LL n—1 agp 82@ n—1 890 2 _%
— - 1 L =0 35

e @ = |2 (550 gugero| |1+ 2 (52@) 65)

Suponha, sem perda de generalidade, que a reflexdo Ry utilizada na técnica do MPM,
pode ser dada por R(z1, 2, -+ ,%,) = (—x1, 22, -+ ,T,) € que 0 normal ao bordo apontando
para o exterior de {2 encontra-se ao longo do eixo z,, e a fun¢do v; correspondente pode ser
expressa da forma seguinte

vi(xy, 1, ) = u(R(xy, 20, ,20))
= u(—gjl, T, - - 7In)

Portanto, para 1 < ¢ < n — 1, pela igualdade acima e pela equagdo (33) vamos obter no
ponto g os resultados seguintes:

dvy  Ou ov;  Ou 0%vr d%u *u  O*vr

ox, Oz, 0 oz, Oz, 0x0r, Or,0T, 0 8_37,21 N G_I%
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e
Pvy 0% D¢ () =0
= = X = .
dx?  Ox? Ox? 1
Uma vez que ¢(xq,- -+ ,,_1) = =, é duas vezes diferencidvel, o campo normal ao bordo

apontando para o interior de () se encontra ao longo do eixo z,, € a componente refletida QgL estd
2

0
8¢ = 0, logo I ﬁ( ) =0 paracada 1l < i <n—1,ao aplicarmos o
x’l

Teorema de Taylor aos termos restantes. Segue portanto que as derivadas primeiras e segundas

contida em Qtjr temos que

de u e vz coincidem no ponto ¢g. Agora perceba que a equacao diferencial Lwz + cwy = 0, para
wi = u — vg, Ao estd exatamente na forma que o Lema 3.4.1 se aplica. Facamos entdo, como
acima, a substituicdo de Hopf w; = wze** para obtermos

" 821’1\}/{ ~ 0wt ~—
. _ b; -
Z a J 81’181'] + ; 8% * = 0

2,j=1

Como w; = u — vy > 0, segue que Wy = we’® > ( e para 3 suficientemente grande, ¢ > 0.

Como consequéncia
n

0*wy "~ Oy
i]z_:lajaxiﬁxj + ; 6&71 -

Portanto estamos nas hipéteses do Lema 3.4.1 e podemos aplica-lo diretamente a funcgéo wy.

Como w; # 0, segue do Lema 3.4.1 que

owy 0%*wi
%(q) >0 ou 552 (q) > 0.
Por outro lado, o
Wi -
3—‘; = (ng, S>

= 65"’“<wa, S) + Bs1wy

Ow;
= 66 aS +lewt’

82@{ a gzlawt
95~ 05 (j 55 Y Slwt)

. P a o Owg aw
— P 825‘2 (6,3 )_t + Bs 1 T

owg 8
= eﬁac +55165 25 —l—ﬁs < B”“ 25 +ﬁ51wt>

8252
0" wy ow
= " 88; + 251" 35 Lt B2sty.

Lembrando que neste sistema de coordenadas que estamos trabalhando, o ponto ¢ se
encontra na origem e wz(q) = 0. Entao

8{17{ 8wt

959 = 550 ="755
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O*wi O*wg dwg

552 (@) = 5z (@) + 205152 (0).

Dai resulta que
ows

Pu—vy), . 0wy g
08

957 W= 5

(q) —2Bs1—55(q), BeR.

Portanto
O(u — vy) 0*(u — vy)
oS 05?2
Com isto obtemos uma contradi¢do pois todas as derivadas parciais de wy = u — v coincidem no
O(u — vy) 02 (u — vy)
0S 05?2

qualquer campo vetorial 73 tal que %(q) seccione o bordo de {2 ndo tangencialmente em q.

Com esta contradi¢do, finalizamos a demonstragcdo do teorema. [

(q) >0 e (q) > 0.

ponto ¢, logo as desigualdades (q) >0e (¢) > 0 ndo podem ocorrer para

O MPM também pode ser aplicado em dominios ndo limitados para obtermos resultados
de simetria. Considere {2 um dominio aberto e ndo limitado de R™ cujo bordo seja de classe
C?. Consideremos também um hiperplano P em R" tal que Q N P # () e sejam P+ e P~ as
componentes conexas de R™\ P tais que R"\ P = P™ U P~ . Uma das primeiras aplica¢des do

MPM para dominios ndo limitados que iremos obter € a proposicao seguinte.

Proposicao 3.4.1 Sejam Q) um dominio (f, p)-extremal, aberto, conexo e ndo limitado de R™
e P um hiperplano em R™ tal que QX N\ P # (). Suponha que Q) N P* tenha uma componente
conexa limitada C. Entdo o fecho de 0C N Pt é um grdfico sobre 9C N P.

Demonstracdo: A demonstragdo serd feita via MPM. Considere { P(t) };cg uma folheagio de R”
dada por hiperplanos tal que P(t)//P paratodo ¢ € R. Como a componente conexa C' C QN P+
¢ limitada, existe tq € R tal que P(tg) N C' = (). Diminuindo o pardmetro ¢ de forma continua,
vai existir t; € R, t; < tg, tal que 9C N P(t1) # () e isto ocorre pela primeira vez. Diminuindo ¢,
a partir de ¢, temos que para cada ¢ > 0 dado, suficientemente pequeno, vai existir, para cada
t € (t; — €, 1), uma componente conexa limitada C;" := C'NT;". Para cada componente conexa
limitada C;", considere a sua reflexdo R;(C;") sobre o hiperplano P(t). No inicio do processo,
Ri(C") C Q paracadat € (t; — ¢,t;) e para algum € > 0 dado. Neste caso, C;” N PH(t) é
um gréfico sobre C;" NT}, paracadat € (¢, — ¢,t;). Vamos continuar diminuindo o parimetro

t até o momento que umas das situagdes abaixo ocorra:
(1) R¢(C;") tangencia internamente o bordo de €2 em algum ponto que néo esteja em P(t), ou

(2) P(t) chega em uma posi¢ao onde ele é ortogonal ao bordo de 2 em algum ponto ou
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(3) P(t) coincide com P.

Se (1) ou (2) ocorre, entdo pelo Teorema 3.4.2, temos que €2 € simétrico sobre P(t) e assim 2
seria limitado. Obteriamos portanto uma contradi¢@o. Se (3) ocorre, ou seja, P(ty) = P para
algum ¢, < t;, entdo para cada t, < t < ty, Rt(C;r ) estd contido em 2 e assim, o fecho de
OC;H N P*(t) é um grafico sobre C;” N P(t), para cada t, < t < t;. Em particular, o fecho de
oC;H N P*(ty) = OC N P é um grafico sobre C' N P, como querfamos. [

Como consequéncia da Proposicao 3.4.1, temos o préximo coroldrio.

Corolario 3.4.1 Sejam 2 um dominio (f, p)-extremal, aberto, conexo e ndo limitado de R" e P
um hiperplano em R™ tal que QX N P # (). Suponha que Q2 N P* tenha uma componente conexa

limitada C, entdo OC N P é conexo.

Demonstracdo: Seja C' uma componente conexa e limitada de QN P*. Se 9C'N P é néo conexo,
entdo o fecho de 9C' N P* ndo pode ser um gréfico sobre 9C' N P, que é uma contradi¢do pela

Proposicao 3.4.1. Portanto OC' N P é conexo e o resultado segue. [

Corolario 3.4.2 Sejam Q2 um dominio (f, p)-extremal, aberto, conexo e ndo limitado de R" e P
um hiperplano em R™ tal que QX N P # (). Suponha que Q2 N P* tenha uma componente conexa

limitada C. Entdo o fecho de OC N P nédo é ortogonal a P em nenhum ponto.

Demonstracio: De fato, se existisse algum ponto ¢ tal que C' N P fosse ortogonal a P no
ponto ¢, entdo teriamos, pelo Teorema 3.4.2, que (2 seria simétrico com respeito a P e portanto
seria limitado. Como por hipétese, €2 € ndo limitado, chegamos a uma contradi¢cao. Portanto,

com esta contradi¢do, concluimos que 9C' N P ndo é ortogonal a P em nenhum ponto. W

Corolario 3.4.3 Sejam Q um dominio (f, p)-extremal, aberto, conexo e ndo limitado de R" e P
um hiperplano em R" tal que Q N P # (). Suponha que Q N P* tenha uma componente conexa
limitada C. Se C' denota a reflexdo de C' sobre o hiperplano P, entdo o fecho de C' U C' estd

contido no fecho de ), ou seja, C'U C" C Q. (Veja Figura 3).

Demonstracdo: Seja { P(t)}icr uma familia de hiperplanos paralelos tal que P = P(t,) para
algum t; € R. Como C' € um conjunto conexo e limitado, podemos escolher um elemento da
familia de hiperplanos, digamos P(t;) com t; > t, tal que P(t;) N 9dC = (). Diminuindo ¢ a
partir de ¢4, vai existir ty € (to, t1) tal que P(t)NOC = () paratodo t € (to,t1) e P(ts)NOC # ()
e isto ocorre pela primeira vez. A partir deste momento, para cada t € (o, t5), o hiperplano P(t)

determina uma componente conexa limitada C;" = C'N P™(¢). Seja C” a reflexdo de C; sobre o
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hiperplano P(t). Se o fecho de €2 ndo contém o fecho de C'U (', entdo vai existir ¢ € (%, t2]
tal que C’ tangencia internamente o bordo de {2 em algum ponto ¢, que ndo se encontra em
P(t). Segue do Teorema 3.4.2 que €2 é simétrico sobre P(t), logo limitado. Isto nos leva a uma

contradic@o. Portanto o fecho de C' U C” est4 contido no fecho de €2, como queriamos. |

Figura 3 — Componente conexa C' e sua reflexdo C’ sobre o hiperplano P

Corolario 3.4.4 Sejam Q) um dominio (f, p)-extremal, aberto, conexo e ndo limitado de R" e P
um hiperplano em R" tal que Q2 N P # (). Suponha que Q N PT tenha uma componente conexa

limitada C' e que a fungdo f : (0,00) — R seja Lipschitz e f(t) > \P~! para todo t > 0 e para

2 .
alguma constante A\ > 0, com 5 < p < o0 ep # 2. Entdo ndo é possivel construir uma

semi-bola de raio Ry, com centro em 0C N P e inteiramente contida em C.

Demonstracao: Suponha, por contradi¢do, que possamos construir uma semi-bola de raio 1),
inteiramente contida na componente conexa C', cujo centro se encontra sobre JC' N P. Considere
(" areflexdo de C' com respeito ao hiperplano P. Neste caso, temos que a bola de raio Ry e
centro em JC' N P se encontra em C'U C’. Sabemos, pelo Corolario 3.4.3, que o fecho de C' U C’
estd contido no fecho de 2 e portanto a bola fechada B, est4 contida no fecho de (2, que pelo
Teorema 3.3.4 € uma contradi¢c@o. Portanto € impossivel construir uma semi-bola de raio R

com as condi¢des dadas. |

3.5 ESTREITAMENTO DOS FINS PLANOS

Os resultados obtidos até aqui foram trabalhados no espaco Euclidiano R", com n > 2.
Pretendemos nesta sec¢do obter propriedades geométricas e topoldgicas para os fins planares
de dominios ( f, p)-extremais ndo limitados do plano Euclidiano R?, uma vez que entendemos
que neste caso obtemos propriedades mais interessantes para estes dominios. Neste sentido

estendemos resultados obtidos por Ros e Sicbaldi em (ROS; SICBALDI, 2013) para o caso do
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p-Laplaciano. Como Ros e Sicbaldi nés também utilizamos idéias geométricas similares aquelas
utilizadas por Meeks em (MEEKS III, 1988) e por Espinar-Galvez-Rosenberg em (ESPINAR et
al., 2009) no contexto das superficies de curvatura média constante.

Seja © um dominio ( f, p)-extremal, aberto, conexo e ndo limitado de R? tal que OS2 seja
de classe C? e que exista uma fungio u € C''7(2) solugio do Problema (1). Suponha que a
funcdo f : (0,00) — R satisfaga a propriedade f(t) > \*~! para todo t > 0 e para alguma
constante positiva A. Isto significa que o dominio €2 € estreito no sentido de que {2 ndo contém
bolas de raios Ry > 0. Agora considere L uma reta de R? e sejam L™ e L~ as duas componentes

conexas determinadas por L em R? tais que R*\L = LT U L.

Lema 3.5.1 Seja Q) um dominio (f,p)-extremal, aberto, conexo e nédo limitado de R?, com

f:(0,00) = R uma funcdo tal que f(t) > AP~ para todo t > 0 e para alguma constante
3

positiva \, com 3 < p < oo, p# 2. Seja C uma componente conexa limitada de Q) N LT, e seja

h(C) a distdncia mdxima do OC' a L. Entdo h(C) < 3R,.

Demonstracdo: A demonstragdo serd feita por contradi¢do. Considere h := h(C') a distancia
maxima do bordo de C' a reta L e suponha que h > 3R, em que R := R,. Sem perda de
generalidade, podemos supor, a menos de um movimento rigido, que L = {(z,y) € R? : y = 0}
sejaoeixoxre LT = {(z,y) € R? : y > 0} € o semi-espago superior.

Pela Proposi¢do 3.4.1, existe uma fungéo g : [a,b] C L — Rtalque g(a) =0 =g(b) e
g(x) > 0 para cada x € (a,b) e o fecho de 0C' N L+ é o grifico de g sobre o segmento [a, b] de
L, ouseja, 0C N L+ = {(z,g9(x)) : a <z < b)}. A menos de uma translagio, podemos supor

que a funcgdo g atinge o seu valor maximo quando x = 0 e que g(0) = h. Veja a Figura 4.

Figura 4 — Grifico da fung¢io g em [a, b]
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Considere R = R, > 0 uma constante que depende de A\, e A > 0 € a constante tal que
f(t) > AtP~! paratodo ¢t > 0. Dadaareta Lr = {(z,y) € R* : y = R}, afirmamos que C'N Ly
€ um conjunto formado por intervalos abertos cujos comprimentos sdo menores que 2R. De
fato, como por hipétese, C' € aberto e L é uma reta, entdo o conjunto C' N L € formado por
intervalos abertos. Considere {(x, R) € R? : @’ < x < b’} um de tais intervalos e suponha que

!/ /
b'—a’ > 2R. Segue-se dai que a semi-bola de centro

e de raio R estd contida no retangulo
(a’,b") x (0, R). Por outro lado, temos por constru¢do, que (a’, ") x (0, R) C C e portanto a
componente conexa e limitada C' contém uma semi-bola de raio R com centro em 0C' N L, que
pelo Corolério 3.4.4 é uma contradi¢do. Com esta contradi¢do concluimos a demonstracio da
afirmacdo e portanto C' N Ly é formado por intervalos abertos de comprimentos menores que
2R.

Seja C' uma componente conexa de C' N {(z,y) € R* : y > R} tal que o ponto
(0, h) esteja no bordo de C, ou seja, (0,h) € dC'. Considere I' o fecho do bordo de C' em
{(x,y) € R? : y > R} e sejam ¢, € g» 0s pontos extremos de I'. Como C C C, segue que C é
uma componente conexa € limitada de 2 N L}, e, pela Proposi¢do 3.4.1 temos que ' = oC N L R
€ um gréfico sobre aC N L R, cuja altura maxima € dada por h; := h — R. Além disso, pela
afirmagdo acima, o segmento G;qz que liga os pontos ¢; € ¢, tem comprimento [G1qz| < 2R.
Como h > 3R e h; = h — R, segue que h; > 2R. Portanto existe um ponto ¢ € [ diferente de
¢2 que maximiza a distdncia a ¢, e assim |g;q| > hy > 2R > |q1qa|.

Denote por L, a reta que passa pelos pontos ¢; € ¢ e considere L} e L, as componentes
conexas de R?\ L, escolhidas de tal forma que ¢» € L; . Por outro lado temos que cn L} é uma
componente conexa limitada de 2 N L] e por construgdo temos que L, é ortogonal ao bordo
de C' no ponto g. Pelo Corolério 3.4.2 temos uma contradi¢cdo. Portanto, com esta contradic¢ao,
obtemos que h < 3R como queriamos. |

Para o que segue vamos considerar {2 um dominio (f, p)-extremal com topologia finita
e f(t) > AtP~! para todo t > 0 e para alguma constante positiva \. Para nossos objetivos
precisamos de um tipo mais simples de fim, dado da seguinte forma: um fim (faixa plana) de {2 é

um subdominio ndo limitado £ C € com um homeomorfismo F : [0,1] x [0, 00) — E tal que
1. F(0,s) € 00 paratodo s € [0, 00).
2. F(1,s) € 99 para todo € [0, 00).

3. F(t, s) pertence ao interior de (2 para todo (¢, s) € (0,1) x [0, 00).
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Além disso, definimos também as curvas transversais de £ como sendo as curvas que unem 0s
pontos de bordos opostos de F, isto é, unem um ponto de F'({0} x [0,00)) com um ponto de

F({1} x [0,00)) e o interior da mesma se encontra no interior de E.

Lema 3.5.2 Sejam E um fim de um dominio (f,p)-extremal ), com as propriedades descritas
acima e L uma reta de R? tal que E N L contém uma componente conexa ndo limitada. Se I/
é uma reta paralela a L que se encontra suficientemente distante de L, entdo L' N E contém

somente componentes conexas limitadas.

Demonstrag¢io: Suponha, sem perda de generalidade, que a reta L seja dada por {(z,y) € R? :
y = a} para algum a € R e que a componente conexa nao limitada de £ N L seja dada por
{(z,a) e R? : b <z < oo} paraalgum b € R.

Agora considere uma reta L' paralela a reta L tal que a distincia d entre elas seja maior
que 2R, ousejad = dist (L', L) > 2R. Note que L' = {(z,y) € R? : y = k} para algum k € R
tal que |k — a| > 2R.

Suponha, por contradi¢éo, que exista uma componente conexa nao limitada C em L' N E.
Segue dai que existe uma constante p € R tal que a componente conexa ndo limitada C' de

L' N E seja dada por
{(z,k) €R? : 2 € (—o0,p]} ou {(z,k) ER*: 2 € [p,00)}.

Além disso, existe uma curva suave v € R? que une os pontos (b, a) € (p, k) tal que o interior de

~ se encontra no interior de /. Agora temos que a curva
o:={(r,a) ER*: 2 € [a,00)} UyUC

separa R? em duas componentes conexas, uma das quais se encontra em £. De fato, como
C={(z,k) eR?:2 € (—o00,p]} ouC = {(x,k) € R*: x € [p,00)}, temos claramente que
o divide R? em duas componentes conexas. No primeiro caso onde C' = {(z,k) € R* : x €

(—o0, p|}, temos que
o={(r,a) ER?: 2 € [a,00)} Uy U{(z, k) €ER*: 2 € (—o0,p|}

e a mesma se estende na direcao do eixo-x de —oo a +00. Como o C £, 0 mesmo ocorre com
E. Mas como E € um fim de 2, segue que o mesmo é um fim “degenerado” de € e neste caso,
uma das componentes de R? determinadas por o estd contida em E e por conseguinte, em 2. Em
particular, £/ contém um semi-plano e portanto contém bolas de raios arbitrariamente grandes

que, pelo Teorema 3.3.4, € uma contradi¢do. Veja Figura 5 abaixo.
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Figura 5 — Fim degenerado £ do dominio €2 de R? (Primeiro caso)

o
r N

No segundo caso, veja Figura 6, C' = {(z,k) € R? : x € [p,00)} e entdo
o={(z,a) eR?: 1 € [a,00)} Uy U{(z,k) e R*: 2 € [p,00)}.

Mais uma vez temos que o divide R? em duas componentes conexas € uma das quais se
encontra em F£. Segue, por constru¢do, que a componente que se encontra em £ contém bolas
de raio R. Aplicando novamente o Teorema 3.3.4, chegamos a uma contradicdo. Com estas

contradi¢des, concluimos a demostracdo do lema.

Figura 6 — O fim £ contém uma componente conexa ndo limitada L (Segundo caso)

Proposicao 3.5.1 Seja E um fim de um dominio (f,p)-extremal 2, com f : (0,00) — R
Lipschitz tal que f(t) > AP~ para todo t > 0 e para alguma constante positiva )\, com

3 A .
3 <p < oep#2 Entdo E se encontra a uma distdincia limitada de uma semirreta.

Demonstracao: Seja /' : [0, 1]x[0,00) — FE o homeomorfismo que associa a faixa [0, 1] x [0, 00)
ao fim E. Seja ainda § := F([0,1] x {0}) uma curva transversal, que identificaremos como
sendo o inicio de E. Vamos escolher uma bola B = B,.(0) de raio r e centro em 0 = (0, 0) € R?

tal que § C B. Considere também uma sequéncia divergente {p; };cn de pontos de F, de tal
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. L. n . . Di ..
forma que, a menos de um movimento rigido, a sequéncia normalizada ¢; = ﬁ convirja para
Di

um ponto ¢, que sem perda de generalidade, pode ser escolhido como sendo ¢ = (1, 0).

O primeiro estagio da demonstracdo consiste em mostrar que £ se encontra a uma
distancia limitada do eixo z, para em seguida, utilizarmos este fato para podermos mostrar que
existe uma semirreta que se encontra a uma distancia limitada de E. Para alcancarmos nosso
objetivo, vamos proceder por contradi¢cdo e supor que tal afirmacgdo seja falsa, ou seja, que a
distancia maxima de £ ao eixo x tende para o infinito. Se tomarmos isto como verdade, entdo
é evidente que E N {(z,y) € R* : y > 0} # (. Juntando isto com o fato de que a sequéncia

{pi}ien se encontraem E e lim ¢; = (1,0), com ¢; = fl significa que F intersecta qualquer
1—00 5

reta horizontal y > 0. Com isto, vamos escolher uma reta [, := {(z,y) € R* : y = a}, com

a > 1+ 1, que intersecta o bordo de E transversalmente.

Afirmamos que a regido £ N {(z,y) € R? : y > a} possui uma componente conexa
nao limitada. De fato, suponha, por contradi¢iao, que tal afirmacédo seja falsa, ou seja, que o
conjunto £ N {(z,y) € R? : y > a} s6 possui componentes conexas limitadas. Agora vamos
escolher, de forma arbitraria, uma destas componentes conexas limitadas e vamos denota-la
por C. Sem perda de generalidade podemos supor que C' esteja contida em F N[, onde [ é
uma das componentes conexas de R? determinadas pela reta [,,. Como por hipétese, a distincia
méxima do eixo x ao bordo de E € arbitrariamente grande, o mesmo acontece com qualquer
reta horizontal, em particular, a distdncia maxima de [, ao bordo de E também satisfaz tal
propriedade. Por outro lado, como C' € uma componente conexa limitada de E e portanto de 2,
segue da Proposicédo 3.4.1 que o fecho de 9C' N [} é um grafico sobre C' N [, e, pelo Lema
3.5.1, a distdncia maxima do bordo de C' a reta [, € menor ou igual do que 3R, onde R = R,.
Pelo que foi dito acima, a escolha da componente C' pode ser feita de forma que uma das duas
situagdes a seguir ocorrem: ou o fecho de C'U C” estd contido no fecho de €2, onde C” é a reflexdo
de C sobre [,, e neste caso temos que o maximo de dist (0C,[,) < 3R, ou o0 dC N1, é um
conjunto nao conexo e desta forma, o fecho de C' U C’ ndo estd contido no fecho de 2 e portanto
o fecho de 9C' N [} ndo pode ser um gréfico sobre IC' N [,. As duas situagdes nos levam a
uma contradi¢do, utilizando que max dist(0€2, [,,) € arbitrariamente grande e a Proposi¢do 3.4.1,
respectivamente. Esta contradi¢io vem do fato de supormos que £ N {(x,y) € R? : y > a}
contém somente componentes conexas limitadas de E. Portanto E N {(x,y) € R? : y > o}
contém uma componente conexa nao limitada de £, e assim demonstramos a nossa afirmacao.

Seja C' uma componente conexa ndo limitada de EN{(x,y) € R? : y > «}. Entdo existe

uma curva transversal v de £ contida em C'. De fato, como C' € ndo limitada e intersecta cada reta
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{(z,y) € R?: y > a} e a sequéncia divergente {p; };cy estd em F e Zlg})lo p—l| = (1,0), podemos
escolher uma semirreta [’ em C, paralela a [,, e suficientemente distante d]:la. Pelo Lema 3.5.2
temos que £ N[, é um conjunto formado somente por componentes conexas limitadas. Portanto
existe uma curva transversal v de F contida em C'.

Da forma como as curvas transversais [ e v foram obtidas, segue que as mesmas se
encontram em lados opostos com relagdo a reta l,,, ou seja, 3 C {(z,y) € R? : y < a} e
v Co{(x,y) e R*:y > a}.

Para cada ¢ > 0 dado, considere a reta definida por [, := {(z,y) € R? : y = ex + a}.
Logo, para € positivo suficientemente préximo de zero ainda conseguimos obter as mesmas
propriedades, ou seja, 3 C {(z,y) e R?* :y <ex+a}ley C{(r,y) eR?:y > ex + a}.

Seja * o sub fim de E, obtido de tal maneira que sua curva transversal inicial seja o
arco 7. Note que E* é o fecho da componente conexa ndo limitada de E'\~y. Como o arco ~y estd
acima da reta [, ., temos que a menos de uma quantidade finita de termos, a sequéncia {p; };en
pertence a regido {(z,y) € R?* : y < a} e dist (p;, lo.e) — 00 quando i — co. Agora, aplicando
a E* o mesmo argumento aplicado acima para F, obtemos uma curva transversal o de £* e

portanto de F, tal que o C {(z,y) € R? : y < ex + a}. Veja a Figura 7.

Figura 7 — Reta [, . e as curvas 3,y e o

T

pr

s

A existéncia das curvas transversais 7y € o nos levam a uma contradi¢io pois a componente
Cde EN{(z,y) € R?:y > ex + a} contendo o arco v é limitada e, pela Proposicdo 3.4.1,
temos que o fecho de aC N IF . € um gréfico sobre aC N lo . Porém, por construcdo, segue que

oC N l.c € um conjunto ndo conexo e o fecho de C U " nio estd contido no fecho €2. Portanto
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E' estd a uma distancia limitada do eixo z.

Agora nos resta mostrar que existe uma semirreta tal que F se encontra a uma distancia
limitada da mesma e em particular, de qualquer outra reta paralela a esta reta. Portanto, sem
perda de generalidade vamos mostrar que ' se encontra a uma distincia limitada da semirreta
{(x,0) € R* : x > 0}. Considere I' := 9F N 0N e escolha uma constante b > 0 tal que
Bn{(z,y) e R?* : x < —b} = D e que areta {(z,y) € R* : &z = —b} seja transversal a T".
Segue portanto que F N {(z,y) € R? : z = —b} é formado por uma quantidade finita de arcos
propriamente mergulhados cujos extremos pertencem a .

Seja k = max dist(E, (z,0)) . Como a sequéncia divergente {p;} estd em FE, entdo
pi € {(z,y) € R* : x > 0, |y| < k}, paracada: € N. Portanto £ N {(,y) € R* : x < —b} é
formado unicamente por componentes conexas limitadas. Pelo Lema 3.5.1 temos que a distancia
méxima da reta {(z,y) € R? : x = —b} ao bordo de F é menor ou igual a 3R. Logo, podemos
concluir que E C {(x,y) € R* : . > —(b+ 3R), |y| < k}, ou seja, E estd contido em uma
semi-faixa. Portanto existe uma semirreta tal que E se encontra a uma distancia limitada, como

queriamos. |

3.5.1 Demonstracdo dos Teoremas 3.3.1 ¢ 3.3.2

Com os resultados vistos acima, ja temos as ferramentas necessdrias para demonstrarmos
os Teoremas 3.3.1 e 3.3.2.

Demonstraciao do Teorema 3.3.1
1. E uma consequéncia direta da Proposicdo 3.5.1.

2. Primeiro afirmamos que €2 ndo pode estar contido numa semi-faixa (veja Figura 8). De
fato, suponha, para efeitos de contradi¢do, que {2 se encontra em uma semi-faixa, e que a

menos de um movimento rigido, pode ser escolhida da seguinte forma
{(z,y) eR*: —A<x < Ay>0},

para alguma constante positiva A.

Para qualquer & > 0, cada componente conexa C' de Q N {(x,y) € R? : y < k} ¢
limitada. Logo, para cada R > 0 fixado, podemos escolher k suficientemente grande, tal
que dist (0C, I},) > 3R, onde [}, é areta {(z,y) € R? : y = k} e portanto, pelo Lema 3.5.1,

temos uma contradi¢do. Isto mostra que €2 ndo pode estar contido em uma semi-faixa.
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Q

/\ = {(z,y) eR?:y =k}

C

L={(z,y) eR*:y =0}

—_A A

Figura 8 — Dominio {2 em uma semi-faixa.

Agora suponha que () tenha um tnico fim E. Segue dai que 2\ £’ € limitado e portanto,
pela Proposi¢ao 3.5.1, existe uma semi-faixa que contém (2, que € uma contradicio, pelo

que terminamos de fazer acima. Isto mostra que {2 deve ter mais de um fim. |

. Suponha que €2 tenha exatamente dois fins, denotados por E; e E, respectivamente. Entdo,
pela Proposigdo 3.5.1, existem duas retas L, e Lo tais que os fins £ e 5 se encontram
a uma distancia limitada de L; e Lo, respectivamente. Como \(F; U E,) é limitado,
segue-se que se as retas Ly e Lo sdo paralelas, entdo existe uma reta L, paralelaa L, e a Lo
tal que €2 se encontra a uma distancia limitada de L, em particular, de L, e de L, e portanto,
o resultado segue. Porém, se as retas L; e L, ndo forem paralelas, entio existe uma reta [
tangente a 0f) e que o dominio 2 se encontra em uma das componentes conexas de R?\/,
determinadas por /. Podemos supor, sem perda de generalidade que [ seja {(z,y) € R? :
y =0} e que Q se encontraem {(z,y) € R? : y > 0}, ou seja, [ € 0 eixo x e () se encontra
no semi plano superior. Dada a reta [, := {(x,y) € R? : y = k, k > 0}, considere
aregido Q := QN {(z,y) € R* : y < k}. Segue da Proposi¢do 3.5.1 que para cada
k >0, €, s6 possui componentes conexas limitadas. Além disso, max dist (0€2,_, )=k
e portanto, para cada R > 0 dado, podemos escolher £ suficientemente grande tal que
k > 3R e, desta forma, maxdist (0€2,, ) > 3R, que contradiz o Lema 3.5.1. Portanto as

retas L, e Lo sdo paralelas e assim demonstramos a primeira afirmacdo. Veja Figura 9.
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Figura 9 — Dominio €2 no semiplano superior.

=
o

g \ / M= {(z,y) Ry =k}

l={(z,y) eR*:y =0}

Seja T" uma reta ortogonal a reta L e suponha que F; e Es se encontram do mesmo lado
com respeito a reta T" (veja Figura 10). Entdo € estd contido numa semi faixa, que € uma
contradicao. Como a reta 7' € arbitrdria, temos portanto que £ e E5 se encontram em

lados opostos com relag@o a qualquer reta ortogonal a reta L.

Figura 10 — £, e £» do mesmo lado com respeito a reta 7'

Demonstracao do Teorema 3.3.2
Considere © um dominio de R? tal que R?\(2 seja conexo. Como consequéncia temos

que 2 tem a topologia de um disco e o seu bordo consiste de uma tnica curva plana. Portanto o
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bordo de (2, 01, separa R? em duas componentes conexas. Assim, existem trés possibilidades:
ou €2 é limitado, ou o complemento de um dominio compacto ou um dominio com topologia
prépria finita com um tnico fim. No primeiro caso, pelo Teorema 3.4.2, temos que €2 é uma
bola. No segundo caso, podemos escolher i > 0 suficientemente grande de tal forma que a bola
Bpr de raio R esteja inteiramente contida em (2, isto é, Br C (2, que € uma contradi¢do, pelo
Teorema 3.3.4. No tltimo caso, pelo Teorema 3.3.1, temos uma contradicao, pois {2 ndo pode

um Unico fim. Portanto €2 é uma bola e com isto terminamos a demonstragao. |

3.5.2 Uma estimativa para a altura em R?

Agora vamos mostrar uma aplicag@o interessante relacionada com os dominios (f, p)-
extremais de R?, quando f > A\P~! para todo ¢ > 0 e para alguma constante A > 0.

Seja Q C R? um dominio (aberto e conexo) ndo limitado cujo bordo seja C*” e suponha
que exista uma fungio u € C'7(Q) solugio do problema

Apu+ f(u) = 0 em Q,

u)

u > 0 em
u = 0 em 01,
(Vu,v) = «a no 01,

(36)

onde f € uma fungdo Lipschitz, & uma constante negativa e v é o campo unitario normal ao
bordo de €2 apontando para fora.

Sejam ¢ € R? e Ry, > 0, respectivamente, o centro € o raio da bola B R, (q) em R2, cujo
primeiro autovalor para o p-Laplaciano seja A e a primeira autofungao associada ao primeiro
autovalor A seja v. Entdo v é uma solugdo do problema

Apu+ Pt = 0 em Bg,(q)
v > 0 em Bg,(q)

v = 0 no 0Bg,(q),
(Vou,v) a no JBg, (q).

(37)

Defina

ho :== ho(\, @) = Blga();) v =v(q).
A

Proposi¢ao 3.5.2 Sejam f : (0,00) — R uma funcdo tal que f(t) > \P~! paratodot > 0 e

3
para algum \ > 0, com 5 <p<oo, p#2 ea#. Seja Y uma componente conexa de
{z € Q:u(z) > ho}.

Entdo o didmetro de €)' é menor que 2R).
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Demonstracao: Vamos fazer a demonstracio do resultado separando nos dois casos possiveis:
2’ limitado ou ilimitado.

Primeiro caso: 2’ limitado.

Considere d como sendo o didmetro de €. Suponha, por contradi¢do, que d > 2R,.
Agora considere dois pontos ¢; e g, no fecho de {2’ tais que d(qy,q2) > 2R,. Denotemos por
C a curva em €Y que une os pontos ¢; e ¢». Se €' for regular, a curva C pode ser tomada
como sendo o seu bordo, isto é, C' = 0f)'. Tome G;¢> como sendo o segmento de reta que une

M. Denotaremos por L a

0S pontos ¢; € g2 € seja m o seu ponto médio, ou seja, m =
reta que contém o segmento q;q; € por Lo a reta que passa por m e é ortogonal ao segmento
71¢q2- Defina I' := (L;\q1q2) U C. Podemos notar claramente que T' divide R?*\I" em duas
componentes conexas que denotaremos por H; e H, respectivamente. Seja 2, = Q' N Hy e
considere ¢ € L, N Hy um ponto bem distante de €2;. Agora considere GG o grafico da funcdo v
definida na bola By, (¢) de tal forma que v seja solu¢do do Problema (37). Agora vamos mover
o ponto g ao longo da reta Ly na dire¢cdo do dominio §2;. Como sabemos, o comprimento do
segmento gz é d e d > 2R,. Além disso, C' C €, logo u(C') > ho > 0. Por outro lado, u = 0
no bordo de (2. Assim, vai existir um primeiro ponto de contato entre o grafico mével G e o
gréfico de u sobre §2;. Este primeiro ponto de contato se encontra no interior de {2 ou no bordo

de Q.

Pelas hipoteses sobre v e v temos que u > v e
p—1 p—1
—Apv — v < =Apu — AP,

em Bg, (q).
Se w := u — v, entdo
n
0 ow
Lw=— —(aj=—] >0
Z axl K 8xj =
1,j=1
onde a;; e L sdo como na demonstra¢do do Teorema 3.3.4. Como antes, temos que L € linear e
uniformemente eliptico em uma vizinhanga V' de pontos do bordo de (2.
Se o primeiro ponto de contato entre os graficos das fun¢des u e v se encontra no interior
de ©, entdo por (i) da Proposi¢do 3.2.1 temos que u = v em Bg, (¢), que é uma contradicao.
Do mesmo modo, se o primeiro ponto de contato y, entre os graficos de u e v se encontra

0
no bordo de €2, entdo por (7i) da Proposicdo 3.2.1 temos que a—w(yo) < 0, que é uma contradicéo
14

0 9]
pois, por hipétese, a—:j(yo) = a—Z(yo) = a.

Segundo Caso: (2 € ilimitado.
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Neste caso, existem uma curva divergente y(t) C €)' e um arco C' C ~y cujos pontos do
bordo, digamos ¢; € g estdo a uma distancia maior ou igual a 2?. Agora repetimos o argumento

acima para obtermos uma contradicao. Com isto a demonstracao estd completa. |

3.6 DOMINIOS EXTREMAIS NO ESPACO HIPERBOLICO H"

Seja H" o espago hiperbdlico de curvatura —1. Nesta sec¢do faremos a identificagdo de
4

(1 —[a?2 "
em que gy denota a métrica Euclidiana. Considerando U uma vizinhanga coordenada em H" e

H" com modelo da bola (B, g_;), munida com a métrica de Poincaré g_; =

G = (9-1), ; @ matriz associada & métrica g_1, temos que

Apu = div (|Vu|p*2Vu)

1 { 5
—E: gV det G|VulP~ }
\/detsz1 ’ Lj

— 2\n " _ 2 n
(L= Ja)" 5~ 0 [(1 22?2 W_Qau]

AL Oz 22 (1-— |3:|2)"| 0z

B ot

2

1— |z b2 " 0%u | 4 ou *u Ou
- - = 9 p—
(5 ) Vu ;aﬁw ) vu Z o
— |x|? n
+(n — 2)#|V£|p_2 x; gu

i=1
Lema 3.6.1 Se u e v sdo solugcdes para a equagcdo Apyu+ f(u) = 0em S, onde f é uma funcdo
Lipschitz, entdo a fungcdo w = u — v satisfaz uma equagdo uniformemente eliptica de segunda

ordem da forma
n

Z Q5 Z b UJ =0 em QE,
ij=1 8 8x] i=1
para algum € > 0, onde os coeficientes a;;, b; e c sdo fungdes que pertencem a L.

Na demonstracdo deste lema, vamos omitir a notacao de somatdério e vamos utilizar D;u
0*u

C—>

Demonstra¢do: Como vimos antes, toda solugdo de A,u + f(u) = 0 pertence a classe C%#(Q,)

€ Dl-ju para representar respectivamente.

e, em um sistema de coordenadas locais, as fun¢des u e v satisfazem

Alu]Au + H[u|D;uDjuD;;u = Fu],
A[v]Av + H[v|D;vDjvD;jv = Flvl,

onde os coeficientes sdo dados por

Af] = (%) Va2, Hlu) = (p—2) (%) T
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Flul = (2 — n)$|VU|p_2<Vu, x) — f(u).

Segue portanto que

(Alu] + Av]) Aw + (H[u]D;uD;u + H[v]|D;vD;v) Dijw + (Alu] — A[v]) A(u + v)
+ (H[u|D;uD;u — Hv]|D;vDj;v) Djju = 2 (Flu] — Flv]) .

Pelo Teorema do Valor Médio para o cdlculo multivariacional, segue que

Alu] — Ajp] = (%)ew + (g—:)eDiw,

para algum 6 entre u e v, € z; = 1,2,--- ,n. Expressdes similares sao obtidas para

Z~ =
8ZEZ' ’
H[u|D;uD;u — H[v]|D;vD;v e F[u] — F[v], respectivamente. Logo, definindo

a;;(z) = (Alu] + Av]) 6;; + (H[u]D;uDju — H[v|D;vD;v),

segue que

aij(z)wi; + bi(w)w; + c(z)w = 0,

onde os coeficientes a;;, b; € ¢ sdo limitados e os a;;’s definem uma matrix uniformemente
eliptica em (2., como queriamos. B

As idéias aqui desenvolvidas sdo baseadas no trabalho de (ESPINAR; MAO, 2018) e
sdo voltadas para o estudo das propriedades geométricas e topoldgicas de certos problemas
sobre determinados envolvendo dominios ( f, p)-extremais do espago hiperbdlico envolvendo o

operador p-Laplaciano.

—1\?
Como sabemos, pela Proposicdo 2.3.2, para cada constante \ satisfazendo A > (n ) ,
p
existe 12, > 0 tal que

Mp(Ry) = A

onde Br, € uma bola geodésica de raio 12, em H". Como consequéncia, existe uma funcdo v tal

que

Ayv+ Av|P>v =0 em  Bg, ()
v>0em Bpg(z) (38)
v=0 no OBRA (Io)
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Teorema 3.6.1 Seja () um dominio aberto e conexo (limitado ou ndo) do espago hiperbdlico

H". Suponha que exista uma fungdo u > 0, de classe C7 (), solugdo de
Apu+ f(u) =0 em Q, (39)

onde a funcdo f : (0,00) — R é Lipschitz e f(t) > MP~! para todo t > 0 para alguma

(n—l)p 2n + 2
constante A\ > | —— | , com
P n+2

geodésica fechada de raio R).

< p < o0 ep# 2 Entdo §) ndo contém nenhuma bola

Demonstracdo: Seja u > 0 solucdo de (39) em 2 com a fungéo f : (0,00) — R Lipschitz e

—1\?* 2 2
f(t) > AtP~! para todo ¢ > 0 para alguma constante \ > (n_> , com n:—2 <p<xe
P n

p # 2. Suponha, para fins de contradi¢do, que exista um ponto x, em H" tal que B, (zo) C €.
_ p
Sabemos que para cada A > (n_) , existe um unico 2, > 0 tal que o problema
p

Ayu+ AuP?v =0 em  Bpg, ()
v>0-em Bg(zo) , (40)
v=0 no OBg,(z0)

admite uma solucdo v, que sem perda de generalidade, podemos supor normalizada, de tal forma
que sua norma L” sejaigual a 1.

Como u > 0 em 2 e v é limitada em Bpg, (), exise uma constante ¢ > 0 tal que a
fungao

Ve = €V
satisfaz as seguintes propriedades
1. v.(z) < u(x) para cada = € Bg, (xo).
2. Existe algum yy € Bpg, (7) tal que v(yo) = u(yo).

Por hipétese, temos que

Apu+ f(u) =0 em Q

f(t) > M\P~! paratodo t > 0.

Entao

0=Apu+ f(u) > Ayju+ A
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Por outro lado, v € positiva e é solugdo de (40) em Bpg, (z¢). Entdo v, € positiva e também &
solucdo de (40). Logo
Apve+ AP =0 em Bg, (20).

Assim,

Apve + )\vf_l =0>Au+ AuP~t,

Logo,
—Apve — AP < —Aju — AP

Como v (z) < u(x) paratodo x € Bg, (q) e existe zy € Bg, (q) tal que v (zg) = u(xy),
entdo pelo Teorema 3.2.1, temos que v, = u nabola Bp, (¢). Mas isto nos leva a uma contradigio
pois daf segue que u = 0 no bordo da bola Bg, (¢), 0Bg, (¢). Porém 0Bg, (¢) C Qe u > 0em

). Portanto {2 ndo contém nenhuma bola de raio R). [ |

Teorema 3.6.2 Nas condicoes do Teorema 3.6.1, se u é solucdo do problema

Apu+ f(u) = 0 em €,
> 0 em €,

= 0 no 09,

(Vu,v)ygn = «a no 09,

2n + 2

+ 2
raio Ry ou ) é uma bola de raio R,

com < p < ooep# 2, entdo ou o fecho de (), Q, ndo contém nenhuma bola fechada de

Demonstracdo: Seja v uma solu¢do do nosso problema. Em particular, u > 0 e satisfaz A,u +
f(u) = 0 em . Entdo, pelo Teorema 3.6.1, {2 ndo contém nenhuma bola fechada de raio R).

Suponha que exista um ponto ¢ € H" tal que Bg,(¢) C €. Inicialmente note que

0 N Bgr,(q) # 0. De fato, se tivéssemos J2 N B, (q¢) = (), entdo terfamos By, (¢) C €,

que pelo Teorema 3.3.3 é uma contradicdo. Isto significa que existe um ponto y, € H" tal que

Yo € 89 N BRA((]>.

p
Agora, dado que a constante A > (n_) , podemos considerar v solug¢do do problema

Apu+ APt = 0 em Bg,(q)
v > 0 em Bg,(q) 41)

v = 0 no 0Bg,(q)

Entdo v € uma primeira autofungio associada ao primeiro autovalor A = \; , em Bpg, (¢).
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Pelas hipéteses sobre v e pelas condicdes de bordo sobre a funcao u, podemos escolher

uma constante positiva d, tal que a fun¢ao
Vs, 1= OgU
satisfaz as seguintes condi¢des:
(1) vsy(z) < u(z) paratodo x € Bg, (q);
(2) (Vus,,v) = B no 0Bg, (q), onde /5 € uma constante tal que o < /5 < 0.

Agora vamos variar (aumentar) o parametro J a partir de Jy até encontrarmos uma

contante o > 0 tal que a fungdo vs := dv, satisfaca uma das duas situagdes abaixo:
(I") vs(xo) = u(zo) para algum =y € Bg, (q);
(2°) (Vus,v) = aevs(z) < u(x) paratodo = € Bg,(q).
Sabemos que u e v; satisfazem, respectivamente, as equacoes

Apu+ f(u) =0 em Q

Apvs + 21 =0 em Bg,(q).

Segue dai que

—Ayu+ Ayus > 0. (42)

Pelo Lema 3.6.1 e pela desigualdade (42), a funcdo ws = u — vy satisfaz a seguinte desigualdade

i 0 82w5
, " 8@0%

7,7=1

(‘3w5

w5<0

Por um argumento semelhante ao aplicado no Teorema 3.3.4, pode-se mostrar que os

coeficientes a;j, b; e ¢(x) sdo uniformemente limitados em uma vizinhanga Vv C Bg, (q) de
n

. Além disso, o operador L + c(x), em que L = Qi ————— b ¢é linear e
uniformemente eliptico em V. Como na demonstracio do Teorema 3.4.2, podemos mostrar que

Lws < 0. De forma equivalente

n

8271)5 - 811}5
L(—w(;) = — Z aijm - - bz 83:1 et

i,j=1

Agora vamos analisar as situacdes:
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(1) ulxo) = v5(xo) para algum o € By, (q).

Segue da Proposi¢ao 3.2.1 (i) que w = 0. Assim u = v; e portanto §2 = Bg, (q).

ou

(2) (Vus,v) = aewvs(x) < u(z) paratodo x € Bg, (q).

7z

Temos que —L(ws) > 0, ws(z) > 0 paratodo x € Bg, (q) e amatriz A(x) = (a;;(x)) é
uniformemente positiva definida numa vizinhanga V' de Bg, (¢). Portanto pela Proposi¢ao

3.2.1, segue que

0% ) < 0.
Entao
0> %(yo) = %(go) - %(yo) =a—a=0.
Que € uma contradi¢do. Com isto demonstramos o teorema. |

3.6.1 Uma Estimativa para a Altura em H?

Similar ao caso Euclidiano, também podemos encontrar uma estimativa para o diametro
das componentes conexas dos dominios ( f, p)-extremais, no caso bidimensional. Por isso vamos
considerar nesta se¢do o conjunto {2 como sendo um dominio ( f, p)-extremal aberto, conexo e

nio limitado de H2, com bordo de classe C*#, no qual o problema

Apu+ f(u) = 0 em Q
u > 0 em
u

43
= 0 no 092 ()
(Vu, )z = « no 0N
tem uma solugo u € C>#(Q.) N CH7(Q).
Seja R, determinado por
Apu+ APt = 0 em Bpya(q, R))
v > 0 em By:(q, R)) (44)

v = 0 no 0Byz(q, R»)
(Vu,v)gz2 = « no 0Bg(q, Ry)
onde Bz (g, Ry) € a bola geodésica de centro ¢ € H? e raio Ry > 0, A = Ay ,(Bmz(q, Ry)) é 0
primeiro autovalor do p-Laplaciano na bola By2(q, R)) e o é uma constante negativa.
Considere

ho:= max v =uv(q).
0 By2(q,Rx) (q)
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Note que hy depende de o e de A e de fato, estd bem determinado, pois a funcdo v € radial e

decrescente na direcdo radial.

Teorema 3.6.3 Seja 2 um dominio ( f, p)-extremal aberto e conexo do problema (43) e seja
uma componente conexa de

{r € Q:u(r) > hy},

onde u é solugdo de (43). Se a fungdo [ : (0,00) — R é Lipschitz e f(t) > \P~! para todo

t > 0 e para alguma constante \ > (];)p, com g < p < o0 ep# 2, entdo o didmetro de §) é
menor do que 2R
Demonstracao: Como na demonstragao do teorema correspondente ao caso Euclidiano, vamos
dividir a prova em dois casos: €’ limitado e {2’ ndo-limitado.

Primeiro caso: ¢’ é limitado

Neste caso, considere d como sendo o didmetro de €’ e suponha, por contradi¢do que
d > 2R,. Aqui vamos identificar H? x R com {(£1, &, 1) € R3 : €2 + €2 < 1} munido com
a métrica (-,-) = g_1 + dt* e considere a projegio estereografica IT como a correspondéncia
entre H? e o disco de Poincaré ID. Assim, a aplicacdo II aplica um dominio limitado de H? em
um dominio limitado de D sem intersectar o bordo infinito 9D = S!_. Como, por hipétese, €2 é
um dominio ndo-limitado, entdo a imagem de (2 pela projecéo estereografica IT (7(£2)) que, por
simplicidade, continuaremos denotando por (2, deve ter pelo menos um ponto ¢* no infinito, ou
seja, ¢* € S, N Q. Agora considere ¢, e ¢, dois pontos em €V tais que a distincia hiperbélica
entre eles seja d = dist (q1, g2). Seja [ uma curva em ' que une os pontos q; € g, (note que
se (2 for regular, a curva [ pode ser escolhida como sendo o bordo 0f2). Sendo d a distincia
hiperbdlica entre os pontos q; € g2, entdo existe uma geodésica completa que chamaremos de L,
que passa por ¢; € ¢o € cuja parte que une ¢; a ¢, que denotaremos por q;¢s, esta contida em (V.
Além disso. o comprimento de g1 s € igual a d. Seja m o ponto médio da curva ¢; ¢, € considere
Ly a geodésica completa que € ortogonal a geodésica L, e que passa pelo ponto m.

Defina
I'=(L\qig2) UL

Entdo I' divide M\I" em duas componentes conexas que denotaremos por H; e Ho,
respectivamente. Agora vamos escolher um ponto ¢ € H? que esteja bem distante de Q' no
sentido da métrica hiperbdlica g_; e que que pertenca 4 geodésica Lo, isto €, ¢ € Lo N Hy. Como
sabemos, fixada uma constante positiva A satisfazendo a propriedade P5, existem uma constante

positiva R e uma fungdo v solugdo do problema (44), definida na bola By:(q, R, ) tal que a
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condi¢do de Newmann seja dada por (Vv,v)y2 = a. Considere G como sendo o grifico da
func¢do v dada pelo Problema (44).

Agora vamos transladar o ponto ¢ na dire¢éo de {2’ ao longo da geodésica completa L.

Como
d > 2R,
w(z) > hg, x€Q
v = 0 no 0N

onde d é o comprimento hiperbdlico de ¢;q; € u é solugdo do problema (43). Entdo vai existir
um ponto z, € H?, que serd o primeiro ponto de contato entre o grafico mével G e o gréfico da
funcdo u sobre §2. Este ponto xq estd localizado no interior ou no bordo de ).

Por outro lado, pelas hipéteses sobre u € v temos que © > v e portanto
—1 -1
—Apu = P < =Aju — AP,

em Bg, (q).

Se w := u — v, entdo

n
Lw = — Z i (aija_w) > 0,
) 83:1 8:1:]-

onde a;; € L sdo como no Teorema 3.6.2 e portanto L € um operador linear e uniformemente
eliptico numa vizinhanca de . Se o primeiro ponto de contato entre os graficos das fungdes u
e v se encontra no interior de (2, entdo pelo Teorema 3.2.1 temos que u = v em Bg, (¢), que é
uma contradi¢do.

Do mesma forma, se o primeiro ponto de contato entre os graficos de u e v se encontra

no bordo de (2, entdo pela Proposicdo 3.2.1 temos que

0> g—zj(xo) = %(mo) — %(xo) =a—a=0,
que € uma contradi¢do.

Segundo Caso: (' € ilimitado.

Neste caso, podemos escolher uma curva divergente (t) C ' tal que tl}r_nooy(t) =
tginooﬁy(t) = ¢". Seja | C ~(t) um arco cujos pontos do bordo, que denotaremos por ¢; € ¢,
estdo a uma distancia hiperbdlica maior ou igual a 2?). Agora repetimos o argumento acima
para obtermos uma contradi¢dao. Com isto a prova do teorema estd completa. [

A versao do Teorema 3.6.3 pra o caso p = 2, no espaco hiperbdlico, foi demonstrada por

Espinar-Mao em (ESPINAR; MAO, 2018).
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3.6.2 Bordo Assintético de um Dominio Extremal

Aqui temos por objetivo mostrar algumas propriedades do bordo assintético (ou bordo
no infinito) de um dominio ( f, p)-extremal no espaco hiperbdlico H". Vamos seguir as idéias
desenvolvidas em (ESPINAR; MAO, 2018). Para mais detalhes sobre os tépicos trabalhados
nesta sec¢do indicaremos também a leitura de (EBERLEIN, 1996) e suas referéncias.

Considere H" o espaco hiperbélico, de curvatura secional —1. E um fato bastante conhe-
cido que o cut locus de cada ponto em H" € vazio. Isto significa que para quaisquer dois pontos
distintos ¢, ¢» € H", sempre existe uma (Unica) geodésica completa unindo os pontos ¢; € gs.

Para desenvolvermos os resultados principais desta se¢do, vamos precisar das proprieda-
des das geodésicas assintéticas e dos vetores assintoticos, que serdo ferramentas fundamentais
no desenvolvimento da teoria. Para isto, precisamos da defini¢cao destes elementos: sejam v; e
vy dois vetores unitdrios em TH", 7, (t) e 7,,(t) duas geodésicas de velocidade 1 em H" tais
que 7, (0) = v; e 7, (0) = vy. Dizemos que duas geodésicas 7,, € 7,, em H" sdo assintéticas
se existe uma constante positiva ¢ tal que d(7,, (t), Vs, (t)) < ¢ para todo t > 0. Da mesma
forma, dizemos que os vetores unitdrios v; € v, em TTH" sdo assintéticos se suas geodésicas

correspondentes tém esta propriedade.

Lema 3.6.2 Ser assintdtico é uma relagcdo de equivaléncia para as geodésicas unitdrias em H"

ou para os vetores unitdarios em TH".

Definimos um ponto no infinito de H" como a classe de equivaléncia das geodésicas
assintoticas. Ja o conjunto de todos os pontos no infinito de H" serd denotado por H,,,, enquanto
a classe de equivaléncia representada pela geodésica -y serd denotada por y(400) e a classe de

equivaléncia representada pela geodésica de diregio oposta y~! : t — ~(—t) serd denotada por

¥(—00).

Proposicao 3.6.1 (EBERLEIN, 1996, Proposicdo 1.7.3) Seja v uma geodésica em H". Entdo

para cada ponto q € H" existe uma geodésica o em H" tal que o(0) = q e o € assintdtica a 7.

Seja H* = H" U H, a compacificagdo de H". Para cada ponto ¢ € H" considere I/ um

conjunto aberto da esfera unitaria do espaco tangente 7,H". Para cada r > 0 defina

TU,r):={7{t) e H :vel,r<t<+oo}.
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Proposicao 3.6.2 (EBERLEIN, 1996; ESPINAR; MAO, 2018) Existe uma tinica topologia T em
H* = H" U H tal que

(A1) T|p coincide com a topologia induzida pela distdncia Riemanniana.

(A2) Para cada q € H" e cada homomorfismo h : [0,1] — [0, +oc], a fungdo ¢ : By — H,
da bola unitdria fechada B, de T,H em H*, definida por ¢(v) = exp,(h(||v||)v) é um

homeomorfismo. Além disso, o identifica H., com a esfera unitdria.

(A3) Para cada q € H", a aplicagdo v — v(00) é um homeomorfismo da esfera unitdria de

T,H sobre H.

Esta topologia € denominada de topologia do cone de H*.
Seja A um subconjunto de H". O bordo assintético (ou bordo no infinito) de A, denotado
por O, A, é o conjunto

O A = 0A N H,

onde OA € o bordo de A na topologia do cone. Em particular, 0,,JH" = H,, N H" = S*!, ou

seja, 0 bordo assintético de H" pode ser identificado com a esfera unitdria S" 1.

3.6.3 Fungdes de Busemann e Horoesferas

Definiremos a seguir as funcdes de Busemann e Horoesferas, que terdo um papel im-
portante na obtencao de alguns resultados. Para algumas referéncias sobre este topico, citamos

(EBERLEIN, 1996) e (ESPINAR; MAO, 2018).

Definicio 3.6.1 Sejam v um vetor unitdrio de TH e v,(t) a geodésica em H" tal que ~,(0) = v.

A fungdo de Busemann B, : H" — R, associada a v é definida por

By(q) = lim (d(q,7(t)) —1).

t—4o00

Proposicao 3.6.3 ((EBERLEIN, 1996)) Seja v um vetor unitdrio correspondente a fungdo de

Busemann B,,. Entdo
(Bl) B, é uma fungdo de classe C* e convexa em H™.
(B2) VB,(q) = —w(q), onde w(q) € o uinico vetor unitdrio em q que é assintdtico a v.

(B3) Se w = v(q) para algum ponto q € H", entdo B, — B,, é uma func¢do constante em H".



88

(B4) |B,(q1) — By(q2)| < d(q1, q2) para quaisquer q,, go € H" e a igualdade vale se e somente

se a geodésica que une q, e Qs for assintética a v,.

Considere x € H,, e seja v € TH um vetor unitdrio que se encontra na classe assintética
x. As horoesferas determinadas por um ponto x € Hl,, sdo os conjuntos de niveis da funcdo de

Busemann B,.. Vamos denotar por H,(t) a horoesfera de base z e distancia ¢, isto é,
H,(t) :={qe H": B,(q) = t,v(+00) = x}.

Geometricamente uma horoesfera H, é o limite de esferas métricas {.5;} que passam por ¢ com
os centros {g; } de {S;} convergindo para = (veja (EBERLEIN, 1996)). Por outro lado temos que
a medida que ¢ aumenta, a horoesfera H,(t) vai convergindo para o ponto z, isto é, H,(t) — x

quando ¢t — +o0.

Corolario 3.6.1 As horoesferas com base em x determinam uma folheacdo de H". Além disso,
a interse¢do entre uma geodésica y e uma horoesfera em ~y(+00) é sempre ortogonal e ndo

depende da escolha do vetor v.

Demonstracao: As afirmacdes sdo uma consequéncia imediata da definicao e das propriedades
(B1), (B2) e (B3), respectivamente. |
Cada elemento da folheacdo de H" gerada pelas horoesferas com base em z, determina

um dominio convexo em H", denominado de horobola e denotado por D,.

Lema 3.6.3 Seja () um dominio aberto e conexo (limitado ou ndo) de H". Se existir um fun¢do

positiva u solugdo da equagdo
Apu+ f(u) =0 em Q,
onde f : (0,00) — R é Lipschitz e f(t) > MP~! para todo t > 0 e para alguma constante

-1\’ 2 2
A > (n ) , com n < p<ocep#2 Entdoint (0,,8) = (.
P n+2

Demonstracao:

Suponha, por contradigdo, que int (0,,2) # (). Deste modo, podemos escolher um ponto
x € int(0x82) C H. Pelo Coroldrio 3.6.1 temos que as horoesferas H,(t) com base em z
determinam uma folheacdo de H".

Considere { H, () }+er uma folheag¢do de H™ por horoesferas com base no ponto . Como

sabemos, a sequéncia { H, () };cr converge para x quando ¢t — +oc.
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Por outro lado, por hipétese, = esta no interior do conjunto 0,2, logo vai existir um
pardmetro 7', com |T'| < oo tal que H,(t) & @ C H", paracadat > T.

Agora considere ¢ um nimero real fixado tal que ¢ > 7. Seja ¢ € €2 e considere [ a tnica
geodésica completa em H" que une os pontos g e x, ou seja, 5(+00) =z e 3(0) = q € H,(t).
Note que 3((0,+00)) C D,(t), onde D,(t) denota a horobola limitada por H,(¢). Notemos
que d(/5(s), H.(t)) — 400 quando s — +o00. Assim, podemos escolher s, > 0 tal que a bola
geodésica de centro em ((sp) e raio R estd completamente contida na horobola D, (t) C €,
que pelo Teorema 3.6.1, é uma contradi¢do. Portanto, com esta contradi¢do, concluimos que
int (05,92) = 0. [ ]

Seja x € H,. O cone no infinito de base = e parAmetros y € H \{z},r >0esc R é

definido como sendo o conjunto
Coly,r,s) ={qg € H" : d(7(5),q) <7, V 5> s},

onde +y € a dnica geodésica completa que une os pontos x e ¥, isto é, y(4+00) = x e y(—00) = y.

Seja © um dominio conexo de H" tal que 0.2 # (). Dizemos que = € 0.2 é um ponto
conico de raio r se existem yy € H,, e so € R tais que C,(yo, 7, So) C 2. Além disso, dizemos
que x é um ponto horoesférico se existe t € R tal que D,(t) C Q. Em particular, um ponto
horoesférico é um ponto conico de raio infinito.

Antes de enunciarmos o préximo teorema devemos lembrar alguns resultados vindos da
Teoria Geométrica da Medida sobre medida e dimensdo de Hausdorff. Para isto considere X
um espaco métrico com métrica d. Para cada m > 0 e para cada subconjunto A de X, a medida

m-dimensional de Hausdorff do conjunto A, denotada por H™(A) é definida por
H™(A) = 1(2{{}7{?(14)’ ACX,

onde, para cada § > 0, H}"(A) é definido tomando H}"(()) = 0 e para cada A C X, com A # (),

Hy (A) = wpinf Y (dlar;l < ) ,
=1

m
2

onde w,, = e o infimo é tomado sobre todas as colecoes enumeraveis {C} } jen de

2

subconjuntos de X tais que diamC; < de A C U Cj.
j=1
A dimensdo de Hausdorff de um conjunto A C X denotada por dimy (A) é dada por

dimy (A) :=inf{0 < s < 00 : H*(A) = 0}.
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Para mais detalhes sobre o assunto recomendamos as referéncias (SIMON, 2014, Cap. 1) e

(EVANS; GARIEPY, 2015, Cap. 2).

Teorema 3.6.4 Sejam Q2 C H" um dominio aberto e conexo com bordo C*P. Suponha que

exista uma funcdo positiva u € C17(Q) que seja solugdo fraca da equagédo
Apu+ f(u) =0 em Q,

onde f : (0,+00) — R é Lipschitz e f(t) > MNP~ para todo t > 0 e para alguma constante

n—1\" 2n + 2
A > ( ) , com o < p < o0 ep # 2. Entdo ndo existe ponto conico x € 0() de
P n

raio r > Ry. Em particular, a dimensdo de Hausdorff de 0,.X satisfaz dimy;(0-82) < n — 1.
Demonstracao: Suponha, para fins de contradi¢@o, que exista z € J,,§2 um ponto cdnico de
raio r > 0, tal que r > R,. Deste modo, pela defini¢do de ponto conico, existem yy € Ho.\{x}
e so € R tais que o cone de base em = e pardmetros y, r e sy dado por C,(yo, 7, So), estd
inteiramente contido em (2, ou seja, C..(yo, 7, So) C 2.

Agora considere ~y a Unica geodésica completa em H" que une os pontos z € y, isto
é, 7(+o0) = z e y(—o0) = y. Entdo, para cada nimero real s > so + Ry, Bg, (7(s)) C
C.(yo, T, S0), ou seja, a bola centrada em ~y(s) de raio R, estd contida em C, (o, rSo). Mas isto
contradiz o Teorema 3.6.1. Assim, com esta contradicio demonstramos a primeira afirmacao do
teorema.

Agora, se dimy (0,,€) = n — 1, entdo 0,2 contém um conjunto aberto e portanto 9,2

contém um ponto horoesférico. Isto contradiz o Lema 3.6.3. |

Corolario 3.6.2 Se f : (0,00) — R é Lipschitz e f(t) > MP~! para todo t > 0 e para alguma

n—1\" 2n
constante \ > ) , com ) < p < o0 ep # 2, entdo uma horobola ndo pode ser
n

um dominio (f, p)-extremal em H".

Figura 11 — Horobola em H", no modelo da bola de Poincaré
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