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Resumo

Neste trabalho faremos uma introdução ao estudo da Topologia Geral. Além disso,

discorreremos acerca do conceito de continuidade de espaços topológicos. Por fim, com-

pararemos alguns conceitos de continuidade discutindo suas semelhanças.

Palavras chave: Topologia, Espaços Topologicos e Continuidade.



Abstract

In this work, we will introduce the study of General Topology. Furthermore, we will

discuss the concept of continuity of topological spaces. Finally, we will compare some

continuity concepts by discussing their similarities.
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Introdução

Hoje sabemos que a noção de continuidade apareceu pela primeira vez em meados

do século XVIII, numa discussão entre Euler (1703-1783) e d’Alembert (1717-1783). A

discussão girava em torno de um problema matemático sobre as vibrações de uma corda

esticada, como a corda de um violino. Eles não se entendiam sobre o tipo de função

que poderia ser admitida para descrever o perfil inicial da corda e nessa discussão a

palavra continuidade foi usada várias vezes. Atualmente, ao falarmos sobre continuidade

a primeira coisa que possivelmente nos vem a mente é sua definição dada através de

limite. Sendo assim, a principal justificativa para a elaboração desse trabalho, é mostrar

que é possível falarmos de continuidade sem precisarmos falar de limites ou de conceitos

numéricos. Podemos, por exemplo, pensar de forma mais intuitiva ao tratarmos de tal

tópico. Rapidamente poderíamos definir que continuidade se trata das pequenas variações

nos objetos que correspondem a pequenas variações em suas imagens. Pensemos num

filme, sabemos que as imagens que vemos na tela são geradas atráves da junções de

frames (quadros). Normalmente, um cineasta usa a taxa de quadros em 24 frames por

segundo. Se nós unirmos todos estes frames geraremos o filme completo, logo o conjunto

desses quadros geraria uma topologia.
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Introdução a Topologia Geral

A Topologia (lugar+estudo) é considerada uma versão moderna da Geometria

(terra+medir). De maneira simplória podemos afirmar que o estudo da Topologia se

faz a partir da posição dos pontos e da "relação"entre estes cuja base é a noção de

continuidade, enquanto que a Geometria (estudada no ensino básico) considera formas

fundamentais, como círculo, quadrado e retângulo, para a base de todos os cálculos.

Introduziremos neste capítulo algumas noções básicas de topologia geral. Discutiremos

acerca da definição de uma Topologia, do que são os Espaços topológicos. Alem disso,

discorreremos brevemente sobre conjuntos abertos e fechados.

1.1 Topologia

Iniciamos a seção com a apresentação da definição de Topologia.

Definição 1.1.1. Seja X um conjunto. Chamaremos de topologia em X a família T de

subconjuntos de X que satisfazem as seguintes propriedades.

(i) A reunião de quaisquer elementos de T ainda será um elemento de T , isto é,

O = ∪i∈AOi ∈ T , onde Oi ∈ T , ∀i ∈ A; Onde A é um conjunto de índices.

(ii) A interseção finita de quaisquer elementos de T também será elemento de T , ou

seja, O = O1 ∩O2 ∩ · · · ∩On ∈ T ;
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(iii) ∅ e X ∈ T .

A partir da definição dada os exemplos que seguem são naturais, ou seja, são Topolo-

gias possíveis para quaisquer conjuntos.

Exemplo 1.1.2. Seja um conjunto X ̸= ∅ e seja P(X) = T o conjunto formado por todos

os subconjuntos de X. Podemos afirmar que T é uma topologia em X, pois sabemos que

∅ e X estão em X, quaisquer reuniões de subconjuntos de X resultará em um subconjunto

de X e uma intersecção finita de subconjuntos de X será um subconjunto de X. Este tipo

de topologia é chamada de Topologia Discreta.

Exemplo 1.1.3. Outro exemplo de topologia,é a chamada Topologia Caótica, que é

dada por T = {∅, X}. Neste caso, por definição temos que ∅ e X ∈ T .Além disso, é

facilmente constatado que qualquer reunião resultará em ∅ ou X. O mesmo ocorrerá com

qualquer interseção finita de elementos de T .

Exemplo 1.1.4. Tome o conjunto X = {a, b, c}. Representaremos abaixo algumas de

suas inúmeras topologias.

Figura 1.1: Representação de algumas topologias sobre o conjunto X.

Fonte: Adaptado de MUNKRES, 2000, p.76

Note que representamos pelos diagramas maiores em formato de elipse as topologias

que contém diagramas menores, além do conjunto vazio. Como o conjunto vazio é sub-

conjunto de qualquer conjunto ele está em todas essas representações. Olhando para a
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imagem podemos dizer que o conjunto X é um aberto dele mesmo. Perceba também que os

diagramas menores representam os outros abertos de X. Tome como exemplo a topologia

localizada no segundo diagrama. Neste caso, os abertos são: ∅, {a}, {a, b}, e X. Já no

terceiro teremos: ∅, {b}, {a, b}, {b, c}, e X.

Agora, mostraremos que nem toda coleção de subconjuntos de um conjunto X será

uma topologia sobre X.

Exemplo 1.1.5. Nenhum dos diagramas dos subconjuntos de X representados abaixo será

uma topologia em X.

Figura 1.2: Representação de subconjuntos X que não são topologias sobre X.

Fonte: Adaptado de MUNKRES, 2000, p.77

De fato, se denominarmos de ζ o primeiro diagrama teremos que: {a} , {b} ∈ ζ ,

porém {a} ∪ {b} = {a, b} ̸∈ ζ. Não satisfazendo assim, umas da condições necessárias

de uma topologia. O mesmo ocorre no diagrama dois. Chamemos ele de ξ. Note que,

{a, b} , {b, c} ∈ ξ, mas {a, b} ∩ {b, c} ̸∈ ξ. Portanto, ele não é uma topologia de X.

Finalizamos esta seção observando que a definição de Topologia, bem como os exemplos

apresentados, não fazem uso da linguagem numérica, sendo suficiente considerar a relação

entre seus elementos. Esta abordagem seria extremamente natural de ser trabalhada

com aqueles que estão confortáveis com os elementos fundamentais da geometria e ainda

desconfortável com manupulações numéricas, em particular, crianças!

1.2 Espaços Topológicos

Espaços topológicos são estruturas que permitem formalização de conceitos importan-

tes da matemática, como os de convergência e continuidade. Segue a formalização de sua

definição.
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Definição 1.2.1. Chamaremos de espaços topológicos ao conjunto E munido de uma

topologia, ou ainda, um espaço topológico é um par (E, T ) onde E é um conjunto não

vazio e T ⊂ P(E) é uma topologia sobre E. Denominamos Pontos os elementos deste

espaço.

Definição 1.2.2. Um exemplo de espaço topológico é o chamado Espaço de Kolmogo-

rov ou simplesmente T0. Seja X um espaço T0 então, dados dois pontos distintos em X,

existe uma vizinhaça de um deles que não contém o outro.

Na linguagem de conjuntos temos a seguinte propriedade para um espaço (E, T ) ser

do tipo T0:

∀x, y ∈ E; ∃A ∈ T ; x ∈ A e y ̸∈ A ou x ̸∈ A e y ∈ A.

Uma situação prática, idealizada para descrever este exemplo, seria a seguinte: Imagine

que em uma ilha isolada no oceano se deseje mapear a mesma e para isso é enviado um

avião munido de uma câmera que tira uma foto por segundo. Enquanto o avião sobrevoa

a ilha ele gera imagens e estas imagens definem a Topologia da ilha. Cada objeto, árvore,

animal, etc. da ilha define um elemento da mesma e este espaço topológico (E =ilha e

T = imagens da ilha) será do tipo T0 se for possível separar dois objeto por uma fotografia,

ou seja, se dados dois objetos da ilha for possível encontrar uma imagem que contenha

um deles e não contenha o outro.

Definição 1.2.3. Outro espaço topológico conhecido é o denominado T1. X será T1 se

dados dois pontos distintos em X, existe uma vizinhança de cada um deles que não contém

o outro.

Figura 1.3: Representação de uma topologia T1.

Fonte: Autor, 2021
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Na situação idealizada anteriormente seria requerido que para dois objetos distintos

fosse possível encontrar duas imagens com a mesma propriedade do exemplo anterior, ou

seja, contento um elemento e o outro não.

Vale a pena destacar aqui que se o conjunto de imagens fosse gerada "ativando"um

zoom a parte de uma imagem de satélite sempre com o mesmo foco esse espaço topológico

seria do tipo T0 mas não seria do tipo T1, pois todas as imagens teriam o foco do zoom.

Note que na definição de espaço topológico do tipo T1 pedimos que as vizinhanças

separem os pontos mas estas podem ter interseção, ou seja, as vizinhanças não precisam

estar separadas para que esta topologia seja do tipo T1. Agora, vamos nos preparar para

apresentar um outro tipo de espaço topológico.

Definição 1.2.4. Denominamos de Conjuntos Abertos aos elementos de T . Diz-se Vizi-

nhança de um conjunto A de um espaço topológico ao conjunto que contém um conjunto

aberto que contenha A.

Da definição acima, podemos concluir que um conjunto é aberto se, e somente se, ele

é vizinhança de todos os seus pontos ou união de vizinhanças de pontos.

Exemplo 1.2.5. Um exemplo trivial de conjunto aberto é o conjunto vazio, pois como

vimos acima ∅ ∈ T .

Exemplo 1.2.6. Sejam S = {a, b, c}, σ = {∅, {a} , {b} , {ab} , S}. Então (S, σ) satisfaz

as condições de um espaço do tipo T0 e, além disso, os elementos de σ são conjuntos

abertos.

Definição 1.2.7. Um espaço topológico é dito do tipo T2 ou Espaços de Hausdorff

quando quaisquer dois pontos distintos terão vizinhanças disjuntas, isto é,

∀x, y ∈ X;x ̸= y existem vizinhanças Gx e Gy de x e y, nesta ordem, tais que Gx∩Gy = ∅.
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Figura 1.4: Representação de uma topologia T2.

Fonte: Autor, 2021

Definição 1.2.8. Diremos que uma sequencia (xn)n∈N de pontos de um espaço topológico

convergirá para um ponto x se qualquer vizinhança de x contiver todos os (xn), excetuando-

se um número finitos deles. Assim, denominamos x de ponto limite da sequencia (xn).

Proposição 1.2.9. Dado X um espaço topológico, Se X é Hausdorff, então cada sequência

convergente em X tem um limite único.

Demonstração. Assumamos que X é um espaço T2. Seja (xn) uma sequência que converge

para x e y, com x ̸= y. Sejam U ⊂ Gx e V ⊂ Gy, com U ∩ V = ∅. Como xn → x, ∃n1

tal que xn ∈ U para todo n ⩾ n1. Analogamente, como xn → y, ∃n2 tal que xn ∈ V para

todo n ⩾ n2. Tome n ⩾ max{n1, n2}, então xn ∈ U ∩ V , ou seja, uma contradição!

Observe que a noção de convergencia definida acima não faz uso da linguagem de

distância e, deste modo, dependerá da maneira que for construída a Topologia, por exem-

plo, na Topologia Discreta um elemento x será limite de uma sequência se a partir

de n0 ∈ N tivermos xn = x, ∀n > n0, por outro lado, o mesmo conjunto munido da

Topologia Caótica teríamos que qualquer x é limite de qualquer sequência.

Definição 1.2.10. Seja A um subconjunto topológico de um espaço E, denotaremos por

Å a reunião de todos os conjuntos abertos que estão em A. Logo, Å é um conjunto aberto

que será chamado de Interior de A ou Int(A). Seus elementos serão intitulados pontos

interiores de A. Note que,

(i)
˚̂

A ∪B = Å ∪ B̊;
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(ii)
˚̂

A ∩B = Å ∩ B̊.

Proposição 1.2.11. O interior de um conjunto S, num espaço topológico X é a reunião

de todos os subconjuntos abertos de X que estão contidos em S. Em particular, int(S) é

aberto em X.

Demonstração. Seja A =
⋃

Aλ a reunião de todos os abertos tais que Aλ ⊂ S. Temos

que A é aberto em X e A ⊂ S, então se x ∈ A, x ∈ Int(S). Logo, A ⊂ Int(S).

Reciprocamente, se x ∈ Int(S) existe um aberto A′ ⊂ S tal que x ∈ A′ ⊂ S. Daí,

A′ = Aλ para algum λ e A′ ⊂ A. Mostrando que x ∈ A e Int(S) ⊂ A.

Definição 1.2.12. Se F é um subconjunto de um espaço topológico E, ele será nomeado

fechado se seu complementar for aberto.

Para que F seja um subconjunto fechado de um espaço topológico E, é suficiente que,

para qualquer ponto x ∈ E∖F exista um aberto Ux com x ∈ Ux ⊂ E∖F , ou seja, x ∈ Ux

e Ux ∩ F = ∅
Das propriedades de uma topologia segue:

(i) A interseção de conjuntos fechados será um conjunto fechado;

(ii) A reunião de um par de conjuntos fechado é um conjunto fechado;

(iii) o conjunto vazio é um conjunto fechado.

Demonstração. (i) Seja F = ∩Fλ onde cada Fλ é fechado, então considere, Aλ = E∖Fλ,

temos que cada Aλ é aberto em E, logo A = ∪Aλ também é. Como F = E ∖ A,

segue-se que F é fechado;

(ii) Sejam F1, F2, ..., Fn conjuntos fechados, então os conjuntos A1 = E ∖ F1, ..., Fn =

E ∖ Fn são abertos. Logo, A1 ∩ ... ∩ An é aberto e F1 ∪ ... ∪ Fn é fechado;

(iii) ∅ é o complementar do conjunto aberto E, logo é fechado.

Exemplo 1.2.13. Os intervalos fechados (−∞, a] = R−(a,+∞), [b,+∞) = R−(−∞, b) e

[a, b] = R−[(−∞, a)∪(b,+∞)] são subconjuntos fechados da reta, pois são complementares

de conjuntos abertos.
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Definição 1.2.14. Dizemos que x é aderente ao conjunto A se toda vizinhança de x

contiver pontos de A. Indicaremos por Ā o conjunto de pontos aderentes, a esse conjunto

daremos o nome de fecho de A.

Notemos que Ā é fechado e, além disso, é a interseção de todos os conjuntos fechados

que contém A. Logo,

(i) A ∩B = Ā ∩ B̄;

(ii) A ∪B = Ā ∪ B̄.

Proposição 1.2.15. O fecho de um subconjunto S em um espaço topológico E é a inter-

seção de todos os subconjuntos fechados de E que contêm S.

Demonstração. Seja (Fλ)λ∈L a família de todos os fechados de E que contém S. Temos

que Aλ = X − Fλ, λ ∈ L são todos os abertos de E contidos em E − S. Pela definição

de ponto aderente, x ∈ S̄ se, e somente se, x ̸∈ Int(E − S). Como, Int(E − S) =
⋃
Aλ

então S̄ = E − Int(E − S) =
⋂

Fλ.

Corolário 1.2.16. F ⊂ E é fechado, se e somente se, F = F̄

Demonstração. Ora, o fecho de qualquer conjunto é um subconjunto fechado por ser uma

interseção de fechados. Daí, se F = F̄ , F é fechado. Reciprocamente, se tivermos F

fechado, então F pertence a família dos fechados de E que o contém. A interseção dessa

família é F, logo F = F̄ .

Nomearemos de denso em E o subconjunto A de um espaço topológico E, ou ainda,

de totalmente denso se Ā = E.

Seja E ′ um subconjunto de um espaço topológico E, o conjunto formado por

T ′ = {O ∩ E ′|O ∈ T } satisfaz as propriedades de uma topologia sobre E ′. Daremos o

nome de Topologia Induzida por E a este tipo de topologia. E ′ com esta topologia será

denominado de subespaço de E. Temos que:

(i) Os conjuntos fechados de de E ′ são interseções com os conjuntos fechados de E.

(ii) As vizinhanças em E ′ de um ponto x que pertence a E ′ são as interseções com E ′

das vizinhanças de x em E.
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Definição 1.2.17. Um espaço topológico é separado se, e somente se a interseção de

todas as vizinhanças fechadas de um ponto x arbitrário se reduzirem ao próprio ponto x.

Por fim, agora que sabemos o que são conjuntos fechados podemos escrever a seguinte

proposição:

Proposição 1.2.18. Um espaço topológico E é um espaco T1 se, e somente se, cada

subconjunto unitário de E é fechado.

Demonstração. Seja E um espaço T1, e seja a ∈ E. Para cada b ∈ E, com b ̸= a, existe

V ∈ Ub tal que a ̸∈ V . Logo, E ∖ {a} é aberto, isto é, {a} é fechado. Por outro lado,

Suponhamos que {a} seja fechado para cada a ∈ E. Dados a, b ∈ E, com a ̸= b, sejam

U = E ∖ {b} e V = E ∖ {a}. Então U e V são abertos.Além disso, a ∈ U , b ̸∈ U , b ∈ V ,

a ̸∈ V .

Agora vamos observar o caso do conjunto B = {[a, b)| a, b ∈ R}, temos que B não é uma

topologia, pois ao tomarmos a união arbitrária de elementos de B ela não necessariamente

estaria contida em B. Por outro lado, se tomarmos coleção de uniões de elementos de B
geramos assim uma topologia, como mostraremos a seguir. Seja τ o conjunto gerado pela

coleção de uniões de elementos de B

(i) Seja Al ∈ τ ⋃
l∈L

Al tal que Al =
⋃

i,j∈K

[bi, bj) e bi, bj ∈ R.

É fácil ver que essa união pertence a τ .

(ii) Queremos mostrar a interceção finita de elementos de τ pertende a τ :

x ∈
n⋂

i=1

Ai ⇒ x ∈
n⋂

i=1

( ⋃
k,j∈K

[bk, bj)

)
,

dessa forma, tomemos um elemento de B o qual está contido em cada um dos Ai e

que possua x. Assim x ∈ τ .

(iii) Que o vazio está contido em τ é imediato, pois o vazio está contido em todos os

conjuntos. Agora seja x ∈ R, é obvio que existe um elemento em B o qual contém x

(por exemplo dado um ϵ > 0 tomemos [x− ϵ, x+ ϵ)) o que implica que está contido

em τ .
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Esse espaço topológico é conhecido como Reta de Sorgenfrey. Assim concluímos que τ é

uma topologia sobre R. Essa relação não se faz por acaso, B é o que chamamos de base

para a topologia τ . Uma base é a menor coleção de subconjuntos do conjunto X o qual

gera uma topologia sobre X.

Definição 1.2.19. Seja (E, T ) um espaço topológico e B uma família de subconjuntos de

T . Diz-se que B é uma Base para T se para todo A ∈ T acontece:

A =
⋃
B∈B

B.

Note que B ∈ T , portanto qualquer união de elementos de B pertencerá também a T .

Esses elementos de B são chamados de abertos básicos

Se B é uma base de T , dizemos que a topologia T é gerada por B ou B gera a topologia

T .

Exemplo 1.2.20. Seja (E, T ) e seja T a topologia discreta, então a base B = {E}.
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2

Funções Contínuas em Espaços

Topológicos

Neste capítulo discorreremos acerca da definição de uma função contínua usando con-

ceitos de espaços topológicos

Definição 2.0.1. Sejam E1 e E2 espaços topológicos e x0 ∈ E1. Diremos que uma função

f : E1 → E2 é contínua no ponto x se, para cada vizinhança V de f(x0), f−1(V ) for uma

vizinhança de x0, ou podemos dizer também que, dada qualquer vizinhança V2 de f(x0)

existirá uma vizinhança V1 de tal modo que f(V1) ⊂ V2 . Caso contrário, diz-se que f é

descontínua em x0.

Figura 2.1: Representação de uma aplicação contínua.

Fonte: Autor, 2021
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Conclui-se facilmente da definição acima que se f é contínua no ponto x0 então

x0 ∈ Ā ⇒ f(x0) ∈ f(Ā)

Exemplo 2.0.2. Toda função constante é contínua.

Seja f : E1 → E2 tal que f(x) = k para quaisquer x ∈ E1. Dado B ⊂ E2 aberto, a

função inversa f−1(B) = E1 se k ∈ B. Porém, f−1(B) = ∅ caso k ̸∈ B. Em qualquer

destes casos temos f−1(B) é aberto, portanto continua.

Definição 2.0.3. Sejam A e E espaços topológicos. Diremos que uma aplicação f : A →

E é contínua quando ∀C ⊂ E aberto, temos que f−1(C) é aberto em A.

Proposição 2.0.4. f é contínua ⇔ f é contínua em cada ponto.

Demonstração. Assuma f : A → E contínua. Dados um ponto x ∈ A e um aberto

B ⊂ E com f(x) ∈ B, o conjunto C = f−1(B) é aberto em A. Como x ∈ A e f(C) =

f(f−1(B)) ⊂ B, temos a continuidade de f no ponto x. Por outro lado, seja f contínua em

cada ponto x ∈ A. Seja B ⊂ E aberto e C = f−1(B). Para cada x ∈ C, temos f(x) ∈ B

e como por hipótese f é contínua no ponto x, existe um aberto Cx ⊂ C, com x ∈ Cx e

f(Cx) ⊂ B. Logo x ⊂ Cx ⊂ C para todos os x ∈ C. Em outras palavras, C =
⋃

xCx.

Então, C = f−1(B) é aberta em A, por ser uma reunião de abertos e f : A → E é

contínua.

Teorema 2.0.5. Dada uma aplicação f de um espaço topológico E1 num espaço topológico

E2 são equivalentes as seguintes condições:

(i) A função f é contínua;

(ii) A imagem inversa de qualquer conjunto aberto de E2 é um conjunto aberto de E1;

(iii) A imagem inversa de qualquer conjunto fechado de E2 é um conjunto fechado de

E1.

Demonstração. A implicação (i) ⇒ (ii) foi demosntrada na proposição acima. Já a

implicação inversa (ii) ⇒ (i) segue da definição de vizinhança. A implicação (ii) ⇒ (iii)

segue do fato do complementar de um conjunto aberto ser fechado.

Exemplo 2.0.6. A restrição de uma aplicação contínua a um subespaço será contínua.
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Teorema 2.0.7. Sejam (E1, T1), (E2, T2) e (E3, T3) espaços topológicos, f uma função de

E1 em E2 e g uma função de E2 em E3. Temos:

(i) Seja um a ∈ E1 for tal que f é contínua em a e que g é contínua em f(a), então g ◦f
é contínua em a;

(ii) Se f e g forem contínuas, então g ◦ f também é contínua.

Demonstração. Se a ∈ E1 satisfaz as condições de (i), e se V for uma vizinhança de

g(f(a)) = g ◦ f(a), então g−1(V ) é uma vizinhança de f(a), pois g é contínua em f(a).

Portanto, f−1(g−1(V )) será vizinhança de a, porque f é contínua em a (por hipótese).

Ora, g ◦ f−1 = f−1(g−1(V ), logo será contínua. O item (ii) pode ser demonstrado de

maneira análoga, basta sabermos que no primeiro item o fato de f e g serem contínuas

diz que elas precisam ser contínuas em todos os seus pontos.

Definição 2.0.8. Chamaremos de homeomorfismo a função f : (E1, T1) → (E1, T2) entre

espaços topológicos se ela e sua inversa forem uma bijeção contínua.

Observe que esta definição, combinada com o Teorema 2.0.5, afirma que se existe um

homoemorfismo de (E1, T1) em (E2, T2) então este leva conjuntos abertos em conjuntos

abertos e conjuntos fechados em conjuntos fechados. Em outras palavras, a existência de

tal homeomorfismo nos diz que os dois espaço topológicos são topologicamente idênticos!



Capítulo

3

Topologia, Continuidade e

Computadores

Uma ideia muito simples de definir quando uma função real é contínua é dizer que ela

será contínua quando seu gráfico puder ser traçado em uma folha sem retirar a caneta

do papel. Caso se interrompa o gráfico da função e se comece em outro local do papel,

diz-se que ocorre uma descontinuidade. Um exemplo disso é a função: f(x) = ⌊x⌋ (parte

inteira) que como podemos ver na imagem abaixo seu gráfico não pode ser desenhado sem

retirar a caneta do papel.

Figura 3.1: Gráfico da função f(x) = ⌊x⌋

Fonte: Autor, 2021

Já um exemplo de função contínua usando a ideia anterior é a função f(x) = x que
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tem como gráfico a imagem a seguir.

Figura 3.2: Gráfico da função f(x) = x.

Fonte: Autor, 2021

Porém, ao pensarmos na função f(x) = 1
x

(de gráfico desenhado abaixo), podemos ver

que não é possível desenhar seu gráfico sem tirarmos a caneta do papel, mas mesmo assim

ela é contínua quando x ̸= 0. O que comprova a fragilidade da definição acima.

Figura 3.3: Gráfico da função f(x) = 1
x
.

Fonte: Autor, 2021

No capítulo anterior, definimos o que é uma função continua sem necessariamente usar

nenhum conjunto numérico ou conceito de distâncias.

A ideia de ter uma função contínua é bastante útil para argumentos computacionais,

uma vez que o computador não tem a sua disposição todos os números reais (sequer todos
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os números naturais!) e isso o leva a "traçar gráficos"de forma diferente do que fazemos!

Ele não usa papel e caneta!

Desde 1985 o IEEE (Institute for Electrical and Electronic Engineers) instituiu uma

Topologia para que o computador possa realizar cálculos através do uso de funções

contínuas, isso é estudado em cursos de Cálculo Numérico ou Análise Numérica. Vamos

apresentar rapidamente a ideia de pontos flutuantes e explicar como isso é feito. A

principal referencia sobre isso é Binary Floating Point Arithmetic Standard 754–1985.

Em um computador "normal"de 64 bits, temos a seguinte distribuição dos números

ditos pontos flutuantes, que são representados na base 2 (números binários).

• o primeiro bit, denotado por s representa o sinal do número (positivo ou negativo);

• Os 11 bits seguintes são usados para representar o expoente do algarismo 2 do

número real a ser representado, este é denotado por c e chamado de característica;

• Os últimos 52 bits que são utilizados servem para escrever um número em base 2

fracionário e este é denotado por f e chamado de mantissa.

• Os pontos flutuantes são números reais da forma x = (−1)s2c−1023(1 + f).

Exemplo 3.0.1. Considere o número de máquina abaixo:

0 10000000011 1011100100010000000000000000000000000000000000000000000.

Vamos encontrar o número real que é representado por este número de máquina.

Vamos por parte:

• s = (−1)0 = 1;

• c = 1 · 210 + 0 · 29 + · · ·+ 0 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20 = 1024 + 2 + 1 = 1027;

• f = 1 ·
(
1
2

)1
+ 1 ·

(
1
2

)3
+ 1 ·

(
1
2

)4
+ 1 ·

(
1
2

)5
+ 1 ·

(
1
2

)8
+ 1 ·

(
1
2

)12;
•
(−1)s2c−1023(1 + f) = (−1)0 · 21027−1023

(
1 +

(
1

2
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+

1

256
+

1

4096

))
= 27.56640625.

Logo, o número real representado aqui é 27,56640625.
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É importante observar que o menor número real positivo que pode ser representado é

0 00000000001 0000000000000000000000000000000000000000000000000000.

que resulta em s = 0, c = 1 e f = 0, ou seja,

x = 2−1022 · (1 + 0) ≈ 0, 22251× 10−307.

E o maior número é representado por

0 11111111111 1111111111111111111111111111111111111111111111111111

o que nos dá s = 0, c = 2046 e f = 1−2−52, isto é, x = 21023 · (2−2−52) ≈ 0.17977×10309.

Exemplo 3.0.2. Qual o menor intervalo tem o número de máquina do exemplo anterior

como elemento?

Neste exemplo, iniciamos por observar que o número de máquina posterior e anterior

são, respectivamente,

0 10000000011 1011100100001111111111111111111111111111111111111111

e

0100000000111011100100010000000000000000000000000000000000000001.

Portanto, o intervalo obtido é:

[27.5664062499999982236431605997495353221893310546875,

27.5664062500000017763568394002504646778106689453125).

Concluimos assim que qualquer número real neste intervalo tem o mesmo número de

máquina que o número do exemplo 3.0.1, ou seja, do ponto de vista computacional, são

iguais!

Temos assim um espaço topológico finito que representa o conjunto dos números reais

e, é fácil que, podemos construir qualquer Rn como um espaço topológico finito.
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Vale observar que o "tamanho"de cada elemento deste espaço topológico varia.

Para finalizar esta discussão, em geral trabalhamos com um número limitado de casas

decimais e, assim, uma vez definido a quantidade de casas decimais de um número real y,

temos o que chamados de ponto flutuante, fl(y).

Por exemplo, com cinco casas decimais temos fl(π) = 3, 1416 (estamos usando o

arredondamento padrão).

Essencialmente, temos as seguintes funções que são executadas por um computador.

• x⊕ y = fl(fl(x) + fl(y));

• x⊖ y = fl(fl(x)− fl(y));

• x⊗ y = fl(fl(x)× fl(y));

• x⊘ y = fl(fl(x)÷ fl(y))

Posto isso e usando a noção de continuidade do capítulo anterior temos a base neces-

sária para que o computador realize "toda a matemática"que temos a nossa disposição.
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