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RESUMO 

 

          O presente trabalho aborda os métodos numéricos da Bissecção, Falsa Posição e de Newton 

para aproximação de zeros das funções polinomiais de qualquer grau, dados os intervalos em que 

estas funções se anulam ou quando podemos deduzir ou em cenários que tais intervalos possam ser 

inferidos. Ressalta-se que o texto compreende a elaboração de algoritmos e demanda o pensamento 

computacional para resolução de problemas, em conformidade com os aspectos previstos na Base 

Nacional Comum Curricular. A utilização dos softwares educacionais Visual Cálculo Numérico 

e o Excel foi determinante para a eficiência dos algoritmos nos quesitos: velocidade e precisão.  

 

Palavras-chave: Métodos Numéricos, Funções Polinomiais, Algoritmos, Base Nacional Curricular 

Comum, Softwares. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 

 

          The present work addresses the numerical methods of  Bissection, False Position and Newton 

to approximate zeros of polynomial functions of any degree, given the intervals in which these 

functions cancel each other, or when it can be deducted, or in scenarios where such intervals can 

be inferred. It is noteworthy that the research comprises the elaboration of algorithms and demands 

computational in order to solve problems, in accordance with the aspects provided for in the 

National Common Curricular Base. The use of the educational software Visual Numerical 

Calculation and Excel was decisive for the efficiency of the algorithms in terms of speed and 

accuracy. 

 

Key words: Numerical Methods, Polynomial Functions, Algorithms, Base Nacional Curricular 

Comum, Softwares. 
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1. INTRODUÇÃO 

 
         Tratar de funções polinomiais com referência na Base Nacional Curricular Comum, em um 

primeiro momento, parece ser um tema bastante restrito, haja vista as indicações expressas do 

documento para apenas funções polinomiais do primeiro grau e segundo grau, com suas aplicações. 

Mas aos entendermos que o aluno deve habilitar-se para o pensamento computacional e ao mesmo 

tempo fazer uso das tecnologias digitais, e considerando o pensamento crítico e a autonomia do 

educando para investigar, criar modelos, e julgar resultados, o presente trabalho vai além, 

destacando o uso dos métodos numéricos para aproximação dos zeros das funções polinomiais de 

qualquer grau. 

          Na área de Matemática e Suas Tecnologias, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) 

para o Ensino Médio traz como competência 3: 

          Utilizar estratégias, conceitos, definições e procedimentos matemáticos, em 

seus campos – Aritmética, Álgebra, Grandezas e Medidas, Geometria, 

Probabilidade e Estatística –, para interpretar, construir modelos e resolver 

problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a 

adequação das soluções propostas, de modo a construir argumentação consistente. 
(BNCC, 2018, p.527). 

Esta competência, demanda como uma das habilidades: Reconhecer um problema algorítmico, 

enunciá-lo, procurar uma solução e expressá-la por meio de um algoritmo, com o respectivo 

fluxograma. (BNCC, 2018, p.529) 

Ainda, segundo a BNCC, na sua competência 4:  

          Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de 

representação matemáticos (algébrico, geométrico, estatístico, computacional 

etc.), na busca de solução e comunicação de resultados de problemas, de modo a 

favorecer a construção e o desenvolvimento do raciocínio matemático. (BNCC, 

2018, p.530). 

 

Esta competência, demanda como uma das habilidades: Utilizar conceitos iniciais de uma 

linguagem de programação na implementação de algoritmos escritos em linguagem corrente 

e/ou matemática. (BNCC, 2018, p.531). 

           O ponto central deste trabalho é encontrar aproximações para zeros das funções 

polinomiais, que são pontos específicos do domínio que possuem a capacidade de zerar as funções.  

Em teoria, utilizamos aqui os métodos numéricos da Bissecção, da Falsa-posição e de Newton. 
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Tais métodos implementam algoritmos, considerando para isso uma dada precisão. Os zeros 

(raízes, como de costume falar), quando conhecidos, possibilitam a aplicação em diversas áreas do 

conhecimento, principalmente no âmbito das Engenharias, onde a empregabilidade dos métodos numéricos 

é extremamente predominante.  

          Diversos softwares são utilizados para esta finalidade, desde o mais básico como o Excel, 

como também o Visual Cálculo Numérico (VCN), que é um software brasileiro, desenvolvido por 

professores da PUC do estado de Minas Gerais, visando ser um ótimo auxílio para os estudantes 

do cálculo numérico. O programa é disponibilizado gratuitamente no site. Nossa primeira 

impressão foi que o design do VCN é simples e direto. Separados por assuntos, como: ajuste de 

curvas, cálculo de raízes, derivação, equações diferenciais, interpolação, integração, sistemas 

lineares, operadores, otimização e seus derivados. Além de disponibilizar, cálculos de trocas de 

variáveis, calculadora, tabelas, entre outras ferramentas, tendo uma precisão de dezenove casas 

decimais. Ao selecionar um ícone qualquer, percebemos que abre uma guia e se quisermos fazer 

outros cálculos é só minimizar e selecionar outros, fazendo diferentes cálculos ao mesmo tempo, 

otimizando o tempo. Ao fazer um teste com o cálculo de raízes, um exercício que leva longos 

minutos para achar a raiz, no programa facilmente preenche-se os dados e após segundos o software 

nos dar a raiz. A eficiência desempenhada pelo VCN é evidente. 

          [Silva et al. 2013] destaca que o uso de computadores no processo de ensino-aprendizagem 

possibilita, não só ao aluno, mas ao professor também, pois torna o ensino mais dinâmico. Ainda 

na mesma linha de pensamento, [Tederke, Fortes e Silveira 2016], afirmam que a aplicação da 

informática como apoio aos processos de ensino e aprendizagem pode ser realizada por meio da 

utilização de diversos softwares, tais como editores de texto, jogos educacionais digitais, 

simuladores, entre outros. Qualquer software que seja utilizado como apoio aos processos de ensino 

e de aprendizagem pode ser considerado um software educacional.  

          A tendência é que o ambiente fabril seja cada vez mais digital com o avanço da Indústria 4.0. 

O setor de projetos, que vem evoluindo aceleradamente em termos de recursos computacionais, 

demandará engenheiros que tenham um considerável domínio de ferramentas virtuais inovadoras. 

Para preparar o profissional para esse novo conceito de indústria, um novo modelo de educação 

está sendo inserido nas instituições de ensino. O que é denominado “Escola 4.0” tem como filosofia 

a participação ativa do aluno, o chamado learning by doing, deixando o professor apenas como 

agente orientador ou mentor do processo. 
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          Evidenciamos que apesar de o Cálculo ser uma disciplina ministrada em cursos da Educação 

Superior, atualmente o ensino de suas ideias, conceitos e elementos tem sido considerado pertinente 

também no Ensino Médio, uma vez que seus conteúdos podem estar ao alcance de alunos desse 

nível de ensino e que o Cálculo é uma disciplina de relevante importância no desenvolvimento da 

Ciência e da Tecnologia. Há autores que defendem que ideias básicas do Cálculo devem ser 

trabalhadas no Ensino Médio, através de abordagens adequadas, a fim de amenizar as dificuldades 

na transição desse nível de ensino para o Ensino Superior. Alguns livros “antigos” para o Ensino 

do 2° Grau (Ensino Médio) traziam os conceitos básicos de Limite e Derivada nos capítulos finais. 

Diga-se de passagem, são excelentes livros. Acreditamos que, se pudéssemos ao menos introduzir 

a ideia da derivada de 𝑥𝑛  isso traria grandes resultados para os alunos do Ensino Médio, e em 

especial no estudo de zeros de funções polinomiais, assim como foi imprescindível para 

desenvolver o Método de Newton-Raphson. 

          Assim, no segundo capítulo, discorre-se acerca de fundamentos teóricos que são base para 

entendimento do que se demonstra no terceiro capítulo.  Conteúdos que tomamos como pré-

requisito para o estudo dos métodos numéricos. No terceiro capítulo apresentamos os métodos 

numéricos da Bissecação, da Falsa Posição e de Newton-Raphson, onde destacamos para cada um: 

a fórmula de iteração, critérios de parada, descrição do algoritmo, condições de convergência e 

experimentação do método (exercícios). Destinamos o 4º capítulo para a proposta de atividades 

para o Ensino Médio, que utilizam nas suas soluções os métodos numéricos vistos no capítulo 3 e 

o uso de tecnologias como o Excel e o software Visual Cálculo Numérico. 
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2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

 

2.1 A Derivada  

 
          O conceito de derivada está intimamente relacionado à taxa de variação instantânea de uma 

função, o qual está presente no cotidiano das pessoas, através, por exemplo, da determinação da 

taxa de crescimento de uma certa população, da taxa de crescimento econômico do país, da taxa de 

redução da mortalidade infantil, da taxa de variação de temperaturas, da velocidade de corpos ou 

objetos em movimento, enfim, poderíamos ilustrar inúmeros exemplos que apresentam uma função 

variando e que a medida desta variação se faz necessária em um determinado momento. Para 

entendermos como isso se dá, inicialmente vejamos a definição matemática da derivada de uma 

função em um ponto: 

Definição:  Seja uma função 𝑓 definida em um intervalo aberto contendo 𝑥0, então a derivada de 

𝑓 em 𝑥0, denotada por 𝑓′(𝑥0), é dada por: 

𝑓′(𝑥0) = lim
∆𝑥 →0

𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0)

∆𝑥
, 

se este limite existir. ∆𝑥 representa uma pequena variação em x, próximo de 𝑥0, ou seja,  ∆𝑥 = 𝑥 −

𝑥0. A derivada de 𝑓 em 𝑥0 pode também ser expressa por 

𝑓′(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
. 

Notações: 𝑓′(𝑥0),  
𝑑𝑓

𝑑𝑥
|

𝑥=𝑥0

, 
𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥0). 

Interpretação física: a derivada de uma função 𝑓 em um ponto 𝑥0 fornece a taxa de variação 

instantânea de 𝑓 em 𝑥0. Vejamos como isso ocorre:  

Suponha que 𝑦 seja uma função de 𝑥, ou seja, 𝑦 =  𝑓(𝑥). Se 𝑥 variar de um valor 𝑥0 até um valor 

𝑥1, representaremos esta variação de 𝑥, que também é chamada de incremento de 𝑥, por  ∆𝑥 =

 𝑥1  − 𝑥0 , e a variação de 𝑦 é dada por ∆𝑦 = 𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0), o que é ilustrado na figura a seguir: 
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Figura 1 – Taxa de Variação Média 

 
Fonte: Autor 

  

O quociente das diferenças, dado por 
∆𝑦

∆𝑥
=

𝑓(𝑥1)−𝑓(𝑥0)

𝑥1−𝑥0
, é dito taxa de variação média de 𝑦 em 

relação a 𝑥, no intervalo [𝑥0, 𝑥1]. O limite destas taxas médias de variação, quando ∆𝑥 → 0, é 

chamado de taxa de variação instantânea de 𝑦 em relação a 𝑥, em 𝑥 = 𝑥0. Assim, temos: 

Taxa de variação instantânea = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0

𝑓(𝑥0+∆𝑥)−𝑓(𝑥0)

∆𝑥
. 

Porém, lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥0+∆𝑥)−𝑓(𝑥0)

∆𝑥
= 𝑓′(𝑥0). Portanto, a taxa de variação instantânea de uma função em 

um ponto é dada pela sua derivada neste ponto. 

 

2.2 Derivada da Potência 

 

          Consiste da derivada das funções do tipo 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛, onde 𝑛 é um número natural. 

Fazendo o uso da definição formal de derivadas dada por 

 𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
, 

obtém-se a seguinte expressão: 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)𝑛 − 𝑥𝑛

ℎ
. 

Expandindo o termo (𝑥 + ℎ)𝑛 do limite através do binômio de Newton tem-se uma soma de termos 

da forma: 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

(
𝑛
0

) 𝑥𝑛ℎ0 + (
𝑛
1

) 𝑥𝑛−1ℎ1 + (
𝑛
0

) 𝑥𝑛−2ℎ2 + ⋯ + (
𝑛
𝑛

) 𝑥0ℎ𝑛 − 𝑥𝑛 

ℎ
, 



11 
 

onde (
𝑛
𝑝) =

𝑛!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
. 

Observe que cancelando o primeiro e o último termo do numerador, obteremos todos os termos do 

numerador e denominador contendo h, assim após simplificar o quociente temos: 

𝑓′(𝑥) = lim
ℎ→0

((
𝑛
1

) 𝑥𝑛−1
 

+ (
𝑛
2

) 𝑥𝑛−2ℎ + + ⋯ + ℎ𝑛−1) . 

Aplicando o limite tem-se: 

𝑓′(𝑥) = (
𝑛
1

) 𝑥𝑛−1
 

= 𝑛𝑥𝑛−1. 

 

2.3 Derivadas de Ordem Superior à Primeira 

 

          Sendo 𝑓  uma função, definimos 𝑓′′ (lê-se “f duas linhas”) com sendo a derivada da derivada 

de 𝑓, ou seja, 

𝑓′′(𝑥) = (𝑓′(𝑥))′ 

Outras maneiras diferentes de escrever a segunda derivada de 𝑦 = 𝑓(𝑥) são: 

𝑓′′(𝑥) = 𝑓(2)(𝑥) =
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
) 

A notação  
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 é lida “d dois y d x dois”. 

Para  𝑛 ≥ 2, a derivada de ordem 𝑛 de 𝑓(𝑥) é definida e escrita de diferentes formas: 

𝑓(𝑛)(𝑥) = (𝑓(𝑛−1)(𝑥))′ =
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
). 

           

2.4 Polinômios de Taylor 

 

          De acordo com (ALMEIDA, 2002), o Teorema de Taylor estabelece que se uma função 𝑓 

for diferenciável 𝑛 vezes num ponto 𝑥0 então é válida (numa vizinhança de 𝑥0) a aproximação 

𝑓(𝑥) ≈ 𝑝𝑛(𝑥), 

ou, em rigor,  

𝑓(𝑥) = 𝑝𝑛(𝑥) + 𝐸𝑛(𝑥), 

onde 𝑝𝑛 é o polinômio de Taylor (de ordem 𝑓) na função 𝑓 relativo ao ponto 𝑥0, definido por 

 𝑝𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
1

1!
𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) +

1

2!
𝑓′′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ +

1

𝑛!
𝑓(𝑛)(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)𝑛, e a 

função 𝐸𝑛 (resto de Taylor de ordem 𝑛 da função 𝑓 ao ponto 𝑥0) satisfaz a condição: 
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 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶𝑎

𝐸𝑛(𝑥)

(𝑥 − 𝑎)𝑛
= 0. 

          Uma parte importante do Polinômio de Taylor é entender que ele é uma aproximação, e, 

sendo uma aproximação, tem um erro. Na verdade, não podemos achar esse erro, mas podemos 

estimá-lo. Não achar o erro é natural, uma vez que, se a gente conseguisse calculá-lo com exatidão, 

era só adicionar seu valor no polinômio e teríamos o valor exato do resultado. 

          Como, quanto maior a ordem de aproximação do polinômio, melhor o resultado, é natural 

pensar o que o erro está associado à ordem superior àquela que escolhemos, ou seja, se 

aproximarmos por ordem 2, o erro estará associado à ordem 3, de forma que o erro do polinômio 

de Taylor de grau 𝑛 ao redor de 𝑥0 = 𝑎 vai ser: 

𝐸𝑟𝑟𝑜 = 𝐸(𝑥) =
𝑓𝑛+1(𝑐)(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
, 

onde c é um valor entre 𝑥0 e x. 

          O erro depende do valor 𝑥 − 𝑥0. Por isso, se pegarmos um valor de x muito longe de 𝑥0, esse 

erro vai ser enorme. 

 

2.5 Cálculo de Zeros de Funções Reais 

 
          Um dos problemas que ocorrem mais frequentemente em trabalhos científicos é calcular as 

soluções (que são chamadas de raízes) de equações da forma: 𝑓(𝑥) = 0. A função 𝑓(𝑥) pode ser um 

polinômio em 𝑥 ou uma função. Em raros casos é possível obter as raízes exatas de 𝑓(𝑥) = 0, como 

ocorre, por exemplo, supondo-se 𝑓(𝑥) um polinômio fatorável.  

          Resolver a equação 𝑓(𝑥) = 0 consiste em determinar a solução (ou soluções) real ou complexa, 

�̅�, tal que 𝑓(�̅�) = 0. Por exemplo, na equação 𝑓(𝑥) = 𝑥5 +𝑥2 + 5 = 0, devemos determinar a solução 

�̅�  tal que 𝑓(�̅�) = �̅�5 +�̅�2 + 5 = 0.  

          Seja  𝑓 definida e contínua em [a, b], são denominadas raízes de 𝑓 os valores de x tais que 𝑓(𝑥) =

0. 

 

2.6 Localização de Raízes de Polinômios 

 
         O problema de calcular as raízes de uma equação sempre foi objeto de estudo da matemática 

ao longo dos séculos. Já era conhecida, na antiga Babilônia, a fórmula para o cálculo das raízes 
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exatas de uma equação geral do segundo grau. No século XVI, matemáticos italianos descobriram 

fórmulas para o cálculo de soluções exatas de equações polinomiais do terceiro e do quarto grau. 

Essas fórmulas são muito complicadas e por isso são raramente usadas nos dias de hoje. No século 

XVII, um matemático norueguês, Niels Abel (1802-1829), que apesar de sua curta vida, contribuiu 

com vários resultados notáveis e importantes para o desenvolvimento da matemática, provou que 

não existe uma fórmula geral para o cálculo das raízes exatas de uma equação polinomial de grau 

maior ou igual a 5. Nesses casos, e mesmo em casos mais simples, muitas vezes é necessário 

recorrer a métodos numéricos para calcular aproximações para as raízes reais de uma dada equação. 

          A seguir, apresentaremos algumas técnicas para conhecermos a natureza e a localização dos zeros 

de uma classe particular de funções: os polinômios. Representaremos um polinômio real de grau n da 

seguinte forma: 

𝑝(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 , 

com  𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 números reais e  𝑎𝑛 ≠ 0. 

 

2.7 Teorema Fundamental da Álgebra 

 
          Um polinômio real de grau n tem exatamente n raízes (algumas eventualmente idênticas) 

que podem ser reais ou complexas.  

          Uma demonstração desse teorema se encontra em (HEFEZ, 2018). 

 

2.8 Teorema de Bolzano 

 
          Seja 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ uma função contínua. Se 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0, então existe 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) tal que 

𝑓(𝑐) = 0. 

          Uma demonstração desse teorema se encontra em (NETO, 2015). 

 

2.9 Regra de Sinais de Descartes I 

 

          O número 𝑁+ de raízes reais positivas de um polinômio real 𝑝 não excede o número 𝑉  de 

variações de sinal dos seus respectivos coeficientes não nulos, e o valor 𝑉 − 𝑁+ é par. 

Demonstração: 

Daremos uma demonstração que se encontra em (DESCARTES, 1954), e necessita apenas de um 

argumento que utiliza a ideia de limite no infinito. Sejam 𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑙𝑥𝑛−𝑙 

com 𝑎0 × 𝑎𝑙 ≠ 0 e 𝑟 um inteiro positivo. Consideremos o polinômio 𝐹 dado por  



14 
 

𝐹(𝑥) = (𝑥 − 𝑟)𝑓(𝑥) = 𝐴0𝑥𝑛+1 + 𝐴1𝑥𝑛 + ⋯ + 𝐴𝑙+1𝑥𝑛−𝑙 , 

os coeficientes de 𝐹 são: 

𝐴0 = 𝑎0, 𝐴1 = 𝑎1 − 𝑟𝑎0, 𝐴2 = 𝑎2 − 𝑟𝑎1, ⋯, 𝐴𝑙 = 𝑎𝑙 − 𝑟𝑎𝑙−1, 𝐴𝑙+1 = −𝑟𝑎𝑙 

Agora, em 𝑓(𝑥), sejam 𝑎𝑘1
 o primeiro coeficiente não nulo de sinal diferente de 𝑎0,  𝑎𝑘2

 o primeiro 

coeficiente não nulo depois de 𝑎𝑘1
e com o mesmo sinal de 𝑎0, e o último desses termos, 𝑎𝑘𝑣

, sendo 

𝑎𝑙 ou possuindo o mesmo sinal deste.  

          Notemos que o número 𝑣 mede exatamente a quantidade de variações de sinal nos 

coeficientes de 𝑓(𝑥). Agora observe que os números 𝐴0, 𝐴𝑘1
,⋯, 𝐴𝑘𝑣

, 𝐴𝑙+1 são todos não nulos e 

têm o mesmo sinal de 𝑎0, 𝑎𝑘1
, ⋯ , 𝑎𝑘𝑣

, −𝑎𝑙. De fato, essa última afirmação vale para 𝐴0, já que 

𝐴0 = 𝑎0. Ela também é válida para 𝐴𝑙+1, uma vez que 𝐴𝑙+1 = −𝑟𝑎𝑙. Vejamos para os demais. 

Sabemos que 𝐴𝑘𝑖
= 𝑎𝑘𝑖

− 𝑟𝑎𝑘𝑖−1
. Como o número −𝑟𝑎𝑘𝑖−1

 poder ser nulo ou ter  o mesmo sinal 

de 𝑎𝑘𝑖
, já que 𝑟 > 0 𝑒 𝑎𝑘𝑖

 𝑒 𝑎𝑘𝑖−1
 têm sinais contrários, vemos que a soma fornece que o valor de 

𝐴𝑘𝑖
 é não nula e tem o mesmo sinal de 𝑎𝑘𝑖

. 

Agora, por hipótese, cada um dos números 𝑎0, 𝑎𝑘1
, ⋯ , 𝑎𝑘𝑣

, −𝑎𝑙, após o primeiro, é de sinal oposto 

ao de seu predecessor, enquanto −𝑎𝑙 tem sinal oposto ao de 𝑎𝑘𝑣
. Assim, pelo que vimos acima o 

mesmo ocorre com a sequência 𝐴0, 𝐴𝑘1
,⋯, 𝐴𝑘𝑣

, 𝐴𝑙+1. Temos então, para essa sequência, 𝑣 + 1 

variações de sinal. Concluímos então que 𝐹(𝑥) tem, pelo menos, uma variação a mais que 𝑓(𝑥). 

Entretanto, podemos afirmar mais. Na realidade, temos que o número de variações de sinal 𝐹(𝑥) é 

igual a variação de sinal em 𝑓(𝑥) aumentado de algum número inteiro ímpar. De fato, a sequência, 

𝐴0, ⋯ , 𝐴𝑘1
 tem um número ímpar de variações de sinal, pois seu primeiro e último termo possuem 

sinais opostos. O mesmo é válido para as 𝑣 sequências: 

𝐴𝑘1
, ⋯, 𝐴𝑘2

;  𝐴𝑘2
,⋯, 𝐴𝑘3

; ⋯ ; 𝐴𝑘𝑣
, ⋯, 𝐴𝑙+1. 

Assim, o número total de variações de sinal de  𝐹(x) é igual à soma de 𝑣 + 1 números ímpares, ou 

seja, essa soma é igual a v somado com um número ímpar, e a afirmação está aprovada. 

Agora podemos passar à demonstração da regra dos sinais. Primeiro, suponha que a equação f(x) =

0 não possui raízes reais positivas, ou seja, nenhuma raiz no intervalo [0, +∞). Então, 

𝑓(0) e 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶∞

𝑓(𝑥) têm o mesmo sinal. Daí, o primeiro e o último coeficiente de 𝑓(𝑥) têm o mesmo 

sinal. Assim, ou 𝑓(𝑥) não tem variações de sinal ou as tem em um número par, de modo que a 

regra vale nesse caso. 

Suponha agora que 𝑓(𝑥) = 0  tenha raízes positivas 𝑟1, 𝑟2, ⋯ , 𝑟𝑘. Uma raiz de multiplicidade  m 
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ocorre nessa lista 𝑚 vezes, de modo que os 𝑟𝑖  não são necessariamente distintos. Com isso, 

podemos escrever 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑟1)(𝑥 − 𝑟2) ⋯ (𝑥 − 𝑟𝑘) 𝜙(𝑥), sendo 𝜙(𝑥) um polinômio com 

coeficientes reais tal que 𝜙(𝑥) = 0 não possui raízes reais e positivas. Vimos anteriormente que, 

nesse caso, ou 𝜙(𝑥) não tem variação de sinais ou tem um número par delas. Também vimos que 

o produto (𝑥 − 𝑟𝑘) 𝜙(𝑥) tem um número de variações igual ao número de variações de 𝜙(𝑥) mais 

um inteiro positivo ímpar. De modo semelhante, isso vai ocorrer cada vez que introduzirmos um 

fator (𝑥 − 𝑟𝑖).  Assim, o número de variações de sinal de 𝑓(𝑥) é igual ao número de variações 

de 𝜙(𝑥)  aumentado de 𝑘 inteiros positivos ímpares, ou seja, a diferença entre o número de raízes 

positivas e o número de variações nos sinais de 𝑓(𝑥) é um número par e a regra está demonstrada. 

 

Exemplo: Seja 𝑝(𝑥) = 8𝑥3 + 4𝑥2 − 34𝑥 + 15 um polinômio. Comecemos por avaliar o número 

𝑉 de variações de sinal dos seus coeficientes: 𝑉 = 2. Então 𝑁+ ≤ 2 e 𝑉 − 𝑁+ = 2 − 𝑁+é par. 

Assim, podemos concluir imediatamente que 𝑁+ = 0 ou 𝑁+ = 2.                                                    

 

2.10 Regra de Sinais de Descartes II 

 

          O número 𝑁− de raízes reais negativas de um polinômio real p não excede o número 𝑉 de 

variações de sinal dos coeficientes não nulos do polinômio 𝑞(𝑥) = 𝑝(−𝑥) , e o valor 𝑉 − 𝑁− é par. 

Demonstração. Consequência imediata da regra anterior. 

 

Exemplo: Seja 𝑃(𝑥) = 8𝑥3 + 4𝑥2 − 34𝑥 + 15. Consideremos o polinômio auxiliar 𝑞(𝑥) =

𝑝(−𝑥) = −8𝑥3 + 4𝑥2 + 34𝑥 + 15. Comecemos por avaliar o número 𝑉 de variações de sinal dos 

seus coeficientes: 𝑉 = 1. Então 𝑁− ≤ 1  e 𝑉 − 𝑁− = 1 − 𝑁− é par. Assim, podemos concluir 

imediatamente que 𝑁− = 1. Resumidamente, p tem em alternativa: 

1. Duas raízes positivas e uma raiz negativa; 

2. Duas raízes complexas conjugadas e uma raiz negativa. 

          A regra de Descartes nos fornece indicações apenas sobre o número de raízes reais em 

]−∞, 0[  e ]0, +∞[. A seguir, apresentaremos um resultado para melhor localizar as raízes.  

 

2.11 Regra do Máximo 

 
          Todas as raízes z, reais ou complexas, de um polinômio p na forma 
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𝑝(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 , 

verifica a desigualdade |𝑧| < 𝑅, onde 𝑅 = 1 + max
0≤𝑘≤𝑛−1

|
𝑎𝑘

𝑎𝑛
|. Em particular, se p tiver raízes reais, 

elas pertencem ao intervalo ]−𝑅, 𝑅[. 

Demonstração. Se z for uma raiz tal que |𝑧| ≤ 1, o resultado é trivialmente verdadeiro. Suponha 

que |𝑧| > 1. Nestas circunstâncias, deduz-se que sucessivamente 

𝑝(𝑧) = 0 ⇒ 𝑎𝑛𝑧𝑛 = − ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘

𝑛−1

𝑘=0

⇒ |𝑎𝑛||𝑧𝑛| ≤ max
0≤𝑘≤𝑛−1

|𝑎𝑘| ∑|𝑧|𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

O que nos permite calcular os n primeiros termos de uma progressão geométrica: 

∑|𝑧|𝑘

𝑛−1

𝑘=0

=
|𝑧|𝑛 − 1

|𝑧| − 1
, 

deduz-se que: 

|𝑎𝑛||𝑧𝑛| ≤ max
0≤𝑘≤𝑛−1

|𝑎𝑘|
|𝑧|𝑛 − 1

|𝑧| − 1
⇒ |𝑧| − 1 ≤ max

0≤𝑘≤𝑛−1

|𝑎𝑘|

|𝑎𝑛|

|𝑧|𝑛 − 1

|𝑧𝑛|
≤ max

0≤𝑘≤𝑛−1

|𝑎𝑘|

|𝑎𝑛|
, 

como se queria demonstrar.  

Exemplo: Seja 𝑝(𝑥) = 8𝑥3 + 4𝑥2 − 34𝑥 + 15 um polinômio. Um cálculo direto nos dá 

𝑅 = 1 + |
−34

8
| = 5.25. 

Dessa forma, deduz-se que os zeros reais de 𝑝 , se existirem, situam-se em ]−5.25, 5.25[. 

 

2.12 Como Obter As Raízes de Uma Equação Qualquer 

 
          Métodos numéricos iterativos são utilizados para obter aproximações com erros controlados de 

raízes de uma função dada. Nestes métodos, para determinar a raiz �̅� quando esta é um valor real, 

necessitamos de uma solução inicial. A partir desta solução, geramos uma sequência de soluções 

aproximadas que, sob determinadas condições teóricas, convergem para a solução �̅� desejada. 

Portanto, o problema de calcular raiz pode ser dividido em dois passos: 

• Passo 1: Localização ou isolamento das raízes, que consiste em obter um intervalo [a, b] que 

contém a raiz. 

• Passo 2: Refinamento da busca da raiz, que consiste em após a escolha das aproximações iniciais 

no intervalo encontrado no Passo 1, melhorá-las sucessivamente até se obter uma aproximação para 

a raiz, dentro de uma precisão 𝜀 pré-fixada. 
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2.12.1 Isolamento das Raízes  

 

           Nesse passo é necessário que consigamos determinar um intervalo finito [𝑎, 𝑏], de tal forma 

que �̅� ∈ [𝑎, 𝑏]. Para tal faz-se uma análise gráfica da função 𝑓(𝑥), e para isso usamos o seguinte 

processo:  para 𝑓(𝑥) uma função contínua, buscamos um intervalo [𝑎, 𝑏] no qual se tenha 

𝑓(𝑎) × 𝑓(𝑏) < 0 (ou seja, 𝑓(𝑎) e 𝑓(𝑏) tem sinais contrários), e assim garantimos que existe pelo 

menos uma raiz real de 𝑓 no intervalo [𝑎, 𝑏]. (Teorema de Bolzano). 

Observações: 

1) Se a função não for contínua, o teorema não é válido. 

 

Figura 2 – Teorema de Bolzano e Continuidade 

 

Fonte: NICOLA, 2014 

                        

2) O teorema não é suficiente! Não vale a volta: Se a raiz em [𝑎, 𝑏].  existe, então 𝑓(𝑎) e 𝑓(𝑏)  

tem sinais contrários. (Falso) 

 

Figura 3 – Teorema de Bolzano e Não-Reciprocidade 

 

Fonte: NICOLA, 2014 
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3) Levando em consideração o teorema anterior e afirmando que 𝑓′(𝑥) existe e não muda de sinal 

no intervalo, podemos afirmar que o zero é único (não existe ponto de inflexão). 

Figura 4 – Teorema de Bolzano e Sinal da Primeira Derivada 

 

Fonte: NICOLA, 2014 

 

“Se f é contínua e diferenciável em [𝑎, 𝑏], 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0 e se 𝑓 ´ não troca de sinal em [𝑎, 𝑏], ou 

seja, 𝑓 ´ > 0 ou  𝑓 ´ < 0, então 𝑓 possui uma única raiz em [𝑎, 𝑏]”.  

          A análise gráfica da função 𝑓(𝑥) ou da equação 𝑓(𝑥) = 0 é fundamental para obter boas 

aproximações para a raiz.  

 

2.12.2 Refinamento 

 
          O refinamento da solução pode ser feito utilizando vários métodos numéricos. A forma como 

de se efetuar o refinamento é o que diferencia os métodos. Todos eles pertencem à classe dos 

métodos iterativos. Um método iterativo consiste em uma sequência de instruções que são 

executadas passo a passo, algumas das quais são repetidas em ciclos (laços) até que um critério de 

parada seja satisfeito. 

 

2.12.3 Critério de parada 

 
          O critério de parada interrompe a sequência de aproximantes gerada pelos métodos 

iterativos. Este deve avaliar quando um aproximante está suficientemente próximo da raiz exata.  

Assim, o processo iterativo é interrompido quando pelo menos um dos seguintes critérios é 

satisfeito: 
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I) 
|𝑥𝑘−𝑥𝑘−1|

max (1,|𝑥𝑘|)
       II) 

|𝑥𝑘+1−𝑥𝑘|

|𝑥𝑘+1|
      III)  |𝑓(𝑥𝑘)| < 𝜀 

sendo 𝑥𝑘 o valor aproximado da raiz na 𝑘-ésima iteração e 𝜀 a precisão desejada. 

          Os métodos numéricos são, em geral, desenvolvidos de forma a satisfazer um dos critérios 

de parada. 

 

2.13 Taxas de Convergência 

 

          Definição: Seja {𝑥(𝑘)} = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ }, uma sequência de aproximações reduzidas 

produzida por um método numérico, com lim
𝑘⟶∞

𝑥(𝑘) = 𝜉. 

• Dizemos que {𝑥(𝑘)} converge linearmente para 𝜉 se  

lim
k⟶∞

|x(k+1)−ξ|

|x(k)−ξ| 
= c, com 0 < c < 1. 

• Dizemos que a ordem de convergência é 𝑝 > 1 se  

lim
k⟶∞

|x(k+1)−ξ|

|x(k)−ξ|
𝑝

 
= c, com 0 < c < 1. 

Em particular, se 𝑝 = 2, tem-se convergência quadrática. 
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3. MÉTODOS NUMÉRICOS ITERATIVOS 

 
 
          Neste capítulo, consideramos um dos problemas mais básicos da aproximação numérica, o 

problema de busca de raiz. Esse processo envolve encontrar uma raiz, ou solução, de uma equação 

na forma 𝑓(𝑥) = 0, para uma dada função 𝑓. Uma raiz dessa equação também é chamada de zero 

da função 𝑓. Segundo (BEERY; SWETZ, 2012), o problema de encontrar uma aproximação da 

raiz de uma equação data de aproximadamente 1700 a.c. Uma tabela cuneiforme da Coleção 

Babilônica de Yale que data daquele período fornece um número sexagesimal equivalente a 

1.414222 como uma aproximação a √2, um resultado com precisão de 10−5.  

 

3.1 Método da Bissecção 

 

          A primeira técnica, baseada no Teorema do Valor Intermediário, é chamada de Bissecção. 

Na ciência da computação, o processo de dividir um conjunto continuamente em metade para 

procurar a solução para um problema, como o método da bissecção faz, é conhecido como um 

procedimento de pesquisa binária.  

Suponha que 𝑓 é uma função contínua definida no intervalo [𝑎, 𝑏], com 𝑓(𝑎) e 𝑓(𝑏) de sinais 

opostos. O Teorema do Valor Intermediário implica que existe um número 𝑝 em (𝑎, 𝑏) tal que 

𝑓(𝑝) = 0. Embora o procedimento funcione quando houver mais de uma raiz no intervalo (𝑎, 𝑏), 

assumimos por simplicidade que a raiz desse intervalo é única. 

          O método solicita a metade (ou bissetriz) repetida de subintervalos de [𝑎, 𝑏] e, a cada passo, 

localizando a metade contendo 𝑝.  A figura 5 ilustra o processo. 
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Figura 5 – Interpretação geométrica do método da bisseção 

 
Fonte: FERREIRA, 2012 

 
As iterações geram uma sequência de intervalos encaixados da forma: 

{[𝑎, 𝑏], [𝑎1, 𝑏1], [𝑎2, 𝑏2], [𝑎3, 𝑏3], ⋯ , [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]}. 

Com cada intervalo gerado tendo tamanho igual à metade do intervalo anterior. 

          Considerando que em cada iteração é atualizado o ponto “a” ou “b”, tem-se que a função 

de iteração desse método é dada por:  

𝑥𝑘 =
𝑎𝑘 + 𝑏𝑘

2
, 𝑘 = 1, 2, ⋯ 

 

3.1.1 Descrição do algoritmo da bissecção 

 

          Seja 𝑓(𝑥) uma função contínua no intervalo [𝑎, 𝑏] e 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑏) < 0. 

 

Passo 1:     Para começar defina 𝑎1 = 𝑎 e 𝑏1 = 𝑏, e seja 𝑝1 o ponto médio de [𝑎, 𝑏]; isto é, 

𝑝1 = 𝑎1 +
𝑏1−𝑎1

2
=

𝑎1 + 𝑏1

2
 

Passo 2: 

• Se 𝑓(𝑝1) = 0, então 𝑝 = 𝑝1, e terminamos. 

• Se 𝑓(𝑝1) ≠ 0, então 𝑓(𝑝1) tem o mesmo sinal que 𝑓(𝑎1) ou 𝑓(𝑏1). 

• Se 𝑓(𝑝1) e 𝑓(𝑎1) tiverem o mesmo sinal, 𝑝 ∈ (𝑝1, 𝑏1). Defina 𝑎2 = 𝑝1 e 𝑏2 = 𝑏1. 

• Se 𝑓(𝑝1) e 𝑓(𝑎1) tiverem sinais opostos,  𝑝 ∈ (𝑎1, 𝑝1). Defina 𝑎2 = 𝑎1 e 𝑏2 = 𝑝1 
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Em seguida, aplique novamente o processo em [𝑎2, 𝑏2]: dividimos o intervalo ao meio no ponto 𝑝2 

(Passo 1) e  vericamos em qual metade a raiz 𝑝 está (Passo 2). 

Em seguida, aplique novamente o processo em [𝑎3, 𝑏3], ⋯ , [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] até obtermos uma aproximação 

para a raiz exata 𝑝, ou seja, [𝑝𝑛 − 𝑝𝑛−1] < 𝜀, onde 𝜀  é a precisão desejada. 

 

3.1.2 Critérios de parada 

 
          Outros procedimentos de parada podem ser aplicados no Algoritmo.  Por exemplo, podemos 

selecionar uma tolerância  𝜀 > 0 e gerar 𝑝1, … , 𝑝𝑛 até que umas das condições seja atendida: 

|𝑝𝑛 − 𝑝𝑛−1| < 𝜀, 

                      
|𝑝𝑛 − 𝑝𝑛−1 |

|𝑝𝑛 |
< 𝜀, 𝑝𝑛 ≠ 0, 𝑜𝑢  

|𝑓(𝑝𝑛)| < 𝜀. 

          Infelizmente, podem surgir dificuldades usando qualquer um desses critérios de parada. Por 

exemplo, existem sequências  {𝑝𝑛}𝑛=0
∞  com a propriedade para as quais as diferenças  𝑝𝑛 − 𝑝𝑛−1 

convergem para zero enquanto a própria sequência diverge. Também é possível  𝑓(𝑝𝑛) estar 

próximo de zero enquanto 𝑝𝑛 difere significativamente de 𝑝. Sem adicional conhecimento sobre 𝑓 

ou 𝑝, a desigualdade 
|𝑝𝑛−𝑝𝑛−1 |

|𝑝𝑛 |
< 𝜀 é o melhor critério de parada a ser aplicado porque chega mais 

perto de testar o erro relativo. 

 

3.1.3 Estimativa do número de iterações 

 
 

          Considerando uma precisão 𝜀 e um intervalo inicial [𝑎, 𝑏] é possível saber, a priori, quantas 

iterações serão efetuadas pelo método da bissecção até que se obtenha 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 < 𝜀. 

          Como a cada iteração o intervalo [𝑎, 𝑏] é dividido ao meio, na n-ésima iteração o 

comprimento do intervalo será: 

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 =
𝑏𝑛−1 − 𝑎𝑛−1

2
=

𝑏0 − 𝑎0

2𝑛
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Dessa forma, deve-se obter o valor 𝑛 tal que 

 

  
𝑏0−𝑎0

2𝑛 < 𝜀 ⇒ 2𝑛 >
𝑏0−𝑎0

𝜀
⇒ log 2𝑛 > log

𝑏0−𝑎0

𝜀
⇒ 𝑛 ∙ log 2 > log(𝑏0 − 𝑎0) − log 𝜀. Isto é: 

𝑛 >
log(𝑏0 − 𝑎0) − log 𝜀

log 2
. 

Portanto, se 𝑘 satisfaz a relação acima, ao final da iteração 𝑘 teremos o intervalo [𝑎, 𝑏] que contém 

a raiz. 

          Ao usar um computador para gerar aproximações, é uma boa prática definir um nível 

superior ligado ao número de iterações. Isso elimina a possibilidade de inserir um loop infinito, 

situação que pode surgir quando a sequência diverge (e quando o programa é codificado 

incorretamente). 

          Observe que para iniciar o algoritmo de bissecção, um intervalo [𝑎, 𝑏] deve ser encontrado 

com 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) < 0. Em cada etapa, a duração do intervalo conhecido por conter um zero de 𝑓 é 

reduzida por um fator de 2; portanto, é vantajoso escolher o intervalo inicial [𝑎, 𝑏] tão pequeno 

quanto possível. Por exemplo, se 𝑓(𝑥) = 2𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1, temos ambos 𝑓(−4). 𝑓(4) < 0 e 

𝑓(0). 𝑓(1) < 0, então o algoritmo de bissecção poderia ser usado em [−4,4] ou em [0,1]. Iniciando 

a bissecção em [0,1] em vez de [−4,4] reduzirá em 3 o número de iterações necessárias para 

alcançar uma precisão especificada.          

 

3.1.4 Convergência linear 

 

          A cada passo, o erro absoluto é reduzido pela metade, e assim o método converge 

linearmente. Especificamente, se 𝑐1 =
(𝑎+𝑏)

2
 é o ponto médio do intervalo, e 𝑐𝑛 é o ponto médio do 

intervalo da 𝑛-ésima iteração, então a diferença entre 𝑐𝑛 e uma solução 𝑐 é limitada por 

|𝑐𝑛 − 𝑐| ≤
|𝑏 − 𝑎|

2𝑛
 

Assim, se 𝜖𝑛 for a estimativa do erro absoluto na 𝑛-ésima iteração, então  

𝜖𝑛+1 ≤
𝜖𝑛

2
 

https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_erros
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_erros
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e o método da bissecção tem convergência linear, o que é comparativamente lento. 

 

3.1.5 Experimentando o método 

 

          Exemplo 3.1: Dada a equação 𝑥5 − 2𝑥4 − 7𝑥3 + 9𝑥2 + 8𝑥 − 6 = 0, pede-se: 

a) Isolar as suas raízes reais sabendo-se que são duas negativas e três positivas nos intervalos 

(−4,0) e (0,8), respectivamente. 

b) Considerar o intervalo que contém a menor raiz positiva e estimar o número, 𝑘, de iterações 

necessário para calculá-la utilizando o método da bisseção com precisão 0,040. 

c) Utilizando o método da bisseção, calcular a sua menor raiz positiva com precisão 0,040 e um 

máximo de (𝑘 + 1) iterações. 

Solução: 

a) Isolamento das raízes reais  

Calculando as respectivas imagens dos inteiros no intervalo [−4, 8], temos: 

 

Tabela 1 – Imagens dos inteiros no intervalo [-4,8] 

 

Fonte: Autor 

 

Fazendo a escolha dos subintervalos de [−4, 8], tais que as imagens possuam sinais opostos, 

verifica-se, então, que cada intervalo, a seguir, contém uma raiz: 

(−3, −2), (−2, −1), (0,1), (1,2) e (3,4). 

b) Considerando o intervalo (0,1), logo 𝑘 ≥
log(1−0)−log(0,040)

log 2
⇒ 𝑘 ≥ 4,6 ⇒ 𝑘 = 5. 

c) Cálculo da menor raiz positiva, utilizando o vcn.exe para as iterações: 
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Tabela 2 – Recorte do VCN para o Método da Bisseção 

 

Fonte: Autor 

Para a precisão estabelecida: 0,040, 𝑥 = 0,59375 pode ser tomado como uma estimativa para a 

menor raiz positiva da equação. 

Exemplo 3.2: Considere a função 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 3𝑥3 − 3𝑥 − 4 . Isole suas raízes reais e calcule sua 

maior raiz positiva com precisão 10−2.  Considere o critério de parada |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| < 𝜖. 

Solução: 

         Pela Regra do Máximo, todas as raízes z, reais ou complexas, do polinômio são tais que   

|𝑧| < 𝑅, em que 𝑅 = 1 + max
0≤𝑘≤𝑛−1

|
𝑎𝑘

𝑎𝑛
|. Logo, temos 𝑅 = 1 + |

4

1
|. Dessa forma, deduz-se que os 

zeros reais da função, se existirem, situam-se em ]−5, 5[. 

Calculando as respectivas imagens dos inteiros no intervalo [−5, 5], temos: 

 

Tabela 3 – Imagens dos inteiros no intervalo [-5,5] 

 

Fonte: Autor 

 

Fazendo a escolha dos subintervalos de [−5, 5], tais que as imagens possuam sinais opostos, 

verifica-se que apenas o intervalo  (1,2) possui raiz real positiva. 

A unicidade da raiz no intervalo provamos pela Regra dos Sinais de Descartes I: a diferença entre 

o número de raízes positivas (𝑁+) e o número de variações nos sinais dos coeficientes não nulos 

(𝑉) de 𝑓(𝑥) é um número par. 

Comecemos por avaliar o número 𝑉 de variações de sinais dos seus coeficientes: 𝑉 = 1. Logo, 

para 𝑁+ − 𝑉 par, devemos ter  𝑁+ = 1. Logo, só temos uma única raiz real positiva.  

Agora, vejamos as iterações no Visual Cálculo Numérico (VCN): 
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Tabela 4 – Recorte do VCN para o Método da Bissecção 

 

Fonte: Autor 

Observe que o resultado é 𝑥 = 1,2265625 com erro  0,0078125 na sétima iteração. 

Para a precisão estabelecida, 10−2, o valor de 𝑥 = 1,2265625 pode ser tomado como uma 

estimativa para a menor raiz positiva da equação. 

 

3.1.7 Considerações importantes 

 
• As iterações não envolvem cálculos laboriosos; 

• Pode ser difícil encontrar um intervalo [𝑎, 𝑏], tal que 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑏) < 0, em equações com raízes 

de multiplicidade par ou muito próximas; 

• A convergência é muito lenta, pois se o intervalo inicial é tal que 𝑏0 − 𝑎0 ≫ 𝜀,  e se ε for muito 

pequeno, o número de iterações (𝑘) tende a ser muito grande. Exemplo: 𝑏0 − 𝑎0 = 2 𝑒 𝜀 = 10−6 , 

implica em 𝑘 = 20,9, ou seja, na necessidade de 𝑘 = 21 iterações. 

• Na prática, o método é mais utilizado para diminuir o intervalo que contém a raiz. 

 

3.2 Método da Falsa Posição 

 

          Suponha 𝑦 = 𝑓(𝑥) uma função contínua no intervalo 𝐼 = [𝑎, 𝑏], tal que 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0 e 

com uma única raiz no intervalo considerado.  

O método consiste em um algoritmo para encontrar raízes que utiliza o ponto onde uma 

aproximação linear da função dada cruza o eixo das abscissas como partida para a próxima iteração, 

mantendo o mesmo extremo inicial para cada iteração a ser procedida, conforme ilustra a figura 6 

abaixo: 
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Figura 6 – Método da Falsa Posição 

 
Fonte: Adaptado de ALVES, 2001 

 
Como pode-se observar através da Figura 6, no Método da Falsa Posição é traçado uma reta que 

intercepta os pontos (𝑎, 𝑓(𝑎)) e (𝑏, 𝑓(𝑏)) da função 𝑓(𝑥). Com o propósito de beneficiar o ponto 

que estiver mais próximo do zero da função, a aproximação seguinte é dada pelo ponto onde a reta 

tocar o eixo das abscissas, originando a aproximação 𝑥1. Observando que a solução 𝑥1 não está 

próxima da raiz 𝜉, é adotado um novo intervalo para o cálculo da nova aproximação. Este intervalo 

é [𝑎, 𝑥1], pelo fato de  𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑥1) < 0. Com isso, é traçado uma nova reta que intercepta os pontos 

(𝑎, 𝑓(𝑎)) 𝑒 ( 𝑥1, 𝑓(𝑥1)), visto que a aproximação 𝑥2 é dada pelo ponto onde a reta intercepta o 

eixo das abscissas. É verificado se a aproximação encontrada satisfaz o critério de parada utilizado, 

caso não satisfaça, o processo é repetido até que a aproximação obtida seja a desejada.  

 

3.2.1 Fórmula de iteração 

 
          A fórmula de iteração deste método pode ser encontrada através da análise de triângulos 

semelhantes na figura 6, isto é:  

 

 

𝑓(𝑏𝑛) − 0

𝑏𝑛 − 𝑥𝑛+1
=

𝑓(𝑏𝑛) − 𝑓(𝑎𝑛)

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛
, 

Resultando: 
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𝑥𝑛+1 = 𝑏𝑛 −
𝑓(𝑏𝑛)

𝑓(𝑏𝑛) − 𝑓(𝑎𝑛)
𝑏𝑛 − 𝑎𝑛

 

= 𝑏𝑛 − 𝑓(𝑏𝑛) 
𝑓(𝑏𝑛) − 𝑓(𝑎𝑛)

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛
 

 

 

=
𝑎𝑓(𝑏𝑛) − 𝑏𝑓(𝑎𝑛)

𝑓(𝑏𝑛) − 𝑓(𝑎𝑛)
. 

Como  𝑓(𝑎𝑛) e 𝑓(𝑏𝑛) possuem sinais opostos, podemos tomar 

𝑥𝑛+1 =
𝑎|𝑓(𝑏𝑛)| + 𝑏|𝑓(𝑎𝑛)|

|𝑓(𝑏𝑛)| + |𝑓(𝑎𝑛)|
 com 𝑛 = 0,1, … 

          Observe que esse método procura beneficiar a busca do menor 𝑓(𝑥) gerado por 𝑎𝑛 ou 𝑏𝑛, 

sendo equivalente a localizar uma raiz aproximada por meio da média ponderada entre 𝑎𝑛 e 𝑏𝑛, 

utilizando como pesos |𝑓(𝑎𝑛)| e |𝑓(𝑏𝑛)|. 

 

3.2.2 Critérios de parada 

 
          Os critérios de paragem mais utilizados são:  

 

|𝑓(𝑎𝑛)| ≤ 𝜀 𝑜𝑢 

|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| ≤ 𝜀. 

 

3.2.3 Descrição do algoritmo da falsa posição 

 
          O algoritmo para este método deve seguir a sequência: 

 

1. Determinar valores arbitrários para 𝑥0 e 𝑥1, tais que 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥1) < 0; 

2. Aproximar 𝑥2 através da expressão 𝑥2 =
𝑓(𝑥0)𝑥1−𝑓(𝑥1)𝑥0

𝑓(𝑥0)−𝑓(𝑥1)
; 

3. 𝑥2 será o resultado esperado caso o critério de parada for satisfeito; 

Caso 𝑥2 não satisfazer o critério de parada, as etapas devem continuar, de modo que: 

4. Se 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥2) < 0, 𝑥0 deverá ser mantido o mesmo e 𝑥1 deverá ser substituído por 𝑥2, 

retornando ao passo 2. Caso contrário, 𝑥1 deverá ser mantido e 𝑥0 deverá ser substituído por 𝑥2, 
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retornando ao passo 2. 

 

3.2.4 Experimentando o método 

 

          Exemplo 3.3: Seja 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 9𝑥 + 3. Encontrar a raiz de 𝑓(𝑥) do intervalo 𝐼 = [0,1] 

usando a precisão 𝜀 = 5 × 10−4 e o critério de parada |𝑓(𝑥𝑛)| < 𝜀. 

Solução: 

Verificando o cálculo de 𝑓(0) e 𝑓(1): 

𝑓(0) = 03 − 9.0 + 3 = 3 

𝑓(1) = 13 − 9.1 + 3 = −5 

As imagens possuem sinais contrários, logo possui raiz real. 

Utilizando o software vcn.exe, temos as iterações: 

 

Tabela 5 – Recorte do VCN para o Método da Falsa Posição 

 

Fonte: Autor 

Observe que o resultado é 𝑥 = 0,337635 com erro 2,225884. 10−4 < 5. 10−4 na terceira iteração. 

Para a precisão estabelecida, 5. 10−4, o valor de 𝑥 = 0,337635 pode ser tomado como uma 

estimativa para a menor raiz positiva da equação. 

 

Exemplo 3.4: Seja 𝑓(𝑥) = 𝑥5 + 2𝑥4 + 𝑥2 − 3𝑥 − 1. Calcule a menor raiz real usando a precisão 

𝜀 = 0,05 e o critério de parada |𝑓(𝑥𝑛)| < 𝜀. 

Solução:  

         Pela Regra do Máximo, todas as raízes (reais ou complexas) do polinômio se encontram no 

intervalo ]−4,4[ 

Calculando as respectivas imagens dos inteiros no intervalo [−4, 4], temos: 
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Tabela 6 – Recorte do VCN para o Método da Falsa Posição 

 

Fonte: Autor 

 

Fazendo a escolha dos subintervalos de [−4, 4], tais que as imagens possuam sinais opostos, 

verifica-se que o intervalo  (−3, −2) possui a menor raiz real. E a mesma é única do intervalo, pois 

o números de variações de sinais do polinômio 𝑝(−𝑥) = −𝑥5 + 2𝑥4 + 𝑥2 + 3𝑥 − 1 é igual a 2 e 

temos dois intervalos que possuem raízes negativas: (-3,-2) e (-1,0), logo, pela Regra de Sinais de 

Descartes II, temos apenas duas raízes reais negativas. Sendo assim, a menor raiz está contida no 

intervalo (−3, −2). 

Utilizando o software VCN para o método, vejamos as iterações para o intervalo (−3, −2): 

 

Tabela 7 – Recorte do VCN para o Método da Falsa Posição 

 

Fonte: Autor 

Observe que o resultado é 𝑥 = −2,37 com erro 2,9885594. 10−4 < 5. 10−2 na décima segunda 

iteração. Para a precisão estabelecida, 5. 10−2, o valor de 𝑥 = −2,37  pode ser tomado como uma 

estimativa para a menor raiz positiva da equação. 

 

3.2.5 Considerações importantes 

 

          Como este método utiliza mais informação para gerar as iteradas é, em geral, de 
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convergência mais rápida. E converge independentemente da forma do gráfico de 𝑦 = 𝑓(𝑥) no 

intervalo [𝑎, 𝑏]. Entretanto, quando a convergência para a raiz só se faz a partir de um extremo do 

intervalo [𝑎, 𝑏],  e a imagem desse extremo tem um valor muito elevado, a convergência é lenta. 

Esta situação ocorre sempre que o gráfico da função apresenta a concavidade voltada para cima ou 

para baixo no intervalo em estudo, podendo tornar a velocidade de convergência bastante lenta, até 

mesmo mais lenta que no método da bissecção. 

          Apesar da necessidade de conhecimento prévio da região na qual se encontra a raiz de 

interesse, os cálculos são mais simples que no método de Newton. 

 

3.3 Método de Newton-Raphson 

 
          O método de Newton (ou de Newton-Raphson) é um dos métodos numéricos mais poderosos 

e conhecidos para a solução de problemas de busca de resultados. Existem muitas maneiras de 

introduzir o método, mas uma forma de introduzi-lo é baseada nos polinômios de Taylor. A 

derivação específica do desenvolvimento produz não apenas o método, mas também um limite para 

o erro da aproximação. 

          Suponha que 𝑓 ∈ ℂ2[𝑎, 𝑏]. Deixe 𝑝0 ∈ [𝑎, 𝑏] ser uma aproximação para 𝑝 de tal modo que 

𝑓′(𝑝0) ≠ 0  e |𝑝 − 𝑝0| é pequeno. Considere o primeiro polinômio de Taylor para 𝑓(𝑥) expandido 

em torno de 𝑝0 e avaliado em torno de 𝑥 = 𝑝: 

𝑓(𝑝) = 𝑓(𝑝0) + (𝑝 − 𝑝0)𝑓′(𝑝0) +
(𝑝 − 𝑝0)2

2
𝑓′′(𝜉(𝑝)). 

onde 𝜉(𝑝) está entre 𝑝 e 𝑝0. Uma vez que 𝑓(𝑝) = 0, esta equação dá 

0 = 𝑓(𝑝0) + (𝑝 − 𝑝0)𝑓′(𝑝0) +
(𝑝 − 𝑝0)2

2
𝑓′′(𝜉(𝑝)). 

O método de Newton é derivado supondo que desde então |𝑝 − 𝑝0| é pequeno, o termo envolvendo 

(𝑝 − 𝑝0)2  é muito menor, então 

0 ≈ 𝑓(𝑝0) + (𝑝 − 𝑝0)𝑓′(𝑝0). 

Resolvendo para 𝑝 dá 

𝑝 ≈ 𝑝0 −
𝑓(𝑝0)

𝑓′(𝑝0)
≡ 𝑝1. 

Isso prepara o cenário para o método de Newton, que começa com uma aproximação inicial 𝑝0 e 

gera a sequência {𝑝𝑛}𝑛=0
∞ , por 
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𝑝𝑛 ≈ 𝑝𝑛−1 −
𝑓(𝑝𝑛−1)

𝑓′(𝑝𝑛−1)
, para 𝑛 ≥ 1. 

A figura abaixo ilustra como as aproximações são obtidas com tangentes sucessivas. Começando 

com a aproximação inicial 𝑝0, a aproximação 𝑝1 é a x-interceptação da linha tangente para o gráfico 

de 𝑓 em (𝑝0, 𝑓(𝑝0)). A aproximação 𝑝2 é a x-interceptação da linha tangente para o gráfico de f 

em (𝑝1, 𝑓(𝑝1)) e assim por diante.  

 
Figura 7 – Interpretação Geométrica do Método de Newton 

 
Fonte: Adaptado de BURDEN, 2011 

 
 

3.3.1 Função iterativa 

 
          Definamos a função iterativa do método de Newton como: 

𝑝𝑛 = 𝑝𝑛−1 −
𝑓(𝑝𝑛−1)

𝑓′(𝑝𝑛−1)
= 𝜑(𝑝𝑛−1), 𝑛 = 1, 2, ⋯.       (3.1)                                                       

Por consequência, podemos destacar: 

 

I) Supondo que a sequência 𝜑(𝑝𝑛−1) convirja para 𝑝, da expressão (3.1) , obtemos   𝑝 = 𝑝 −

𝑓(𝑝)

𝑓′(𝑝)
⟺ 𝑓(𝑝) = 0. Assim, temos 𝑝 como zero da função 𝑓.  

II) Observe que o processo iterativo converge tão mais rápido quanto melhor for a escolha de uma 

boa aproximação inicial 𝑝0. Sendo assim, uma aproximação inicial longe da solução pode implicar 
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um número grande interações para determinar a solução desejada.  

III) O método se torna impossível quando 𝑓′(𝑝0) = 0 e o número de iterações cresce 

substancialmente quando 𝑓′(𝑝0) ≈ 0. 

 

3.3.2 Critério de parada 

 
          Os critérios de paragem mais utilizados são:  

 

|𝑓(𝑥𝑛)| ≤ 𝜀 𝑜𝑢 

|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| ≤ 𝜀. 

 

3.3.3 Descrição do método de Newton 

 

          Seja a equação 𝑓(𝑥) = 0. Suponha que 𝑓′(𝜉) ≠ 0, e que 𝑓(𝑥), 𝑓′(𝑥) e 𝑓′′(𝑥)  sejam 

contínuas num intervalo I que contém a raiz 𝑥 = 𝜉. 

 

Dados: 𝑥0(aproximação inicial), 𝜀1 e 𝜀2(precisões) e 𝑚𝑎𝑥 (máximo de iterações) 

Para 𝑘 = 0 até 𝑝 = 𝑚𝑎𝑥 faça 𝑝𝑛+1 = p𝑛 −
f(p𝑛)

f′(p𝑛)
. 

Se  |𝑓(𝑝𝑛+1)| < 𝜀1 ou |𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛| < 𝜀2, então 𝜉 = 𝑝𝑛+1, e terminamos. 

Se 𝑛 = 𝑚𝑎𝑥, então terminamos, e o método não converge para a solução. 

 

3.3.4 Condições de convergência 

 
          Segundo Newton, para haver a convergência à uma raiz em seu método, bastaria que o 

intervalo (𝑎, 𝑏) em análise fosse suficientemente pequeno. Contudo, Raphson e Fourier concluíram 

que um intervalo pequeno é aquele que contém uma e somente uma raiz. Com isso, algumas 

condições foram estabelecidas para que tal exigência fosse válida:  

I) Se 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏)>0 ou existirá um número par de raízes reais (contando suas multiplicidades) ou 

não existirá nenhuma raiz real no intervalo (𝑎, 𝑏); 

 

II) Se 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) < 0 existirá um número ímpar de raízes reais (contando com suas 
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multiplicidades) no intervalo (𝑎, 𝑏); 

 

III) Se 𝑓′(𝑎). 𝑓′(𝑏) > 0 então, no intervalo especificado (𝑎, 𝑏), a função será apenas crescente ou 

será apenas decrescente jamais se alternando; 

 

IV) Se 𝑓′(𝑎). 𝑓′(𝑏) < 0 então, no intervalo especificado (𝑎, 𝑏), a função se alternará entre 

crescente e decrescente; 

 

V) Se 𝑓′′(𝑎). 𝑓′′(𝑏) > 0, então a concavidade da função no intervalo (𝑎, 𝑏) especificado não se 

inverterá; 

 

VI) Se 𝑓′′(𝑎). 𝑓′′(𝑏) < 0, então a concavidade da função no intervalo (𝑎, 𝑏) especificado se 

interverá. 

          Portanto, haverá convergência à uma raiz no intervalo (𝑎, 𝑏) se, e somente se: 

𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) < 0, 𝑓′(𝑎). 𝑓′(𝑏) > 0 e 𝑓′′(𝑎). 𝑓′′(𝑏) > 0 

          As condições suficientes de convergência podem ser estabelecidas com mais rigor.  

Teorema (condição suficiente de convergência para o método de Newton). 

Seja (𝑎, 𝑏) um intervalo que contém uma só raiz da equação 𝑓(𝑥) = 0. A sucessão de valores 𝑥𝑖 

gerados pelo método de Newton-Raphson é monótona e limitada pela raiz 𝑥0(portanto 

convergente) se: 

 

1. 𝑓′(𝑥) ≠ 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

 

2. 𝑓′′(𝑥) é de sinal constante em ]𝑎, 𝑏[ ,  ou seja, 𝑓′′(𝑎) ∙ 𝑓′′(𝑏) > 0 

 

3. O valor inicial 𝑥0 for o extremo do intervalo [𝑎, 𝑏] em que 𝑓(𝑥0) ∙ 𝑓′′(𝑥0) > 0 ( toma-se 𝑥0 = 𝑎 

ou 𝑥0 = 𝑏 de modo que 𝑓(𝑥0) 𝑒 𝑓′′(𝑥0) tenham o mesmo sinal). 

 

A demonstração se encontra em (ALVES, 2001). 

 

3.3.5 Convergência quadrática 
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          A fórmula de iteração do método de Newton é  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 se 𝑓′(𝑥𝑛) existir, 𝑛 ≥ 0 

          De acordo com o teorema de Taylor, se 𝑓  tem derivadas até a segunda ordem em um 

intervalo 𝐼, então pode ser representada pela expansão em torno de um ponto próximo da raiz de 

𝑓(𝑥). E suponhamos que 𝛼 seja a raiz, então pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange, temos 

que para algum 𝜉 que está entre xn e 𝛼: 

𝑓(𝛼) = 𝑓(𝑥𝑛) + 𝑓′(𝑥𝑛)(𝛼 − 𝑥𝑛) +
𝑓′′(𝜉)

2
(𝛼 − 𝑥𝑛)2 

Como 𝛼 é raiz então 𝑓(𝛼) = 0, portanto 

0 = 𝑓(𝑥𝑛) + 𝑓′(𝑥𝑛)(𝛼 − 𝑥𝑛) +
𝑓′′(𝜉)

2
(𝛼 − 𝑥𝑛)2 

E assim 

−
𝑓′′(𝜉)(𝛼 − 𝑥𝑛)2

2𝑓′(𝑥𝑛)
=

𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
+ (𝛼 − 𝑥𝑛) 

 

Mas, 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1 =
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 

Logo, 

 

−
𝑓′′(𝜉)(𝛼 − 𝑥𝑛)2

2𝑓′(𝑥𝑛)
= (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1) + (𝛼 − 𝑥𝑛) 

𝛼 − 𝑥𝑛 = −
𝑓′′(𝜉)(𝛼 − 𝑥𝑛)2

2𝑓′(𝑥𝑛)
 

Além do mais, digamos que o erro seja 𝐸𝑛 = 𝛼 − 𝑥𝑛, e assim,  

𝐸𝑛+1 = −
𝑓′′(𝜉)𝐸𝑛

2

2𝑓′(𝑥𝑛)
⇒ |𝐸𝑛+1| = |

𝑓′′(𝜉)

2𝑓′(𝑥𝑛)
| |𝐸𝑛

2|. 

∎ 

 

3.3.6 Experimentando o método 
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         Exemplo 3.5: Determine a maior raiz real da equação 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 − 1 = 0 com erro 

inferior a 10−3. Considere o critério de parada |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| < 𝜖. 

Utilizando a Regra do Máximo, temos que suas raízes (reais ou complexas), se existirem, estão no 

intervalo [−3,3]. Assim, calculando as imagens dos inteiros no intervalo, temos: 

 

Tabela 8 – Imagens dos inteiros no intervalo [-3,3] 

 

Fonte: Autor 

Observe que -1 é raiz real, visto que 𝑓(−1) = 0, e que uma segunda raiz se encontra no intervalo 

(1, 2) , pois  𝑓(1) ∙ 𝑓(2) < 0. A terceira raiz é real, pois a função tem grau 3 e as raízes complexas 

se dão aos pares, mas não sabemos sua localização. 

Utilizemos a Regra de Sinais de Descartes II:  o número de raízes reais negativas 𝑁− não pode 

exceder o número 𝑉 de variações de sinal dos coeficientes não nulos do polinômio 𝑓(−𝑥) = −𝑥3 +

2𝑥 − 1, e o número 𝑉 − 𝑁− é par. Como 𝑉 = 2, e  −1 é raiz, logo devemos ter 𝑁− = 2 e assim só 

temos uma raiz no intervalo (1, 2), e é a maior raiz. 

Agora, podemos verificar as condições de convergência a uma raiz: 

1) 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑏) < 0 

     𝑓(1) ∙ 𝑓(2) < 0 

 

2) 𝑓′(𝑎) ∙ 𝑓′(𝑏) > 0 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 2 . Logo, 𝑓′(1). 𝑓′(2) = 1.10 > 0 

 

3) 𝑓′′(𝑎) ∙ 𝑓′′(𝑏) > 0 

𝑓′′(𝑥) = 6𝑥 > 0 em todo o intervalo. 

 

Para a escolha do melhor extremo, observe que 𝑓(2) ∙ 𝑓′′(2) > 0. Então, tomemos 𝑥0 = 2. 

Com este quarto ponto também verificado, estão cumpridas as condições de convergência, pelo 

que podemos começar as iterações. Para isto, utilizaremos o software vcn.exe, que nos dá a seguinte 

tabela: 
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Tabela 9 – Recorte do VCN para o Método de Newton 

 

Fonte: Autor 

 

Logo, a maior raiz é 1,618, com erro menor que 10−3. 

          Exemplo 3.6: Tendo em atenção a função 𝑓(𝑥) = −
3

4
𝑥5 +

21

4
𝑥4 −

147

12
𝑥3 +

39

4
𝑥2 + 𝑥 −

2 = 0  e sabendo que admite uma raiz real no intervalo ]0,1[. É possível, utilizando o método de 

Newton, calcular essa raiz? 

Verificando as condições de convergência: 

1. 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑏) < 0 

𝑓(0) = −2 

𝑓(1) = 1 

Logo, 𝑓(0) ∙ 𝑓(1) = −2 < 0, satisfazendo assim esta condição. 

 

2. 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑏) > 0 

𝑓′(𝑥) = −
15

4
𝑥4 + 21𝑥3 −

147

4
𝑥2 +

39

2
𝑥 + 1, e  𝑓′(0) = 𝑓′(1) = 1 ⇒ 𝑓′(0). 𝑓′(1) > 0. 

 

3. Sinal de 𝑓′′(𝑥) no intervalo ]0,1[:  

𝑓′′(𝑥) = −15𝑥3 + 63𝑥2 −
147

2
𝑥 +

39

2
  

𝑓′′(0) =
39

2
 

𝑓′′(1) = −6 

Estes resultados implicam que 𝑓′′(𝑥) não tem sinal constate, logo as condições de convergência 

não se verificam no seu conjunto e consequentemente o método de Newton-Raphson não pode ser 

utilizado para estes valores. 

          Mesmo sabendo que não se pode aplicar o método de Newton-Raphson para estes valores, 

vamos iterar e verificar que a fórmula de recorrência não converge para o resultado. Podemos então 
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apresentar o resultado das iterações utilizando o vcn.exe para as iterações: 

Tabela 10 – Recorte do VCN para o Método de Newton 

 

Fonte: Autor 

 

Como não converge, pode-se verificar no programa que o método dá um loop infinito (“repetição 

infinita” das instruções).  

          Contudo, utilizando o método da bissecção no software vcn.exe, podemos constatar que só 

basta 10 iterações para obtermos a raiz aproximada: 0,5751953125 com precisão 10−3, veja: 

 

Tabela 11 – Recorte do VCN para o Método da Bissecção 

 

Fonte: Autor 

 

3.3.7 Considerações importantes 

 
          Embora, o método tem convergência muito boa, proporcionando geralmente um número 

pequeno de iterações (considerado o mais rápido que os estudados até aqui), apresenta a 

desvantagem de verificação de algumas condições de convergência. 
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4. PROPOSTAS DE ATIVIDADES PARA O ENSINO MÉDIO 

 

          A seguir, apresentamos três atividades sobre o cálculo de raízes aproximadas através dos 

métodos iterativos apresentados. A primeira atividade enriquece o desenvolvimento do conteúdo 

dos Métodos da Bissecção e da Falsa Posição, quando requisita ao aluno a utilização do Excel, 

onde ele deverá entender sobre condicionais, fórmulas de iteração e a construção de algoritmos 

para encontrar uma solução aproximada. Na segunda atividade traz uma alternativa para o cálculo 

da raiz quadrada. E a terceira atividade, potencializa a capacidade do aluno observar a construção 

de resultados, através de identificação de regularidades dentro de um determinado método, e até 

mesmo busca comparar os métodos através de seus erros e convergências. 

 

4.1 Métodos Iterativos no Excel 

 

Atividade 1: Considere o polinômio 𝑥4 + 𝑥2 − 9𝑥 + 3. Numa planilha Excel, use as ferramentas 

para produzir um algoritmo do método da bissecção e da falsa-posição que nos dê a raiz aproximada 

no intervalo [1, 2] com erro menor que 10−3.  

Observação: utilize o critério de parada |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| < 𝜖. 

 

Solução. Na planilha Excel da tabela 12, primeiramente preparemos a linha 1 (cabeçalho), onde: 

i: i-ésima iteração;  

a: extremo esquerdo do intervalo; 

𝑓(𝑎): imagem do extremo esquerdo do intervalo; 

𝑥𝑖: ponto médio do intervalo da i-ésima iteração; 

𝑓(𝑥𝑖): imagem do ponto médio da i-ésima iteração; 

b: extremo direito do intervalo;  

𝑓(𝑏): imagem do extremo direito intervalo; 

𝜀: erro. 

Em seguida, preparemos a linha 2 da planilha.  

Então, começamos pela iteração 0, a célula A2 recebe o valor 0, a célula B2 recebe o valor 1, a 

célula C2 recebe a fórmula: =B2^4+B2^2-9*B2+3, a célula D2 recebe a fórmula: =(B2+F2)/2, a 

célula E2 recebe a fórmula: =D2^4+D2^2-9*D2+3, a célula F2 recebe o valor 2, a célula G2 recebe 
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a fórmula: = F2^4+F2^2-9*F2+3.  

Observação: o erro na iteração 0 existe, porém não é calculado. 

Em seguida, preparemos a linha 3 da planilha: 

Vamos agora para a iteração 1, para encontrar o novo valor de a é necessária uma estrutura 

condicional, utilizemos a estrutura SE. No caso, a célula B3 recebe a fórmula: 

=SE(C2*E2<0;B2;D2), ou seja, se 𝑓(𝑎) ∗ 𝑓(𝑥𝑖) < 0, então a  raiz está contida no intervalo (a, 𝑥𝑖), 

devemos então tomar como verdadeiro o valor de a e tomar como falso o valor de 𝑥𝑖). Na célula 

F3, utilizemos a mesma fórmula: =SE(E2*G2<0;F2;D2),  ou seja, se 𝑓(𝑏) ∗ 𝑓(𝑥𝑖) < 0, então a 

raiz está contida no intervalo (𝑥𝑖, b), devemos então tomar como verdadeiro o valor de b e tomar 

como falso o valor de 𝑥𝑖. 

As fórmulas de 𝑓(𝑎), 𝑥𝑖 e 𝑓(𝑥𝑖) na linha 3 são iguais a da linha 2, podemos então simplesmente 

utilizar a alça de preenchimento para baixo. 

No caso do erro na linha 3, podemos calcular da seguinte maneira: = ABS(D3-D2), pois estamos 

tratando do módulo da diferença entre o valor atual e anterior da raiz. 

Por fim, basta agora selecionar a linha 3, e utilizando a alça de preenchimento arrastar para baixo 

até chegar à iteração 9 onde obtemos erro menor que 10−3. 

 

Tabela 12 – Excel para o Método da Bissecção 

 

Fonte: Autor 

Logo, pelo método da Bissecção, na iteração 9, obtemos 1,768 como raiz com erro menor que 

10−3. 

Para o método da Falsa Posição, a única mudança está na fórmula iterativa, logo a célula D2 recebe 
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a fórmula: = 𝐹2 −
𝐺2(𝐹2−𝐵2)

𝐺2−𝐶2
. Todos os demais passos são os mesmos que o método da Bissecção. 

E como resultado obteremos a tabela 13 abaixo. 

 

Tabela 13 – Excel para o Método da Falsa Posição 

 

Fonte: Autor 

 

Logo, pelo método da Falsa Posição, na iteração 5, obtemos 1,768 como raiz com erro menor que 

10−3. 

 

4.2 Raiz Quadrada 

Atividade 2: Como √𝐴 é uma solução da equação 𝑥2 − 𝐴 = 0, podemos usar o método de 

Newton para estimar √𝐴 (figura abaixo). 

 
Figura 8 – A sucessão converge para a raiz para qualquer valor 𝑥0>0 

 
Fonte: Autor 

 

a) Utilize do fato que a inclinação da reta tangente à função 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 no ponto (𝑥0, 𝑦0) 

é dada por 2𝑎𝑥0 + 𝑏, para verificar que a fórmula de iteração para obter a estimativa da raiz 

quadrada é dada por 𝑥𝑛 = 0,5 (𝑥𝑛−1 +
𝐴

𝑥𝑛−1
). 

Solução: Dando continuidade à sucessão, temos que a inclinação 𝜃 da reta tangente no ponto 𝑥𝑛 é 
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tal que tan 𝜃 = 2𝑥𝑛. Logo,  

𝑦𝑛

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1
= 2𝑥𝑛 ⇒ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1 =

𝑦𝑛

2𝑥𝑛
⇒ 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −

𝑦𝑛

2𝑥𝑛
. 

Como 𝑦𝑛 = 𝑥𝑛
2 − 𝐴, temos: 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑥𝑛

2 − 𝐴

2𝑥𝑛
. 

Dessa forma, 𝑥𝑛+1 = 0,5 (𝑥𝑛 +
𝐴

𝑥𝑛
). 

 

b) Estime √2 e √1000999 com ao menos cinco decimais exatos. Utilize para isso a fórmula de 

iteração em uma planilha do Excel. 

Solução: Na figura 9 abaixo, temos duas planilhas Excel. Para a primeira planilha utilizamos uma 

aproximação inicial (1,5) e a fórmula de iteração como fórmula de referência, assim na célula C8 

temos a seguinte fórmula de referência: = 0,5(B8 + (2 B8⁄ )) para aproximar √2. Para a segunda 

planilha utilizamos a aproximação uma inicial (1000) e a fórmula de referência: =

0,5(B8 + 1000999 B8⁄ ) na célula C8 para aproximar √1000999 . Em seguida, deslocamos a alça 

de preenchimento para baixo até obter na aproximação ao menos cinco decimais exatos. 

   

Figura 9 – Raiz Quadrada no Excel 

 

Fonte: Autor 

Dessa forma, √2 ≈ 1,41421 e √1000999 ≈ 1000,49937. 
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4.3 Métodos Iterativos no Visual Cálculo Numérico 

 

Atividade 3: Considere a função polinomial 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 9𝑥 + 3. Encontrar a raiz de 𝑓(𝑥) do 

intervalo 𝐼 = [0,1] usando a precisão 𝜀 = 10−3 e o critério de parada |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| < 𝜀. Utilizando 

o Visual Cálculo Numérico para os métodos da Bissecção, Falsa Posição e de Newton, responda: 

a) Em qual método foi utilizado menor número de iterações? Em qual método foi utilizado o maior 

número de iterações? 

Solução. Utilizando o vcn.exe, verificamos 10 iterações pelo método da Bissecção, conforme a 

figura 11 abaixo: 

 

Figura 10 – Tela do VCN para o Método da Bissecção 

 

Fonte: Autor 

Pelo método da Falsa Posição verificamos 3 iterações, conforme figura 11 abaixo: 
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Figura 11 – Tela do VCN para o Método da Falsa Posição 

 

Fonte: Autor 

E pelo método de Newton sendo 𝑥 = 0 o valor inicial, verificamos 4 iterações, conforme figura 12 

abaixo: 

 

Figura 12 – Tela do VCN para o Método de Newton 

 

Fonte: Autor 

Dessa forma, o método que utiliza o menor número de iterações é o da Falsa Posição, e o método 
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que utiliza o maior número de iterações é o da Bissecção. Salientamos que se utilizássemos o valor 

inicial 𝑥 = 1, teríamos 5 iterações para o método de Newton, mas a solução continuaria mesma. 

 

b) Utilize para o método de Newton a primeira aproximação inicial 𝑥0 = −2  e utilize a 

aproximação inicial 𝑥0 = −1. Alguma diferença? O que podemos concluir sobre isso? 

 

 

 

Figura 13 – Tela do VCN para o Método de Newton 

Fonte: Autor 
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Figura 14– Tela do VCN para o Método de Newton 

 

Fonte: Autor 

 

Conforme as figuras 13 e 14 acima podemos observar que ao utilizarmos o valor inicial 𝑥 = −1 

encontramos -3,15 como raiz aproximada, e utilizando o valor inicial 𝑥 = −2 encontramos 0,33 

como raiz aproximada. Podemos concluir que no método de Newton a determinação da raiz e o 

número de iterações depende do valor inicial. 

 

c) Observando os métodos numéricos em questão, o que podemos observar no tocante ao 

surgimento dos dígitos significativos corretos a cada iteração? 

Solução: Observe a figura 12. Podemos identificar que, no método de Newton em questão, os 

dígitos corretos começam a surgir a partir da primeira iteração, e a quantidade de dígitos corretos 

duplica à medida que os valores da sequência se aproximam da raiz. Isto ocorre porque o método 

tem convergência quadrática. 

 

d) Observando os métodos numéricos em questão, quanto à precisão, o que se pode dizer? 

Solução: É possível observar na figura 10 que o erro se reduz à metade a cada iteração no método 

da Bissecção. Nos demais métodos não é fácil ver alguma regularidade em questão. 
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5. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

           
          Desafios podem ser encontrados durante a execução deste trabalho com alunos do 3º ano do 

ensino médio. No conteúdo temos uma gama de conceitos que normalmente são trabalhos no 

ensino superior, mas que se levados para um projeto de extensão, estamos a mudar o senso comum 

para a busca por referenciais teóricos baseados em uma educação científica e tecnológica, que 

formarão uma base sólida para a elaboração das aulas. No tocante ao uso de tecnologias, devemos 

considerar que muitas escolas possuem uma infraestrutura precária, e muitas vezes não dispõem de 

laboratórios de informática ou de softwares disponíveis. Recomenda-se o uso do software Libre 

Office Calc, que faz parte de uma suíte gratuita e livre, no caso da não existência do Microsoft 

Excel, que necessita de licença comercial. E, como não é possível a utilização do Visual Cálculo 

Numérico através de smartphones, sugerimos o uso de tablets na sala de aula, pois adaptaremos o 

aluno à realidade do mundo digital de forma criativa. 

          Alguns autores consideram a formação de professores o maior desafio da atualidade para a 

educação 4.0. Uma formação diferenciada é essencial para acompanhar tamanha maré de 

desenvolvimento. O cenário é o de desenvolver competências, o  professor deixa de ser o 

especialista em determinado conteúdo para tornar-se um propulsor para o desenvolvimento, 

usando metodologias ativas para conduzir os estudantes na busca de informações, geração de 

soluções e avaliação do trabalho realizado. As salas de aula se tornam espaços para a construção 

de conhecimento, e o professor será um líder-pesquisador, que, ao lado dos alunos, engaja-se na 

busca de soluções para novos problemas. 

          O ensino sobre métodos iterativos para encontrar raízes não se encerra apenas com a 

aplicação das atividades que foi proposta, cabe aos professores a elaboração de novas atividades 

relacionadas, possibilitando que o estudante cada vez mais desenvolva o pensamento 

computacional. Nesse sentido, a BNCC ressalta a importância de se trabalhar as capacidades de 

compreender, analisar, definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas 

soluções, de forma metódica e sistemática, por meio do desenvolvimento de algoritmos. 

 

 

 

 

https://gutennews.com.br/blog/2018/07/05/3-exemplos-praticos-de-metodologias-ativas/
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