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RESUMO

O presente trabalho aborda os métodos numéricos da Bissec¢do, Falsa Posicdo e de Newton
para aproximacao de zeros das func¢des polinomiais de qualquer grau, dados os intervalos em que
estas fungdes se anulam ou quando podemos deduzir ou em cendrios que tais intervalos possam ser
inferidos. Ressalta-se que o texto compreende a elaboracéo de algoritmos e demanda o pensamento
computacional para resolucéo de problemas, em conformidade com os aspectos previstos na Base
Nacional Comum Curricular. A utilizacdo dos softwares educacionais Visual Calculo Numérico
e 0 Excel foi determinante para a eficiéncia dos algoritmos nos quesitos: velocidade e preciséo.

Palavras-chave: Métodos Numeéricos, FuncBes Polinomiais, Algoritmos, Base Nacional Curricular
Comum, Softwares.



ABSTRACT

The present work addresses the numerical methods of Bissection, False Position and Newton
to approximate zeros of polynomial functions of any degree, given the intervals in which these
functions cancel each other, or when it can be deducted, or in scenarios where such intervals can
be inferred. It is noteworthy that the research comprises the elaboration of algorithms and demands
computational in order to solve problems, in accordance with the aspects provided for in the
National Common Curricular Base. The use of the educational software Visual Numerical
Calculation and Excel was decisive for the efficiency of the algorithms in terms of speed and
accuracy.

Key words: Numerical Methods, Polynomial Functions, Algorithms, Base Nacional Curricular
Comum, Softwares.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1 — Taxa de VariaGao MEUIA ...........cceevuiiiiiieii ettt 10
Figura 2 — Teorema de Bolzano e ContinuIdade ............cccooeiiieiiiiiieieicsee e 17
Figura 3 — Teorema de Bolzano e N&0-ReCiprocidade............cccccvvevveiieiicieeie e 17
Figura 4 — Teorema de Bolzano e Sinal da Primeira Derivada ............ccccooevirienininienencnc e 18
Figura 5 — Interpretacdo geométrica do método da biSSECAO..........cccvevveieeieerieiiecee e 21
Figura 6 — Método da Falsa POSIGAD. .........coueeiirieieiie et 27
Figura 7 — Interpretacdo Geométrica do Método de NEWLON .........ccceecvveieieerieiie i 32
Figura 8 — A sucessdo converge para a raiz para qualquer valor x5>0 ........ccccooviiiiiiincncncnn 41
Figura 9 — Raiz Quadrada N0 EXCEl...........coveiiiiiciee e 42
Figura 10 — Tela do VCN para 0 Método da BiSSECCAOD ...........ervrirerireriinieieerc s 43
Figura 11 — Tela do VCN para 0 Método da Falsa POSICAD ...........ccceevveiieieeriesie e 44
Figura 12 — Tela do VCN para 0 Método de NEWLON .........cccoeieireririnierieieese e 44
Figura 13 — Tela do VCN para 0 Método de NEWLON .........cccveveiieieeiie e see e se e 45

Figura 14— Tela do VCN para 0 Método de NEWLON ..........ccceeiiiininiiinicinceesee e 46



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 - Imagens dos inteiros N0 INtervalo [-4,8]......c.ccoveieiieiieie e 24
Tabela 2 - Recorte do VCN para 0 Método da BiSSECAD.........ccvevrereereeirieieesesieiee e 25
Tabela 3 - Imagens dos inteiros N0 INtervalo [-5,5]......cciiiiiiiiii e 25
Tabela 4 - Recorte do VCN para 0 Método da BiSSECGAOD ..........cvrveririeirieieinesieieese e 26
Tabela 5 - Recorte do VCN para 0 Método da Falsa POSIGEO ..........ccoevveiiiiniinieeese e 29
Tabela 6 — Recorte do VCN para 0 Método da Falsa POSIGAO ..........ccceovvernineniinieineseese e 30
Tabela 7 — Recorte do VCN para 0 Método da Falsa POSIGED ........cccevvveriiininieienese e 30
Tabela 8 — Imagens dos inteiros N0 INtervalo [-3,3] ..o 36
Tabela 9 — Recorte do VCN para 0 Método de NEWLON..........ccoveieiieieeie e 37
Tabela 10 — Recorte do VCN para 0 Método de NeWLON.........ccccveveiieiiereiie e 38
Tabela 11 — Recorte do VCN para 0 Método da BiSSECCAD ......ccvevververierierrieinieieiesiesiesieseessennens 38
Tabela 12 — Excel para 0 Método da BiSSECCAD .......c.ecverueeiieiieiiesie e 40

Tabela 13 — Excel para 0 Método da Falsa POSIGAOD ..........cccveieierierieniesiesiseseeeeie e 41



SUMARIO

1. INTRODUGAOD ..ottt st ettt sn st es s sene s ntanees 6
2. FUNDAMENTOS TEORICOS ...t ses s ses s 9
N B LT V7 To - NPT RSSPPPPP 9
2.2 Derivada da POTENCIA .....uuueiieiiiie ettt e et e e e e e et e e e e e ena e 10
2.3 Derivadas de Ordem SUperior @ Primeira..........cooooooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 11
2.4 PolinBmIos de TaylOr.........ii e 11
2.5 Célculo de Zeros de FUNGOES REAIS .......uuuiiiiiee et 12
2.6 Localizag8o de Raizes de POHNOMIOS ........ccuiiiiiieieiiiiiei e 12
2.7 Teorema Fundamental da AlGEDIa ............coveeviieiceiee e 13
2.8 Teorema de BOIZan0...........oiiiiiiiii e 13
2.9 Regra de SinaiS de DESCANTES | .......uuuuuuiiiie e 13
2.10 Regra de Sinais de DeSCArtes I ........ccuuuuiiiiiieiiiie e e e e e 15
2.11 Regra do IMAXIMO.....ccceiiiie et e e e e e e e et e e e e et e e e e e eaaa e e 15
2.12 Como Obter As Raizes de Uma Equacao Qualquer ............ccccuuiiiiiiiiiiiiiiieeieeeeeeeeeeenn 16
2.12.1 1S01ament0 das RAIZES .......cccvevviiieiieeeie ettt nne e 17
2.12.2 REFINAMENTO. .. ...ttt et bbbttt bbb nne e 18
2.12.3 Criterio 08 PAraa .....c.couerueeeiiiieieieie ettt ettt sb e 18
2.13 Taxas de CONVEIGENCIA.......ccuuieeuuituiiiee e e e e e e e ettt ettt e e e e e e e e e e e e ee bbb eas 19
3. METODOS NUMERICOS ITERATIVOS........ooiiiieiieteeeieteieeee e sessesae s 20
I [=1 (oo (o]0 - T = LI ol o RO 20
3.1.1 Descricdo do algoritmo da DISSECCAD. ........ccverieiieiiiieee e 21
3.1.2 Criterios 08 PArada........ccecveireeiiiiie it esie ettt te ettt e sre e te e saeesre e nre e 22
3.1.3 Estimativa do NOMEro de ItEraghES ........coveuiruerireriesieieese e 22
3.1.4 CONVEIGENCIA TINEAT ......cuiiiiecieeie ettt e et e e s e sae e aeeneennee e 23
3.1.5 Experimentando 0 MELOUO..........cccuiiiiiicie ettt 24
3.1.7 ConsideragOes IMPOITANTES .........coeiiiiriieeieie et 26
3.2 Método da FalSa POSICAOD ......cceeeuuiieeeeeeiee et e e e e et e e e e e e e 26
T A o1 44 LU =W (oI (T o= Lo ST 27
I & g1 T o LYo (=l o= U Vo - USRS 28
3.2.3 Descricdo do algoritmo da falsa POSICAD .......cc.eeveiieieeiicieseese e 28
3.2.4 Experimentando 0 METOAO..........couriiiriiieie ettt 29
3.3 Método de Newton-RapPNSON ..........uuuiiiiii e 31

3.3.1 FUNGAOD HTEIALIVA .....veeieeeie ettt e s sra e e s e sne e aeeneennee e 32



3.3.2 Criterio e PArada .........ccveeviiiieeiiiie ittt sttt ae e sae e re e ere e 33

3.3.3 Descric@o do Metodo de NEWLON............coveiiiieieerieees e 33
3.3.4 CondiGOes de CONVEIGENCIA .....cveiveeirreieeiesieesieesteeeesteeste e s e este e sreesreanaesseesreeneennee e 33
3.3.5 ConVErgéncia QUAATALICA .........coveiieiieeie ettt ere e 34
3.3.6 Experimentando 0 METOAO..........coveviiieieeieeee s 35
3.3.7 ConsideragBes IMPOITANTES ......cc.eiveireereeieieeseerte et e sre et e et e s e sreesre e e e saeesreeeesnee e 38

4. PROPOSTAS DE ATIVIDADES PARA O ENSINO MEDIO ..., 39
4.1 Métodos Iterativos NO EXCEL.......uuiieiiii e e e e e e e 39
L e A @ LU F-To L - Lo I PP SRPPP 41
4.3 Métodos Iterativos no Visual Calculo NUMEKICO ......vviieeieiiiiiiiiiiiiiiiie e, 43
5. CONSIDERACOES FINAILS . e aee e 47

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ..o oo et ee e et e e e ee e es e e e esaeen e 48



1. INTRODUCAO

Tratar de fungdes polinomiais com referéncia na Base Nacional Curricular Comum, em um
primeiro momento, parece ser um tema bastante restrito, haja vista as indicagdes expressas do
documento para apenas func¢des polinomiais do primeiro grau e segundo grau, com suas aplicagdes.
Mas aos entendermos que o aluno deve habilitar-se para o pensamento computacional e a0 mesmo
tempo fazer uso das tecnologias digitais, e considerando o pensamento critico e a autonomia do
educando para investigar, criar modelos, e julgar resultados, o presente trabalho vai além,
destacando o uso dos métodos numéricos para aproximacao dos zeros das func@es polinomiais de
qualquer grau.

Na area de Matematica e Suas Tecnologias, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
para o Ensino Médio traz como competéncia 3:

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢fes e procedimentos matematicos, em
seus campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria,
Probabilidade e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequacdo das solugdes propostas, de modo a construir argumentagéo consistente.

(BNCC, 2018, p.527).
Esta competéncia, demanda como uma das habilidades: Reconhecer um problema algoritmico,
enuncia-lo, procurar uma solucéo e expressa-la por meio de um algoritmo, com o respectivo
fluxograma. (BNCC, 2018, p.529)

Ainda, segundo a BNCC, na sua competéncia 4:

Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional
etc.), na busca de solucdo e comunicacdo de resultados de problemas, de modo a
favorecer a construcéo e o desenvolvimento do raciocinio matematico. (BNCC,
2018, p.530).

Esta competéncia, demanda como uma das habilidades: Utilizar conceitos iniciais de uma
linguagem de programacéao na implementacgao de algoritmos escritos em linguagem corrente
e/ou matematica. (BNCC, 2018, p.531).

O ponto central deste trabalho é encontrar aproximacdes para zeros das fungdes
polinomiais, que sdo pontos especificos do dominio que possuem a capacidade de zerar as funcdes.

Em teoria, utilizamos aqui os métodos numéricos da Bisseccdo, da Falsa-posicdo e de Newton.



Tais métodos implementam algoritmos, considerando para isso uma dada precisdo. Os zeros
(raizes, como de costume falar), quando conhecidos, possibilitam a aplicacdo em diversas areas do
conhecimento, principalmente no ambito das Engenharias, onde a empregabilidade dos métodos numéricos

é extremamente predominante.

Diversos softwares sdo utilizados para esta finalidade, desde o mais basico como o Excel,
como também o Visual Céalculo Numérico (VCN), que é um software brasileiro, desenvolvido por
professores da PUC do estado de Minas Gerais, visando ser um 6timo auxilio para 0s estudantes
do célculo numérico. O programa € disponibilizado gratuitamente no site. Nossa primeira
impressao foi que o design do VCN ¢é simples e direto. Separados por assuntos, como: ajuste de
curvas, célculo de raizes, derivacdo, equacdes diferenciais, interpolacdo, integracdo, sistemas
lineares, operadores, otimizacao e seus derivados. Além de disponibilizar, calculos de trocas de
variaveis, calculadora, tabelas, entre outras ferramentas, tendo uma precisdo de dezenove casas
decimais. Ao selecionar um icone qualquer, percebemos que abre uma guia e se quisermos fazer
outros calculos é s6 minimizar e selecionar outros, fazendo diferentes calculos ao mesmo tempo,
otimizando o tempo. Ao fazer um teste com o célculo de raizes, um exercicio que leva longos
minutos para achar a raiz, no programa facilmente preenche-se os dados e apds segundos o software
nos dar a raiz. A eficiéncia desempenhada pelo VCN ¢ evidente.

[Silva et al. 2013] destaca que o uso de computadores no processo de ensino-aprendizagem
possibilita, ndo sé ao aluno, mas ao professor também, pois torna o ensino mais dindmico. Ainda
na mesma linha de pensamento, [Tederke, Fortes e Silveira 2016], afirmam que a aplicacdo da
informatica como apoio aos processos de ensino e aprendizagem pode ser realizada por meio da
utilizacdo de diversos softwares, tais como editores de texto, jogos educacionais digitais,
simuladores, entre outros. Qualquer software que seja utilizado como apoio aos processos de ensino
e de aprendizagem pode ser considerado um software educacional.

A tendéncia e que o ambiente fabril seja cada vez mais digital com o avanco da Industria 4.0.
O setor de projetos, que vem evoluindo aceleradamente em termos de recursos computacionais,
demandara engenheiros que tenham um consideravel dominio de ferramentas virtuais inovadoras.
Para preparar o profissional para esse novo conceito de industria, um novo modelo de educacéo
esta sendo inserido nas instituicdes de ensino. O que ¢ denominado “Escola 4.0” tem como filosofia
a participacdo ativa do aluno, o chamado learning by doing, deixando o professor apenas como

agente orientador ou mentor do processo.



Evidenciamos que apesar de o Célculo ser uma disciplina ministrada em cursos da Educacgéo
Superior, atualmente o ensino de suas ideias, conceitos e elementos tem sido considerado pertinente
também no Ensino Meédio, uma vez que seus contetudos podem estar ao alcance de alunos desse
nivel de ensino e que o Calculo é uma disciplina de relevante importancia no desenvolvimento da
Ciéncia e da Tecnologia. Ha autores que defendem que ideias basicas do Calculo devem ser
trabalhadas no Ensino Médio, através de abordagens adequadas, a fim de amenizar as dificuldades
na transicdo desse nivel de ensino para o Ensino Superior. Alguns livros “antigos” para o Ensino
do 2° Grau (Ensino Médio) traziam os conceitos basicos de Limite e Derivada nos capitulos finais.
Diga-se de passagem, sdo excelentes livros. Acreditamos que, se pudéssemos ao menos introduzir
a ideia da derivada de x™ isso traria grandes resultados para os alunos do Ensino Médio, e em
especial no estudo de zeros de fungbes polinomiais, assim como foi imprescindivel para
desenvolver o Método de Newton-Raphson.

Assim, no segundo capitulo, discorre-se acerca de fundamentos tedricos que sdo base para
entendimento do que se demonstra no terceiro capitulo. Contetdos que tomamos como pré-
requisito para o estudo dos métodos numéricos. No terceiro capitulo apresentamos 0s métodos
numéricos da Bissecacao, da Falsa Posicao e de Newton-Raphson, onde destacamos para cada um:
a formula de iteracdo, critérios de parada, descri¢cdo do algoritmo, condi¢Bes de convergéncia e
experimentacdo do método (exercicios). Destinamos 0 4° capitulo para a proposta de atividades
para 0 Ensino Médio, que utilizam nas suas solu¢des os métodos numéricos vistos no capitulo 3 e

0 uso de tecnologias como o Excel e o software Visual Céalculo Numérico.



2. FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 A Derivada

O conceito de derivada esta intimamente relacionado a taxa de variagdo instantanea de uma
funcdo, o qual estd presente no cotidiano das pessoas, através, por exemplo, da determinacdo da
taxa de crescimento de uma certa populacéo, da taxa de crescimento econémico do pais, da taxa de
reducdo da mortalidade infantil, da taxa de variacdo de temperaturas, da velocidade de corpos ou
objetos em movimento, enfim, poderiamos ilustrar inimeros exemplos que apresentam uma funcao
variando e que a medida desta variacdo se faz necessaria em um determinado momento. Para
entendermos como isso se dé, inicialmente vejamos a definicdo matematica da derivada de uma
fungdo em um ponto:

Definicdo: Seja uma funcédo f definida em um intervalo aberto contendo x,, entdo a derivada de

f em x,, denotada por f'(x,), € dada por:

f(xo +4,) — f(x0)
Ax ’

se este limite existir. Ax representa uma pequena variacao em X, proximo de x,, ou seja, Ax = x —

f(xo) = Jlim

Xo. A derivada de f em x, pode também ser expressa por

) = tim LS G0

X0 X — xo
~ daf as
Notacdes: f'(xy), Tl ' Xo).

Interpretacdo fisica: a derivada de uma funcdo f em um ponto x, fornece a taxa de variacéo
instantanea de f em x,. VVejamos como isso ocorre:

Suponha que y seja uma funcdo de x, ou seja, y = f(x). Se x variar de um valor x, até um valor
X1, representaremos esta variagdo de x, que também é chamada de incremento de x, por Ax =

X, — Xg, € avariagdo de y é dada por Ay = f(x;) — f(x,), 0 que é ilustrado na figura a seguir:
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Figura 1 — Taxa de Variagdo Média

I {xq)

A X

Fonte: Autor

=Y

_ [G)=f(x0)

X1—Xo

O quociente das diferengas, dado por i—y , € dito taxa de variacdo média de y em

relacdo a x, no intervalo [x,, x;]. O limite destas taxas médias de variacdo, quando Ax — 0, é

chamado de taxa de variacdo instantanea de y em relacdo a x, em x = x,. Assim, temos:

Taxa de variagio instantanea = lim L&tW=S0) _ j, [(Xo+An)=/Cxo)
Ax—0 Ax Ax—0 Ay

Porém, Alim [rothe)=f(xo) _ f'(x,). Portanto, a taxa de variacdo instantanea de uma funcdo em

x—0 Ax

um ponto é dada pela sua derivada neste ponto.

2.2 Derivada da Poténcia

Consiste da derivada das funges do tipo f(x) = x™, onde n ¢ um nimero natural.

Fazendo o uso da defini¢do formal de derivadas dada por

'(x) = Jim L= ()
f100 = lim =——=,

obtém-se a seguinte expressao:

(x+h)"—x"

—

Expandindo o termo (x + h)™ do limite através do bindbmio de Newton tem-se uma soma de termos

f(x) = lim

da forma:

(B + () (ot ot (e

h )

f1 =iy
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d (Tl) n!
onde = )
p p!(n—p)!
Observe que cancelando o primeiro e o ultimo termo do numerador, obteremos todos os termos do

numerador e denominador contendo h, assim apos simplificar o quociente temos:
I —1; n n-1 n n-2 n-1
f(x)—}llir(l)((l)x +(2)x h++-+h )
Aplicando o limite tem-se:

fllx) = (q) x"1 = px™ L
2.3 Derivadas de Ordem Superior a Primeira

Sendo f uma fungdo, definimos f"’ (I&-se “f duas linhas”) com sendo a derivada da derivada
de f, ou seja,
F1G) = (F'CO)’

Outras maneiras diferentes de escrever a segunda derivada de y = f(x) séo:

d? d (d?
Fre) = FP6) =75 (—y)

dx?  dx \dx?
~ dzy ;o1 . LSS T)
A notagao ——= ¢ lida “d dois y d x dois™.

Para n > 2, a derivada de ordem n de f(x) é definida e escrita de diferentes formas:

dmn d [d*?
FW@) = (FADGy = LY ( y).

dx®  dx \dx" 1

2.4 Polinbmios de Taylor

De acordo com (ALMEIDA, 2002), o Teorema de Taylor estabelece que se uma funcéo f
for diferenciavel n vezes num ponto x, entdo € valida (numa vizinhanca de x,) a aproximacao
f(x) = pp(x),
ou, em rigor,
f) =pp(x) + Ep (),
onde p,, € o polindmio de Taylor (de ordem f) na fungéo f relativo ao ponto x,, definido por
Pa(x) = f(xo) + = /(o) (x — x0) + 5 (o) (x — x0)2 + -+ — W (x)(x = x0)", & a

funcéo E,, (resto de Taylor de ordem n da funcdo f ao ponto x,) satisfaz a condicao:
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- En(x)
iG—ay

Uma parte importante do Polindbmio de Taylor é entender que ele é uma aproximacéo, e,
sendo uma aproximacéo, tem um erro. Na verdade, ndo podemos achar esse erro, mas podemaos
estiméa-lo. Nao achar o erro é natural, uma vez que, se a gente conseguisse calcula-lo com exatidao,
era sO adicionar seu valor no polindmio e teriamos o valor exato do resultado.

Como, quanto maior a ordem de aproximacdo do polinémio, melhor o resultado, é natural
pensar 0 que O erro estad associado a ordem superior aquela que escolhemos, ou seja, se
aproximarmos por ordem 2, o erro estara associado a ordem 3, de forma que o erro do polinémio

de Taylor de grau n ao redor de x, = a vai Ser:

fn+1(C)(X —x )n+1
Erro =E(x) = i+ 1)!0 )

onde c é um valor entre x, € X.
O erro depende do valor x — x,. Por isso, se pegarmos um valor de x muito longe de x,, esse

erro vai ser enorme.

2.5 Calculo de Zeros de Fungdes Reais

Um dos problemas que ocorrem mais frequentemente em trabalhos cientificos € calcular as
solucdes (que sdo chamadas de raizes) de equagdes da forma: f(x) = 0. A funcdo f(x) pode ser um
polindmio em x ou uma fungdo. Em raros casos é possivel obter as raizes exatas de f(x) = 0, como
ocorre, por exemplo, supondo-se £ (x) um polinémio fatoravel.

Resolver a equacéo f(x) = 0 consiste em determinar a solugdo (ou solugdes) real ou complexa,
x, tal que £ (x) = 0. Porexemplo, naequacéo f (x) = x° +x2 + 5 = 0, devemos determinar a solugio
x talque f(x) = x°+x%+5 = 0.

Seja f definida e continua em [a, b], sdo denominadas raizes de f os valores de x tais que f (x) =

2.6 Localizag&o de Raizes de Polindmios

O problema de calcular as raizes de uma equacao sempre foi objeto de estudo da matematica

ao longo dos séculos. Ja era conhecida, na antiga Babildnia, a formula para o célculo das raizes
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exatas de uma equacéo geral do segundo grau. No século XVI, matemaéticos italianos descobriram
férmulas para o célculo de solugbes exatas de equacdes polinomiais do terceiro e do quarto grau.
Essas formulas sdo muito complicadas e por isso sdo raramente usadas nos dias de hoje. No século
XVII, um matematico noruegués, Niels Abel (1802-1829), que apesar de sua curta vida, contribuiu
com varios resultados notaveis e importantes para o desenvolvimento da matematica, provou que
ndo existe uma formula geral para o célculo das raizes exatas de uma equacao polinomial de grau
maior ou igual a 5. Nesses casos, e mesmo em casos mais simples, muitas vezes € necessario
recorrer a métodos numéricos para calcular aproximacdes para as raizes reais de uma dada equacéo.

A sequir, apresentaremos algumas técnicas para conhecermos a natureza e a localizagéo dos zeros
de umaclasse particular de funcdes: os polindmios. Representaremos um polinémio real de grau n da
seguinte forma:

p(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ ayx + ay,

com ay, aq, dy, ..., A, NOMeros reais e a, # 0.

2.7 Teorema Fundamental da Algebra

Um polindmio real de grau n tem exatamente n raizes (algumas eventualmente idénticas)
que podem ser reais ou complexas.

Uma demonstracdo desse teorema se encontra em (HEFEZ, 2018).

2.8 Teorema de Bolzano

Seja f: [a, b] » R uma funcdo continua. Se f(a) f(b) < 0, entdo existe ¢ € (a, b) tal que

f(c)=0.

Uma demonstracdo desse teorema se encontra em (NETO, 2015).

2.9 Regra de Sinais de Descartes |

O nUmero N, de raizes reais positivas de um polinémio real p ndo excede o niUmero V' de
variagdes de sinal dos seus respectivos coeficientes ndo nulos, e o valor V — N, € par.
Demonstragéo:

Daremos uma demonstragdo que se encontra em (DESCARTES, 1954), e necessita apenas de um
argumento que utiliza a ideia de limite no infinito. Sejam f(x) = agx™ + a;x™ 1 + -+ + a;x™

com ay X a; # 0 e r um inteiro positivo. Consideremos o polinémio F dado por
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F(x) = (x—=1)f(x) = Agx™ + Ajx™ + -+ + Appx™7,
os coeficientes de F séo:
Ap=ayg, A1 =a,—rag, A, =a, —raq, -, Ay =aq;—ra;_1,A141 = —Tq
Agora, em f (x), sejam a;, 0 primeiro coeficiente ndo nulo de sinal diferente de ay, ay, 0 primeiro
coeficiente ndo nulo depois de a, e com o mesmo sinal de a,, € o Ultimo desses termos, a; , sendo
a; ou possuindo 0 mesmo sinal deste.

Notemos que o nuimero v mede exatamente a quantidade de variacBes de sinal nos
coeficientes de f(x). Agora observe que os numeros Ao, A, Ak,, A;+1 S30 todos ndo nulos e
tém o mesmo sinal de ao, ai,, -, ax,, —a;. De fato, essa Ultima afirmacdo vale para A,, ja que
Ay = a,. Ela também ¢é valida para A;,;, uma vez que A;,,; = —ra;. Vejamos para 0s demais.
Sabemos que Ay, = ay, — ray, .. Como o0 numero —ray,_, poder ser nulo ou ter 0 mesmo sinal
de ay,, jaque r > 0 e ay, e ai,_, tém sinais contrarios, vemos que a soma fornece que o valor de
Ay, € ndo nula e tem o mesmo sinal de ay,.

Agora, por hipdtese, cada um dos numeros ao, a , -+, ax,, —a;, apos 0 primeiro, € de sinal oposto
ao de seu predecessor, enquanto —a; tem sinal oposto ao de ay . Assim, pelo que vimos acima o
mesmo ocorre com a sequéncia Ag, Ay, ", Ag,, Ai+1. T€MOS entdo, para essa sequéncia, v + 1
variacOes de sinal. Concluimos entdo que F(x) tem, pelo menos, uma variagdo a mais que f(x).
Entretanto, podemaos afirmar mais. Na realidade, temos que o nimero de variagdes de sinal F(x) é
igual a variacdo de sinal em f (x) aumentado de algum nimero inteiro impar. De fato, a sequéncia,
Ay, -+, Ax, tem um numero impar de variacGes de sinal, pois seu primeiro e Gltimo termo possuem
sinais opostos. O mesmo ¢é valido para as v sequéncias:

A, Ay Aryresy Args s Ay A

Assim, o nimero total de varia¢des de sinal de F(x) é igual a soma de v + 1 numeros impares, ou
seja, essa soma é igual a v somado com um namero impar, e a afirmacao esta aprovada.

Agora podemos passar a demonstracdo da regra dos sinais. Primeiro, suponha que a equacao f(x) =
0 ndo possui raizes reais positivas, ou seja, nenhuma raiz no intervalo [0,+o0). Entdo,

f(0) e lim f(x)tém o mesmo sinal. Dai, o primeiro e o Gltimo coeficiente de f(x) tém o mesmo
X— 00

sinal. Assim, ou f(x) ndo tem variaces de sinal ou as tem em um numero par, de modo que a
regra vale nesse caso.

Suponha agora que f(x) = 0 tenha raizes positivas 7y, 1y, -+, .. Uma raiz de multiplicidade m
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ocorre nessa lista m vezes, de modo que 0s r; ndo sdo necessariamente distintos. Com isso,
podemos escrever f(x) = (x —r)(x —1y) - (x — 1) ¢p(x), sendo ¢(x) um polindbmio com
coeficientes reais tal que ¢(x) = 0 ndo possui raizes reais e positivas. Vimos anteriormente que,
nesse caso, ou ¢ (x) ndo tem variacdo de sinais ou tem um namero par delas. Também vimos que
0 produto (x — 73,) ¢ (x) tem um ndmero de variagoes igual ao nimero de variacGes de ¢ (x) mais
um inteiro positivo impar. De modo semelhante, isso vai ocorrer cada vez que introduzirmos um
fator (x — ;). Assim, o nimero de variagdes de sinal de f(x) é igual ao nimero de variacdes
de ¢(x) aumentado de k inteiros positivos impares, ou seja, a diferenca entre o0 nimero de raizes

positivas e 0 nimero de variacdes nos sinais de f(x) é um ndmero par e a regra esta demonstrada.

Exemplo: Seja p(x) = 8x3 + 4x% — 34x + 15 um polindmio. Comecemos por avaliar o nimero
V de variagOes de sinal dos seus coeficientes: V = 2. EntioN, <2 e V — N, =2 — N,é par.

Assim, podemos concluir imediatamente que N, = 0 ou N, = 2.

2.10 Regra de Sinais de Descartes Il

O numero N_ de raizes reais negativas de um polinémio real p ndo excede o nimero V de
variacOes de sinal dos coeficientes ndo nulos do polinémio q(x) - p(—x) ,eovalorV — N_ é par.

Demonstracdo. Consequéncia imediata da regra anterior.

Exemplo: Seja P(x) = 8x3 + 4x? — 34x + 15. Consideremos o polindmio auxiliar g(x) =
p(—x) = —8x3 + 4x2 + 34x + 15. Comecemos por avaliar o nimero V de variagGes de sinal dos
seus coeficientes: V =1. Entdlo N_. <1 e V—N_=1— N_ é par. Assim, podemos concluir
imediatamente que N_ = 1. Resumidamente, p tem em alternativa:
1. Duas raizes positivas e uma raiz negativa;
2. Duas raizes complexas conjugadas e uma raiz negativa.

A regra de Descartes nos fornece indicacdes apenas sobre o numero de raizes reais em

]—o0,0[ €]0,+oo[. A seguir, apresentaremos um resultado para melhor localizar as raizes.

2.11 Regra do Méximo

Todas as raizes z, reais ou complexas, de um polindmio p na forma



p(x) = apx™ + ap_1x" 1+ -+ ayx +ag,

verifica a desigualdade |z| < R,onde R =1+ max
0<ksn-1

elas pertencem ao intervalo |—R, R[.
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Demonstracdo. Se z for uma raiz tal que |z| < 1, o resultado é trivialmente verdadeiro. Suponha

que |z| > 1. Nestas circunstancias, deduz-se que sucessivamente
n-—1
P =0 aus" == ) azk = lagllz"| < | max |l ka
k=0
O que nos permite calcular os n primeiros termos de uma progressdo geométrica:
< |z|” -1
Z T

deduz-se que:
-1 lag| |z|™ =1 |lal

a, ||z < max |a|———=|z|-1<
lanllz"] < max lagl T = Izl = 1<

X —— < max ——
osksn-1|a,| |z"| 0sksn-1|a,|
como se queria demonstrar.

Exemplo: Seja p(x) = 8x3 + 4x2 — 34x + 15 um polinémio. Um calculo direto nos da

R=t 2 =sas

Dessa forma, deduz-se que os zeros reais de p , se existirem, situam-se em ]—5.25, 5.25].

2.12 Como Obter As Raizes de Uma Equacéo Qualquer

Métodos numéricos iterativos sdo utilizados para obter aproximag@es com erros controlados de

raizes de uma funcdo dada. Nestes métodos, para determinar a raiz X quando esta é um valor real,

necessitamos de uma solucdo inicial. A partir desta solucdo, geramos uma sequéncia de solucdes

aproximadas que, sob determinadas condigdes tedricas, convergem para a solugdo x desejada.

Portanto, o problema de calcular raiz pode ser dividido em dois passos:

e Passo 1: Localizacdo ou isolamento das raizes, que consiste em obter um intervalo [a, b] que

contém a raiz.

e Passo 2: Refinamento da busca da raiz, que consiste em ap6s a escolha das aproximagdes iniciais

no intervalo encontrado no Passo 1, melhora-las sucessivamente até se obter uma aproximacéo para

a raiz, dentro de uma precisao ¢ pre-fixada.
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2.12.1 Isolamento das Raizes

Nesse passo é necessario que consigamos determinar um intervalo finito [a, b], de tal forma
que x € [a, b]. Para tal faz-se uma analise grafica da funcdo f(x), e para isso usamos o seguinte
processo: para f(x) uma funcdo continua, buscamos um intervalo [a,b] no qual se tenha
f(a) x f(b) <0 (ou seja, f(a) e f(b) tem sinais contrarios), e assim garantimos que existe pelo
menos uma raiz real de f no intervalo [a, b]. (Teorema de Bolzano).

Observagoes:

1) Se afuncédo ndo for continua, o teorema ndo é valido.

Figura 2 — Teorema de Bolzano e Continuidade

fia) filb) =< 0, mas
A x € [a.b]tal gue f(x)} = 0

/5
AN

) |- -

Fonte: NICOLA, 2014

2) O teorema nao é suficiente! N&o vale a volta: Se a raiz em [a, b]. existe, entdo f(a) e f(b)

tem sinais contrarios. (Falso)

Figura 3 — Teorema de Bolzano e N&o-Reciprocidade

fla)>0eflt) >0, mas I x €
[a.b]tal que f{x) = O

v

Fonte: NICOLA, 2014
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3) Levando em consideracao o teorema anterior e afirmando que f'(x) existe e ndo muda de sinal

no intervalo, podemos afirmar que o zero é Unico (ndo existe ponto de inflexdo).

Figura 4 — Teorema de Bolzano e Sinal da Primeira Derivada

L

F(x)>0,%¥ x € [a,b] fFix)<0.%¥ x € [a,b]

Fonte: NICOLA, 2014

“Se f ¢ continua e diferenciavel em [a, b], f(a)f(b) < 0 e se f ndo troca de sinal em [a, b], ou
seja, f > 0ou f < 0,entdo f possui uma Unica raiz em [a, b]”.
A analise grafica da fungdo f(x) ou da equacdo f(x) = 0 é fundamental para obter boas

aproximacdes para a raiz.

2.12.2 Refinamento

O refinamento da solucéo pode ser feito utilizando varios métodos numéricos. A forma como
de se efetuar o refinamento é o que diferencia os métodos. Todos eles pertencem a classe dos
métodos iterativos. Um método iterativo consiste em uma sequéncia de instru¢es que sdo
executadas passo a passo, algumas das quais sao repetidas em ciclos (lagos) até que um critério de

parada seja satisfeito.

2.12.3 Critério de parada

O critério de parada interrompe a sequéncia de aproximantes gerada pelos métodos
iterativos. Este deve avaliar quando um aproximante esta suficientemente préximo da raiz exata.
Assim, 0 processo iterativo € interrompido quando pelo menos um dos seguintes critérios é

satisfeito:
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I) |xk_xk—1| “) |xk+1_xk| I”) |f(xk)| <

max (1,|xgl) 1% k+1l
sendo x;, 0 valor aproximado da raiz na k-ésima iteracao e € a precisao desejada.
Os métodos numéricos sdo, em geral, desenvolvidos de forma a satisfazer um dos critérios

de parada.

2.13 Taxas de Convergéncia

Definicdo: Seja {x )} = {xo, %1, x2, -+ }, uma sequéncia de aproximagdes reduzidas

produzida por um metodo numérico, com lim x, = ¢.
k—o0 (k)

e Dizemos que {xx,} converge linearmente para £ se

lim |X(k+ 1)—§|

=ccom0<c<l1.
k—oo [X(0-E

e Dizemos que a ordem de convergénciaép > 1 se

lim %)

) =ccom0<c<l.
k= |x 9|

Em particular, se p = 2, tem-se convergéncia quadratica.
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3. METODOS NUMERICOS ITERATIVOS

Neste capitulo, consideramos um dos problemas mais basicos da aproximacdo numerica, o
problema de busca de raiz. Esse processo envolve encontrar uma raiz, ou solucao, de uma equacao
na forma f(x) = 0, para uma dada fungdo f. Uma raiz dessa equagdo também é chamada de zero
da funcéo f. Segundo (BEERY; SWETZ, 2012), o problema de encontrar uma aproximagéo da
raiz de uma equacdo data de aproximadamente 1700 a.c. Uma tabela cuneiforme da Colecéo

Babil6nica de Yale que data daquele periodo fornece um numero sexagesimal equivalente a

1.414222 como uma aproximagao a v2, um resultado com precisio de 1075.

3.1 Método da Bisseccao

A primeira técnica, baseada no Teorema do Valor Intermediario, € chamada de Bissecgao.
Na ciéncia da computacdo, o processo de dividir um conjunto continuamente em metade para
procurar a solucdo para um problema, como o método da bisseccdo faz, é conhecido como um
procedimento de pesquisa binaria.
Suponha que f é uma funcdo continua definida no intervalo [a, b], com f(a) e f(b) de sinais
opostos. O Teorema do Valor Intermediario implica que existe um nimero p em (a, b) tal que
f(p) = 0. Embora o procedimento funcione quando houver mais de uma raiz no intervalo (a, b),
assumimos por simplicidade que a raiz desse intervalo é Unica.

O método solicita a metade (ou bissetriz) repetida de subintervalos de [a, b] €, a cada passo,

localizando a metade contendo p. A figura 5 ilustra o processo.



Figura 5 — Interpretacdo geométrica do método da bissecdo

n
¥
) o)
fix)” |
]
]
i
1
p i i
i i
A it . E—
o . X Ky X, b x
' g R
[ ]
fia)

Fonte: FERREIRA, 2012

As iteracOes geram uma sequéncia de intervalos encaixados da forma:

{[aP b]’ [ali bl]l [aZr bZ]i [a3r b3]; Tty [akl bk]}
Com cada intervalo gerado tendo tamanho igual a metade do intervalo anterior.

[P 4]

Considerando que em cada iteragdo € atualizado o ponto “a” ou “b”, tem-se que a funcéo

de iteragdo desse método é dada por:

_ak+bk

X =——o— k=12

3.1.1 Descricao do algoritmo da bissec¢édo

Seja f (x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e f(a) - f(b) < 0.

Passo 1: Para comecar defina a, = a e b; = b, e seja p; 0 ponto médio de [a, b]; isto é,

bi_a; a;+b

L= t+t—— ="

Passo 2:
e Se f(p,) =0, entdo p = p,, € terminamos.
e Se f(py) # 0, entdo f(p;) tem 0 mesmo sinal que f(a,) ou f(by).
e Se f(py) e f(ay) tiverem 0o mesmo sinal, p € (py, b,). Definaa, = p, e b, = b;.

e Se f(py) e f(ay) tiverem sinais opostos, p € (a;,p;). Definaa, = a; e b, = p;

21
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Em seguida, aplique novamente o processo em [a,, b, ]: dividimos o intervalo ao meio no ponto p,

(Passo 1) e vericamos em qual metade a raiz p esta (Passo 2).

Em seguida, aplique novamente o processo em [as, bs], -*-, [a,, b,,] até obtermos uma aproximacao

para a raiz exata p, ou seja, [p, — pn-1] < €, onde € é a precisdo desejada.

3.1.2 Critérios de parada

Outros procedimentos de parada podem ser aplicados no Algoritmo. Por exemplo, podemos

selecionar uma toleréncia & > 0 e gerar py, ..., p, até que umas das condigdes seja atendida:
|Dn — Pn-1l <&,

|pn — Pn-1 |

<&pn#F0,0u
lon | "

|f (pn)] < e.

Infelizmente, podem surgir dificuldades usando qualquer um desses critérios de parada. Por
exemplo, existem sequéncias {p,}n=o COM a propriedade para as quais as diferencas p, — pn—1
convergem para zero enquanto a propria sequéncia diverge. Também é possivel f(p,) estar

proximo de zero enquanto p,, difere significativamente de p. Sem adicional conhecimento sobre f

|Pn—Dn-1|
[P |

perto de testar o erro relativo.

ou p, a desigualdade < & é o melhor critério de parada a ser aplicado porque chega mais

3.1.3 Estimativa do numero de iteragdes

Considerando uma precisdo € e um intervalo inicial [a, b] é possivel saber, a priori, quantas
iteracOes serdo efetuadas pelo método da bisseccéo até que se obtenha b,, — a,, < ¢.

Como a cada iteracdo o intervalo [a,b] € dividido ao meio, na n-ésima iteracdo o
comprimento do intervalo sera:

bn_1 —an_q _ by — ay
2 2n
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Dessa forma, deve-se obter o valor n tal que

%<8:2”>@:10g2">10g

bo—ag

= n-log2 > log(by, — ay) — loge. Isto é:

&

log(by — ay) — log e
>g(o 0) g.

log 2
Portanto, se k satisfaz a relacdo acima, ao final da iteracdo k teremos o intervalo [a, b] que contém
araiz.
Ao usar um computador para gerar aproximacdes, € uma boa pratica definir um nivel
superior ligado ao nimero de iteragcdes. 1sso elimina a possibilidade de inserir um loop infinito,
situacdo que pode surgir quando a sequéncia diverge (e quando o programa € codificado

incorretamente).

Observe que para iniciar o algoritmo de bisseccdo, um intervalo [a, b] deve ser encontrado
com f(a).f(b) < 0. Em cada etapa, a duracéo do intervalo conhecido por conter um zero de f €
reduzida por um fator de 2; portanto, é vantajoso escolher o intervalo inicial [a, b] tdo pequeno
quanto possivel. Por exemplo, se f(x) = 2x3 — x? + x — 1, temos ambos f(—4).f(4) <0 e
f(0). (1) < 0, entdo o algoritmo de bisseccdo poderia ser usado em [—4,4] ou em [0,1]. Iniciando
a bisseccdo em [0,1] em vez de [—4,4] reduzira em 3 o nlimero de iteracGes necessarias para
alcancar uma precisao especificada.

3.1.4 Convergéncia linear

A cada passo, o erro absoluto é reduzido pela metade, e assim o método converge

. . +b) . ;- . . ;-
linearmente. Especificamente, se ¢; = (az ) é 0 ponto médio do intervalo, e c,, € 0 ponto médio do

intervalo da n-ésima iteracdo, entdo a diferenca entre c,, e uma solucgéo c é limitada por

|b —al
|Cn_C|S omn

Assim, se ¢,, for a estimativa do erro absoluto na n-ésima iteracdo, entdo

€n

Ent1 = ?


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_erros
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_erros
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e 0 método da bisseccdo tem convergéncia linear, o que é comparativamente lento.

3.1.5 Experimentando o método

Exemplo 3.1: Dada a equagéo x° — 2x* — 7x3 4+ 9x2 + 8x — 6 = 0, pede-se:
a) Isolar as suas raizes reais sabendo-se que sdo duas negativas e trés positivas nos intervalos
(—4,0) e (0,8), respectivamente.
b) Considerar o intervalo que contém a menor raiz positiva e estimar o nimero, k, de iteracdes
necessario para calcula-la utilizando o método da bisse¢do com precisao 0,040.
c) Utilizando o método da bissecdo, calcular a sua menor raiz positiva com precisdo 0,040 e um
maximo de (k + 1) iteracdes.
Solucdo:
a) Isolamento das raizes reais

Calculando as respectivas imagens dos inteiros no intervalo [—4, 8], temos:

Tabela 1 — Imagens dos inteiros no intervalo [-4,8]

X -4 -3 ] -2 -1 0 1 2 3 4 3 [
fix) | -982 |-165| 6 |-1 - 6 3 10 [ -9 234 | 1259|4038 | 10,095 | 21.626

Fonte: Autor

Fazendo a escolha dos subintervalos de [—4, 8], tais que as imagens possuam sinais opostos,
verifica-se, entdo, que cada intervalo, a seguir, contém uma raiz:

(=3,-2),(-2,-1),(0,1),(1,2) e (3,4).

log(1-0)-10g(0,040)

b) Considerando o intervalo (0,1), logo k > log2

>k>46=>k=5.

c) Calculo da menor raiz positiva, utilizando o vcn.exe para as iteragdes:
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Tabela 2 — Recorte do VCN para 0 Método da Bisse¢do

lteragdio: [XA = [fiXA)= [XB= [fXB)= [XN= [fXN)= |Emo= |
1- 0 S 305 0,71875

2- 05 0,71875 1 3 07h 17138671875 0,25
3- 05 071875 0,75 17138671875 0,625 0.596832275390625 0,125
4- 05 071875 0625  0,596832275390625 05625  -0.0421056747436523438  0,0625
- 05625  -0,0421056747436523438 0,625  0,596832275390625 059375  0,282837003469467163 JJUIELFS

Fonte: Autor

Para a precisdo estabelecida: 0,040, x = 0,59375 pode ser tomado como uma estimativa para a
menor raiz positiva da equagao.
Exemplo 3.2: Considere a fungdo f (x) = x* + 3x3 — 3x — 4. Isole suas raizes reais e calcule sua
maior raiz positiva com precisdo 10~2. Considere o critério de parada |x,+; — x,| < €.
Solucdo:

Pela Regra do Méaximo, todas as raizes z, reais ou complexas, do polinémio séo tais que

ak
an

|z| <R,emque R =1+ max
0<ksn-1

. Logo, temos R =1 + |%| Dessa forma, deduz-se que os

zeros reais da funcao, se existirem, situam-se em ]—5, 5[.

Calculando as respectivas imagens dos inteiros no intervalo [—5, 5], temos:

Tabela 3 — Imagens dos inteiros no intervalo [-5,5]

X -3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 3
fix) 261 72 5 -b -3 -4 -3 30 149 432 981

Fonte: Autor

Fazendo a escolha dos subintervalos de [—5, 5], tais que as imagens possuam sinais opostos,
verifica-se que apenas o intervalo (1,2) possui raiz real positiva.

A unicidade da raiz no intervalo provamos pela Regra dos Sinais de Descartes I: a diferenca entre
0 namero de raizes positivas (N,) e o0 nimero de varia¢des nos sinais dos coeficientes ndo nulos
(V) de f(x) é um numero par.

Comecemos por avaliar o numero V de variagdes de sinais dos seus coeficientes: V = 1. Logo,
para N, — V par, devemos ter N, = 1. Logo, sé temos uma unica raiz real positiva.

Agora, vejamos as iteragdes no Visual Calculo Numérico (VCN):
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Tabela 4 — Recorte do VCN para o0 Método da Bisseccao

lteracdio| XA = [f{XA)= |xB=[fxB)= [XN= [f{¥N)= Erro =
1- 1 3 2 30 1.5 6,6875

e 1 3 15 6,6875 1,25 0,55078125 0,25
- 1 3 1,25 0,55078125 1,125 -1,501708984375 0,125
4- 1,125 -1,501708984375 1,25 055078125 1,875  -0,5502777099609375  0,0625
5 - 11875 -0,5502777099609375 1,25 055078125  1,21875 -0,0191640853881835938  0.03125
6 - 1,21875 -0,0191640853581835938 1,25 055078125 1234375 0,260864317417144775 0,015625
- 121875 -0,0191640853881835938 1,234375 0.260864317417144775K2EF  0,11962539330124855 0,0078125

Fonte: Autor

Observe que o resultado é x = 1,2265625 com erro 0,0078125 na sétima iteracéo.
Para a precisdo estabelecida, 1072, o valor de x = 1,2265625 pode ser tomado como uma

estimativa para a menor raiz positiva da equagao.

3.1.7 Consideracdes importantes

* As iteragdes ndo envolvem célculos laboriosos;

« Pode ser dificil encontrar um intervalo [a, b], tal que f(a) - f(b) < 0, em equacBes com raizes
de multiplicidade par ou muito préximas;

* A convergéncia ¢ muito lenta, pois se o intervalo inicial é tal que by — ay > €, e se € for muito
pequeno, o nimero de iteragBes (k) tende a ser muito grande. Exemplo: by —a, = 2e e = 107°,

implicaem k = 20,9, ou seja, na necessidade de k = 21 iteragdes.

* Na pratica, o método é mais utilizado para diminuir o intervalo que contém a raiz.

3.2 Método da Falsa Posicao

Suponha y = f(x) uma funcdo continua no intervalo I = [a, b], tal que f(a)f(b) <0 e
com uma unica raiz no intervalo considerado.
O método consiste em um algoritmo para encontrar raizes que utiliza o ponto onde uma
aproximacao linear da funcéo dada cruza o eixo das abscissas como partida para a proxima iteracao,
mantendo 0 mesmo extremo inicial para cada iteracdo a ser procedida, conforme ilustra a figura 6
abaixo:
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Figura 6 — Método da Falsa Posicao

Fonte: Adaptado de ALVES, 2001

Como pode-se observar atraves da Figura 6, no Método da Falsa Posi¢édo € tragado uma reta que
intercepta os pontos (a, f(a)) e (b, f (b)) da fungdo f(x). Com o prop6sito de beneficiar o ponto
que estiver mais proximo do zero da funcao, a aproximacao seguinte € dada pelo ponto onde a reta
tocar o eixo das abscissas, originando a aproximacdo x;. Observando que a solugdo x; ndo esta
proxima daraiz &, é adotado um novo intervalo para o calculo da nova aproximacdao. Este intervalo
é [a, x,], pelofatode f(a) - f(x;) < 0.Com isso, é tracado uma nova reta que intercepta 0s pontos
(a,f(@)) e (x4, f(x1)), visto que a aproximagdo x, é dada pelo ponto onde a reta intercepta o
eixo das abscissas. E verificado se a aproximagao encontrada satisfaz o critério de parada utilizado,

caso ndo satisfaca, o processo é repetido até que a aproximacao obtida seja a desejada.

3.2.1 Formula de iteragdo

A formula de iteracdo deste método pode ser encontrada através da analise de triangulos

semelhantes na figura 6, isto é:

f(bn) -0 — f(bn) _f(an)

bn — Xn+1 bn —dan

Resultando:
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e b — f(by)
n+1 n f(bn) _ f(an)
b, —a,
_ f(bn) - f(an)
= by = f(bn) = -

_ af(bn) - bf(an)
B f(bn) _f(an) .
Como f(a,) e f(b,) possuem sinais opostos, podemos tomar
o _alf Gyl + bl (ay)l
T f )]+ I (an)]

Observe que esse método procura beneficiar a busca do menor f(x) gerado por a, ou by,

n=20,1,..

sendo equivalente a localizar uma raiz aproximada por meio da média ponderada entre a,, € b,

utilizando como pesos |f(a,,)| e |f (by)].

3.2.2 Critérios de parada

Os critérios de paragem mais utilizados séo:

f(an)] < € ou

|xn+1 - xnl S e

3.2.3 Descricéo do algoritmo da falsa posicao

O algoritmo para este método deve seguir a sequéncia:

1. Determinar valores arbitrarios para x, € x4, tais que f(xq)f (x;) < 0;

] , ~ f(x)x1—f(x1)Xg.,
2. Aproximar rav Xpr =—
proximar x, atraves da expresséo x, o) —f ()

3. x, sera o resultado esperado caso o critério de parada for satisfeito;
Caso x, ndo satisfazer o critério de parada, as etapas devem continuar, de modo que:
4. Se f(xg)f(x;) < 0, x, devera ser mantido o mesmo e x; devera ser substituido por x,,

retornando ao passo 2. Caso contrario, x; devera ser mantido e x, devera ser substituido por x,,
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retornando ao passo 2.

3.2.4 Experimentando 0 método

Exemplo 3.3: Seja f(x) = x3 — 9x + 3. Encontrar a raiz de f(x) do intervalo I = [0,1]
usando a precisdo e = 5 x 10~* e o critério de parada |f (x,)| < «.
Solucéo:
Verificando o calculo de £(0) e f(1):
f(0)=03-9.0+3=3
f(1)=13-9143=-5
As imagens possuem sinais contrarios, logo possui raiz real.

Utilizando o software vcn.exe, temos as iteracoes:

Tabela 5 — Recorte do VCN para 0 Método da Falsa Posicéo

lteragdo| XA = [f(XA)={XB = [1XB)= | XN = XN ) = | Emo =

1- 0 3 1 5 0,375 10,322265625 0,322265625
2- 0 3 0,375 10,322265625 0,338624338624338624 -0,00879019929438450772  0,00879019929438450772
3- 0 310,338624338624338624 -0,00879019929438450772 0,337635045511400692 -0,000225884176538136737 NN IR /R LTAY

Fonte: Autor

Observe que o resultado é x = 0,337635 com erro 2,225884.107* < 5.10~* na terceira iteragao.
Para a precisdo estabelecida, 5.107%, o valor de x = 0,337635 pode ser tomado como uma

estimativa para a menor raiz positiva da equacao.

Exemplo 3.4: Seja f(x) = x° + 2x* + x2 — 3x — 1. Calcule a menor raiz real usando a precisio
e = 0,05 e o critério de parada |f (x,)] < e.
Solucdo:

Pela Regra do Méaximo, todas as raizes (reais ou complexas) do polinbmio se encontram no
intervalo |—4,4[

Calculando as respectivas imagens dos inteiros no intervalo [—4, 4], temos:
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-3 -2 -1

0

2

(x)

-64 9 4

-1

61

404 1539

Fonte: Autor

Fazendo a escolha dos subintervalos de [—4, 4], tais que as imagens possuam sinais opostos,

verifica-se que o intervalo (—3,—2) possui a menor raiz real. E a mesma é Unica do intervalo, pois

0 nimeros de variagdes de sinais do polindmio p(—x) = —x> + 2x* + x2 + 3x — 1 éiguala2e

temos dois intervalos que possuem raizes negativas: (-3,-2) e (-1,0), logo, pela Regra de Sinais de

Descartes I, temos apenas duas raizes reais negativas. Sendo assim, a menor raiz esta contida no

intervalo (=3, —2).

Utilizando o software VCN para o método, vejamos as iteracdes para o intervalo (—3, —2):

Tabela 7 — Recorte do VCN para o0 Método da Falsa Posicéo

lteragdo:| XA

fXA) X8 = fXB)=

| XN =

[fiXN) =

|Emo =

1-

co| =t on| | =] |k
[ T R R I I ()

oo doldol do do ) do do do do ol da

64
-64
b4
-64
b4
-64
-64
64
-64
64
-64
b4

-2

-2 12328767123287671  7,37236394710464752
-2,21364712600132262  5.40584541792493135
-2,2750785811634077  3.6316443173330329
-2,31400498577480936  2,2935002147302498
-2, 337T3777567628097 1, 39121272913281731
-2,35162755315631379 0,8231193866562977
-2,36005800106733398 0,479730609738173566
-2,36481977461407683 0,277228086332352171
-2,36755931089469212 0,159373553614205002
-2,36913031002529775  0,091353230713457505
-2,37002952624454226 0,0522759395218250055

§/-2,12328767123287671
-2,21384712600132282
-2,2750785811634077
-2,31400498577480936
-2, 33T737T7567628097
-2,35182755315631379
-2,36005800105733396
-2,36481977461407683
-2,36755931089469212
-2,36913031002529775

Fonte: Autor

7,37236394710464782
5.40584541792493135
3,6316443173330329
2.2935002147302498
1,39121272913281731
0,6231193866562977
0,479790609738173566
0,277223086332352171
0,159373553614205002
0,091353230713457505
-2,37002952624454226 0,0522759395218250055 0,0522759395218250055
-2,37054367344545781 0,0298655940437053184 URie kLt L kR B4 i)

7,37236394710464752
5,40584541792493135
3,6316443173330329
2,2935002147302498
1,39121272913281731
0,6231193866562977
0,479730609738173566
0,277228086332352171
0,159373553614205002
0,091353230713457505

Observe que o resultado é x = —2,37 com erro 2,9885594.107% < 5.1072 na décima segunda

iteracdo. Para a precisdo estabelecida, 5. 1072, o valor de x = —2,37 pode ser tomado como uma

estimativa para a menor raiz positiva da equacao.

3.2.5 Consideragdes importantes

Como este método utiliza mais informacdo para gerar as iteradas &, em geral, de
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convergéncia mais rapida. E converge independentemente da forma do gréafico de y = f(x) no
intervalo [a, b]. Entretanto, quando a convergéncia para a raiz sé se faz a partir de um extremo do
intervalo [a, b], e a imagem desse extremo tem um valor muito elevado, a convergéncia é lenta.
Esta situacdo ocorre sempre que o grafico da funcdo apresenta a concavidade voltada para cima ou
para baixo no intervalo em estudo, podendo tornar a velocidade de convergéncia bastante lenta, até
mesmo mais lenta que no método da bisseccao.

Apesar da necessidade de conhecimento prévio da regido na qual se encontra a raiz de

interesse, 0s calculos sdo mais simples que no método de Newton.

3.3 Método de Newton-Raphson

O método de Newton (ou de Newton-Raphson) é um dos métodos numéricos mais poderosos
e conhecidos para a solucdo de problemas de busca de resultados. Existem muitas maneiras de
introduzir o método, mas uma forma de introduzi-lo é baseada nos polinémios de Taylor. A
derivacéo especifica do desenvolvimento produz ndo apenas o metodo, mas também um limite para
0 erro da aproximacao.

Suponha que f € C?[a, b]. Deixe p, € [a, b] ser uma aproximacéo para p de tal modo que
f'(py) # 0 e |p — pol é pequeno. Considere o primeiro polindmio de Taylor para f (x) expandido

em torno de p, e avaliado em torno de x = p:

_ 2
F@®) = Fioo) + (o — o) (o) + L= (6 00),

onde &(p) esta entre p e po. Uma vez que f(p) = 0, esta equacédo da

_ 2
0= £p) + (0~ po)f" o) + L (e ).

O método de Newton é derivado supondo que desde entdo |p — p,| € pequeno, o termo envolvendo
(p — py)? € muito menor, entdo

0~ f(po) + (@ —po)f' (o).

Resolvendo para p da

~ _ f(Po) _
Po ™ Frtpy) — P

Isso prepara o0 cenario para 0 método de Newton, que comega com uma aproximagao inicial p, e

gera a sequéncia {p, }y=o, por
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~ _ f(Pn-1)
Pn Pn-1 f,(pn—l) )

A figura abaixo ilustra como as aproximacdes sdo obtidas com tangentes sucessivas. Comecando

paran = 1.

com a aproximacao inicial p,, a aproximacao p, é a x-interceptacdo da linha tangente para o grafico
de f em (po, f(py)). A aproximagao p, é a x-interceptagdo da linha tangente para o gréafico de f

em (py, f (p1)) € assim por diante.

Figura 7 — Interpretacdo Geométrica do Método de Newton

Linha f'(p)

(p. S0

Linha f(g,}

,-"'p‘ Fa -..:C
NN

Fonte: Adaptado de BURDEN, 2011

‘T

3.3.1 Funcdo iterativa

Definamos a funcéo iterativa do método de Newton como:

[@n=1) _ yp Dn=1,2- (3.1

f'(Pn-1)
Por consequéncia, podemos destacar:

Pn = Pn-1—

I) Supondo que a sequéncia ¢(p,,—;) convirja para p, da expressdo (3.1) , obtemos p =p —

f(p)
')

I1) Observe que o processo iterativo converge tdo mais rapido quanto melhor for a escolha de uma

< f(p) = 0. Assim, temos p como zero da funcgéo f.

boa aproximacdo inicial p,. Sendo assim, uma aproximacao inicial longe da solucdo pode implicar
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um numero grande interacGes para determinar a solucéo desejada.
1) O método se torna impossivel quando f'(p,) =0 e o nimero de iteracbes cresce

substancialmente quando f'(p,) =~ 0.

3.3.2 Critério de parada

Os critérios de paragem mais utilizados sao:

If (xp)| < €ou

Ixn+1 - xnl S e

3.3.3 Descri¢cdo do método de Newton

Seja a equacdo f(x) = 0. Suponha que f'(¢) #0, e que f(x), f'(x) e f""(x) sejam

continuas num intervalo | que contém a raiz x = ¢.

Dados: x,(aproximacao inicial), &, e &,(precisdes) e max (maximo de iteracdes)

f(pn)
f! (pn)-

Se |f(Pns1)| < & 0U |Ppi1 — Pl < &, entdo & = p,,44, € terminamos.

Para k = 0 até p = max faca p,41 = pn —

Se n = max, entdo terminamos, e 0 método ndo converge para a solugéo.

3.3.4 Condicg0es de convergéncia

Segundo Newton, para haver a convergéncia a uma raiz em seu método, bastaria que o
intervalo (a, b) em analise fosse suficientemente pequeno. Contudo, Raphson e Fourier concluiram
que um intervalo pequeno € aquele que contém uma e somente uma raiz. Com isso, algumas
condicBes foram estabelecidas para que tal exigéncia fosse valida:

1) Se f(a).f(b)>0 ou existira um nimero par de raizes reais (contando suas multiplicidades) ou

ndo existira nenhuma raiz real no intervalo (a, b);

I)Se f(a).f(b) <0 existira um ndmero impar de raizes reais (contando com suas
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multiplicidades) no intervalo (a, b);

I11) Se f'(a). f'(b) > 0 entdo, no intervalo especificado (a, b), a fungdo sera apenas crescente ou

sera apenas decrescente jamais se alternando;

IV) Se f'(a).f'(b) <0 entdo, no intervalo especificado (a, b), a funcdo se alternara entre

crescente e decrescente;

V) Se f"(a).f"(b) > 0, entdo a concavidade da funcdo no intervalo (a, b) especificado ndo se

invertera;

V1) Se f"(a).f"(b) <0, entdo a concavidade da fungdo no intervalo (a,b) especificado se
intervera.

Portanto, havera convergéncia a uma raiz no intervalo (a, b) se, e somente se:

f(@.f(b) <0, f'(a).f'(b) >0¢e f"(a).f"(b) >0

As condicdes suficientes de convergéncia podem ser estabelecidas com mais rigor.
Teorema (condig&o suficiente de convergéncia para o método de Newton).
Seja (a, b) um intervalo que contém uma s6 raiz da equacgdo f(x) = 0. A sucessdo de valores x;
gerados pelo método de Newton-Raphson é mondtona e limitada pela raiz x,(portanto

convergente) se:

1. f'(x) # 0,Vx € [a, b]

2. f"(x) é de sinal constante em ]a, b[ , ou seja, f"(a) - f"(b) > 0

3. Ovalor inicial x, for o extremo do intervalo [a, b] em que f(x,) - f"'(x,) > 0 (toma-se x, = a

ou x, = b de modo que f(x,) e f" (x,) tenham o0 mesmo sinal).

A demonstracdo se encontra em (ALVES, 2001).

3.3.5 Convergéncia quadratica
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A formula de iteracdo do método de Newton é

f(xn)

Xn+1 = Xn — m se f'(x,) existir,n = 0
n

De acordo com o teorema de Taylor, se f tem derivadas até a segunda ordem em um
intervalo I, entdo pode ser representada pela expansao em torno de um ponto proximo da raiz de
f(x). E suponhamos que « seja a raiz, entdo pela formula de Taylor com resto de Lagrange, temos

que para algum & que estéa entre x, e a:

F@) = FOx) + F/Cend = 1) + 2 (= 2,02
Como «a é raiz entdo f(a) = 0, portanto
0= f(xn) + f,(xn)(a - xn) +@ a— xn)z
E assim
f”(f)(a - xn)z _ f(xn) .
TG G T
Mas,
R ACCY
n n+1 f,(xn)
Logo,
" _ 2
_f (i)f('oéx )xn) = (Xp — Xp41) + (a — xn)
L _®E@—x)?
ne 2f"(x,)
Além do mais, digamos que o erro seja E,, = a — x,,, € assim,
(DR, NS, 2
Eny = —mi |Ensql = 2F (e |En?|-

3.3.6 Experimentando 0 método



36

Exemplo 3.5: Determine a maior raiz real da equagdo f(x) = x> — 2x —1 = 0 com erro
inferior a 10~3. Considere o critério de parada |x,,; — x,| < €.
Utilizando a Regra do Maximo, temos que suas raizes (reais ou complexas), se existirem, estdo no

intervalo [—3,3]. Assim, calculando as imagens dos inteiros no intervalo, temos:

Tabela 8 — Imagens dos inteiros no intervalo [-3,3]

X -3 -2 -1 0 1 2 3
f{x) .22 5 0 -1 -2 3 20

Fonte: Autor

Observe que -1 é raiz real, visto que f(—1) = 0, e que uma segunda raiz se encontra no intervalo
(1, 2),pois f(1) - f(2) < 0. Aterceira raiz é real, pois a funcao tem grau 3 e as raizes complexas
se ddo aos pares, mas ndo sabemos sua localizagéo.
Utilizemos a Regra de Sinais de Descartes 1I: 0 nimero de raizes reais negativas N_ nao pode
exceder o nmero V de variacdes de sinal dos coeficientes ndo nulos do polindmio f(—x) = —x3 +
2x —1,eonumeroV — N_ é par. ComoV = 2,e —1 éraiz, logo devemos ter N_ = 2 e assim sO
temos uma raiz no intervalo (1, 2), e é a maior raiz.
Agora, podemos verificar as condi¢es de convergéncia a uma raiz:
1) f(@) - f(b) <0

f-f(2)<0

2) f'(a) - f'(b) > 0
f'(x) =3x? —2.Logo, f'(1).f'(2) =1.10 > 0

3)f"(@)-f"(b) >0

f"(x) = 6x > 0 em todo o intervalo.

Para a escolha do melhor extremo, observe que f(2) - f''(2) > 0. Entdo, tomemos x, = 2.
Com este gquarto ponto também verificado, estdo cumpridas as condi¢es de convergéncia, pelo
que podemos comecar as iteragdes. Para isto, utilizaremos o software vcn.exe, que nos da a seguinte

tabela:
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Tabela 9 — Recorte do VCN para 0 Método de Newton

lteracdo]| X = | f{X)= | F(X)= | Erro=

1- 2 3 10

P 1,7 0.513 6,67 0.3
3- 1,62308845577211394  0,0297135052972110224 5 90324840578211644  0,076911544227886057
4- 1,61805503971797886 0,000123236664723975391 5 85430633467025047 0,00503341605413508007
5 - 618033989 i 2.15100612191779228E-9 2.10506006483032271E-5

Fonte: Autor

Logo, a maior raiz é 1,618, com erro menor que 1073,

Exemplo 3.6: Tendo em atencgdo a funcéo f(x) = —ZxS + 24—1x4 — %x3 + ?xz +x—

2 =0 e sabendo que admite uma raiz real no intervalo 10,1[. E possivel, utilizando o método de
Newton, calcular essa raiz?

Verificando as condigdes de convergéncia:

1. fla)-f(b) <O

f(0)=-2

f) =1

Logo, f(0) - f(1) = —2 < 0, satisfazendo assim esta condicao.

2. f(@) - f(b) >0
fle) =—2xt+21x3 =2+ 2x+ e £1(0) = £/(1) =1 £/(0).f'(1) > 0.

3. Sinal de f"'(x) no intervalo ]0,1[:

147 39
f"(x) = —15x3 + 63x% — —x + —
2 2
" 39
=2
(1) =-6

Estes resultados implicam que f"'(x) ndo tem sinal constate, logo as condi¢Ges de convergéncia
ndo se verificam no seu conjunto e consequentemente 0 método de Newton-Raphson néo pode ser
utilizado para estes valores.

Mesmo sabendo que ndo se pode aplicar o método de Newton-Raphson para estes valores,

vamos iterar e verificar que a férmula de recorréncia ndo converge para o resultado. Podemos entdo



apresentar o resultado das iteragdes utilizando o0 vcn.exe para as iteragoes:
Tabela 10 — Recorte do VCN para 0 Método de Newton

lterago: | XK= | -'[x;-=| -"[;-:}=| Erro = |
— 3 = -

e 2 z
7

4- i 2

5 - z z
8-

Fonte: Autor
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Como ndo converge, pode-se verificar no programa que o método da um loop infinito (“repeticéo

infinita” das instrugdes).

Contudo, utilizando o método da bisseccao no software vcn.exe, podemos constatar que sé

basta 10 iteracOes para obtermos a raiz aproximada: 0,5751953125 com precisdo 1073, veja:

Tabela 11 — Recorte do VCN para o Método da Bissecgdo

Fonte: Autor

3.3.7 Consideragdes importantes

lterado: | XA = [f{XA)= |XB = fXB)= | XN = [f{ XN ) = Erro =

1= 0 2 1 1 0,5 -0, 2690625

2= 05 -0,2890625 1 1 0,75 0,549560546875 0.25
3- 05 02890625 0,75 0549560546875 0626  0,17243194580078125 0,125
4- 05 02890625 0,625 0,17243194580078125 05625 -0,0494182109832763672 0,0625
- 05625 -0,0494182109832763672 0,625 0,17243194580078125 0,59375  0,0639797970652580261 0,03125
6- 05625 -0,0494182109832763672 059375 0,0639797970652580261 0578125 0,00787071906961500645 0,015625
i 05625 -0,0494182109832763672 0578125  0,00787071906961500645 05703125 -0,0206300415666191639 0,0078125
8- 05703125 -0,0206300415666191839| 0578125 0,00787071906961500645  0,57421875 -0,00634325221676590445  0,00390625
9- 057421875 -0,00634325221676590445) 0578125 0,00787071906961500645 0576171875 0,000772895102578274873  0,001953125
10- 057421875 -0,00634325221676590445 0,576171875  0.000772895102578274873  0,5751953125  -0,00278289552311661303 [IIELE74

Embora, o método tem convergéncia muito boa, proporcionando geralmente um ndmero

pequeno de iteracdes (considerado o mais rapido que os estudados até aqui), apresenta a

desvantagem de verificagdo de algumas condicGes de convergéncia.
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4. PROPOSTAS DE ATIVIDADES PARA O ENSINO MEDIO

A sequir, apresentamos trés atividades sobre o calculo de raizes aproximadas através dos
métodos iterativos apresentados. A primeira atividade enriquece o desenvolvimento do conteddo
dos Métodos da Bisseccdo e da Falsa Posicdo, quando requisita ao aluno a utilizacdo do Excel,
onde ele deverd entender sobre condicionais, férmulas de iteracdo e a construgdo de algoritmos
para encontrar uma solucdo aproximada. Na segunda atividade traz uma alternativa para o célculo
da raiz quadrada. E a terceira atividade, potencializa a capacidade do aluno observar a construcao
de resultados, através de identificacdo de regularidades dentro de um determinado método, e até

mesmo busca comparar 0s métodos através de seus erros e convergéncias.

4.1 Métodos lterativos no Excel

Atividade 1: Considere o polindmio x* + x? — 9x + 3. Numa planilha Excel, use as ferramentas
para produzir um algoritmo do método da bisseccao e da falsa-posicado que nos dé a raiz aproximada
no intervalo [1, 2] com erro menor que 1073,

Observacao: utilize o critério de parada |x,+; — x,| < €.

Solucéo. Na planilha Excel da tabela 12, primeiramente preparemos a linha 1 (cabecalho), onde:
i: i-ésima iteracdo;

a: extremo esquerdo do intervalo;

f(a): imagem do extremo esquerdo do intervalo;

x;: ponto médio do intervalo da i-ésima iteragdo;

f(x;): imagem do ponto médio da i-ésima iterag&o;

b: extremo direito do intervalo;

f(b): imagem do extremo direito intervalo;

£: €erro.

Em seguida, preparemos a linha 2 da planilha.

Entdo, comecamos pela iteracdo 0, a célula A2 recebe o valor 0, a célula B2 recebe o valor 1, a
célula C2 recebe a formula: =B2/4+B2"2-9*B2+3, a célula D2 recebe a formula: =(B2+F2)/2, a

célula E2 recebe a formula: =D274+D2/2-9*D2+3, a célula F2 recebe o valor 2, a célula G2 recebe



40

a formula: = F27"4+F2/2-9*F2+3.

Observacéo: o erro na iteracdo 0 existe, porém néo € calculado.

Em seguida, preparemos a linha 3 da planilha:

Vamos agora para a iteracdo 1, para encontrar o novo valor de a é necessaria uma estrutura
condicional, utilizemos a estrutura SE. No caso, a célula B3 recebe a formula:
=SE(C2*E2<0;B2;D2), ou seja, se f(a) * f(x;) < 0, entdoa raiz esta contida no intervalo (a, x;),
devemos entdo tomar como verdadeiro o valor de a e tomar como falso o valor de x;). Na célula
F3, utilizemos a mesma férmula: =SE(E2*G2<0;F2;D2), ou seja, se f(b) * f(x;) < 0, entdo a
raiz esta contida no intervalo (x;, b), devemos entdo tomar como verdadeiro o valor de b e tomar
como falso o valor de x;.

As formulas de f(a), x; e f(x;) na linha 3 sdo iguais a da linha 2, podemos entdo simplesmente
utilizar a al¢a de preenchimento para baixo.

No caso do erro na linha 3, podemos calcular da seguinte maneira: = ABS(D3-D2), pois estamos
tratando do mddulo da diferenca entre o valor atual e anterior da raiz.

Por fim, basta agora selecionar a linha 3, e utilizando a alca de preenchimento arrastar para baixo

até chegar a iteracdo 9 onde obtemos erro menor que 1073,

Tabela 12 — Excel para 0 Método da Bissecgao

A E C D E F G H

1 i a f(a) X Flx:) b f(h)

2 0 1 -4 1.5 -3,1875 2 5

3 1 1,5 -3,1875 1,75 -0,30859 2 5 0,25

4 2 1,75 -0,30859 1,875 2,000244 2 5 0,125

3 3 1,75 -0,30859 | 11,8125 |0,764908 | 1,875 | 2,000244 0,0625

6 4 1,75 -0,30859 | 1,78125 | 0,208589 | 1,8125 |0,764908 0,03125

Fi 5 1,75 -0,30859 | 1,765625 | -0,05481 | 1,78125 | 0,208589 0,015625
8 ] 1,765625 | -0,05481 | 1,773438 | 0,075675 | 1,78125 | 0,208589 | 0,0078125
g 7 1,765625 | -0,05481 | 1,769531 | 0,010129 | 1,773438 | 0,075675 | 0,00390625
10 8 1,765625 | -0,05481 | 1,767578 | -0,02242 | 1,769531 | 0,010129 | 0,001953125
1 9 1,767578 | -0,02242 | 1,768555 | -0,00616 | 1,769531 | 0,010129 | 0,000976563

Fonte: Autor
Logo, pelo método da Bisseccdo, na iteracdo 9, obtemos 1,768 como raiz com erro menor que
1073,

Para 0 método da Falsa Posi¢éo, a inica mudanga esta na formula iterativa, logo a célula D2 recebe



41

e G2(F2—-B2 . ~ , . ~
a formula: = F2 — 2252 14405 0s demais passos sdo 0s mesmos que o0 método da Bissecgéo.

G2-C2

E como resultado obteremos a tabela 13 abaixo.

Tabela 13 — Excel para o Método da Falsa Posi¢do

A B C D E F G H

1 i a f(a) X flx:) b f(h)

2 1] 1 -4 1,444444 | -3,56043 2 5

3 1 1444444 | -3,56043 | 1,67551 | -1,39114 2 3 0,231065215
4 2 1,67551 | -1,39114 | 1,74614 | -0,36982 2 5 0,070630741
5 3 1,74614 | -0,36982 | 1,763624 | -0,08735 2 3 0,017483242
& a4 1,763624 | -0,08785 | 1,767705 | -0,0203 2 5 0,004081566
¥ ] 1,767705 | -0,0203 | 1,768645 | -0,004606 2 ] 000093951

Fonte: Autor

Logo, pelo método da Falsa Posicdo, na iteragdo 5, obtemos 1,768 como raiz com erro menor que
1073,

4.2 Raiz Quadrada
Atividade 2: Como v/A é uma solugéo da equagio x2 — A = 0, podemos usar 0 método de
Newton para estimar v/A (figura abaixo).

Figura 8 — A sucesséo converge para a raiz para qualquer valor x,>0

X4 ]

Fonte: Autor

a) Utilize do fato que a inclinacdo da reta tangente a funcdo y = ax? + bx + ¢ no ponto (x,, y,)

é dada por 2ax, + b, para verificar que a formula de iteracdo para obter a estimativa da raiz

quadrada é dada por x,, = 0,5 (xn_l + xA )
n-1

Solucéo: Dando continuidade a sucessao, temos que a inclinagdo 8 da reta tangente no ponto x,, é
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tal que tan & = 2x,,. Logo,

In Yn
———— = 2Xp D Xp — Xp41 :2_:>xn+1 =Xp —
Xn = Xn+1 Xn

Yn
2%,
Como y,, = x2 — A, temos:

3 x2—A
Xn+1 = Xn — W

Dessa forma, x,,1; = 0,5 (Xn + xi)

n

b) Estime v/2 e ¥/1000999 com ao menos cinco decimais exatos. Utilize para isso a formula de
iteracdo em uma planilha do Excel.

Solucgédo: Na figura 9 abaixo, temos duas planilhas Excel. Para a primeira planilha utilizamos uma
aproximacdo inicial (1,5) e a férmula de iteracdo como formula de referéncia, assim na célula C8
temos a seguinte formula de referéncia: = 0,5(B8 + (2/B8)) para aproximar v2. Para a segunda
planilha utilizamos a aproximagdo uma inicial (1000) e a formula de referéncia: =
0,5(B8 + 1000999 /B8) na célula C8 para aproximar v1000999 . Em seguida, deslocamos a alca

de preenchimento para baixo até obter na aproximagao ao menos cinco decimais exatos.

Figura 9 — Raiz Quadrada no Excel

c8 - - 0,5*(B8+2/88) C8 u o =0,5" | B8+ 10D/ BE)
A B = D E A B [= [ +]
1 1
2 2
3 3
4 |Radicando: 2 4 |Radicando: 10009
Aproximaclio Aproximagio
Incial Incial
El 1.5 5 L0
3 &
7 Iteragdo xn X+l 7 Iteragio xn X+l
| 1 1.5 1416667 8 1 100 1000, 459500
] 2 1416667 1,414216 L) 2 1000, 5 1000, 499375
10 3 1,414216] 1,414214 10 3 1000,49% 1000, 493375
11 a 1414214 1,414214 11 4 1 00, 400 1000, 493375
12 5 1,414214| 1414214 12 5 10000, 49% 1000,499375
13 & 1,414214] 1,414214 13 & 100,459 1000,4%937%
14 7 1,414214] 1,414214 14 ) 1000,499 1000,453375
15 a 1.414a214] 1.4914214 15 a 1000, 299 LDD0, 459375
16 1,414214 16 1000, 493 =

Fonte: Autor

Dessa forma, V2 =~ 1,41421 e /1000999 ~ 1000,49937.
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4.3 Métodos lterativos no Visual Calculo Numérico

Atividade 3: Considere a funcdo polinomial f(x) = x3 — 9x + 3. Encontrar a raiz de f(x) do
intervalo I = [0,1] usando a precisdo ¢ = 1073 e o critério de parada |x,,;; — x,,| < &. Utilizando
0 Visual Calculo Numérico para os métodos da Bissecgdo, Falsa Posi¢cdo e de Newton, responda:
a) Em qual método foi utilizado menor numero de itera¢cbes? Em qual método foi utilizado o maior
namero de iteracdes?

Solucdo. Utilizando o vcn.exe, verificamos 10 iteracGes pelo método da Bisseccao, conforme a

figura 11 abaixo:

Figura 10 — Tela do VCN para o0 Método da Bissecgao

[Z] 1)Zero de Funcdo - Método da Bissecio - f(x)=0 EI E @
Principal | Grafico|
Critério de Parada
| F(Xn)| <Preciséo @ | Xn - Xn-1| <Precisédo | Xn - Xn-1| / |Xn| <Preciséo " | Xb - Xa | <Preciséo
Entre com a funcéo:
fix)=  x"3-9%%+3
™ Execucéo Passo a Passo
Xinicial (A): ‘ 0 Resultado: X = 0,3369140625
Erro : 0,0009765625
X final (B): ‘ 1 lteracéo : 10
Preciséo: ‘0,001 ¥ Grafico & Novo ‘ Fl Sair ‘ @ Reinicia
lteracdo] XA = [fxA) = [XB = [fiXB)= [xn = [fXN) = |Erro = |
1- 0 3 1 -5 0,5 -1,375
2- 0 3 0.5 -1.375 0,25 0,765625 0,25
3- 0,25 0,765625 0.5 1,375 0,375 -0,322265625 0,125
4 - 0,25 0,765625 0,375 -0,322265625 0,3125 0,218017578125 0,0625
5 - 03125 0218017578125 0,375 -0,322265625 0,34375 -0,053131103515625 0,03125
6 - 0,3125 0,218017578125 0,34375 -0,063131103515625 0328125  0,082202911376953125 0,015625
7- 0.328125 0,082202911376953125 0.,34375 -0.053131103515625 0.3359375  0.0144743919372558594 0,0078125
g - 0,3359375| 0,0144743919372553594 0,34375 -0,0531311035166256 | 0,33984375 -0,0193439126014709473  0,00390625
9- 0,3359375/ 0,0144743919372658594  0,33984375  -0,0193439126014709473 | 0,337890625 -0,00243862718343734741 0,001953125
10 - | 0,3359375 0,01447439193725558594 [IREFEENLFS -0,00243862718343734741) 0,3369140625  0,00601691845804452896 0,0009765625

Fonte: Autor

Pelo método da Falsa Posicao verificamos 3 iteragdes, conforme figura 11 abaixo:
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Figura 11 — Tela do VCN para o Método da Falsa Posicdo

%] 2)Zero de Fungdo - Método das Cordas - Regula Falsi EIE@
Principal | Grafico|
Critério de Parada
| F(Xn) | <Precisao & | Xn-Xn-1|<Preciséo | Xn - Xn-1|/ [Xn| <Preciséo | Xb-Xa | <Precisédo

Entre com a funcéo:

fix)=  [x*3.9%+3

I Execucdo Passo a Passo
Resultado: X = 0,337635045511400692

Erro: 0,00098929311293793185

X final (B): ‘1 lteracéo : 3

Xinicial (A): ‘0

Preciséo: ‘0,001 = ¥ Grafico ‘ ‘ # Novo ‘ K Sair ‘ © Reinicia ‘
lteragio: [XA = |fiXA)=|XB= [f(xB)= [xn = [fxN) = |Erro =

= 0 3 1 5 0,375 -0,322265625

2= 0 3 0,375 -0,322265625 0,338624338624338624 -0,00879019929438450772| 003637566137+
3- 0 3 0,338624338624338624  -0,00879019929438450772 IEEIGEVGRREIN A  -0.000225884176538136737  0,000989293112¢

Fonte: Autor

E pelo método de Newton sendo x = 0 o valor inicial, verificamos 4 iterac6es, conforme figura 12

abaixo:

Figura 12 — Tela do VCN para o Método de Newton

] 3)Zero de Funcio - Método de Newton E=RE=0
Principal ‘ Gréfico|

Critério de Parada
| F(Xn)| <Precisio & | Xn - Xn-1| <Preciséo | Xn - Xn-1|/|Xn| <Preciséo

Entre com a funcéo:

fx)= [x»3-9"X+3
Entre com a Derivada da Funcio:
fix)= [3%X22-9
I~ Execucdo Passo a Passo Resultado: X = 0,33760895596531279
Xinicial (Xo). g Erro ::?,1183584751835200156
lteracéo : 4
Preciséo: — . . : L
‘0’001 ¥ Grafico ‘ ‘ i Novo ‘ B Sair ‘ ¢ Reinicia ‘
lteracdo] X = | f(X)= | F(X)= | Erro= |
1- 0 3 -9
2- 0,333333333333333333  0,0370370370370370372 -8 66666666666666667 0,333333333333333333
3- 0,337606837606837607 1,83408850952129863E-5 -8 65806486960333114 0,00427350427350427353
4 - 0 (089559 ¢ 4 54498374699574548E-12 2,11835847518352001E-6

Fonte: Autor

Dessa forma, o método que utiliza 0 menor nimero de iteracdes é o da Falsa Posicdo, e 0 método
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que utiliza o maior nimero de iterag@es é o da Bisseccdo. Salientamos que se utilizassemos o valor

inicial x = 1, teriamos 5 iteraces para 0 método de Newton, mas a solugdo continuaria mesma.

b) Utilize para o método de Newton a primeira aproximacgdo inicial x, = —2 e utilize a

aproximacéo inicial x, = —1. Alguma diferenca? O que podemos concluir sobre isso?

Figura 13 — Tela do VCN para o Método de Newton

] 31Zero de Funcéo - Método de Newton =] =@ [
Principal Igréﬂco]

Critério de Parada

| F(Xn)| <Precisédo # | Xn - Xn-1]| <Precisédo | Xn - Xn-1]/| Xn| <Precisdo

Entre com a fungio:

flX)= x"3-9°X+3
Entre com a Derivada da Funcéo:
fix)= 3*x"2-9
I Execucdo Passo a Passo Resultado: X = 0,337608926484230379
Xinicial (Xo) [ Erro :M0,000502265996813796222
lteracdo : 5
Preciséo: - . . i o
‘ 0.001 ¥ Grafico ‘ ‘ # Novo ‘ K Sair ‘ @ Reinicia ‘
lteracdo:| X = | f(X)= | F(X0)= | Erro= |
1- -1 11 B
2- 0,833333333333333333 -3,9212962962962963 -6,91666666666666667 1,83333333333333333
3- 0,266398929049531459  0,621315541486410605 -8,78709483180378811 0,566934404283801874
4 - 0,337106660487416583 0,00434916009075104288 -8,65907729836506494  0,0707077314378851241
5- 0 IERPEREVENRTE) 2 55253543200423236E-7 0,000502265996813796222

Fonte: Autor
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Figura 14— Tela do VCN para o0 Método de Newton

|§| 3)Zero de Funcdo - Método de Newton EI = @
Principal | Gréfico |
Critério de Parada
| F(Xn) | <Preciséo @ | Xn - Xn-1| <Precisdo | Xn - Xn-1]/] Xn| <Preciséo
Entre com a funcéo:
fiX)= [x*3-9"x+3
Entre com a Derivada da Funcéo:
o= [3*x"2-9
I~ Execucéo Passo a Passo Resultado: X =-3,15452300869854475
X inicial (Xo): ‘_2 Erro :~2,?12091?6226118454E-6
lteracdo : 8
Precisdo: - . i .
‘0’001 ¥ Grdfico ‘ & Novo ‘ ¥l Sair ‘ ¢ Reinicia
lteracdo| X= | ()= | 700 = | Emo= |
1- 2 13 3
2- -6,33333333333333333 -194,037037037037037  111,333333333333333 4 33333333333333333
3- -4 59048569527611444 -52,.4189090209113054 54, 2176767556038953 1,7428476380572189
4 - -3,62366247160315746 -11,9690949560910507 30,3927891243153118  0,966823223672956979
5- -3,22984883024454489 -1,62489633240931678 22, 2957703986961649  0,393813641358612568
6 - -3,1569697010037657 -0,0510776542791764182 20,8993730791674174 0,0728791292407791906
7- -3,15452572079030701) -5,65555141355499058E-5 20,8530975693828179 0,00244398021345869159
8- B EEEYES -6 06087666673950167E-11 2712091762261 18454E-6

Fonte: Autor

Conforme as figuras 13 e 14 acima podemos observar que ao utilizarmos o valor inicial x = —1
encontramos -3,15 como raiz aproximada, e utilizando o valor inicial x = —2 encontramos 0,33
como raiz aproximada. Podemos concluir que no método de Newton a determinacédo da raiz e o

namero de iteracdes depende do valor inicial.

c) Observando os métodos numéricos em questdo, 0 que podemos observar no tocante ao
surgimento dos digitos significativos corretos a cada iteragdo?

Solucdo: Observe a figura 12. Podemos identificar que, no método de Newton em questéo, 0s
digitos corretos comecam a surgir a partir da primeira iteracdo, e a quantidade de digitos corretos
duplica a medida que os valores da sequéncia se aproximam da raiz. Isto ocorre porque 0 método

tem convergéncia quadratica.

d) Observando os métodos numéricos em questdo, quanto a precisao, o que se pode dizer?
Solugéo: E possivel observar na figura 10 que o erro se reduz a metade a cada iteragdo no método

da Bissec¢do. Nos demais métodos ndo é facil ver alguma regularidade em questao.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Desafios podem ser encontrados durante a execucdo deste trabalho com alunos do 3° ano do
ensino médio. No conteudo temos uma gama de conceitos que normalmente sdo trabalhos no
ensino superior, mas que se levados para um projeto de extensdo, estamos a mudar 0 senso comum
para a busca por referenciais tedricos baseados em uma educagdo cientifica e tecnoldgica, que
formardo uma base sélida para a elaboracdo das aulas. No tocante ao uso de tecnologias, devemos
considerar que muitas escolas possuem uma infraestrutura precaria, e muitas vezes nao dispdem de
laboratérios de informatica ou de softwares disponiveis. Recomenda-se 0 uso do software Libre
Office Calc, que faz parte de uma suite gratuita e livre, no caso da ndo existéncia do Microsoft
Excel, que necessita de licenca comercial. E, como ndo é possivel a utilizacdo do Visual Célculo
Numérico através de smartphones, sugerimos o uso de tablets na sala de aula, pois adaptaremos o
aluno a realidade do mundo digital de forma criativa.

Alguns autores consideram a formacéo de professores o maior desafio da atualidade para a
educacdo 4.0. Uma formacdo diferenciada é essencial para acompanhar tamanha maré de
desenvolvimento. O cenario é o de desenvolver competéncias, o professor deixa de ser o
especialista em determinado contetdo para tornar-se um propulsor para o desenvolvimento,
usando metodologias ativas para conduzir os estudantes na busca de informacdes, geracdo de
solucdes e avaliagdo do trabalho realizado. As salas de aula se tornam espagos para a construgao
de conhecimento, e o professor serd um lider-pesquisador, que, ao lado dos alunos, engaja-se na
busca de solucBes para novos problemas.

O ensino sobre métodos iterativos para encontrar raizes ndo se encerra apenas com a
aplicacdo das atividades que foi proposta, cabe aos professores a elaboragdo de novas atividades
relacionadas, possibilitando que o estudante cada vez mais desenvolva o0 pensamento
computacional. Nesse sentido, a BNCC ressalta a importancia de se trabalhar as capacidades de
compreender, analisar, definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas

solucdes, de forma metddica e sistemética, por meio do desenvolvimento de algoritmos.


https://gutennews.com.br/blog/2018/07/05/3-exemplos-praticos-de-metodologias-ativas/
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