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RESUMO

Nesta tese estudamos dois tópicos distintos. Na primeira parte, obtemos uma estimativa para
o índice de Morse de superfícies M2, mínimas ou com curvatura média constante, compactas,
imersas em variedades tridimensionais M̄3 que têm a propriedade de Killing, isto é, admitem
um referencial ortonormal de campos de Killing. Especificamente, provamos que o índice de
Morse de tais superfícies é limitado por baixo por uma função linear de seu gênero topológico.
Na segunda parte consideramos uma subvariedade M̄n compacta e com fronteira livre imersa em
uma variedade Riemanniana M̄n+k (n ≥ 3) compacta, positivamente curvada e com fronteira
convexa. Provamos que existe uma constante explícita C(n) tal que se a norma da segunda forma
fundamental sem traço Φ de M é limitada por C(n), então seu primeiro grupo de cohomologia
H1(M) é trivial. Em particular, M tem apenas uma componente de fronteira. Além disso, para
k = 1, sob hipóteses no tensor curvatura de M̄n+1 e na convexidade de sua fronteira, provamos
que para 2 ≤ p ≤ n− 2, existe uma constante C(n, p) tal que se |Φ| ≤ C(n, p), então Hp(M) é
trivial.

Palavras-chave: Superfícies mínimas e CMC. Índice de Morse. Propriedade de Killing. Segunda
forma fundamental sem traço. Grupos de cohomologia.



ABSTRACT

In this thesis we study two distinct topics. First, we obtain Morse index estimates for minimal
or constant mean curvature compact surfaces M2 immersed in 3-manifolds M̄3 satisfying the
Killing property, that is, manifolds that admit an orthonormal frame of Killing vector fields.
Specifically, we prove that Morse index of these surfaces is bounded from below by a linear
function of its topological genus. In the second topic we consider a compact free-boundary
submanifold M̄n of a Riemannian manifold M̄n+k, n ≥ 3, positively curved and with convex
boundary. We prove that there exists an explicit constant C(n), such that if the norm of the
traceless second fundamental form Φ of M is bounded by C(n) then the first cohomology group
H1(M) vanishes. In particular, M has only one boundary component. Moreover, if k = 1, under
suitable conditions on the curvature of M̄n+1 and on the convexity of its boundary we prove
that for 2 ≤ p ≤ n− 2, there exists a constant C(n, p) such that if |Φ| ≤ C(n, p) then Hp(M)
vanishes.

Keywords: Minimal and CMC surfaces. Morse index. Property of Killing. Traceless second
fundamental form. Cohomology groups.
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1 INTRODUÇÃO

Hipersuperfícies mínimas são pontos críticos do funcional área, enquanto hipersuperfícies

com curvatura média constante (CMC) são pontos críticos do funcional área para variações que

preservam o volume. Se uma hipersuperfície mínima minimiza área para pequenas perturbações,

então dizemos que ela é estável.

Conexões entre as propriedades topológicas e geométricas de hipersuperfíciesM mínimas

têm sido estudadas a partir do índice de uma forma quadrática Q, definida em C∞(M), associada

à segunda variação do funcional área. Este número é chamado índice de Morse ou índice de

estabilidade de M e é denotado por Ind(M). Do ponto de vista analítico, o índice indica o

número de autovalores negativos do operador de jacobi J , um operador diferencial elíptico

de segunda ordem associado a Q. Do ponto de vista geométrico, o índice indica o número

de direções cujas variações decrescem área. Em particular, M é estável se, e somente se, seu

índice é zero. Definimos também a nulidade de M , denotada por Nul(M), como a dimensão do

subespaço das autofunções de J associadas ao autovalor λJ = 0.

Em (SCHOEN; YAU, 1979) R. Schoen e S.T. Yau provaram que se M2 é uma superfície

mínima, fechada, orientável e estável, mergulhada em uma variedade tri-dimensional M̄3 com

curvatura escalar positiva, então M2 é uma 2-esfera. Esta ligação entre a topologia de uma

superfície e seu índice, particularmente no caso de superfícies mínimas, tem sido, de fato,

corroborada por vários resultados. Por exemplo, Fischer-Colbrie-Schoen (FISCHER-COLBRIE;

SCHOEN, 1980), do Carmo-Peng (CARMO; PENG, 1980) e Pogorelov (POGORELOV, 1981)

provaram independentemente que as únicas superfícies mínimas, estáveis e orientáveis em R3

são os planos.

Em (ROS, 2006) Ros observou que quando uma 1-forma harmônica em uma superfície

mínima fechada é vista como um campo vetorial de R3, suas funções coordenadas na base

canônica são boas candidatas a funções teste para o operador de estabilidade. Ele provou que

o índice de uma superfície mínima em R3 é limitado bor baixo por uma função linear de seu

gênero. Precisamente, ele provou o seguinte
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Teorema 1.0.1 (ROS, 2006) SejaM uma superfície mínima, completa e não plana em R3. Então

M tem índice finito se, e somente se, sua curvatura total é finita. Além disso,

Ind(M) ≥ 2g

3
, se M é orientável

e

Ind(M) ≥ g

3
, se M é não-orientável.

Este resultado de Ros foi posteriormente melhorado por Chodosh-Maximo em (CHO-

DOSH; MAXIMO, 2016) e (CHODOSH; MAXIMO, 2018) . Eles provaram o

Teorema 1.0.2 Suponha que M é uma superfície mínima, orientável e completa, imersa em R3,

com gênero g e r fins. Então

Ind(M) ≥ 2

3
(g + r)− 1.

Para hipersuperfícies mínimas fechadas da esfera unitária, Savo obteve em (SAVO, 2010)

o seguinte resultado:

Teorema 1.0.3 Seja Mn uma hipersuperfície mínima de Sn+1. Assuma que b1(M) ≥ 1 e n ≥ 3.

Então,

Ind(M) ≥ b1(M)(
n+2

2

) + n+ 2.

Para o caso de superficies (n = 2) mínimas em S3, Savo também provou em (SAVO,

2010) que se o gênero g de M é tal que g ≥ 1, então

Ind(M) ≥ g

2
+ 4.

Posteriormente, Ambrozio-Carlotto-Sharp em (AMBROZIO et al., 2018a), usando as

ideias de Ros e Savo, conseguiram mostrar que o índice de uma hipersuperfície mínima Mn ↪→

M̄n+1 é limitado por baixo por uma função linear de seu primeiro número de Betti em variedades

M̄n+1 que podem ser mergulhadas em algum espaço euclidiano.

Alguns destes resultados confirmam parcialmente a seguinte conjectura, devida a Marques-

Neves (MARQUES, 2014), (NEVES, 2014):

Conjectura 1.0.1 Seja M̄n+1 uma variedade Riemanniana fechada com curvatura de Ricci

positiva. Existe uma constante positiva C tal que, para toda hipersuperfície mínima, fechada,

mergulhada Mn, vale a desigualdade

Ind(M) ≥ Cb1(M),

onde b1(M) é o primeiro número de Betti de M .
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Para estudar a estabilidade de hipersuperfícies CMC, consideramos a forma quadrática Q

restrita ao espaço F das funções suaves com média nula em M . Definimos o índice fraco de

Morse de M , denotado por IndW (M), como a dimensão máxima de um subespaço de F no qual

Q|F é negativa definida. Uma hipersuperfície CMC compacta é estável se IndW (M) = 0.

As hipersuperfícies CMC, fechadas e estáveis em formas espaciais, isto é, Rn, Sn e Hn,

foram classificadas por Barbosa-do Carmo e Barbosa-do Carmo-Eschenburg em (BARBOSA;

CARMO, 2012) e (BARBOSA et al., 1988).

Uma estimativa para o índice fraco de superfícies CMC compactas, foi obtida por

Cavalcante-de Oliveira em (CAVALCANTE; OLIVEIRA, 2017). Eles usaram métodos similares

aos de Ros e Savo para obter cotas inferiores para o índice fraco de superfícies CMC compactas,

imersas em R3 ou em S3 como funções lineares do gênero. Precisamente, eles provaram o

Teorema 1.0.4 Seja M2 uma superfície CMC, com gênero g, imersa em uma forma espacial

M̄3
c , com c ∈ {0, 1}. Então,

Indw(M) ≥ g

3 + c
.

Lembremos que um campo de Killing numa variedade Riemanniana M é um campo

E ∈ TM cujo fluxo {φt} consiste de isometrias locais de M . Em termos da conexão de Levi-

Civita, uma condição necessária e suficiente para que o campo vetorial E seja um campo de

Killing é que, para todos X, Y ∈ TM , tenha-se

〈∇XE, Y 〉+ 〈∇YE,X〉 = 0.

Em nosso principal resultado consideraremos superfícies mínimas compactas, com

curvatura de Ricci positiva, imersas em variedades tridimensionais que admitem um referencial

ortonormal global de campos de Killing (propriedade de Killing, ver definição 2.3.1 e observação

2.3.1). Mostraremos que o índice de estabilidade de tais superfícies é limitado por baixo por uma

função linear de seu gênero. Primeiramente, no entanto, vamos provar o seguinte resultado mais

geral:

Teorema 1.0.5 Seja M2 uma superfície mínima, compacta, orientada e com gênero g, iso-

metricamente imersa em uma variedade Riemanniana M̄3 que tem a propriedade de Killing.

Então,

Ind(M) + Nul(M) ≥ g

3
.

Nosso principal resultado segue, então, como consequência do Teorema 1.0.5:
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Teorema 1.0.6 Seja M2 uma superfície mínima, compacta, orientada, com curvatura de Ricci

positiva e com gênero g, isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana M̄3 que tem a

propriedade de Killing. Então,

Ind(M) ≥ g

3
.

Em particular, reobtemos o resultado de Ambrozio-Carlotto-Sharp em (AMBROZIO et

al., 2018a) para superfícies mínimas compactas do espaço projetivo real RP3.

Além disso, para superfícies de curvatura média constante não nula vale o

Teorema 1.0.7 Seja M2 uma superfície compacta,orientada, com curvatura média constante e

gênero g, isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana M̄3 que tem a propriedade

de Killing. Então,

IndW (M) ≥ g

3
− 1.

Mudando agora o foco de nossa atenção, vamos falar sobre grupos de cohomologia de

subvariedades compactas com fronteira livre.

Seja M̄n+k uma variedade Riemanniana compacta, orientável, com fronteira suave.

Dizemos que uma variedade Mn ⊂ M̄n+k é uma hipersuperfície com fronteira livre se sua

fronteira ∂M intersecta a fronteira de M̄ fazendo um ângulo reto. Inicialmente não impomos

qualquer condição na curvatura média de M . Se assumimos, por exemplo, que M é mínima,

então sabemos queM é um ponto crítico do funcional área para variações que mantém a fronteira

de M na fronteira de M̄ . Este é um tópico clássico em geometria diferencial e muitos novos

resultados têm sido obtidos recentemente, especialmente motivados por uma série de trabalhos

de Fraser e Schoen em (FRASER; SCHOEN, 2011), (FRASER; SCHOEN, 2013), (FRASER;

SCHOEN, 2015) e (FRASER; SCHOEN, 2016).

Em particular, resultados do tipo gap para hipersuperfícies mínimas com fronteira livre

têm sido obtidos por vários autores. Em um trabalho pioneiro, Ambrozio e Nunes (AMBROZIO;

NUNES, 2016) mostraram que dentre todas as superfícies mínimas com fronteira livre da bola

unitária B3 ⊂ R3, o disco equatorial e o catenóide crítico são as únicas que satisfazem uma

condição pinching no comprimento da segunda forma fundamental. Este resultado foi extendido

por Li e Xiong em (LI; XIONG, 2017) para o caso de superfícies mínimas com fronteira livre

em bolas geodésicas do espaço hiperbólico H3 ou do hemisfério S3
+ e recentemente por Barbosa-

Cavalcante-Pereira para superfícies CMC (BARBOSA et al., 2019). Ver também (BARBOSA et

al., 2018) para uma versão em dimensão alta.
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Usando uma técnica diferente, Cavalcante, Mendes e Vitorio provaram em (CAVAL-

CANTE et al., 2018) alguns teoremas toppológicos do tipo gap para subvariedades com fronteira

livre (sem hipótese na curvatura média) na bola initária Bn+k, n ≥ 3 em termos de cotas para a

segunda forma fundamental sem traço.

Nesta tese, vamos estender os resultados de Cavalcante-Mendes-Vitorio provando alguns

teoremas para o primeiro grupo de cohomologia de subvariedades com fronteira livre de uma

classe de variedades Riemannianas positivamente curvadas e com fronteira. O caso modelo de

nossos resultados é uma bola convexa da esfera redonda Sn+1.

Vamos também obter algumas generalizações para grupos de cohomologia de ordens

maiores.

Denotando por Φ a segunda forma fundamental sem traço deM , nosso primeiro resultado

nesta linha pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 1.0.8 Seja M̄n+k uma variedade Riemanniana, n ≥ 3, com bordo estritamente con-

vexo, isto é, II∂M̄(X, Y ) ≥ λ〈X, Y 〉, para algum λ > 0 e para todos X, Y tangentes ao bordo

de M̄ . Seja Mn uma subvariedade de M̄n+k orientada e com fronteira livre e suponha que o

tensor de Riemann de M̄ satisfaz ∑
i

R̄inin ≥ n− 1

para qualquer base ortonormal {e1, ..., en} de TxM , e x ∈M . Se valer

|Φ|2 ≤ 4(n− 1)

n
,

então H1(M ;R) = Hn−1(M ;R) = {0}. Em particular, o bordo de M tem apenas uma

componente conexa.

Como consequência imediata temos o

Corolário 1.0.1 Seja B ⊂ Sn+1 um domínio estritamente convexo da esfera unitária e seja

Mn uma hipersuperfície com fronteira livre em B, n ≥ 3. Se valer |Φ|2 ≤ 4(n−1)
n

, então

H1(M ;R) = Hn−1(M ;R) = {0} e o bordo de M tem apenas uma componente conexa.

Observemos que o Teorema 1.0.8 e o Corolário 1.0.1 podem também ser vistos como

as versões com fronteira livre dos resultados em (CAVALCANTE et al., 2014), (ZHU, 2015) e

(ZHU; FANG, 2014).

Para provar o Teorema 1.0.8 vamos mostrar que qualquer 1-forma harmônica em M que

é tangente ou normal ao bordo anula-se, e a conclusão segue pelo teorema de Hodge-de Rham

para variedades compactas com fronteira (ver (AMBROZIO et al., 2018b), Teorema 3).
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A idéia básica, como em (CAVALCANTE et al., 2018), é obter uma estimativa da

curvatura usando a fórmula de Weitzenböck, equação de Gauss e a desigualdade de Kato.

Observamos que em (CAVALCANTE et al., 2018) foi usada também uma desigualdade tipo

Hardy para subvariedades provada em (BATISTA et al., 2017), mas ela não é necessária em

nosso caso.

A mesma ideia pode também ser aplicada para p-formas para obter resultados similares

para grupos de cohomologia de ordem maior de hipersuperfícies com fronteira livre em varieda-

des com bordo p-convexo e com uma hipótese no tensor curvatura (ver definição 4.0.1). Mais

precisamente, temos

Teorema 1.0.9 Seja M̄n+1 uma variedade Riemanniana compacta com bordo p-convexo, 2 ≤

p ≤ n − 2, com tensor curvatura puro e satisfazendo K̄ij ≥ 1. Seja Mn uma hipersuperfície

compacta, orientada com fronteira livre em M̄n+1. Se valer

|Φ|2 ≤ 4p(n− p)
n

,

então Hp(M ;R) = {0}.

Corolário 1.0.2 Seja Mn uma hipersuperfície compacta, orientada e com fronteira livre de um

domínio B em Sn+1 com bordo p-convexo, 2 ≤ p ≤ n− 2. Se valer |Φ|2 ≤ 4p(n−p)
n

,

então Hp(M ;R) = {0}.

Novamente, o Teorema 1.0.9 e o Corolário 1.0.2 podem ser vistos como as versões com

fronteira livre de alguns resultados em (LIN, 2015c).
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2 Preliminares

Neste capítulo vamos fixar algumas notações que utilizaremos no decorrer do texto.

2.1 TENSORES EM VARIEDADES RIEMANNIANAS

Denotamos por TM o fibrado tangente de M e por D(M) o conjunto das funções

diferenciáveis definidas em M .

Definição 2.1.1 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana M é uma aplicação

r-linear

T : TM × · · · × TM → D(M).

Ou seja, dados Y1, ..., Yr ∈ TM , T (Y1, ..., Yr) ∈ D(M) e T é linear em cada argumento, isto é,

T (Y1, ..., fX + gY, ..., Yr) = fT (Y1, ..., X, ..., Yr) + gT (Y1, ..., Y, ..., Yr),

para todo X, Y ∈ TM e f, g ∈ D(M).

Exemplo 2.1.1 A partir da métrica 〈 , 〉 de uma variedade Riemanniana definimos o tensor

g : TM × TM → D(M) por

g(X, Y ) = 〈X, Y 〉.

g é claramente um tensor de ordem 2, chamado tensor métrico.

Vejamos agora como a noção de derivada covariante se estende aos tensores.

Definição 2.1.2 Seja T um tensor de ordem r. A derivada covariante ∇T de T é um tensor de

ordem (r + 1) dado por

∇T (Y1, ..., Yr, Z) = Z(T (Y1, ..., Yr))− T (∇ZY1, ..., Yr)− · · · − T (Y1, ..., Yr−1,∇ZYr).

Para cada Z ∈ TM , a derivada covariante ∇ZT de T em relação a Z é um tensor de ordem r

dado por

∇ZT (Y1, ..., Yr) = ∇T (Y1, ..., Yr, Z).

Em uma variedade Riemanniana, a métrica Riemanniana permite identificar o campo

X ∈ TM com o 1-tensor X : TM → D(M) dado por X(Y ) = 〈X, Y 〉, para todo Y ∈ TM .
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Por simplicidade, ao longo do texto, 1-tensores serão denotados apenas tensores. Sendo assim, a

derivada covariante do tensor X é o 2-tensor∇X dado por

∇X(Y, Z) = Z(X(Y ))−X(∇ZY )

= Z〈X, Y 〉 − 〈X,∇ZY 〉

= 〈∇ZX, Y 〉,

para todo Y, Z ∈ TM .

Dado um referencial ortonormal {e1, ..., en} em M , o produto interno de dois tensores T

e S na métrica do fibrado tangente TM é definido por

〈T, S〉 =
∑
k

T (ek)S(ek);

e o produto interno dos 2-tensores P e Q é definido por

〈P,Q〉 =
∑
k,j

P (ek, ej) ·Q(ek, ej).

A partir desta última definição e das observações acima, fazendo P = ∇T e Q = ∇S, obtemos

〈∇T,∇S〉 =
∑
k,j

∇T (ek, ej) · ∇S(ek, ej)

=
∑
k,j

〈∇ekT, ej〉〈∇ekS, ej〉

=
∑
k

∑
j

〈∇ekT, 〈∇ekS, ej〉ej〉

=
∑
k

〈∇ekT,∇ekS〉.

O traço de um 2-tensor P é definido por

tr(P ) =
∑
k

P (ek, ek).

Observe que fazendo o produto interno do 2-tensor P com o tensor métrico g obtemos

〈P, g〉 =
∑
k,j

P (ek, ej) · g(ek, ej)

=
∑
k,j

P (ek, ej) · δkj

=
∑
k

P (ek, ek)

= tr(P ).
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Em particular, o traço do 2-tensor∇T é dado por

tr(∇T ) =
∑
k

∇T (ek, ek) =
∑
k

〈∇ekT, ek〉.

O divergente de um campo vetorial X ∈ TM , denotado por divX , é definido por

divX = −tr(∇X).

Se A : TpM → TpM é um operador linear e X ∈ TpM , definimos o operador∇XA por

(∇XA)Y = ∇XAY − A(∇XY ),

para todo Y ∈ TpM . O seguinte lema revela uma interessante propriedade do operador∇XA.

Lema 2.1.1 Se A : TpM → TpM é um operador linear auto-adjunto, então o operador ∇XA

também é auto-adjunto, isto é, para todo Y, Z ∈ TpM tem-se

〈(∇XA)Y, Z〉 = 〈Y, (∇XA)Z〉.

Demonstração: Usando a definição de∇XA e a compatibilidade da métrica, temos que

〈(∇XA)Y, Z〉 = 〈∇XAY − A(∇XY ), Z〉

= 〈∇XAY,Z〉 − 〈∇XY,AZ〉

= X〈AY,Z〉 − 〈AY,∇XZ〉 − 〈∇XY,AZ〉

= X〈Y,AZ〉 − 〈AY,∇XZ〉 − 〈∇XY,AZ〉

= 〈∇XY,AZ〉+ 〈Y,∇XAZ〉 − 〈AY,∇XZ〉 − 〈∇XY,AZ〉

= 〈Y,∇XAZ − A(∇XZ)〉

= 〈Y, (∇XA)Z〉. �

Seja Mn uma variedade Riemanniana e X, Y campos vetoriais em TM . Definimos o

tensor curvatura R de M como a aplicação R(X, Y ) : TM → TM dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M . Para a demonstração de que R é um 3-tensor, ver

(CARMO, 1988).

Dado um ponto p ∈M e uma base ortonormal {ek} de TpM , o tensor de Ricci de M em

p é definido por

Ric(X, Y ) =
n∑
k=1

〈R(X, ek)Y, ek〉.
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Seja S ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM e seja {X1, X2}

uma base de TpS. Definimos a curvatura seccional de S em p como o numero o número real

K(X1, X2) =
〈R(X1, X2)X1, X2〉
|X1 ∧X2|2

,

onde |X1 ∧X2|2 = |X1|2|X2|2 − 〈X1, X2〉2.

A curvatura seccionalK de S independe da base particular {X1, X2} de S, ver (CARMO,

1988).

2.2 GEOMETRIA DAS SUBVARIEDADES

Sejam Mn e M̄n+k variedades Riemannianas e f : M → M̄ uma imersão isométrica.

Consideremos∇ e ∇ as conexões de Levi-Civita de M e M̄ , respectivamente, de forma que

∇XY = (∇XY )>

para todos X, Y ∈ TM .

Definimos a segunda forma fundamental B de M como a aplicação bilinear e simétrica

B : TM × TM → TM⊥ dada por

B(X, Y ) = (∇XY )⊥.

Em particular, isto significa que

∇XY = ∇XY +B(X, Y ).

A partir da segunda forma fundamental, obtem-se uma importante relação entre as curva-

turas seccionais de M e M̄ . Tal relação é dada pela Equação de Gauss (para uma demonstração,

ver (CARMO, 1988)):

Proposição 2.2.1 (Equação de Gauss). Sejam p ∈ M e X, Y vetores ortonormais de TpM .

Então

KM(X, Y )−KM̄(X, Y ) = 〈B(X,X), B(Y, Y )〉 − |B(X, Y )|2.

Dado um ponto p ∈ M e um vetor normal unitário N ∈ TpM⊥, definimos o operador

linear AN : TpM → TpM , chamado operador de Weingarten ou operador de forma de M em p,

associado a N , por

ANX = −∇XN,
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para todo X ∈ TpM . O operador AN é, de fato, auto-adjunto e está relacionado com a segunda

forma fundamental B pela equação

〈B(X, Y ), N〉 = 〈ANX, Y 〉.

O operadorAN também é chamado de segunda forma fundamental. Quando a codimensão

deM em M̄ é 1, escrevemos simplesmenteA no lugar deAN . Os autovalores deA são chamados

curvaturas principais de M .

O vetor curvatura média de M no ponto p é definido por

~H(p) =
1

n

n∑
i=1

B(ei, ei)(p),

onde {e1, ..., en} é uma base ortonormal de TpM .

Dizemos que M é uma subvariedade mínima de M̄ se ~H(p) = 0 para todo p ∈M .

No seguinte lema demonstraremos a Equação de Codazzi, um resultado clássico que

será útil na prova de nosso resultado principal. Para isto, suporemos que a imersão isométrica

M ↪→ M̄ tem codimensão 1 e que N ∈ TM̄ é um campo vetorial normal unitário ao longo de

M .

Lema 2.2.1 (Equação de Codazzi). Se R̄ é o tensor curvatura de M̄ , então

〈R̄(X, Y )Z,N〉 = 〈(∇YA)X,Z〉 − 〈(∇XA)Y, Z〉.

Demonstração: Seja B(X, Y ) a segunda forma fundamental da imersão M ↪→ M̄ . Assim,

B(X, Y ) = 〈AX, Y 〉N e ∇XY = ∇XY +B(X, Y ) para todo X, Y em TM . Logo

R̄(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

= ∇Y (∇XZ +B(X,Z))−∇X(∇YZ +B(Y, Z))

+∇[X,Y ]Z +B([X, Y ], Z)

= R(X, Y )Z +B(Y,∇XZ)− AB(X,Z)Y +∇⊥YB(X,Z)−B(X,∇YZ)

+AB(Y,Z)X −∇⊥XB(Y, Z) +B(∇XY, Z)−B(∇YX,Z).

Agora note que

∇⊥XB(Y, Z) = ∇⊥X(〈AY,Z〉N)

= X〈AY,Z〉N + 〈AY,Z〉∇⊥XN

= 〈∇XAY,Z〉N + 〈AY,∇XZ〉N,
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onde usamos o fato de que∇⊥XN = 0. Daí,

〈R̄(X, Y )Z,N〉 = 〈∇⊥YB(X,Z), N〉 − 〈B(∇YX,Z), N〉 − 〈B(X,∇YZ), N〉

−〈∇⊥XB(Y, Z), N〉+ 〈B(∇XY, Z), N〉+ 〈B(Y,∇XZ), N〉

= 〈∇YAX,Z〉+ 〈AX,∇YZ〉 − 〈A(∇YX), Z〉 − 〈AX,∇YZ〉

−〈∇XAY,Z〉 − 〈AY,∇XZ〉+ 〈A(∇XY ), Z〉+ 〈AY,∇XZ〉

= 〈∇YAX,Z〉 − 〈A(∇YX), Z〉 − 〈∇XAY,Z〉+ 〈A(∇XY ), Z〉

= 〈(∇YA)X,Z〉 − 〈(∇XA)Y, Z〉.

Isto conclui a demonstração. �

2.3 VARIEDADES RIEMANNIANAS COM A PROPRIEDADE DE KILLING

Nesta parte do trabalho vamos definir a propriedade de Killing e dar exemplos de

variedades que têm esta propriedade.

Definição 2.3.1 Dizemos que uma variedade Riemanniana M tem a propriedade de Killing

se numa vizinhança de cada ponto de M existe um referencial ortonormal local {X1, ..., Xn}

tal que cada Xi é um campo vetorial de Killing. Um tal referencial é chamado referencial de

Killing.

Este conceito foi introduzido por J. D’atri e H. Nickerson em (D’ATRI; NICKERSON,

1968). Em particular, eles provaram o seguinte

Teorema 2.3.1 (D’ATRI; NICKERSON, 1968) Se M tem a propriedade de Killing, então todas

as suas curvaturas seccionais são não-negativas.

Posteriormente, Shûkichi Tanno provou um resultado mais restritivo para o caso de

variedades Riemannianas tridimensionais com a propriedade de Killing:

Teorema 2.3.2 (TANNO, 1976) Se uma variedade Riemanniana tridimensional M3 admite

um referencial ortonormal local {E1, E2, E3} de campos de Killing, então M tem curvatura

seccional constante não-negativa.

Observação 2.3.1. Ao longo desta tese, quando nos referirmos à propriedade de Killing, estare-

mos considerando que o referencial {X1, ..., Xn} na definição 2.3.1 está definido globalmente

na variedade M .
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Exemplos de variedades com a propriedade de Killing. Com o objetivo de encontrar varieda-

des com a propriedade de Killing, vamos relembrar aqui algumas definições e propriedades de

grupos de Lie, pois, como veremos, há uma importante classe dessas variedades que têm esta

propriedade.

Seja G um grupo de Lie e, para cada g ∈ G, sejam Lg e Rg os difeomorfismos de G

dados pelas translações à esquerda e à direita, respectivamente. Isto é,

Lg(x) = gx e Rg(x) = xg,

para todo x ∈ G.

Um campo vetorial X em G é dito ser invariante à esquerda se para todo g ∈ G, X está

Lg-associado a si mesmo, isto é, dLg ◦X = X ◦ Lg. Isto significa que

X(Lgh) = d(Lg)hX(h),

de sorte queX = dLgX , para todo g ∈ G. Analogamente,X é invariante à direita seX = dRgX

para todo g ∈ G. Pontuamos aqui o fato de que campos vetoriais invariantes à esquerda e campos

vetoriais invariantes à direita são suaves (ver (ALEXANDRINO; BETTIOL, 2015), lema 1.10).

Definição 2.3.2 Uma métrica Riemanniana 〈·, ·〉 em um grupo de Lie G é invariante à esquerda

se Lg é uma isometria para todo g ∈ G, isto é, se para todo g, h ∈ G e X, Y ∈ ThG,

〈d(Lg)hX, d(Lg)hY 〉Lgh = 〈X, Y 〉h.

Analogamente, uma métrica é invariante à direita se a translação à direita Rg é uma isometria.

Definição 2.3.3 Uma métrica bi-invariante em um grupo de Lie G é uma métrica Riemanniana

que é simultaneamente invariante à esquerda e à direita.

É um fato conhecido que todo grupo de Lie compactoG admite uma métrica bi-invariante

(ver (ALEXANDRINO; BETTIOL, 2015), proposição 2.24).

Seja G um grupo de Lie, e o elemento neutro de G e tome v ∈ TeG. Definamos, para

cada x ∈ G, o campo V dado por V (x) = d(Lx)e(v). Afirmamos que V é o campo vetorial

invariante à esquerda de G definido por v. De fato, para todos x, y ∈ G, temos que

d(Ly)xV (x) = d(Ly)x(d(Lx))e(v)

= d(Ly ◦ Lx)e(v)

= d(Lyx)e(v)

= V (yx).
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O lema que demonstraremos agora revelará uma importante propriedade do fluxo gerado

por esse campo V .

Lema 2.3.1 Seja α(t) = φt(e) o fluxo de V pela identidade. Então, o fluxo de V satisfaz

φt(x) = Rα(t)(x).

Demonstração: Seja, para x ∈ G, αx(t) = Rα(t)(x). Uma vez que

αx(t) = xα(t) = Lx(α(t)),

obtemos que
∂

∂t
αx(t) = d(Lx)α(t)

∂

∂t
α(t).

Como α(t) = φt(e), temos que

∂

∂t
α(t) = V (α(t)) = d(Lα(t))e(v),

de onde segue-se que

∂

∂t
αx(t) = d(Lx)α(t)d(Lα(t))e(v)

= d(Lx ◦ Lα(t))e(v)

= d(Lxα(t))e(v)

= V (xα(t))

= V (αx(t)),

o que prova que αx(t) = φt(x), como queríamos. �

Corolário 2.3.1 SeG está munido com uma métrica invariante à direita, então campos vetoriais

invariantes à esquerda são campos de Killing. Analogamente, seG está munido com uma métrica

invariante à esquerda, então campos vetoriais invariantes à direita são campos de Killing.

Demonstração: De fato, pelo Lema 2.3.1, se V é um campo invariante à esquerda, então seu

fluxo é dado por uma translação à direita e, portanto, esse fluxo é uma isometria, se a variedade

G tem uma métrica invariante à direita. Assim, V é um campo de Killing. O outro caso é análogo.

Por fim, note que se {v1, ..., vn} é um conjunto ortonormal em TeG e V i(x) = (dLx)e(v
i), para

cada i = 1, ..., n, então, se a métrica de G é invariante à esquerda, temos

〈V i(x), V j(x)〉 = 〈dLx)e(vi), dLx)e(vj)〉

= 〈vi, vj〉

= δij.
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Logo {V 1, ..., V n} é um referencial ortonormal de campos de Killing em G. �

Exemplo 2.3.1 O espaço euclidiano Rn tem a propriedade de Killing, pois admite um referencial

ortonormal {e1, ..., en} de campos vetoriais paralelos.

Exemplo 2.3.2 Todo grupo de Lie com métrica bi-invariante tem a propriedade de Killing. Em

particular todo grupo de Lie compacto têm a propriedade de Killing. Assim, as esferas S1, S3,

o toro Tn = S1 × · · · × S1 e o grupo SO(3), das rotações do espaço euclidiano R3, que é um

grupo de Lie compacto, tem a propriedade de Killing.

Exemplo 2.3.3 A esfera S7 também tem a propriedade de Killing, embora não seja um grupo

de Lie.

Exemplo 2.3.4 O espaço projetivo real RP3 tem a propriedade de Killing. Para tornar claro

este fato, vamos começar definindo uma operação em RP3 a partir da operação canônica do

grupo SU(2).

Seja S3 = {(z, w) ∈ C× C | |z|2 + |w|2 = 1}, munido com a operação de grupo ∗ dos

quatérnios. Então S3 é isomorfo ao grupo SU(2) ⊂M2(C),

SU(2) =

{(
z w

−w z

)
| |z|2 + |w|2 = 1

}
,

onde a operação de grupo é o produto de matrizes. Explicitamente

(z, w) ∗ (u, v) =

(
z w

−w z

)(
u v

−v u

)

=

(
zu− wv zv + wu

−wu− zv −wv + zu

)
= (zu− wv, zv + wu).

Seja σ : SU(2)→ SU(2) definida por

σ(z, w) = (eπiz, eπiw).

Note que 〈σ〉 = {Id, σ}. Como espaço topológico, o espaço projetivo RP3 é definido por

RP3 = S3/〈σ〉.

Agora vamos mostrar que a operação do grupo SU(2) é herdada por RP3. Dado (z, w) ∈

SU(2), seja [(z, w)] a classe de (z, w) em RP3. Então, vamos mostrar que [(z, w) ∗ (u, v)]
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depende apenas das classes de (z, w) e de (u, v). Primeiro, fixemos (u, v) ∈ SU(2) e sejam

(z1, w1), (z2, w2) ∈ SU(2) tais que

(z1, w1) = σk(z2, w2) = (ekπiz2 , e
kπiw2).

Então,

(z1, w1) ∗ (u, v) = (z1u− w1v̄, z1v + w1ū)

= (ekπiz2u− ekπiw2v̄, e
kπiz2v + ekπiw2ū).

Assim, se k é par, temos que

(z1, w1) ∗ (u, v) = (z2u− w2v̄, z2v + w2ū) = (z2, w2) ∗ (u, v) ∈ [(z2, w2) ∗ (u, v)],

e, se k é ímpar, temos

(z1, w1) ∗ (u, v) = −(z2u− w2v̄, z2v + w2ū) = −(z2, w2) ∗ (u, v) ∈ [(z2, w2) ∗ (u, v)].

Isto mostra que [(z1, w1)∗(u, v)] = [(z2, w2)∗(u, v)]. De modo análogo, fixando (z, w) ∈ SU(2)

e tomando (u1, v1), (u2, v2) ∈ SU(2) tais que

(u1, v1) = σk(u2, v2) = (ekπiu2 , e
kπiv2).

Então,

(z, w) ∗ (u1, v1) = (zu1 − wv̄1, zv1 + wū1)

= (ekπizu2 − e−kπiwv̄2, e
kπizv2 + e−kπiwū2).

Assim, se k é par, temos que

(z, w) ∗ (u1, v1) = (zu2 − wv̄2, zv2 + wū2) = (z, w) ∗ (u2, v2) ∈ [(z, w) ∗ (u2, v2)],

e, se k é ímpar, temos

(z, w) ∗ (u1, v1) = −(zu2 − wv̄2, zv2 + wū2) = −(z, w) ∗ (u2, v2) ∈ [(z, w) ∗ (u2, v2)].

Isto mostra que [(z, w) ∗ (u1, v1)] = [(z, w) ∗ (u2, v2)].

Portanto a operação ∗ entre as classes [(z, w)] em RP3 está bem definida.

O próximo lema será de particular importância para demonstrarmos que o espaço RP3 é

um grupo de Lie com métrica bi-invariante. Antes de enuncia-lo, porém, falaremos brevemente

sobre o conceito de submersão Riemanniana (ver também (CAMINHA; MN, 2014), Cap. 4).
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Sejam Mn+k e Bn variedades riemannianas. Dizemos que a aplicação diferenciável

π : M → B é uma submersão se sua derivada dπp : TpM → Tπ(p)B for sobrejetiva para cada

ponto p ∈ M . Se p ∈ M , a Forma local das Submersões garante que F = π−1(π(p)) é uma

subvariedade mergulhada de M de dimensão k, tal que TpF = Ker(dπp). Ademais, uma vez que

dπp á sobrejetiva, sua restrição a TpF⊥ induz um isomorfismo

dπp : TpF⊥ → Tπ(p)B.

Dizemos que o conjunto F é uma fibra de π.

Uma submersão π : M → B é dita Riemanniana se dπ preserva o comprimento de

vetores v ∈ TF⊥.

Lema 2.3.2 Seja G um grupo de Lie e M uma variedade Riemanniana com a mesma dimensão

de G. Seja π : G→M uma submersão Riemanniana de forma que a operação de grupo de G é

herdada por M , ou seja, de forma que a operação ∗ dada por

x ∗ y = π(x̃ỹ),

onde x, y ∈ M e x̃ ∈ π−1({x}), ỹ ∈ π−1({y}), está bem definida. Então, se a métrica de G é

invariante à esquerda (respectivamente, invariante à direita), o mesmo vale para a métrica de

M induzida por π.

Demonstração: Precisamos mostrar que para qualquer x em M a aplicação Lx : M → M

definida por Lx(y) = x ∗ y é uma isometria. Como dim(G) = dim(M), para qualquer v ∈ TxM

e x̃ ∈ π−1({x}), existe um único ṽ ∈ Tx̃G tal que dπx̃(ṽ) = v. Denotemos esta aplicação por

lx̃ : TxM → Tx̃G. Afirmamos que o fato de que π é uma submersão Riemanniana (portanto uma

isometria local) implica que lx̃ é uma isometria linear entre os produtos internos de TxM e Tx̃G.

Sejam x, y ∈ M dados e seja z = Lx(y) = x ∗ y. Seja x̃ ∈ π−1({x}), ỹ ∈ π−1({y}) e

z̃ = x̃ỹ = Lx̃(ỹ). Então, vale que π(z̃) = z. Agora, para um dado u ∈ TyM podemos usar que

Lx ◦ π = π ◦ Lx̃ para provar que

d(Lx)yu = d(Lx)ydπỹlỹ(u)

= d(Lx ◦ π)ỹlỹ(u)

= d(π ◦ Lx̃)ỹlỹ(u)

= dπz̃d(Lx̃)ỹlỹ(u).
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Como dπz̃, d(Lx̃)ỹ e lỹ são três aplicações que preservam a métrica, segue-se que Lx é de

fato uma isometria deM . �

Como consequência desse resultado, obtemos que o espaço projetivo RP3 é um grupo de

Lie com métrica bi-invariante e, portanto, têm a propriedade de Killing.
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3 Estimativa do Índice para superfícies CMC compactas

3.1 FUNÇÕES TESTE E CAMPOS VETORIAIS HARMÔNICOS

Seja Mn uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta com conexão∇. Seja

d : Ωp(M)→ Ωp+1(M)

a diferencial exterior em Mn e

δ = d∗ : Ωp(M)→ Ωp−1(M)

a co-diferencial, isto é, o adjunto formal de d com respeito ao L2-produto interno canônico de

p-formas, de forma que δ é dado em função de d por

δ = (−1)np+n+1 ∗ d∗,

onde ∗ é o operador estrela de Hodge.

Definimos o operador Laplaciano de Hodge agindo em p-formas como

∆ = dδ + δd.

Dizemos que uma p-forma diferencial ω é harmônica se ∆ω = 0.

Pelo Teorema de Hodge-de Rham, o espaço vetorial das p-formas harmônicasHp(M) é

isomorfo ao p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham (espaço vetorial sobre R) Hp(M). O

p-ésimo número de Betti de M , denotado por bp(M), é definido por

bp(M) = dimHp(M).

Pela dualidade de Poincaré tem-se bn−p(M) = bp(M) (ver (JOST, 2017), Teorema 3.4.2 e

Definição 3.4.1).

A característica de Euler χ(M) da variedade fechada Mn é dada em função dos números

de Betti por

χ(M) =
n∑
i=0

(−1)ibi(M)

(LIMA, 2009). No caso particular de superfícies fechadas (n = 2), com gênero g, a característica

de Euler é dada por

χ(M) = 2− 2g.
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Assim, uma vez que funções harmônicas (0-formas) sobre superfícies fechadas são constantes,

temos que b2(M) = b0(M) = 1 e, portanto,

2− 2g = b0(M)− b1(M) + b2(M) = 2− b1(M),

ou seja,

b1(M) = 2g.

Se ω é uma 1-forma, a métrica de M nos permite associar a ω um campo vetorial suave

ξ ∈ TM de forma que

ω(X) = 〈ξ,X〉,

para todo X ∈ TM . Neste caso, dizemos que ω é a 1-forma dual do campo ξ e denotamos por

ξ = ω].

Definimos o Laplaciano de Böchner de ξ por

∇∗∇ξ = −
n∑
k=1

(∇ek∇ekξ −∇∇ek
ekξ),

onde {e1, ..., en} é um referencial ortonormal em TM .

Definimos também o Laplaciano de Hodge de ξ, denotado por ∆ξ, como o campo vetorial

dual da 1-forma ∆ω = dδω + δdω, onde ω é a 1-forma dual de ξ. Uma importante relação entre

os dois laplacianos é dada pela Fórmula de Böchner-Weitzenböck:

∆ξ = ∇∗∇ξ + Ric(ξ), (1)

onde Ric é o tensor de Ricci em TM .

Finalmente, dizemos que o campo vetorial ξ é harmônico se ∆ξ = 0. Neste caso diremos

também que ξ ∈ H1(M).

Seja M̄3 uma variedade Riemanniana que tem a propriedade de Killing e seja {Ē1, Ē2, Ē3}

um referencial de Killing em M̄ . Consideremos a imersão isométrica x : M2 ↪→ M̄3 de uma

superfície CMC fechada e orientável M em M̄ e seja N o campo vetorial normal unitário ao

longo de M . Para cada 1 ≤ i ≤ 3, denotemos por

Ei = Ēi − 〈Ēi, N〉N

o campo vetorial dado pela projeção ortogonal de Ēi em TM . Consideremos também a função

suave gi : M → R, chamada função suporte, dada por gi = 〈Ēi, N〉, para 1 ≤ i ≤ 3. Finalmente,

seja ξ ∈ TM um campo vetorial harmônico e consideremos as funções coordenadaswi = 〈ξ, Ei〉

e w̄i = 〈∗ξ, Ei〉 de ξ e ∗ξ, respectivamente.

Para o que segue, precisaremos do seguinte lema técnico.
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Lema 3.1.1 Seja x : M2 ↪→ M̄3 uma imersão isométrica CMC de uma superfície M fechada e

orientável em uma variedade Riemanniana M̄ que tem a propriedade de Killing. Então, usando

as notações acima, temos que

a) 〈∇XEi, Y 〉+ 〈∇YEi, X〉 = 2gi〈AX, Y 〉, para todos X, Y ∈ TM , onde A é o operator de

forma de M;

b) 〈∇Ei,∇ξ〉 = gi〈A,∇ξ〉;

c) div Ei = −2Hgi, onde 2H = tr(A) ;

d)
∑

iw
2
i =

∑
i w̄

2
i = |ξ|2,

∑
i g

2
i = 1 e

∑
i giEi = 0;

Demonstração: Para provar a) note, primeiramente, que, como Ēi é um campo de Killing, então

para todo X, Y ∈ TM̄ tem-se

〈∇̄XĒi, Y 〉+ 〈∇̄Y Ēi, X〉 = 0.

Assim, tomando X, Y ∈ TM , temos que

〈∇XEi, Y 〉+ 〈∇YEi, X〉 = X〈Ei, Y 〉 − 〈Ei,∇XY 〉+ Y 〈Ei, X〉 − 〈Ei,∇YX〉

= X〈Ēi, Y 〉 − 〈Ēi,∇XY 〉+ Y 〈Ēi, X〉 − 〈Ēi,∇YX〉

= 〈∇̄XĒi, Y 〉+ 〈Ēi, ∇̄XY 〉 − 〈Ēi,∇XY 〉

+〈∇̄Y Ēi, X〉+ 〈Ēi, ∇̄YX〉 − 〈Ēi,∇YX〉

= 2〈Ēi, ∇̄YX −∇YX〉

= 2〈Ēi, 〈AX, Y 〉N〉

= 2gi〈AX, Y 〉.

Para o item b), lembremos que

∇Ei(X, Y ) = 〈∇YEi, X〉 (2)

e consideremos o operador linear T : TpM → TpM tal que T (Y ) = ∇YEi. Agora, tomando

o operador T t, transposto de T , sabemos, pelo Lema de Riesz, que existe uma forma bilinear

(∇Ei)t : TpM × TpM → R tal que

(∇Ei)t(X, Y ) = 〈X,T t(Y )〉,

para todo X, Y ∈ TpM . Assim,

(∇Ei)t(X, Y ) = 〈X,T t(Y )〉 = 〈T (X), Y 〉 = 〈∇XEi, Y 〉. (3)
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Portanto, de (2) e (3), obtemos

∇Ei + (∇Ei)t = 2giA.

Note também que, como ξ é harmônico,∇ξ é simétrico, pois, para todo X, Y ∈ TpM ,

0 = dξ(X, Y ) = 〈∇Xξ, Y 〉 − 〈∇Y ξ,X〉 = ∇ξ(X, Y )−∇ξ(Y,X).

Além disso, como (∇Ei)t(X, Y ) = ∇Ei(Y,X), temos que

〈(∇Ei)t,∇ξ〉 =
∑
k,j

(∇Ei)t(ek, ej) · ∇ξ(ek, ej)

=
∑
k,j

(∇Ei)(ej, ek) · ∇ξ(ej, ek)

=
∑
k

∑
j

〈∇ekEi, ej〉〈∇ekξ, ej〉

=
∑
〈∇ekEi,∇ekξ〉

= 〈∇Ei,∇ξ〉.

Portanto,

〈∇Ei,∇ξ〉 =
1

2
〈∇Ei + (∇Ei)t,∇ξ〉+

1

2
〈∇Ei − (∇Ei)t,∇ξ〉

=
1

2
〈∇Ei + (∇Ei)t,∇ξ〉

=
1

2
〈2giA,∇ξ〉

= gi〈A,∇ξ〉.

Para o item c), usando a definição de divergente de um campo, temos

divEi = −tr(∇Ei)

= −〈∇Ei, h〉

= −1

2
〈∇Ei + (∇Ei)t, h〉

= −1

2
〈2giA, h〉

= −gi〈A, h〉

= −gitr(A)

= −2Hgi.

Para o item d), usando a convenção de soma de Einstein, obtemos

w2
i = 〈ξ, Ei〉2 = 〈ξ, Ēi〉2 = 〈ξ, 〈ξ, Ēi〉Ēi〉 = 〈ξ, ξ〉 = |ξ|2.
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E, como o operador estrela de Hodge é uma isometria, temos também

w̄2
i = | ∗ ξ|2 = |ξ|2.

Além disso,

g2
i = 〈N, Ēi〉2 = 〈N, 〈N, Ēi〉Ēi〉 = 〈N,N〉 = 1,

e

giEi = gi(Ēi − giN) = giĒi − g2
iN = N −N = 0.

�

3.2 ESTABILIDADE DE HIPERSUPERFÍCIES FECHADAS

Seja M̄n+1 uma variedade Riemanniana e seja ψ : Mn → M̄n+1 uma imersão de modo

que Mn é uma hipersuperfície de M̄n+1 compacta, orientável e sem bordo. Consideremos em

M a métrica Riemanniana h induzida por ψ. Sejam ∇ e ∇̄ as conexões de Levi-Civita de M e

M̄ , respectivamente. Fixemos um campo vetorial normal unitário N percorrendo M e seja A o

operador de forma associado.

Definimos a função curvatura média escalar de M por

H =
1

n
trA.

Sabemos que toda função u ∈ C∞(M) induz uma variação normal ψt : Mn → M̄n+1

dada por

ψt(x) = expψ(x)(tu(x)Nx),

onde exp denota a aplicação exponencial em M̄n+1. Como M é fechada e ψ0 = ψ, existe ε > 0

tal que

Mu,t = {expψ(x)(tu(x)N);x ∈M}

são hipersuperfícies imersas para todo t ∈ (−ε, ε). Podemos então considerar o funcional área

Au : (−ε, ε)→ R que é dado por

Au(t) =

∫
M

dMu,t,
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onde dMu,t é o elemento de área n-dimensional da métrica induzida em M por ψt. Definimos

também o funcional volume Vu : (−ε, ε)→ R por

Vu(t) =

∫
[0,t]×M

ψ∗dM̄,

onde dM̄ é o elemento de volume de M̄ . Dizemos que a variação normal ψ preserva volume se

Vu(t) = Vu(0) para todo t ∈ (−ε, ε).

Uma variação normal ψ com campo variacional uN preserva volume se, e somente se, a

função u tem média nula, isto é,
∫
M
udM = 0 (ver (BARBOSA et al., 1988), Lema 2.1).

A primeira fórmula da variação da área é dada por

A′u(0) = −n
∫
M

uHdM.

Como consequência direta desta fórmula, hipersuperfícies mínimas são caracterizadas

como pontos críticos do funcional área. Para tais pontos críticos, a segunda variação do funcional

área é dada por

A′′u(0) =

∫
M

‖∇u‖2 − (Ric(N,N) + ‖A‖2)u2dM.

Aqui ‖A‖2 = tr(A2) é a norma de Hilbert-Schimidt de A e Ric(N,N) denota a curvatura de

Ricci de M̄ na direção de N . Integrando por partes podemos escrever

A′′u(0) =

∫
M

uJudM,

onde

J = ∆− Ric(N,N)− ‖A‖2

é o operador de Jacobi ou operador de estabilidade de M . Aqui, lembramos que para funções

suaves u ∈ C∞(M), o operador laplaciano ∆ é dado por

∆u = div∇u = −tr∇(∇u).

Definição 3.2.1 Uma hipersuperfície M mínima é dita ser estável se A′′u(0) ≥ 0 para todo

u ∈ C∞(M).

A segunda variação da área induz uma forma quadrática Q : C∞(M) × C∞(M) →

C∞(M) definida por

Q(v, u) =

∫
M

vJudM.
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Definição 3.2.2 Dizemos que u ∈ C∞(M) é uma autofunção de Q associada ao autovalor

λ ∈ R se Q(v, u) = λ
∫
M
vudM para todo v ∈ C∞(M).

Se u é autofunção de Q associada ao autovalor λ ∈ R, então∫
M

v(Ju− λu)dM = 0 para todo v ∈ C∞(M),

de onde concluimos que u é autofunção do operador de Jacobi associada ao mesmo autovalor λ.

O operador de Jacobi J é autoadjunto e elíptico. Seu espectro consiste de uma sequência

não-decrescente de autovalores

λJ1 ≤ λJ2 ≤ · · · ≤ λJk ≤ · · ·

divergindo para +∞. Esses autovalores têm multiplicidade finita e o primeiro autovalor λJ1 é

simples, isto é, tem multiplicidade 1.

Uma vez que C∞(M) é denso no espaço de Hilbert L2(M), temos que J : C∞(M)→

C∞(M) é densamente definido. Logo, existe uma base ortonormal {φ1, φ2, ...} de L2(M) for-

mada por autofunções de J , isto é, Jφi = λJi φi. Além disso, pelo princípio min-max, o k-ésimo

autovalor λJk é caracterizado por

λJk = inf
u∈Jk−1

Q(u, u)∫
M
u2dM

, (4)

onde Jp = 〈φ1, ..., φp〉⊥ é o subespaço vetorial ortogonal às p primeiras autofunções do operador

de Jacobi J .

Definição 3.2.3 Seja M uma hipersuperfície mínima de M̄ . O índice de Morse de M é denotado

por Ind(M) e é definido como a dimensão máxima de qualquer subespaço V de C∞(M) no

qual a forma quadrática Q é negativa definida.

Em outros termos, Ind(M) é o número de autovalores negativos de J , que é necessariamente

finito para hipersuperfícies fechadas. Geometricamente, o índice indica o número de direções

cujas variações decrescem área. Note que M é estável se, e somente se, seu índice é 0.

Relembramos aqui que a nulidade de M , denotada por Nul(M), é a dimensão máxima

do espaço das funções u ∈ C∞(M) associadas ao autovalor λJ = 0.

É um fato bem conhecido que hipersuperfícies CMC são pontos críticos do funcional área

para variações normais que preservam volume. Como vimos, essas variações estão associadas a

funções de média nula. Vamos chamar de F o conjunto das funções de média nula, isto é,

F =
{
u ∈ C∞(M);

∫
M

u = 0
}
.
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Definição 3.2.4 Uma hipersuperfície M de curvatura média constante é dita ser estável se

A′′u(0) ≥ 0 para todo u ∈ F .

Quando restrita ao espaço das funções de média nula, a forma quadrática Q fica associada

a um novo operador elíptico. Denotaremos por L este operador.

Definição 3.2.5 Dizemos que u ∈ F é uma autofunção de Q|F associada ao autovalor λ ∈ R

se Q|F(v, u) = λ
∫
M
vudM para todo v ∈ F .

Note que, se u ∈ F é autofunção de Q|F associada ao autovalor λ ∈ R, então∫
M

v(Ju− λu)dM = 0 para todo v ∈ F ,

de onde concluimos que Ju− λu deve ser constante. Por integração, obtemos que

Ju− λu =
1

vol(M)

∫
M

JudM.

Seja ψ : F → R o funcional linear dado por

ψ(u) =
1

vol(M)

∫
M

JudM

e defina o operador linear L : F → F por L := J − ψ. Se u ∈ F é autofunção de Q|F com

autovalor λ ∈ R, então u é autofunção do operador L associada ao mesmo autovalor λ.

A exemplo do operador de Jacobi J , o operador L também é autoadjunto e elíptico.

Assim, seu espectro consiste de uma sequência não-decrescente de autovalores

λL1 ≤ λL2 ≤ · · · ≤ λLk ≤ · · ·

divergindo para +∞ com cada autovalor tendo multiplicidade finita.

Uma vez que F é denso em L2
T (M) := {f ∈ L2(M) |

∫
M
fdM = 0}, temos que L

é densamente definido no espaço L2
T (M). Logo existe uma base ortonormal {φ1, φ2, ...} de

L2
T (M) formada por autofunções de L, isto é, Lφi = λLi φi. Além disso, o k-ésimo autovalor λLk

é caracterizado por

λLk = inf
u∈Jk−1

Q|F(u, u)∫
M
u2dM

, (5)

onde Jp = 〈φ1, ..., φp〉⊥ é o subespaço vetorial ortogonal às p primeiras autofunções de L.

Definição 3.2.6 Seja M uma hipersuperfície CMC de M̄ . O índice fraco de Morse de M,

denotado por Indw(M), é definido como a dimensão máxima de qualquer subespaço V de F no

qual a forma quadrática Q|F é negativa definida.
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Note que o índice fraco de Morse pode ser definido, de forma equivalente, como o número

de autovalores negativos do operador L.

O seguinte lema é de importância central na prova de nossos resultados.

Lema 3.2.1 Sob as mesmas hipóteses do Lema 3.1.1, temos que∫
M

wiJwi +

∫
M

w̄iJw̄i = −2

∫
M

Ric(N,N)|ξ|2 − 4H2

∫
M

|ξ|2. (6)

Demonstração: Se {e1, e2} é um referencial geodésico em um ponto p ∈M , então

∆wi = div∇wi

= −ekek〈Ei, ξ〉

= −ek(〈∇ekEi, ξ〉+ 〈Ei,∇ekξ〉) (7)

= −ek(2gi〈Aek, ξ〉 − 〈∇ξEi, ek〉+ 〈Ei,∇ekξ〉)

= −2〈∇gi, ek〉〈Aξ, ek〉 − 2gi〈(∇ekA)ξ, ek〉 − 2gi〈∇ekξ, Aek〉

+〈∇ek∇ξEi, ek〉 − 〈∇ekEi,∇ekξ〉 − 〈Ei,∇ek∇ekξ〉.

Observe que pela Equação de Codazzi (Lema 2.2.1) temos que

−Ric(ξ,N) = 〈R̄(ξ, ek)ek, N〉

= 〈(∇ekA)ξ, ek〉 − 〈(∇ξA)ek, ek〉.

Mas, como 〈Aek, ek〉 = trA = 2H e H é constante, temos que

0 = ξ〈Aek, ek〉 = 〈∇ξAek, ek〉+ 〈Aek,∇ξek〉

= 〈∇ξAek, ek〉

= 〈(∇ξA)ek, ek〉+ 〈A(∇ξek), ek〉

= 〈(∇ξA)ek, ek〉.

Portanto,

〈∇ekAek, ξ〉 = 〈(∇ekA)ek + A(∇ekek), ξ〉

= 〈(∇ekA)ek, ξ〉

= 〈(∇ekA)ξ, ek〉

= −Ric(ξ,N).

Observe também que, pela definição do tensor curvatura, temos que

〈R(ek, ξ)Ei, ek〉 = 〈∇ξ∇ekEi, ek〉 − 〈∇ek∇ξEi, ek〉+ 〈∇∇ek
ξEi, ek〉.
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Mas, usando os itens (a) e (b) do Lema 3.1.1 e a definição de produto tensorial, obtemos

〈∇∇ek
ξEi, ek〉 = 2gi〈Aek,∇ekξ〉 − 〈∇ekEi,∇ekξ〉

= 2gi〈A,∇ξ〉 − 〈∇Ei,∇ξ〉

= gi〈A,∇ξ〉

e, pela compatibilidade da métrica e Lema 3.1.1(c),

〈∇ξ∇ekEi, ek〉 = ξ〈∇ekEi, ek〉 − 〈∇ekEi,∇ξek〉

= −ξ(divEi)

= −ξ(−2Hgi)

= 2H〈∇gi, ξ〉.

Assim,

〈∇ek∇ξEi, ek〉 = Ric(ξ, Ei) + 2H〈∇gi, ξ〉+ gi〈A,∇ξ〉.

Logo, a expressão para ∆wi torna-se

∆wi = −2〈∇gi, Aξ〉+ 2giRic(ξ,N)− 2gi〈A,∇ξ〉+ Ric(ξ, Ei)

+2H〈∇gi, ξ〉+ gi〈A,∇ξ〉 − 〈∇Ei,∇ξ〉+ 〈∇∗∇ξ, Ei〉

= −2〈∇gi, Aξ〉+ 2giRic(ξ,N)− 2gi〈A,∇ξ〉+ Ric(ξ, Ei)

+2H〈∇gi, ξ〉+ 〈∇∗∇ξ, Ei〉.

Além disso, como ξ é harmônico, isto é, ∆ξ = 0, temos pela Fórmula de Böchner (1),

0 = 〈∆ξ, Ei〉 = 〈∇∗∇ξ + Ric(ξ), Ei〉 = 〈∇∗∇ξ, Ei〉+ Ric(ξ, Ei),

de onde obtemos finalmente

∆wi = −2〈∇gi, Aξ〉+ 2giRic(ξ,N)− 2gi〈A,∇ξ〉+ 2H〈∇gi, ξ〉. (8)

E, uma vez que o Laplaciano comuta com o operador ∗ de Hodge, obtemos de maneira análoga

∆w̄i = −2〈∇gi, A ∗ ξ〉+ 2giRic(∗ξ,N)− 2gi〈A,∇ ∗ ξ〉+ 2H〈∇gi, ∗ξ〉. (9)

Agora, lembrando que ξ e ∗ξ são campos ortogonais em TpM com o mesmo módulo, temos que

existe uma base ortonormal {ε1, ε2} de TpM de forma que ξ = |ξ|ε1 e ∗ξ = |ξ|ε2. Daí, segue de
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(8) e (9) que∫
M

wi∆wi +

∫
M

wi∆wi = −2

∫
M

〈∇gi, Aξ〉〈Ei, ξ〉+ 2

∫
M

giRic(ξ,N)〈Ei, ξ〉

+2H

∫
M

〈∇gi, ξ〉〈Ei, ξ〉 − 2

∫
M

gi〈A,∇ξ〉〈Ei, ξ〉

−2

∫
M

〈∇gi, A ∗ ξ〉〈Ei, ∗ξ〉+ 2

∫
M

giRic(∗ξ,N)〈Ei, ∗ξ〉

+2H

∫
M

〈∇gi, ∗ξ〉〈Ei, ∗ξ〉 − 2

∫
M

gi〈A,∇ ∗ ξ〉〈Ei, ∗ξ〉

= −2

∫
M

〈∇gi, Aε1〉〈Ei, ε1〉|ξ|2 + 2H

∫
M

〈∇gi, ε1〉〈Ei, ε1〉|ξ|2

−2

∫
M

〈∇gi, Aε2〉〈Ei, ε2〉|ξ|2 + 2H

∫
M

〈∇gi, ε2〉〈Ei, ε2〉|ξ|2

= −2

∫
M

〈A∇gi, 〈Ei, ε1〉ε1 + 〈Ei, ε2〉ε2〉

+2H

∫
M

〈∇gi, 〈Ei, ε1〉ε1 + 〈Ei, ε2〉ε2〉|ξ|2

= −2

∫
M

〈∇gi, AEi〉|ξ|2 + 2H

∫
M

〈∇gi, Ei〉|ξ|2. (10)

Para simplificar a primeira integral em (10) note que, pelo Teorema de Stokes,

0 =

∫
M

div(gi|ξ|2AEi) = −
∫
M

〈∇gi, |ξ|2AEi〉+

∫
M

gidiv(|ξ|2AEi).

Assim, ∫
M

〈∇gi, AEi〉|ξ|2 =

∫
M

〈∇gi, |ξ|2AEi〉

=

∫
M

gidiv(|ξ|2AEi)

= −
∫
M

gi〈∇ek(|ξ|2AEi), ek〉

= −
∫
M

gi〈∇|ξ|2, ek〉〈AEi, ek〉 −
∫
M

gi|ξ|2〈∇ekAEi, ek〉

= −
∫
M

gi〈∇|ξ|2, AEi〉 −
∫
M

gi|ξ|2〈(∇ekA)Ei, ek〉

−
∫
M

gi|ξ|2〈A(∇ekEi), ek〉

= −
∫
M

〈A(∇|ξ|2), giEi〉 −
∫
M

gi|ξ|2〈R̄(Ei, ek)ek, N〉

−
∫
M

gi|ξ|2〈(∇Ei
A)ek, ek〉 −

∫
M

gi|ξ|2〈∇ekEi, Aek〉

=

∫
M

gi|ξ|2Ric(Ei, N)−
∫
M

gi|ξ|2〈∇Ei, A〉

=

∫
M

|ξ|2Ric(giEi, N)−
∫
M

g2
i |A|2|ξ|2

= −
∫
M

|A|2|ξ|2.
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Agora, vamos simplificar a segunda integral em (10),∫
M

〈∇gi, Ei〉|ξ|2 =

∫
M

〈∇gi, |ξ|2Ei〉

=

∫
M

gidiv(|ξ|2Ei)

= −
∫
M

gi〈∇ek(|ξ|2Ei), ek〉

= −
∫
M

gi〈∇|ξ|2, ek〉〈Ei, ek〉 −
∫
M

gi|ξ|2〈∇ekEi, ek〉

=

∫
M

gi|ξ|2div(Ei)

=

∫
M

gi|ξ|2(−2Hgi)

= −2H

∫
M

|ξ|2.

Logo, a igualdade em (10) pode ser escrita como∫
M

wi∆wi +

∫
M

w̄i∆w̄i = 2

∫
M

|A|2|ξ|2 − 4H2

∫
M

|ξ|2,

e, portanto,∫
M

wiJwi +

∫
M

w̄iJw̄i =

∫
M

wi∆wi −
∫
M

(Ric(N,N) + |A|2)w2
i

+

∫
M

w̄i∆w̄i −
∫
M

(Ric(N,N) + |A|2)w̄2
i

= 2

∫
M

|A|2|ξ|2 − 4H2

∫
M

|ξ|2 − 2

∫
M

Ric(N,N)|ξ|2

−2

∫
M

|A|2|ξ|2

= −2

∫
M

Ric(N,N)|ξ|2 − 4H2

∫
M

|ξ|2. �

3.3 PROVA DOS RESULTADOS

Estamos agora em condições de demonstrar nossos primeiros resultados:

Demonstração do Teorema 1.0.5: Seja {λJ1 , λJ2 , · · · } o espectro do operador de Jacobi J e

{φ1, φ2, ...} uma base ortonormal de C∞(M) dada por autofunções de J , isto é,

Jφi = λJi φi.

Seja Jp o subespaço vetorial ortogonal às p primeiras autofunções do operador de Jacobi.
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Consideremos, então, campos vetoriais ξ ∈ H1(M) tais que as funções teste wi, w̄i ∈

Jα−1, para algum α ∈ N e i ∈ {1, 2, 3}. Sendo assim, temos um sistema com 6(α− 1) equações

lineares homogêneas na variavel ξ, dadas por∫
M

wiφk =

∫
M

w̄iφk = 0, (11)

onde 1 ≤ i ≤ 3 e 1 ≤ k ≤ α− 1. Portanto, como

dimH1(M) = b1(M) = 2g,

se valer 2g > 6(α− 1), então o sistema (11) tem no mínimo uma solução não trivial ξ ∈ H1(M)

tal que wi, w̄i ∈ Jα−1 para todo 1 ≤ i ≤ 3. Pela caracterização de λLα (princípio do min-max)

em (4), temos

λJα ≤
∫
M
wiJwi∫
M
w2
i

e λJα ≤
∫
M
w̄iJw̄i∫
M
w̄2
i

.

Assim, usando o Lema (3.2.1) com H = 0, obtemos

2λJα

∫
M

|ξ|2 =

∫
M

(w2
i + w̄2

i )

= λJα

∫
M

w2
i + λJα

∫
M

w̄2
i (12)

≤
∫
M

wiJwi +

∫
M

w̄iJw̄i

= −2

∫
M

Ric(N,N)|ξ|2.

Como Ric(N,N) ≥ 0 (Teorema 2.3.1), temos que

λJα

∫
M

|ξ|2 ≤ 0,

de onde

λJα ≤ 0

e, portanto, Ind(M) + Nul(M) ≥ α. Como α pode ser escolhido como o maior inteiro tal que

2g > 6(α− 1), obtemos

Ind(M) + Nul(M) ≥ g

3
,

como queríamos demonstrar. �

Demonstração do Teorema 1.0.6: Seguindo os mesmos passos na demonstração do Teorema

1.0.5, note que se M̄ tem curvatura de Ricci positiva, então de (12), temos que

2λJα

∫
M

|ξ|2 ≤ −2

∫
M

Ric(N,N)|ξ|2 < 0,
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de onde

λJα < 0

e, portanto Ind(M) ≥ α. Como α pode ser escolhido como o maior inteiro tal que 2g > 6(α−1),

obtemos

Ind(M) ≥ g

3
.

o que prova o Teorema. �

Demonstração do Teorema 1.0.7: Com as mesmas notações da demonstração do Teorema

1.0.5, fixemos uma base ortonormal {φ1, φ2, ...} do espaço F = {u ∈ C∞(M);
∫
M
u = 0} dada

por autofunções do operador L, isto é, Lφi = λLi φi, e suponhamos que para qualquer ξ ∈ H1(M)

as funções testes wi, w̄i ∈ F .

Consideremos então campos vetoriais ξ ∈ H1(M) tais que as funções teste wi, w̄i ∈

Jα−1, para algum α ∈ N e i ∈ {1, 2, 3}. Sendo assim, temos um sistema com 6(α−1) + 6 = 6α

equações lineares homogêneas na variavel ξ dadas por∫
M

wiφk =

∫
M

w̄iφk = 0,

∫
M

wi =

∫
M

w̄i = 0, (13)

onde 1 ≤ i ≤ 3 e 1 ≤ k ≤ α− 1. Portanto, como

dimH1(M) = b1(M) = 2g,

se valer 2g > 6α, então o sistema (13) tem no mínimo uma solução não trivial ξ ∈ H1(M) tal

que wi, w̄i ∈ Jα−1 para todo 1 ≤ i ≤ 3. Pela caracterização de λLα em (5), temos

λLα ≤
∫
M
wiLwi∫
M
w2
i

e λLα ≤
∫
M
w̄iLw̄i∫
M
w̄2
i

.

Assim, usando o Lema 3.2.1 com H 6= 0, temos que

2λLα

∫
M

|ξ|2 ≤ −2

∫
M

Ric(N,N)|ξ|2 − 4H2

∫
M

|ξ|2.

Como Ric(N,N) ≥ 0, obtemos

λLα ≤ −2H2 < 0

e, portanto, IndW (M) ≥ α. Como α pode ser escolhido como o maior inteiro tal que 2g > 6α,

obtemos

IndW (M) ≥ g

3
− 1.

Isto conclui a demonstração. �
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4 Grupos de Cohomologia de subvariedades com fronteira livre

Para falar de nossos resultados envolvendo variedades com fronteira, vamos primeira-

mente fixar algumas notações.

Seja Mn é uma subvariedade compacta, orientável, imersa em uma variedade Riemanni-

ana M̄n+k. Fixe um ponto x ∈M e um referencial ortonormal local {e1, ..., en+k} de M̄n+k de

forma que {e1, ..., en} são campos vetoriais tangentes de Mn. Para cada α, n+ 1 ≤ α ≤ n+ k,

defina uma aplicação linear Aα : TxM → TxM por

AαX = −∇Xeα,

onde X é um campo vetorial tangente a M e ∇ é a conexão Riemanniana de M̄n+k.

Finalmente, denotamos por Φ a segunda forma fundamental sem traço de M , isto é

Φ(X, Y ) = II(X, Y )N − 〈X, Y 〉 ~H.

Em particular, o quadrado da norma de Φ é dado por

|Φ|2 = |A|2 − nH2.

Este número mede o quanto a imersão deixa de ser totalmente umbílica.

No que segue, vamos precisar da seguinte definição (ver (LIN, 2015a)).

Definição 4.0.1 Dizemos que uma variedade Riemanniana M̄n+k tem tensor curvatura puro se

para todo x ∈ M̄ existe uma base ortonormal {e1, ..., en+k} do espaço tangente TxM̄ tal que

〈R̄(ei, ej)ek, el〉 = 0 sempre que o conjunto {i, j, k, l} contém mais que dois elementos.

Podemos ver que variedades com curvatura seccional K constante têm tensor curvatura

puro, pois nesse caso, o tensor curvatura é dado por 〈R̄(ei, ej)ek, el〉 = K(δikδjl − δilδjk), onde

δij = 1, se i = j e δij = 0, se i 6= j (ver (CARMO, 1988)).

Agora vamos relembrar o conceito de p-convexidade para o bordo ∂M de uma variedade

Riemanniana M .

Definição 4.0.2 Dizemos que ∂M é p-convexo se a soma de suas p menores curvaturas princi-

pais é sempre positiva.

Note que se ∂M é compacto, sua p-convexidade implica que existe uma constante κ > 0

tal que λi1 + · · ·+ λip ≥ κ.

No que segue, usaremos a notação em (LIN, 2015a) e denotaremos por K̄ o tensor em

M̄ dado por K̄ij = R̄ijij = 〈R̄(ei, ej)ej, ei〉, para 1 ≤ i, j ≤ n + k. Em particular, se M̄ tem

curvatura positiva, então K̄ij > 0 para todos 1 ≤ i, j ≤ n+ k.
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4.1 P-FORMAS EM VARIEDADES COMPACTAS COM FRONTEIRA

Seja Mn uma variedade Riemanniana compacta, orientável com bordo não-vazio. Seja

d : Ωp(M) → Ωp+1(M) a diferencial exterior em Mn e δ = d∗ : Ωp(M) → Ωp−1(M) a

co-diferencial, como definidos na seção 3.1. Dadas duas p-formas ω e η em M , definimos em

cada ponto de M um produto interno da seguinte forma:

〈ω, η〉 =
n∑

i1,...ip=1

ω(ei1 , ..., eip)η(ei1 , ..., eip).

Quando generalizada para p-formas, a fórmula de Böchner-Weitzenböck (1) torna-se

∆ = ∇∗∇+Rp, (14)

ondeRp : Ωp(M)→ Ωp(M) é o operador curvatura de Weitzenböck, um operador autoadjunto

que age em p-formas e cuja expressão local depende do tensor curvatura de M e é dada por (ver

(ROSENBERG, 1997))

(Rpω)(X1, ...Xp) = (R(Xk, ej)ω)(X1, · · · , Xk−1, ej, Xk+1, · · · , Xp),

onde X1, ...Xp ∈ TM .

Em particular, se ω é uma 1-forma, então

〈R1(ω), ω〉 = Ric(ω], ω]).

Uma p-forma ω em uma variedade M , compacta e com fronteira não-vazia, é dita ser

harmônica se ela é uma solução para ambas as equações dω = 0 e δω = 0. Obviamente isto

implica que ∆ω = 0.

Observação 4.1.1 Em variedades com fronteira, não é verdade em geral que uma solução para

a equação ∆ω = dδω + δdω = 0 é também uma solução para ambas as equações dω = 0 e

δω = 0. Neste caso diremos que uma forma ω é harmônica quando ela for simultaneamente

fechada e co-fechada.

Vamos demonstrar o seguinte Lema, o qual será de grande importância em nosso trabaho.

Lema 4.1.1 Se ω é uma p-forma harmônica, então∫
M

|∇ω|2 + 〈Rpω, ω〉dµ = −
∫
∂M

〈∇νω, ω〉dσ, (15)

onde ν é o vetor co-normal unitário de ∂M apontando para o interior.
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Demonstração: Fixando duas p-formas ω e η, definimos um campo vetorial X por

〈X, Y 〉 = 〈∇Y ω, η〉.

Escolhendo um referencial geodésico {e1, ..., en} em um dado ponto p de M , temos

divX =
∑
i

〈∇eiX, ei〉

=
∑
i

ei〈X, ei〉

=
∑
i

ei〈∇eiω, η〉

=
∑
i

〈∇ei∇eiω, η〉+ 〈∇eiω,∇eiη〉

= −〈∇∗∇ω, η〉+ 〈∇ω,∇η〉.

Agora o Teorema de Stokes diz que∫
M

divX dµ = −
∫
∂M

〈X, ν〉dσ,

de forma que ∫
M

〈∇∗∇ω, η〉dµ =

∫
M

〈∇ω,∇η〉dµ+

∫
∂M

〈∇νω, η〉dσ. (16)

Se ω é uma p-forma harmônica, a fórmula de Weitzenböck (14) implica que

〈∇∗∇ω, ω〉 = −〈Rpω, ω〉.

Portanto, tomando η = ω na igualdade (16), obtemos (15). �

Considere a decomposição de um campo vetorial X ∈ TyM , onde y ∈ ∂M , em suas

partes tangencial e normal X = X t +Xn. Definimos

ωt(X1, ..., Xp) = ω(X t
1, ..., X

t
p) ∀ X1, ...Xp ∈ TyM

e

ωn = ω|∂M − ωt

para p ≥ 1 e ωt = 0 para p = 0. Estas formas são chamadas, respectivamente, as componentes

tangencial e normal de ω ∈ Ωp(M). A componente tangencial ωt é unicamente determinada

pelo pull-back j∗ω da aplicação inclusão j : ∂M →M . Assim podemos identificar a projeção

tangential com o pull-back, e escrever j∗ω = ωt (ver (SCHWARZ, 2006)).
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Definição 4.1.1 Dizemos que uma p-forma ω é absoluta se ωn = 0 e (dω)n = 0. Analogamente,

ω é relativa se ωt = 0 e (δω)t = 0.

Definimos os seguintes espaços:

Hp
T (M) = {ω ∈ Ωp(M); dω = 0, δω = 0 em Mn e iνω = 0 em ∂M}

e

Hp
N(M) = {ω ∈ Ωp(M); dω = 0, δω = 0 em Mn e ν ∧ ω = 0 em ∂M},

onde ν é o vetor conormal unitário de ∂M apontando para o interior.

Em outros termos,Hp
T (M) é o espaço das p-formas harmônicas que são tangenciais em

∂M eHp
N(M) é o espaço das p-formas harmônicas que são normais em ∂M . Lembremos que

para todo 0 ≤ p ≤ n temos o isomorfismo

Hp
T (M) ' Hp(M) (17)

(ver (AMBROZIO et al., 2018b), Theorem 3) e o operador estrela de Hodge nos dá

Hp
N(M) ' Hn−p

T (M). (18)

Finalmente, para p = 1, temos que se ∂M tem r ≥ 1 componentes de bordo, então (ver

(AMBROZIO et al., 2018b), Lemma 4)

dimH1
N(M) ≥ r − 1. (19)

Para estudar o termo do bordo em (15) temos o seguinte lema:

Lema 4.1.2 Seja ω uma p-forma em M , com coeficientes ai1...ip , e λ1, ..., λn−1 as curvaturas

principais de ∂M . Temos que,

(a) se ω é absoluta, então

〈∇νω, ω〉 =
n−1∑

i1<...<ip=1

a2
i1...ip

(λi1 + · · ·+ λip);

(b) se ω é relativa, então

〈∇νω, ω〉 =
n−1∑

i1<...<in−p=1

a2
i1...in−p

(λi1 + · · ·+ λin−p).
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Demonstração: Para provar (a), seja {e1, ..., en−1} um referencial ortonormal local em ∂M tal

que A∂M(ei) = λiei. Como ω é tangencial em ∂M temos que

ω =
n−1∑

i1<...<ip=1

ai1...ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip ,

onde ai1...ip = ω(ei1 , ...eip) e dxi = e[i . Como ıνdω = 0, então

0 =〈ıνdω, ω〉

=〈dω, ν ∧ ω〉

=
∑

i1<...<ip=1

ai1...ip〈dω, ν[ ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip〉

=
∑

i1<...<ip=1

ai1...ipdω(ν, ei1 , ..., eip)

=
∑

i1<...<ip=1

ai1...ip [(∇νω)(ei1 , ..., eip) +

p∑
j=1

(−1)j(∇eij
ω)(ν, ei1 , ..., êij , ..., eip)]

=〈∇νω, ω〉+
∑

i1<...<ip=1

ai1...ip

p∑
j=1

(−1)j(∇eij
ω)(ν, ei1 , ..., êij , ..., eip)

=〈∇νω, ω〉+
∑

i1<...<ip=1

ai1...ip

p∑
j=1

(−1)j〈∇eij
ω, ν[ ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip〉.

Agora, uma vez que a p-forma ν[ ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip é normal no bordo, temos que

0 =eij〈ω, ν[ ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip)〉

=〈∇eij
ω, ν[ ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip)〉+ 〈ω,∇eij

(ν[ ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip))〉

=〈∇eij
ω, ν[ ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip)〉+ 〈ω,∇eij

ν[ ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip)〉

+ 〈ω, ν[ ∧∇eij
(dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip)〉.

Notemos que a p-forma ν[ ∧∇eij
(dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip) também é normal no bordo, daí

〈∇eij
ω, ν[ ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip)〉 = −〈ω,∇eij

ν[ ∧ (dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip)〉.
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Portanto

〈∇νω, ω〉 =
∑

i1<...<ip=1

ai1...ip

p∑
j=1

(−1)j〈ω,∇eij
ν[ ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip〉

=
∑

i1<...<ip=1

ai1...ip

p∑
j=1

(−1)j+1〈ω, (A∂Meij)[ ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · dxip〉

=
∑

i1<...<ip=1

ai1...ip

p∑
j=1

λij〈ω, dxi1 ∧ · · · ∧ dxij ∧ · · · dxip〉

=
∑

i1<...<ip=1

ai1...ip

p∑
j=1

λijai1...ij ...ip

=
∑

i1<...<ip=1

a2
i1...ip

(λi1 + · · ·+ λip).

Para provar (b), note que se ω é uma p-form relativa (em particular normal), então ∗ω é

uma (n− p)-forma tangencial. Lembrando que o operador estrela de Hodge é uma isometria, os

cálculos acima nos dão

〈∇νω, ω〉 =
1

2
ν〈ω, ω〉

=
1

2
ν〈∗ω, ∗ω〉

=〈∇ν ∗ ω, ∗ω〉

=
∑

i1<...<in−p=1

a2
i1...in−p

(λi1 + · · ·+ λin−p).

Em particular, se ω =
∑n−1

i=1 aidxi é uma 1-forma absoluta, então, por (a)

〈∇νω, ω〉 =
n−1∑
i=1

λia
2
i

=

〈 n−1∑
i=1

aiλiei ,
n−1∑
j=1

ajej

〉

=

〈
A∂M

( n−1∑
i=1

aiei

)
,
n−1∑
j=1

ajej

〉
=〈A∂M(ω]), ω]〉

=II∂M(ω], ω]),
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e se ω é uma 1-forma relativa, então, por (b)

〈∇νω, ω〉 =
n−1∑

i1<···<in−1

a2
i1···in−1

(λi1 + · · ·+ λin−1)

=(λ1 + · · ·+ λn−1)a2
12···(n−1)

=(trA∂M)|ω|2

=(n− 1)H∂M |ω|2,

onde II∂M e H∂M são, respectivamente, a segunda forma fundamental e a curvatura média

escalar de ∂M em M . Finalmente, lembrando que 〈R1ω, ω〉 = Ric(ω, ω), temos de (15),∫
M

|∇ω|2 + Ric(ω, ω)dµ = −
∫
∂M

II∂M(ω], ω])dσ, (20)

se ω ∈ H1
T (M), e ∫

M

|∇ω|2 + Ric(ω, ω)dµ = −(n− 1)

∫
∂M

H∂M |ω|2dσ, (21)

se ω ∈ H1
N(M). �

Para provar nossos resultados precisaremos do seguinte lema técnico:

Lema 4.1.3 (ver (SCHWARZ, 2006), Teorema 3.4.4) Seja (Mn, g) uma variedade compacta,

orientável, com bordo não-vazio. Se uma forma harmônica é identicamente nula em ∂M , então

ela é identicamente nula em M .

O próximo lema será útil para o que segue e pode ser achado em (CALDERBANK et al.,

2000) or (HERZLICH, 2000).

Lema 4.1.4 (Desigualdade de Kato) Se ω é uma p-forma harmônica em Mn, então

|∇ω|2 ≥ (1 +Kp)|∇|ω||2,

onde

Kp =


1

n− p
, if 1 ≤ p ≤ bn

2
c,

1

p
, if bn

2
c < p ≤ n− 2.

Denote, para 1 ≤ i, j < n, R̄inin = 〈R̄(ei, en)en, ei〉. Para estimar RicM temos o seguinte

lema:
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Lema 4.1.5 (Shiohama-Xu, (SHIOHAMA; XU, 1997)) SejaMn ⊂ M̄n+k uma subvariedade

e suponha que o tensor curvatura R̄ de M̄ satisfaz∑
i

R̄inin ≥ (n− 1)c,

para qualquer base ortonormal {e1, ..., en} para TxM em qualquer ponto x ∈M . Aqui c é uma

constante. Então, para qualquer vetor unitário X ∈ TxM vale

RicM(X,X) ≥ n− 1

n

[
nc+ nH2 − |Φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|

]
. (22)

4.2 PROVA DOS RESULTADOS PRINCIPAIS

Iniciaremos com as provas dos resultados para 1-formas.

Demonstração do Teorema 1.0.8: Vamos considerar primeiro ω ∈ H1
T (M). Como a imersão é

de fronteira livre, dados X, Y tangentes a ∂M temos que

II∂M(X, Y ) = 〈A∂M(X), Y 〉

= −〈∇M
X ν, Y 〉

= −〈∇M̄
X ν, Y 〉

= 〈A∂M̄(X), Y 〉

= II∂M̄(X, Y ),

onde ν é o vetor conormal unitário de ∂M apontando para o interior. Logo,

II∂M(ω], ω]) ≥ λ〈ω], ω]〉 = λ|ω|2.

Pelo Lema 4.1.5, com c = 1, pela desigualdade de Kato e por (20) temos que

−λ
∫
∂M

|ω|2dσ ≥−
∫
∂M

II∂M(ω], ω])dσ

=

∫
M

|∇ω|2 + Ric(ω, ω)dµ

≥ n

n− 1

∫
M

|∇|ω||2dµ+ (n− 1)

∫
M

|ω|2dµ+ (n− 1)

∫
M

H2|ω|2dµ

− n− 1

n

∫
M

|Φ|2|ω|2dµ− (n− 2)

√
n− 1

n

∫
M

H|Φ||ω|2dµ.

Dado ε > 0, podemos escrever

H|Φ| ≤ ε

2
H2 +

1

2ε
|Φ|2,
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portanto

−λ
∫
∂M

|ω|2dσ ≥ n

n− 1

∫
M

|∇|ω||2dµ+ C

∫
M

H2|ω|2dµ+ (n− 1−Dϕ2)

∫
M

|ω|2dµ, (23)

onde ϕ = supM |Φ|,

C = C(n, ε) = n− 1− n− 2

2

√
n− 1

n
· ε

e

D = D(n, ε) =
n− 1

n
+
n− 2

2

√
n− 1

n
· 1

ε
.

Agora, tomando

ε =
2n

n− 2

√
n− 1

n
,

obtemos

C = 0 e D =
n

4
.

Assim, podemos escrever (23) como

λ

∫
∂M

|ω|2dσ +
n

n− 1

∫
M

|∇|ω||2dµ+

(
n− 1− n

4
ϕ2

)∫
M

|ω|2dµ ≤ 0.

Como λ > 0 e n
n−1

> 0 concluimos que a condição

n− 1− n

4
ϕ2 ≥ 0

ou equivalentemente

ϕ2 ≤ 4(n− 1)

n

implica que ω = 0 no bordo de M e, portanto, ω = 0 em M , pelo Lema 4.1.3. Assim, por (17),

H1(M) ' H1
T (M) = {0}.

Para o caso em que ω ∈ H1
N(M) ' Hn−1(M), notemos que

(n− 1)H∂M = tr II∂M ≥ λ > 0.

Logo usamos (21) e a prova segue como no caso anterior. Em particular, se o bordo ∂M tem r

componentes, então, por (19),

0 = dimH1
N(M) ≥ r − 1 ≥ 0,

e portanto r = 1. Isto conclui a demonstração. �

Demonstração do Corolário 1.0.2: Note queB tem curvatura seccionalK ≡ 1 e a conclusão se-

gue. �

Na demonstração do próximo resultado usaremos o seguinte
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Lema 4.2.1 (Lin, (LIN, 2015b)) Seja M̄n+1 uma variedade Riemanniana com tensor curvatura

puro e seja Mn uma hipersuperfície de M̄n+1. Supunha que K̄ij ≥ 1 para qualquer base

{e1, ..., en} para TxM , x ∈M . Então para qualquer p-forma ω em M , 2 ≤ p ≤ n− 2,

〈Rpω, ω〉 ≥ p(n− p)|ω|2 + p(n− p)H2|ω|2 − p(n− p)
n

|Φ|2|ω|2

− |2p− n|
√
p(n− p)

n
H2|Φ|2|ω|2.

Agora vamos provar um resultado análogo ao Teorema 1.0.8 para p-formas.

Demonstração do Teorema 1.0.9: Seja ω ∈ Hp
T (M) ' Hp(M) e considere uma constante

κ > 0 tal que
∑p

i=1 λ̄i ≥ κ, onde os λ̄,si são as curvaturas principais de ∂M̄ . Como a imersão

é de fronteira livre temos também que
∑p

i=1 λi ≥ κ. Como ω é absoluta obtemos pelo Lema

4.1.2(a) que

〈∇νω, ω〉 ≥ κ|ω|2.

Sabemos por (15) que ∫
M

|∇ω|2 + 〈Rpω, ω〉dµ = −
∫
∂M

〈∇νω, ω〉dσ,

portanto, tomando 2 ≤ p ≤ n− 2, temos, pela Desigualdade de Kato e pelo Lema 4.2.1,

−κ
∫
∂M

|ω|2dσ ≥−
∫
∂M

〈∇νω, ω〉dσ

=

∫
M

|∇ω|2 + 〈Rpω, ω〉dµ

≥(1 +Kp)

∫
M

|∇|ω||2dµ+ p(n− p)
∫
M

|ω|2dµ+ p(n− p)
∫
M

H2|ω|2dµ

− p(n− p)
n

∫
M

|Φ|2|ω|2dµ− |2p− n|
√
p(n− p)

n

∫
M

H|Φ||ω|2dµ

≥(1 +Kp)

∫
M

|∇|ω||2dµ+ C

∫
M

H2|ω|2dµ+ [p(n− p)−Dϕ2]

∫
M

|ω|2dµ,

onde ϕ = supM |Φ|,

C = C(n, p, ε) = p(n− p)− |n− 2p|
2

√
p(n− p)

n
· ε

e

D = D(n, p, ε) =
p(n− p)

n
+
|n− 2p|

2

√
p(n− p)

n
· 1

ε
,

com ε > 0. Agora, tomando

ε =
2
√
np(n− p)
|n− 2p|
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obtemos

C = 0 e D =
n

4
.

Assim, podemos escrever

κ

∫
∂M

|ω|2dσ + (1 +Kp)

∫
M

|∇|ω||2dµ+

[
p(n− p)− n

4
ϕ2

] ∫
M

|ω|2dµ ≤ 0.

Como κ > 0 e 1 +Kp > 0 concluimos que a condição

p(n− p)− n

4
ϕ2 ≥ 0

ou equivalentemente

ϕ2 ≤ 4p(n− p)
n

implica que ω = 0 no bordo de M . Logo ω = 0 em M , pelo Lema 4.1.3, e portanto Hp(M) =

{0}. Isto conclui a demonstração. �
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