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RESUMO

Nesta tese estudamos dois topicos distintos. Na primeira parte, obtemos uma estimativa para
o indice de Morse de superficies M?, minimas ou com curvatura média constante, compactas,
imersas em variedades tridimensionais M® que tém a propriedade de Killing, isto é, admitem
um referencial ortonormal de campos de Killing. Especificamente, provamos que o indice de
Morse de tais superficies € limitado por baixo por uma funcao linear de seu género topoldgico.
Na segunda parte consideramos uma subvariedade M/™ compacta e com fronteira livre imersa em
uma variedade Riemanniana M™% (n > 3) compacta, positivamente curvada e com fronteira
convexa. Provamos que existe uma constante explicita C'(n) tal que se a norma da segunda forma
fundamental sem traco ® de M ¢ limitada por C'(n), entdo seu primeiro grupo de cohomologia
H'(M) é trivial. Em particular, M tem apenas uma componente de fronteira. Além disso, para
k = 1, sob hipéteses no tensor curvatura de M"*! e na convexidade de sua fronteira, provamos
que para 2 < p < n — 2, existe uma constante C'(n, p) tal que se |®| < C'(n, p), entdo HP(M) é
trivial.

Palavras-chave: Superficies minimas e CMC. Indice de Morse. Propriedade de Killing. Segunda
forma fundamental sem traco. Grupos de cohomologia.



ABSTRACT

In this thesis we study two distinct topics. First, we obtain Morse index estimates for minimal
or constant mean curvature compact surfaces M ? immersed in 3-manifolds M? satisfying the
Killing property, that is, manifolds that admit an orthonormal frame of Killing vector fields.
Specifically, we prove that Morse index of these surfaces is bounded from below by a linear
function of its topological genus. In the second topic we consider a compact free-boundary
submanifold M™ of a Riemannian manifold M™%, n > 3, positively curved and with convex
boundary. We prove that there exists an explicit constant C'(n), such that if the norm of the
traceless second fundamental form ® of M is bounded by C'(n) then the first cohomology group
H'(M) vanishes. In particular, M has only one boundary component. Moreover, if £ = 1, under
suitable conditions on the curvature of A/"*! and on the convexity of its boundary we prove
that for 2 < p < n — 2, there exists a constant C'(n, p) such that if |®| < C(n, p) then H?(M)
vanishes.

Keywords: Minimal and CMC surfaces. Morse index. Property of Killing. Traceless second
fundamental form. Cohomology groups.
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1 INTRODUCAO

Hipersuperficies minimas sdo pontos criticos do funcional drea, enquanto hipersuperficies
com curvatura média constante (CMC) sdo pontos criticos do funcional drea para variagdes que
preservam o volume. Se uma hipersuperficie minima minimiza drea para pequenas perturbacoes,
entdo dizemos que ela € estavel.

Conexdes entre as propriedades topoldgicas e geométricas de hipersuperficies M/ minimas
tém sido estudadas a partir do indice de uma forma quadrdtica (), definida em C'*°(M ), associada
a segunda variacao do funcional drea. Este nimero é chamado indice de Morse ou indice de
estabilidade de M e é denotado por Ind(M ). Do ponto de vista analitico, o indice indica o
nimero de autovalores negativos do operador de jacobi J, um operador diferencial eliptico
de segunda ordem associado a (). Do ponto de vista geométrico, o indice indica o nimero
de direcdes cujas variacdes decrescem drea. Em particular, M € estavel se, e somente se, seu
indice é zero. Definimos também a nulidade de M, denotada por Nul(M ), como a dimenso do
subespaco das autofungdes de J associadas ao autovalor A’ = 0.

Em (SCHOEN; YAU, 1979) R. Schoen e S.T. Yau provaram que se M2 é uma superficie
minima, fechada, orientdvel e estdvel, mergulhada em uma variedade tri-dimensional M3 com
curvatura escalar positiva, entdo M2 é uma 2-esfera. Esta ligacdo entre a topologia de uma
superficie e seu indice, particularmente no caso de superficies minimas, tem sido, de fato,
corroborada por varios resultados. Por exemplo, Fischer-Colbrie-Schoen (FISCHER-COLBRIE;
SCHOEN, 1980), do Carmo-Peng (CARMO; PENG, 1980) e Pogorelov (POGORELOV, 1981)
provaram independentemente que as unicas superficies minimas, estdveis e orientdveis em R?
sdo os planos.

Em (ROS, 2006) Ros observou que quando uma 1-forma harmdnica em uma superficie
minima fechada € vista como um campo vetorial de R?, suas fun¢des coordenadas na base
candnica sdo boas candidatas a func¢des teste para o operador de estabilidade. Ele provou que
o indice de uma superficie minima em R? é limitado bor baixo por uma funcio linear de seu

género. Precisamente, ele provou o seguinte
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Teorema 1.0.1 (ROS, 2006) Seja M uma superficie minima, completa e ndo plana em R3. Entdo

M tem indice finito se, e somente se, sua curvatura total ¢ finita. Além disso,

2
Ind(M) > Eg’ se M é orientdvel

Ind(M) > %, se M é ndo-orientdvel.

Este resultado de Ros foi posteriormente melhorado por Chodosh-Maximo em (CHO-

DOSH; MAXIMO, 2016) e (CHODOSH; MAXIMO, 2018) . Eles provaram o

Teorema 1.0.2 Suponha que M é uma superficie minima, orientdvel e completa, imersa em R3,
com género g e r fins. Entdo

Ind(M) > g(g +7r)— 1.

Para hipersuperficies minimas fechadas da esfera unitéria, Savo obteve em (SAVO, 2010)

o seguinte resultado:

Teorema 1.0.3 Seja M™ uma hipersuperficie minima de S™*'. Assuma que by(M) > 1en > 3.

Entdo,
b1 (M)
("3%)

Para o caso de superficies (n = 2) minimas em S?, Savo também provou em (SAVO,

Ind(M) > +n42.

2010) que se o género g de M € tal que g > 1, entdo

Ind(M) > g +4.

Posteriormente, Ambrozio-Carlotto-Sharp em (AMBROZIO et al., 2018a), usando as
ideias de Ros e Savo, conseguiram mostrar que o indice de uma hipersuperficie minima M"™ —
M7+ ¢ limitado por baixo por uma fungio linear de seu primeiro nimero de Betti em variedades
M"™! que podem ser mergulhadas em algum espaco euclidiano.

Alguns destes resultados confirmam parcialmente a seguinte conjectura, devida a Marques-

Neves (MARQUES, 2014), (NEVES, 2014):

Conjectura 1.0.1 Seja M"*! uma variedade Riemanniana fechada com curvatura de Ricci
positiva. Existe uma constante positiva C' tal que, para toda hipersuperficie minima, fechada,

mergulhada M", vale a desigualdade
Ind(M) > Cby(M),

onde by (M) é o primeiro niimero de Betti de M.
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Para estudar a estabilidade de hipersuperficies CMC, consideramos a forma quadrética ()
restrita ao espago JF das fungdes suaves com média nula em M. Definimos o indice fraco de
Morse de M, denotado por Indy, (M), como a dimensdo méaxima de um subespaco de F no qual
Q|7 é negativa definida. Uma hipersuperficie CMC compacta € estavel se Indy, (M) = 0.

As hipersuperficies CMC, fechadas e estdveis em formas espaciais, isto €, R™, S™ e H",
foram classificadas por Barbosa-do Carmo e Barbosa-do Carmo-Eschenburg em (BARBOSA;
CARMO, 2012) e (BARBOSA et al., 1988).

Uma estimativa para o indice fraco de superficies CMC compactas, foi obtida por
Cavalcante-de Oliveira em (CAVALCANTE; OLIVEIRA, 2017). Eles usaram métodos similares
aos de Ros e Savo para obter cotas inferiores para o indice fraco de superficies CMC compactas,

imersas em R? ou em S? como fungdes lineares do género. Precisamente, eles provaram o

Teorema 1.0.4 Seja M? uma superficie CMC, com género g, imersa em uma forma espacial

M3, com ¢ € {0, 1}. Entdo,
9

Ind,(M) > .
el )_3—1—0

Lembremos que um campo de Killing numa variedade Riemanniana M € um campo
E € TM cujo fluxo {¢;} consiste de isometrias locais de /. Em termos da conexdo de Levi-
Civita, uma condi¢io necessdria e suficiente para que o campo vetorial £ seja um campo de

Killing € que, para todos X,Y € T'M, tenha-se
(VxE,Y)+ (VyE, X)=0.

Em nosso principal resultado consideraremos superficies minimas compactas, com
curvatura de Ricci positiva, imersas em variedades tridimensionais que admitem um referencial
ortonormal global de campos de Killing (propriedade de Killing, ver defini¢do 2.3.1 e observagdo
2.3.1). Mostraremos que o indice de estabilidade de tais superficies € limitado por baixo por uma
funcao linear de seu género. Primeiramente, no entanto, vamos provar o seguinte resultado mais

geral:

Teorema 1.0.5 Seja M? uma superficie minima, compacta, orientada e com género g, iso-
metricamente imersa em uma variedade Riemanniana M3 que tem a propriedade de Killing.

Entdo,

Ind(M) + Nul(M) >

Wl

Nosso principal resultado segue, entdo, como consequéncia do Teorema 1.0.5:
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Teorema 1.0.6 Seja M? uma superficie minima, compacta, orientada, com curvatura de Ricci
positiva e com género g, isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana M? que tem a

propriedade de Killing. Entdo,

Ind(M) >

Wl

Em particular, reobtemos o resultado de Ambrozio-Carlotto-Sharp em (AMBROZIO et
al., 2018a) para superficies minimas compactas do espago projetivo real RIP3.

Além disso, para superficies de curvatura média constante ndo nula vale o

Teorema 1.0.7 Seja M? uma superficie compacta,orientada, com curvatura média constante e
género g, isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana M?® que tem a propriedade

de Killing. Entdo,

Wl

Mudando agora o foco de nossa aten¢do, vamos falar sobre grupos de cohomologia de
subvariedades compactas com fronteira livre.

Seja M™% yma variedade Riemanniana compacta, orientdvel, com fronteira suave.
Dizemos que uma variedade M™ C M™** é uma hipersuperficie com fronteira livre se sua
fronteira OM intersecta a fronteira de M fazendo um angulo reto. Inicialmente ndo impomos
qualquer condi¢@o na curvatura média de M. Se assumimos, por exemplo, que M € minima,
entdo sabemos que M € um ponto critico do funcional drea para variacdes que mantém a fronteira
de M na fronteira de M. Este é um tépico cldssico em geometria diferencial e muitos novos
resultados t€m sido obtidos recentemente, especialmente motivados por uma série de trabalhos
de Fraser e Schoen em (FRASER; SCHOEN, 2011), (FRASER; SCHOEN, 2013), (FRASER;
SCHOEN, 2015) e (FRASER; SCHOEN, 2016).

Em particular, resultados do tipo gap para hipersuperficies minimas com fronteira livre
tém sido obtidos por varios autores. Em um trabalho pioneiro, Ambrozio e Nunes (AMBROZIO;
NUNES, 2016) mostraram que dentre todas as superficies minimas com fronteira livre da bola
unitdria B®> C R3, o disco equatorial e o catendide critico sdo as unicas que satisfazem uma
condicio pinching no comprimento da segunda forma fundamental. Este resultado foi extendido
por Li e Xiong em (LI; XIONG, 2017) para o caso de superficies minimas com fronteira livre
em bolas geodésicas do espago hiperbélico H? ou do hemisfério S?, e recentemente por Barbosa-
Cavalcante-Pereira para superficies CMC (BARBOSA et al., 2019). Ver também (BARBOSA et

al., 2018) para uma versido em dimensao alta.
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Usando uma técnica diferente, Cavalcante, Mendes e Vitorio provaram em (CAVAL-
CANTE et al., 2018) alguns teoremas toppoldgicos do tipo gap para subvariedades com fronteira
livre (sem hipdtese na curvatura média) na bola initdria B"t% n > 3 em termos de cotas para a
segunda forma fundamental sem trago.

Nesta tese, vamos estender os resultados de Cavalcante-Mendes-Vitorio provando alguns
teoremas para o primeiro grupo de cohomologia de subvariedades com fronteira livre de uma
classe de variedades Riemannianas positivamente curvadas e com fronteira. O caso modelo de
nossos resultados é uma bola convexa da esfera redonda S™*1.

Vamos também obter algumas generalizacdes para grupos de cohomologia de ordens
maiores.

Denotando por ¢ a segunda forma fundamental sem traco de M, nosso primeiro resultado

nesta linha pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 1.0.8 Seja M™* uma variedade Riemanniana, n > 3, com bordo estritamente con-
vexo, isto é, I1°M (X, Y) > MX,Y), para algum X > 0 e para todos X,Y tangentes ao bordo
de M. Seja M™ uma subvariedade de M™* orientada e com fronteira livre e suponha que o

tensor de Riemann de M satisfaz

ZRz‘m‘nZn—l

para qualquer base ortonormal {ey, ...,e,} de T, M, e x € M. Se valer

|q)|2 < M7
n

entdo H'(M;R) = H" '(M;R) = {0}. Em particular, o bordo de M tem apenas uma

componente conexda.
Como consequéncia imediata temos o

Corolario 1.0.1 Seja B C S™*' um dominio estritamente convexo da esfera unitdria e seja

4(n—1)

M™ uma hipersuperficie com fronteira livre em B, n > 3. Se valer |®]* < , entdo

HY(M;R) = H" ' (M;R) = {0} e 0 bordo de M tem apenas uma componente conexa.

Observemos que o Teorema 1.0.8 e o Coroldrio 1.0.1 podem também ser vistos como
as versoes com fronteira livre dos resultados em (CAVALCANTE et al., 2014), (ZHU, 2015) e
(ZHU; FANG, 2014).

Para provar o Teorema 1.0.8 vamos mostrar que qualquer 1-forma harmoénica em M que
€ tangente ou normal ao bordo anula-se, e a conclusdo segue pelo teorema de Hodge-de Rham

para variedades compactas com fronteira (ver (AMBROZIO et al., 2018b), Teorema 3).
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A idéia basica, como em (CAVALCANTE et al., 2018), é obter uma estimativa da
curvatura usando a formula de Weitzenbock, equacdo de Gauss e a desigualdade de Kato.
Observamos que em (CAVALCANTE et al., 2018) foi usada também uma desigualdade tipo
Hardy para subvariedades provada em (BATISTA et al., 2017), mas ela ndo € necessaria em
NOSSO Caso.

A mesma ideia pode também ser aplicada para p-formas para obter resultados similares
para grupos de cohomologia de ordem maior de hipersuperficies com fronteira livre em varieda-
des com bordo p-convexo e com uma hipétese no tensor curvatura (ver definicdo 4.0.1). Mais

precisamente, temos

Teorema 1.0.9 Seja M™' uma variedade Riemanniana compacta com bordo p-convexo, 2 <
p < n — 2, com tensor curvatura puro e satisfazendo Kij > 1. Seja M™ uma hipersuperficie

compacta, orientada com fronteira livre em M™*L. Se valer

B2 < m’
n

entdo H?(M;R) = {0}.

Corolario 1.0.2 Seja M™ uma hipersuperficie compacta, orientada e com fronteira livre de um
dominio B em S com bordo p-convexo, 2 < p < n — 2. Se valer |®|* < w,

entdo H?(M;R) = {0}.

Novamente, o Teorema 1.0.9 e o Corolario 1.0.2 podem ser vistos como as versdes com

fronteira livre de alguns resultados em (LIN, 2015c).
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2 Preliminares

Neste capitulo vamos fixar algumas notacdes que utilizaremos no decorrer do texto.

2.1 TENSORES EM VARIEDADES RIEMANNIANAS

Denotamos por 7'M o fibrado tangente de M e por D(M) o conjunto das fungdes

diferenciaveis definidas em M.

Definicao 2.1.1 Um tensor I’ de ordem r em uma variedade Riemanniana M é uma aplicagdo
r-linear

T:TM x - x TM — D(M).
Ou seja, dados Y1, ..., Y, € TM, T(Y1,....,Y,) € D(M) e T é linear em cada argumento, isto é,
T(Yi, o fX 4 Y, Y) = fT(V1, s X, s o) + gT (Ve o Y, Yo,
paratodo X, Y € TM e f,g € D(M).

Exemplo 2.1.1 A partir da métrica { , ) de uma variedade Riemanniana definimos o tensor
g:TM xTM — D(M) por
g(X,Y)=(X,Y).

g é claramente um tensor de ordem 2, chamado tensor métrico.
Vejamos agora como a no¢ao de derivada covariante se estende aos tensores.

Definicao 2.1.2 Seja T um tensor de ordem r. A derivada covariante V1 de T' é um tensor de

ordem (r + 1) dado por
VT(}/b 7}/;”72) = Z(T<}/17 7}/;)) - T(VZ}/la 7}/;”) - T(}/la ...,Y;-,l,VZY;-).

Para cada Z € T'M, a derivada covariante V ;1" de T" em relacdo a Z € um tensor de ordem r
dado por
vV,TY1,...Y.)=VTM,...Y., 7).

Em uma variedade Riemanniana, a métrica Riemanniana permite identificar o campo

X € TM com o 1-tensor X : TM — D(M) dado por X (V) = (X,Y), paratodo Y € T'M.
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Por simplicidade, ao longo do texto, 1-tensores serdo denotados apenas tensores. Sendo assim, a

derivada covariante do tensor X € o 2-tensor VX dado por

VX(Y,Z) = Z(X(Y)) - X(V,Y)
= Z(X,Y) — (X,V,Y)
— (VzX,Y),

paratodo Y, Z € T'M.
Dado um referencial ortonormal {e, ..., e,,} em M, o produto interno de dois tensores 7’

e S na métrica do fibrado tangente 7'M € definido por
(T,8) = Tl(er)S(er);
k
e o produto interno dos 2-tensores P e () € definido por
(P.Q) =3 Pler.e;) - Qlex.e).
k7j
A partir desta dltima defini¢do e das observacdes acima, fazendo P = V71 e ) = V.S, obtemos

(VT,VS) = ZVT(ek,ej)'VS(ek,ej)

k.j

= Z<VekTa €j><v3ks’ ej>

k.
= Z Z<V€kT, <Veksv ej>€j>
ko J

= Y (V. T.V,5).
k

O trago de um 2-tensor P € definido por

w(P) = Pley,ex).

k

Observe que fazendo o produto interno do 2-tensor PP com o tensor métrico g obtemos
(P.g) = ) Plex.es)- glexe;)
k.j
= ZP(ekaej) + O
k.j
= Z P(ek, €k>
k

= tr(P).



22

Em particular, o traco do 2-tensor V'I' é dado por

(V) =Y VT(er ex) = Y (Ve T,ex).

k

O divergente de um campo vetorial X € 7'M, denotado por div.X, é definido por
divX = —tr(VX).
Se A:T,M — T,M é um operador linear e X € T, M, definimos o operador V x A por
(VxA)Y =VxAY — A(VxY),
paratodo Y € T,,M. O seguinte lema revela uma interessante propriedade do operador V x A.

Lema 2.1.1 Se A : T,M — T,M é um operador linear auto-adjunto, entdo o operador V x A

também é auto-adjunto, isto é, para todo Y, Z € T,,M tem-se
(VxA)Y,Z) = (Y, (VxA)Z).
Demonstracao: Usando a definicdo de V x A e a compatibilidade da métrica, temos que

(VxA)Y,Z) = (VxAY — A(VxY),Z)
= (VxAY,Z)— (VxY,AZ)
= X(AY,Z) — (AY,VxZ) — (VxY, AZ)
= X(Y,AZ) — (AY,VxZ) — (VxY, AZ)
= (VxY,AZ) + (Y,VxAZ) — (AY,VxZ) — (VxY, AZ)
= (Y,VxAZ — A(VxZ))
— (Y, (VxA)Z). 0

Seja M" uma variedade Riemanniana e X, Y campos vetoriais em 7'M . Definimos o

tensor curvatura R de M como a aplicagdo R(X,Y) : TM — T M dada por
R(X,Y)Z =VyVxZ - VxVyZ + Vixy Z,

onde V € a conexd@o Riemanniana de M. Para a demonstragdo de que 2 € um 3-tensor, ver
(CARMO, 1988).

Dado um ponto p € M e uma base ortonormal {e; } de 7,,M, o tensor de Ricci de M em
p € definido por .

Ric(X,Y) =) (R(X, €)Y, ex).
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Seja S C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente 7, M e seja { X7, X»}
uma base de 7},S. Definimos a curvatura seccional de S em p como o numero o nimero real

(R(X1, X2) X1, Xa)

KR = e

onde |X1 VAN X2|2 = |X1|2|X2’2 - <X1,X2>2.
A curvatura seccional K de S independe da base particular { X, X5} de S, ver (CARMO,
1988).

2.2 GEOMETRIA DAS SUBVARIEDADES

Sejam M™ e M™** variedades Riemannianas e f : M — M uma imersdo isométrica.

Consideremos V e V as conexdes de Levi-Civita de M e M, respectivamente, de forma que
VxY = (VxY)'"

paratodos X,Y € T'M.
Definimos a segunda forma fundamental B de M como a aplicacdo bilinear e simétrica

B:TM x TM — TM+* dada por
B(X,Y) = (VxY)"
Em particular, isto significa que
VxY =VxY + B(X,Y).

A partir da segunda forma fundamental, obtem-se uma importante relagcdo entre as curva-
turas seccionais de M e M. Tal relagio é dada pela Equagdo de Gauss (para uma demonstracio,

ver (CARMO, 1988)):

Proposicao 2.2.1 (Equagdo de Gauss). Sejam p € M e X,Y vetores ortonormais de T),M.
Entdo

Dado um ponto p € M e um vetor normal unitdrio N € T,,M~, definimos o operador
linear Ay : T,M — T,,M, chamado operador de Weingarten ou operador de forma de M em p,
associado a IV, por

AyX = —VxN,
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para todo X € T,,M. O operador Ay é, de fato, auto-adjunto e estd relacionado com a segunda

forma fundamental B pela equacao

O operador Ay também é chamado de segunda forma fundamental. Quando a codimensao
de M em M é 1, escrevemos simplesmente A no lugar de Ay. Os autovalores de A sdo chamados
curvaturas principais de M.

O vetor curvatura média de M no ponto p € definido por
4 1 &
H(p) =~ > Blei,e) ),
i=1

onde {ey, ..., e, } € uma base ortonormal de 7}, .

Dizemos que M é uma subvariedade minima de M se H (p) = 0 paratodo p € M.

No seguinte lema demonstraremos a Equacdo de Codazzi, um resultado classico que
serd util na prova de nosso resultado principal. Para isto, suporemos que a imersao isométrica
M < M tem codimensdo 1 e que N € T'M é um campo vetorial normal unitdrio ao longo de

M.

Lema 2.2.1 (Equacdo de Codazzi). Se R é o tensor curvatura de M, entdo
(R(X,Y)Z,N) = ((Vy A)X, Z) — {(VxA)Y, Z).

Demonstragio: Seja B(X,Y) a segunda forma fundamental da imersio M — M. Assim,

B(X,Y)=(AX,Y)NeVxY = VxY + B(X,Y) paratodo X,Y em T M. Logo

R(X,Y)Z = VyVxZ—VxVyZ+VixyZ

= Vyv(VxZ+ B(X,2))~Vx(VyZ+ B(Y, 7))
+Vixy1Z + B([X,Y], Z)

= R(X,Y)Z+ B(Y,VxZ) — Apix.2)Y + VyB(X,Z) — B(X,VyZ)
+Apy X —VyB(Y,2)+ B(VxY,Z) — B(VyX, Z).

Agora note que

VxB(Y.Z) = Vx((AY,Z)N)
= X(AY,Z)N + (AY, Z)VyN
= (VxAY, Z)N + (AY,VxZ)N,
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onde usamos o fato de que Vx N = 0. Daj,

(R(X,Y)Z,N) = (V$B(X,Z),N)— (B(VyX,Z),N)— (B(X,VyZ),N)
—(VxB(Y,Z),N) + (B(VxY,Z),N) + (B(Y,VxZ),N)
= (VyAX,Z)+ (AX,VyZ) — (A(VyX), Z) — (AX,Vy Z)
—(VxAY,Z) — (AY,Vx Z) + (A(VxY), Z) + (AY,Vx Z)
= (VyAX, Z) — (A(VyX),Z) — (VxAY, Z) + (A(VxY), Z)
= (WwA)X, Z2) - (VxA)Y, Z).

Isto conclui a demonstragao. 0

2.3 VARIEDADES RIEMANNIANAS COM A PROPRIEDADE DE KILLING

Nesta parte do trabalho vamos definir a propriedade de Killing e dar exemplos de

variedades que tém esta propriedade.

Definicao 2.3.1 Dizemos que uma variedade Riemanniana M tem a propriedade de Killing
se numa vizinhanga de cada ponto de M existe um referencial ortonormal local { X1, ..., X, }
tal que cada X; é um campo vetorial de Killing. Um tal referencial é chamado referencial de

Killing.

Este conceito foi introduzido por J. D’atri e H. Nickerson em (D’ ATRI; NICKERSON,

1968). Em particular, eles provaram o seguinte

Teorema 2.3.1 (D’ATRI; NICKERSON, 1968) Se M tem a propriedade de Killing, entdo todas

as suas curvaturas seccionais sao ndo-negativas.

Posteriormente, Shiikichi Tanno provou um resultado mais restritivo para o caso de

variedades Riemannianas tridimensionais com a propriedade de Killing:

Teorema 2.3.2 (TANNO, 1976) Se uma variedade Riemanniana tridimensional M?® admite
um referencial ortonormal local {E,, Ey, E5} de campos de Killing, entdo M tem curvatura

seccional constante ndo-negativa.

Observacao 2.3.1. Ao longo desta tese, quando nos referirmos a propriedade de Killing, estare-
mos considerando que o referencial { X1, ..., X,,} na definicdo 2.3.1 estd definido globalmente

na variedade M.
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Exemplos de variedades com a propriedade de Killing. Com o objetivo de encontrar varieda-
des com a propriedade de Killing, vamos relembrar aqui algumas defini¢des e propriedades de
grupos de Lie, pois, como veremos, hd uma importante classe dessas variedades que tém esta
propriedade.

Seja G um grupo de Lie e, para cada g € G, sejam L, e R, os difeomorfismos de G

dados pelas translagdes a esquerda e a direita, respectivamente. Isto &,
Ly(x) =gr e Ry(z)=xg,

paratodo x € G.
Um campo vetorial X em G € dito ser invariante a esquerda se para todo g € GG, X estd

L 4-associado a si mesmo, isto &, dL, o X = X o L. Isto significa que
X(Lgh) = d(Lg)nX (h),

de sorte que X = dL,X, paratodo g € GG. Analogamente, X € invariante a direita se X = dR,X
para todo g € (. Pontuamos aqui o fato de que campos vetoriais invariantes a esquerda e campos

vetoriais invariantes a direita sdo suaves (ver (ALEXANDRINO; BETTIOL, 2015), lema 1.10).

Definicao 2.3.2 Uma métrica Riemanniana (-, -) em um grupo de Lie G é invariante a esquerda

se Ly é uma isometria para todo g € G, isto é, se paratodo g,h € G e X,Y € T}G,
(d(Lg)n X, d(Lg)nY )p,n = (X, Y ).
Analogamente, uma métrica € invariante a direita se a translagdo a direita R, € uma isometria.

Definicao 2.3.3 Uma métrica bi-invariante em um grupo de Lie G é uma métrica Riemanniana

que é simultaneamente invariante a esquerda e a direita.

E um fato conhecido que todo grupo de Lie compacto GG admite uma métrica bi-invariante
(ver (ALEXANDRINO; BETTIOL, 2015), proposi¢ao 2.24).

Seja G um grupo de Lie, e o elemento neutro de GG e tome v € T.G. Definamos, para
cada x € G, o campo V dado por V(z) = d(L,).(v). Afirmamos que V' é o campo vetorial

invariante a esquerda de GG definido por v. De fato, para todos z,y € GG, temos que

d(Ly):V () = d(Ly)a(d(La))e(v)
= d(Lyo Lg)e(v)
= d(Lyz)e(v)
= V(yx).
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O lema que demonstraremos agora revelard uma importante propriedade do fluxo gerado

por esse campo V.
Lema 2.3.1 Seja a(t) = ¢i(e) o fluxo de V' pela identidade. Entdo, o fluxo de V satisfaz

O1(x) = Ra(p(2)-

Demonstracdo: Seja, para x € G, a,(t) = Ry (x). Uma vez que

obtemos que

Como «a(t) = ¢(e), temos que

)
&O‘“) = V(a(t)) = d(Law)e(v),

de onde segue-se que

—p(t) = d(La)a@d(Lag)e(v)
= d(Ly 0 Law)e(v)
= d(Lya))e(v)

= V(za(t))

= V(ax(t)),

0 que prova que a,(t) = ¢;(z), como queriamos. O

Corolario 2.3.1 Se G estd munido com uma métrica invariante a direita, entdo campos vetoriais
invariantes a esquerda sdo campos de Killing. Analogamente, se G estd munido com uma métrica

invariante a esquerda, entdo campos vetoriais invariantes a direita sdo campos de Killing.

Demonstraciao: De fato, pelo Lema 2.3.1, se V' € um campo invariante a esquerda, entdo seu
fluxo € dado por uma translagdo a direita e, portanto, esse fluxo € uma isometria, se a variedade
G tem uma métrica invariante a direita. Assim, V' € um campo de Killing. O outro caso é andlogo.
Por fim, note que se {v', ..., v"} € um conjunto ortonormal em T.G e V*(z) = (dL,).(v"), para

cada: = 1,...,n, entdo, se a métrica de G € invariante a esquerda, temos
(Vi(x),VI(2)) = (dLy)e(v'), dLy)c(v7))
= (v',v7)

== 5@]
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Logo {V*!, ..., V"} é um referencial ortonormal de campos de Killing em G. U

Exemplo 2.3.1 O espaco euclidiano R" tem a propriedade de Killing, pois admite um referencial

ortonormal {ey, ..., e, } de campos vetoriais paralelos.

Exemplo 2.3.2 Todo grupo de Lie com métrica bi-invariante tem a propriedade de Killing. Em
particular todo grupo de Lie compacto tém a propriedade de Killing. Assim, as esferas S!, S3,
otoroT" = S! x .- x St e 0 grupo SO(3), das rotacdes do espaco euclidiano R?, que é um

grupo de Lie compacto, tem a propriedade de Killing.

Exemplo 2.3.3 A esfera ST também tem a propriedade de Killing, embora ndo seja um grupo

de Lie.

Exemplo 2.3.4 O espaco projetivo real RP? tem a propriedade de Killing. Para tornar claro
este fato, vamos comecar definindo uma operagdo em RIP? a partir da operacdo candnica do
grupo SU(2).

Seja'S? = {(z,w) € C x C||z]* + |w|? = 1}, munido com a operacdo de grupo * dos

quatérnios. Entdo S* é isomorfo ao grupo SU(2) C M,(C),

SU<2>={<_ZE 15) ||z|2+|w|2=1}7
(z,w) * (u,v) = <_Zw Z)(—uﬁ ;)

_ ZUu — WU ZU + wu
-\ —wu—-= —wv+7m
= (zu — wv, zv + wWu).
Seja o : SU(2) — SU(2) definida por
o(z,w) = (e™z, e™w).
Note que (o) = {1 ,0}. Como espaco topoldgico, o espaco projetivo RIP? é definido por
RP? = S*/(0).

Agora vamos mostrar que a operacdo do grupo SU (2) é herdada por RP®. Dado (z,w) €

SU(2), seja [(z,w)] a classe de (z,w) em RIP?. Entdo, vamos mostrar que [(z,w) * (u,v)]
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depende apenas das classes de (z,w) e de (u,v). Primeiro, fixemos (u,v) € SU(2) e sejam
(z1,w1), (22, wq) € SU(2) tais que
(Zl,’UJl) = O'k(ZQ, UJQ) = (ekﬂ—iZQ ,ekWi’LUQ).

Entdo,

(z1,w1) % (u,v) = (z1u — w10, 210 + W)

= (" u — epriwyT, ¥ 2ov + My tr).
Assim, se k € par, temos que
(z1,w1) * (u,v) = (22u — Wal, 290 + Wolt) = (22, we) * (u,v) € [(22,ws) * (u,v)],
e, se k é impar, temos
(21, w1) * (u,v) = —(22u — Wal, 200 + Walt) = — (29, w2) * (u,v) € [(22,ws) * (u,v)].

Isto mostra que [(z1, w1)*(u, v)] = [(29, wa) * (u, v)]. De modo andlogo, fixando (z,w) € SU(2)

e tomando (uy,vy), (uz,ve) € SU(2) tais que

(w1, v1) = 0% (ug, vy) = ("™ uy , ™ vy).

Entdo,

(z,w) * (ug,v1) = (z2u; —woy, 201 + Wiy )

—k

= (" zuy — e F Dy, e

™ v + eik”wﬂg).
Assim, se k é par, temos que
(z,w) * (ug,v1) = (2ug — Wog, 2Vy + Wiky) = (2, w) * (uz, V) € [(2,w) * (ug, va)],
e, se k é impar, temos
(z,w) * (ug,v1) = —(2ug — Wy, 203 + W) = —(2,w) * (ug, v2) € [(2,w) * (ug, va)].

Isto mostra que [(z,w) x (ug,v1)] = [(z,w) * (ug, va)].

Portanto a operagdo * entre as classes [(z,w)] em RP? estd bem definida.

O préximo lema serd de particular importancia para demonstrarmos que o espago RIP3 é
um grupo de Lie com métrica bi-invariante. Antes de enuncia-lo, porém, falaremos brevemente

sobre o conceito de submersao Riemanniana (ver também (CAMINHA; MN, 2014), Cap. 4).
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Sejam M"** e B" variedades riemannianas. Dizemos que a aplicacdo diferencidvel
7 : M — B € uma submersdo se sua derivada dm, : T, M — Ty, B for sobrejetiva para cada
ponto p € M. Se p € M, a Forma local das Submersdes garante que F = 7~ (7 (p)) é uma
subvariedade mergulhada de M/ de dimensao £, tal que 7),F = Ker(dr,). Ademais, uma vez que

dm, 4 sobrejetiva, sua restricao a 7, F + induz um isomorfismo
. 1
d7rp : Tp./_" — Tﬂ(p)B.

Dizemos que o conjunto F é uma fibra de .
Uma submersdao m : M — B é dita Riemanniana se dm preserva o comprimento de

vetores v € TF~.

Lema 2.3.2 Seja G um grupo de Lie e M uma variedade Riemanniana com a mesma dimensdo
de G. Seja m : G — M uma submersdo Riemanniana de forma que a operagdo de grupo de G é

herdada por M, ou seja, de forma que a operacdo * dada por
xxy = 7(IY),

ondex,y € M et en '({z}),y€n'{y}) estd bem definida. Entdo, se a métrica de G é
invariante a esquerda (respectivamente, invariante a direita), o mesmo vale para a métrica de

M induzida por .

Demonstracdo: Precisamos mostrar que para qualquer x em M a aplicacdo L, : M — M
definida por L, (y) = « * y € uma isometria. Como dim(G) = dim(M ), para qualquer v € T, M
e ¥ € m 1 ({z}), existe um tinico © € T;G tal que drz(?) = v. Denotemos esta aplicagdo por
lz : T,M — T;G. Afirmamos que o fato de que 7 é uma submersdo Riemanniana (portanto uma
isometria local) implica que /; € uma isometria linear entre os produtos internos de 7, M e T;G.

Sejam z,y € M dados e seja z = L,(y) = xxy.Sejaz € ' ({z}), g € 7 '{y}) e
Z = &y = L;(y). Entdo, vale que 7(Z) = 2. Agora, para um dado u € T, M podemos usar que

L, om = 7o Lz para provar que

d(Ly)yu = d(Ly)ydmgly(u
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Como drz, d(Lz )z e l; sdo trés aplicagdes que preservam a métrica, segue-se que L, € de

fato uma isometria de M. O

Como consequéncia desse resultado, obtemos que o espago projetivo RIP3 é um grupo de

Lie com métrica bi-invariante e, portanto, t€ém a propriedade de Killing.
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3 Estimativa do Indice para superficies CMC compactas

3.1 FUNCOES TESTE E CAMPOS VETORIAIS HARMONICOS
Seja M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta com conexdo V. Seja
d:QF (M) — QP (M)
a diferencial exterior em M" e
§=d* : QP(M) — QF (M)

a co-diferencial, isto €, o adjunto formal de d com respeito ao L*-produto interno candnico de

p-formas, de forma que ¢ é dado em fungao de d por

)

§ = (—1)"™+ 1«

onde * é o operador estrela de Hodge.

Definimos o operador Laplaciano de Hodge agindo em p-formas como
A =dj+ dd.

Dizemos que uma p-forma diferencial w € harménica se Aw = 0.
Pelo Teorema de Hodge-de Rham, o espago vetorial das p-formas harménicas H? (M) é
isomorfo ao p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham (espaco vetorial sobre R) H?(M). O

p-ésimo niimero de Betti de M, denotado por b, (M), é definido por
by(M) = dimHP(M).

Pela dualidade de Poincaré tem-se b,,_,(M) = b,(M) (ver JOST, 2017), Teorema 3.4.2 ¢
Definicdo 3.4.1).
A caracteristica de Euler x (M) da variedade fechada M™ é dada em fun¢@o dos nimeros

de Betti por

=0

(LIMA, 2009). No caso particular de superficies fechadas (n = 2), com género g, a caracteristica
de Euler € dada por
X(M) =2 —2g.
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Assim, uma vez que funcdes harmonicas (0-formas) sobre superficies fechadas sdo constantes,

temos que by (M) = by(M ) = 1 e, portanto,
2 =29 =bo(M) — by (M) + by(M) = 2 — by (M),

ou seja,

by (M) = 2g.

Se w € uma 1-forma, a métrica de M nos permite associar a w um campo vetorial suave
¢ € T'M de forma que
W(X ) = <£v X >>

para todo X € T'M. Neste caso, dizemos que w € a 1-forma dual do campo & e denotamos por
£ = Wwh,

Definimos o Laplaciano de Bochner de & por

n

V*Vf = — Z(vﬁkv€k€ - Vvek€k£>7

k=1
onde {ey, ..., €, } € um referencial ortonormal em 7'M

Definimos também o Laplaciano de Hodge de &, denotado por A&, como o campo vetorial
dual da 1-forma Aw = ddw + ddw, onde w € a 1-forma dual de £&. Uma importante relagdo entre

os dois laplacianos é dada pela Férmula de Bochner-Weitzenbock:
AE = V*VE + Ric(€), (1)

onde Ric € o tensor de Ricci em T'M.

Finalmente, dizemos que o campo vetorial £ € harmdnico se A = (. Neste caso diremos
também que £ € H'(M).

Seja M? uma variedade Riemanniana que tem a propriedade de Killing e seja { £y, F», E3}
um referencial de Killing em M. Consideremos a imersdo isométrica = : M? < M? de uma
superficie CMC fechada e orientdvel M em M e seja N o campo vetorial normal unitdrio ao

longo de M. Para cada 1 < ¢ < 3, denotemos por

o campo vetorial dado pela projegdo ortogonal de £; em T'M. Consideremos também a funcéo
suave g; : M — R, chamada fung@o suporte, dada por g; = (E;, N), para 1 < i < 3. Finalmente,
seja & € T'M um campo vetorial harmdnico e consideremos as fung¢des coordenadas w; = (&, E;)
e w; = (x&, E;) de £ e &, respectivamente.

Para o que segue, precisaremos do seguinte lema técnico.
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Lema 3.1.1 Seja x : M? < M3 uma imersdo isométrica CMC de uma superficie M fechada e
orientdvel em uma variedade Riemanniana M que tem a propriedade de Killing. Entdo, usando
as notagobes acima, temos que

a) (VxE,Y)+ (VyE;, X) =2¢,(AX,Y), paratodos X,Y € TM, onde A é o operator de
forma de M;

b) (VE;, V&) = gi(A, V¢&);

c)div E; = —2Hg;, onde 2H =tr(A);

d) 3owi=32wi=E%, 397 =1e 3 9B =0

Demonstragio: Para provar a) note, primeiramente, que, como £; é um campo de Killing, ento

para todo X,Y € T'M tem-se
(VxE;,Y)+ (VyE;, X) = 0.
Assim, tomando X,Y € T'M, temos que

(VxE;, Y)Y+ (VyE;, X) = X(E,Y)—(E;,VxY)+Y(E;, X)— (E;,VyX)
= X(E,Y)—(E,VxY)+Y(E;,X)— (E,VyX)
= (VxE,Y)+(E,VxY)— (E;,VxY)

+HVyE;, X) + (E;,VyX) — (E;, Vy X)
= 2(E;, VyX — VyX)
= 2(E;, (AX,Y)N)
= 2¢;(AX,Y).

Para o item b), lembremos que
VE/(X,Y)=(VyE;, X) (2)

e consideremos o operador linear 7" : T,M — T,M tal que T'(Y') = Vy E;. Agora, tomando
o operador T", transposto de 7', sabemos, pelo Lema de Riesz, que existe uma forma bilinear

(VE;)" : T,M x T,M — R tal que
(VE)(X,Y) = (X, T'(Y)),
para todo X, Y € T),M. Assim,

(VE)'(X,Y) = (X, T'(Y)) = (T(X),Y) = (VxE.,Y). 3)
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Portanto, de (2) e (3), obtemos
VE; + (VE;)" = 2g;A.
Note também que, como § € harmonico, V¢ € simétrico, pois, para todo X,Y € T, M,
0= d&(X,Y) = (Vx&Y) — (Vyé, X) = VE(X,Y) - VE(Y, X).
Além disso, como (VE;)'(X,Y) = VE;(Y, X), temos que

(VE),VE) = > (VE) (ex,€;) - V€(er, ;)

k,j

- Z(VEi)(ej, ex) - VE(ej, ex)
= 2.2 (VaBie)Ves )

- Z<vekEi7vek§>
= (VE;, V).

Portanto,

(VE,VE) = S(VE,+(VE),VE) + 3(VE ~ (VE), Ve)
= L(VE+(VE),VE)
1

= (20:4,V¢)

Para o item c), usando a defini¢do de divergente de um campo, temos

divk, = —tu(VE;)
= —(VE,h)
= —%(VE) + (VE), h)
= —50An
= —gi(Ah)
= —gtr(4)

Para o item d), usando a convencao de soma de Einstein, obtemos

wi2 = <£’Ei>2 = <£7E1>2 = <£7 <€7EZ>EZ> = <€7£> = ‘5’2
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E, como o operador estrela de Hodge € uma isometria, temos também
—2 2 2
w; = | =" =g

Além disso,

91’2: <N7Ei>2: <N7<N7Ei> z> = <N>N> =1,

3.2 ESTABILIDADE DE HIPERSUPERFICIES FECHADAS

Seja M"™*! uma variedade Riemanniana e seja ¢) : M™ — M"™*! uma imersdo de modo
que M™ é uma hipersuperficie de M"*! compacta, orientdvel e sem bordo. Consideremos em
M a métrica Riemanniana h induzida por 1. Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de M e
M, respectivamente. Fixemos um campo vetorial normal unit4rio N percorrendo M e seja A o
operador de forma associado.

Definimos a funcdo curvatura média escalar de M por
1
H = —trA.
n

Sabemos que toda fungiio u € C*°(M) induz uma variagdo normal v, : M™ — M"+1
dada por
() = EXPy(x) (tu(z)Ny),
onde exp denota a aplicacdo exponencial em M"*'. Como M é fechada e 1)y = v, existe € > 0
tal que
My = {expy( (tu(x)N);x € M}
sdo hipersuperficies imersas para todo t € (—¢, ). Podemos entdo considerar o funcional drea

A, : (—¢,¢) = R que é dado por

Au(t) = /M dMu,t7
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onde dM,, ; € o elemento de drea n-dimensional da métrica induzida em M por 7). Definimos

também o funcional volume V), : (—¢,¢) — R por

Vu(t) = / v*dM,
[0,t] x M

onde dM é o elemento de volume de M. Dizemos que a variacdo normal 1) preserva volume se
Vu(t) =V, (0) paratodo t € (—¢,¢).

Uma varia¢do normal 1) com campo variacional ©/N preserva volume se, € somente se, a
funcdo v tem média nula, isto é, fM udM = 0 (ver (BARBOSA et al., 1988), Lema 2.1).

A primeira féormula da variag¢do da 4rea € dada por
A(0) = —n / wHdM.
M

Como consequéncia direta desta férmula, hipersuperficies minimas sio caracterizadas
como pontos criticos do funcional drea. Para tais pontos criticos, a segunda variacdo do funcional
area € dada por

A0 = [ 19l = RV, N) + A ud,
M
Aqui [|A|* = tr(A?) é a norma de Hilbert-Schimidt de A e Ric(N, N) denota a curvatura de

Ricci de M na direcio de N. Integrando por partes podemos escrever

AZ(O):/ uJudM,
M

onde

J = A —Ric(N,N) — || A|*

€ o operador de Jacobi ou operador de estabilidade de M. Aqui, lembramos que para funcdes

suaves u € C'*°(M), o operador laplaciano A é dado por

Au = divVu = —trV(Vu).

Definicio 3.2.1 Uma hipersuperficie M minima é dita ser estdvel se A!(0) > 0 para todo
u € C®(M).

A segunda variacdo da drea induz uma forma quadrética ) : C*°(M) x C*(M) —
(> (M) definida por
Qv,u) = / vJudM.
M
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Definicdo 3.2.2 Dizemos que u € C*°(M) é uma autofungdo de () associada ao autovalor

A €Rse Q(v,u) = X [, vudM para todo v € C=(M).
Se u é autofuncdo de () associada ao autovalor A € R, entdo
/ v(Ju — Au)dM = 0 para todo v € C*°(M),
M

de onde concluimos que u € autofun¢do do operador de Jacobi associada a0 mesmo autovalor .
O operador de Jacobi J € autoadjunto e eliptico. Seu espectro consiste de uma sequéncia

nio-decrescente de autovalores
)\{S/\QJS"‘S/\iS"'

divergindo para +oo. Esses autovalores tém multiplicidade finita e o primeiro autovalor \{ é
simples, isto €, tem multiplicidade 1.

Uma vez que C*° (M) é denso no espago de Hilbert L?(M), temos que J : C*(M) —
C>°(M) é densamente definido. Logo, existe uma base ortonormal {¢1, ¢s, ...} de L*(M) for-
mada por autofungdes de J, isto é, J¢; = A/ ¢;. Além disso, pelo principio min-max, o k-ésimo
autovalor \; é caracterizado por

M= i 2w

St 4
u€Jr—1 fM u2dM’ ( )

onde J, = (¢1, ..., $,)" € 0 subespago vetorial ortogonal as p primeiras autofungdes do operador

de Jacobi J.

Definiciio 3.2.3 Seja M uma hipersuperficie minima de M. O indice de Morse de M é denotado
por Ind(M) e é definido como a dimensdo mdxima de qualquer subespaco V de C*(M) no

qual a forma quadrdtica () é negativa definida.

Em outros termos, Ind(A/) é o nimero de autovalores negativos de ./, que é necessariamente
finito para hipersuperficies fechadas. Geometricamente, o indice indica o nimero de dire¢cdes
cujas variagOes decrescem drea. Note que M € estdvel se, e somente se, seu indice € 0.
Relembramos aqui que a nulidade de M, denotada por Nul()), é a dimensdo maxima
do espago das fungdes u € C°°(M) associadas ao autovalor A7 = 0.
E um fato bem conhecido que hipersuperficies CMC sdo pontos criticos do funcional drea
para variacOes normais que preservam volume. Como vimos, essas variagdes estdo associadas a

funcdes de média nula. Vamos chamar de F o conjunto das fun¢gdes de média nula, isto &,

]—":{UEC'OO(M);/ u:O}.
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Definicao 3.2.4 Uma hipersuperficie M de curvatura média constante é dita ser estdvel se

A”(0) > 0 para todo u € F.

Quando restrita ao espago das fungoes de média nula, a forma quadratica () fica associada

a um novo operador eliptico. Denotaremos por L este operador.

Definicao 3.2.5 Dizemos que u € F é uma autofungdo de Q| associada ao autovalor X € R

se Q|r(v,u) = X [,, vudM para todo v € F.
Note que, se u € F é autofun¢io de )| associada ao autovalor A € R, entdo
/ v(Ju — Au)dM = 0 para todo v € F,
M
de onde concluimos que Ju — Au deve ser constante. Por integracdo, obtemos que

1
JudM.
Vol(M)/M “

Seja ¢ : F — R o funcional linear dado por

1
Y(u) = W/]M JudM

e defina o operador linear L : F — F por L := J — 1. Se u € F é autofung¢do de Q| com

Ju — Au =

autovalor A € R, entdo u € autofun¢do do operador L associada ao mesmo autovalor \.
A exemplo do operador de Jacobi .J, o operador L também € autoadjunto e eliptico.

Assim, seu espectro consiste de uma sequéncia ndo-decrescente de autovalores

divergindo para 4+-co com cada autovalor tendo multiplicidade finita.

Uma vez que F é denso em L3.(M) := {f € L*(M) | [,, fdM = 0}, temos que L
é densamente definido no espago L% (M). Logo existe uma base ortonormal {¢1, ¢, ...} de
L2(M) formada por autofungdes de L, isto é, Lop; = AF¢;. Além disso, o k-ésimo autovalor A\F
¢ caracterizado por

o= Grlww)

- 5
ueJr_1 fM U%UW7 ( )

onde J, = (¢1, ..., pp)* € 0 subespago vetorial ortogonal as p primeiras autofungdes de L.

Definicdo 3.2.6 Seja M uma hipersuperficie CMC de M. O indice fraco de Morse de M,
denotado por Ind,, (M), é definido como a dimensdo mdxima de qualquer subespaco V de F no

qual a forma quadrdtica Q| F é negativa definida.
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Note que o indice fraco de Morse pode ser definido, de forma equivalente, como o nimero
de autovalores negativos do operador L.

O seguinte lema € de importancia central na prova de nossos resultados.

Lema 3.2.1 Sob as mesmas hipoteses do Lema 3.1.1, temos que

M M M M

Demonstracdo: Se {e;, €5} € um referencial geodésico em um ponto p € M, entdo
Aw; = divVuw;
= —eper(Li, €)
(Ve Fi€) + (Fi Vo) )
= —ex(29i(Aey, §) — (VeEi, ex) + (Ei, Ve, £))
= —2(Vgi, ex) (AL ex) — 29:((Ve, A)E, er) — 29:(Ve, &, Aey)
+(Ve, VeEi, e) — (Ve Ei, Ve, &) — (B, Ve, Ve, ).
Observe que pela Equacao de Codazzi (Lema 2.2.1) temos que
—Ric(§, N) = (R(& ex)er, N)
= (Ve A)E, ex) — (VeA)e, ex).
Mas, como (Aey, ex) = trA = 2H e H é constante, temos que

0=¢(Aex,ex) = (Vedey,er) + (Ae, Veer)

{
{
{
(VeA)er, ex).

Portanto,

(Ve Aer, &) = (Ve Aer + A(Veer),§)
= ((Ve,Aex, §)
= ((Ve, A ex)
= —Ric(¢, N).

Observe também que, pela defini¢do do tensor curvatura, temos que

(R(ex, &) B, en) = (VeVe, Eiser) — (Ve Vel ex) + (vakai, ek)-
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Mas, usando os itens (a) e (b) do Lema 3.1.1 e a defini¢do de produto tensorial, obtemos

(Vv eBien) = 2gi(Aey, Ve, &) — (Ve Ei, Ve, )

e, pela compatibilidade da métrica e Lema 3.1.1(c),

(VeVe, Eier) = &(NVe Eiver) — (Ve Bi, Veer)
—  _¢(divE)

= —¢{(—2Hg;)
= 2H(Vy;,§).

Assim,
<v€k VEE’M 6k‘> = RlC(S? EZ) + 2H<V,gza €> + 9i <A7 V€>
Logo, a expressao para Aw; torna-se

Aw; = —2(Vg, AE) + 2g;Ric(&, N) — 2g;(A, V&) + Ric(¢, E;)
+2H(Vg;, &) + gi(A, VE) — (VE, VE) + (V*VE, E)
= —2(Vgi, AE) + 2g;Ric(&, N) — 2g;(A, V&) + Ric(€, E;)
+2H(Vg;, &) + (V*VE, E).

Além disso, como & € harmonico, isto é, A¢ = 0, temos pela Formula de Bochner (1),
0= (A¢, By) = (V'VE +Ric(§), E;) = (V'VE, E;) + Ric(§, E3),
de onde obtemos finalmente
Aw; = =2(Vg;, AE) + 2giRic(&, N) — 29i(A, V&) +2H(Vg;, §). (8)
E, uma vez que o Laplaciano comuta com o operador * de Hodge, obtemos de maneira andloga
Aw; = —2(Vg;, A &) + 2giRic(+€, N) — 29,(A, V + &) + 2H(V gy, #£). 9

Agora, lembrando que § e *{ sdo campos ortogonais em 7,/ com o mesmo mddulo, temos que

existe uma base ortonormal {e;, 3} de T, M de forma que £ = |{|e; e %€ = [€]ey. Dai, segue de
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(8)e (9) que
/M wiAw; + /M AT = —2 /M (Vg A (B, €) +2 /M o Rie(€, N)(E,,€)
H Vg, E; & — (A, VE(E;,
2 /M< 40 ) €) 2/Mg< €)(E,.€)
= / (Vo A% €) By, #6) +2 / GiRIC(+E, N)(E,, +6)
M M
H Vg, ) (E;, x&) — (A, V x &) (F;,
2 /M< 4o ¥E) (B 46) 2/Mg< €) (B, #)
- / (Vgi, Aey)(Epv21) €2 + 2 / (Vgire1) (o) €]
M M
= / (Vai, Aca)(Epv20) € + 2H / (Vgore2) (Boren) €]
M M
~ /M (AVgir (Es,e1)er + (Erye2)es)
+2H/ (Vgi, (Ei,e1)er + (Ey, e2)e2)[€)?
M

- / (Vs A€ + 2H / (Vgs, B €] (10)
M M

Para simplificar a primeira integral em (10) note que, pelo Teorema de Stokes,

0= [ divialePAE) =~ [ (ValePAB) + [ gdivligPar).

Assim,

/ (Vo AB)[EP = / (Vo [P AE)
M

div(|¢]2AE;)

I
\

9i(Ve, (6P AE;), ex)

G (VIE[%, ex)(AE; ex) — / Gl (Vo A, 1)

I
:\:\:\

g:(VIE[2, AE) / GIEP (T, AV B er)
- / Gl (A ), ex)
M
- - / (A(VIER), g:Er) — / Gl 2R(E: ed)en, N)
M
- / G PV 5 Aler ex) — / GiE2 (V. By, Acy)
M M
_ / g€ [*Ric(E;, ) — / GE(VE, A)
M M
- / € Ric(g By, N) — / 2IAPIEP
M M

— - [ japie
M



43

Agora, vamos simplificar a segunda integral em (10),

/ (Vi BJE)? = / (Vi [EPE))
M M
_ / oudiv(€PE))
M
- / (Vo (EPE, ex)
M
- / G (VIR ex) (B ex) — / Gl (Vo B )
M M
= / i €|?div(E;)
M
— [ ale(-2mg)
M

— [ e

Logo, a igualdade em (10) pode ser escrita como

/ WA + / 0 A; — 2 / APIEP — 4R / P,
M M M M

e, portanto,

/wiJwi—i—/ DD = /wiAwi—/(ﬁ(N,N)+|A|2)wi2
M M M M
4 / @A — / (Ric(N, N) + |A]?) @
M M

_ 21¢12 _ 2 2 _ Ric 2
— 2/M|A| €2 — 4H /M|£! 2/MRIC(N7N)I£!

. A22
2/M|||§|

_ SH 2 4772 2
- Q/MRIC(N,N)yg\ AH /Myg\. 0

3.3 PROVA DOS RESULTADOS

Estamos agora em condicdes de demonstrar nossos primeiros resultados:
Demonstragio do Teorema 1.0.5: Seja {\/, \J, -} o espectro do operador de Jacobi J e

{¢1, @2, ...} uma base ortonormal de C'* (M) dada por autofuncdes de J, isto é,
J6: = Noi

Seja J,, o subespaco vetorial ortogonal as p primeiras autofungdes do operador de Jacobi.
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Consideremos, entdo, campos vetoriais £ € H (M ) tais que as fungdes teste w;, w; €
Ja—1,paraalgum o € Nei € {1,2,3}. Sendo assim, temos um sistema com 6(« — 1) equagdes

lineares homogéneas na variavel &, dadas por

/ Wi = / By = O, (11)
M M

ondel <i<3el <k <a-— 1.Portanto, como
dimH' (M) = b, (M) = 2g,

se valer 2g > 6(« — 1), entdo o sistema (11) tem no minimo uma solugdo ndo trivial £ € H! (M)
tal que w;, w; € J,—1 paratodo 1 < ¢ < 3. Pela caracterizagdo de /\ﬁ (principio do min-max)
em (4), temos

[y Wi w;

Juw?

Jor w?
Assim, usando o Lema (3.2.1) com H = 0, obtemos
2 [ 6 = [ el
M M
Aj/ w? +Aj/ w? (12)
M M

M M

- =2 [ R mleP

A< A<

Como Ric(N, N) > 0 (Teorema 2.3.1), temos que
z [ 1k <o,
M
de onde
2 <o

e, portanto, Ind(M ) + Nul(M) > a. Como « pode ser escolhido como o maior inteiro tal que
2g > 6(a — 1), obtemos

Ind(M) + Nul(M) > %,

como queriamos demonstrar. U
Demonstracao do Teorema 1.0.6: Seguindo os mesmos passos na demonstracao do Teorema

1.0.5, note que se M tem curvatura de Ricci positiva, entdo de (12), temos que

2N / €f < -2 / Ric(N, N)|¢[? < 0,
M M
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de onde
<0

e, portanto Ind(M) > a. Como « pode ser escolhido como o maior inteiro tal que 2g > 6(a— 1),

obtemos

Ind(M) >

Wl

o0 que prova o Teorema. OJ
Demonstracao do Teorema 1.0.7: Com as mesmas nota¢des da demonstracdo do Teorema
1.0.5, fixemos uma base ortonormal {¢y, ¢s, ...} do espago F = {u € C*(M); [,, u = 0} dada
por autofungdes do operador L, isto é, Lp; = A\F¢;, e suponhamos que para qualquer £ € H' (M)
as fungdes testes w;, w; € F.

Consideremos entdo campos vetoriais £ € H!(M) tais que as fungdes teste w;, w; €
Ja—1, paraalgum a € Ne i € {1,2,3}. Sendo assim, temos um sistema com 6(cv — 1) + 6 = 6«

equagoes lineares homogéneas na variavel £ dadas por

/wm:/ By, = O, /wz:/ @ =0, (13)
M M M M

ondel <i<3el <k <a-— 1.Portanto, como
dimH!' (M) = b, (M) = 2g,

se valer 2g > 6, entdo o sistema (13) tem no minimo uma solugdo ndo trivial £ € H'(M) tal
que w;, w; € Jo_1 paratodo 1 < ¢ < 3. Pela caracterizacio de )\g em (5), temos

Jarw? R Ve

Assim, usando o Lema 3.2.1 com H # 0, temos que

2t [ jgr < -2 [ RevleR - an? [
M M M
Como Ric(N, N) > 0, obtemos

A<

\Ne< 20?7 <0

e, portanto, Indy, (M) > «. Como « pode ser escolhido como o maior inteiro tal que 2g > 6a,

obtemos

Wl
|
—_

Isto conclui a demonstragao. 0
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4 Grupos de Cohomologia de subvariedades com fronteira livre

Para falar de nossos resultados envolvendo variedades com fronteira, vamos primeira-
mente fixar algumas notacoes.

Seja M™ € uma subvariedade compacta, orientdvel, imersa em uma variedade Riemanni-
ana M™*, Fixe um ponto x € M e um referencial ortonormal local {ey, ..., e, 41} de M"** de
forma que {e, ..., e,,} sdo campos vetoriais tangentes de M™. Paracada o, n+ 1 < o < n -+ k,

defina uma aplicacdo linear A, : T, M — T, M por
AaX = —Vxea,

onde X é um campo vetorial tangente a M e V é a conexdo Riemanniana de M"**,

Finalmente, denotamos por ® a segunda forma fundamental sem trago de M, isto é
O(X,Y)=1I(X,Y)N — (X,Y)H.
Em particular, o quadrado da norma de ¢ é dado por
D> = |A|* — nH>.

Este niimero mede o quanto a imersao deixa de ser totalmente umbilica.

No que segue, vamos precisar da seguinte definicao (ver (LIN, 2015a)).

Definiciio 4.0.1 Dizemos que uma variedade Riemanniana M"* tem tensor curvatura puro se
para todo x € M existe uma base ortonormal {ey, ..., e, 1} do espago tangente T, M tal que

(R(ei, ej)ex, e1) = 0 sempre que o conjunto {1, j, k,l} contém mais que dois elementos.

Podemos ver que variedades com curvatura seccional /K constante tém tensor curvatura
puro, pois nesse caso, o tensor curvatura é dado por (R(e;, ¢;)ex, ;) = K (00,1 — 6;0;%), onde
dij =1,sei=jed;; =0,sei# j(ver (CARMO, 1988)).

Agora vamos relembrar o conceito de p-convexidade para o bordo OM de uma variedade

Riemanniana M.

Definicao 4.0.2 Dizemos que OM é p-convexo se a soma de suas p menores curvaturas princi-

pais é sempre positiva.

Note que se dM é compacto, sua p-convexidade implica que existe uma constante x > 0
tal que A;, + -+ + Ay, > K.

No que segue, usaremos a notacio em (LIN, 2015a) e denotaremos por K o tensor em
M dado por K;; = Ryjij = (R(ei,ej)ej,e), paral < i,j < n+ k. Em particular, se M tem

curvatura positiva, entao I_Qj > (Qparatodos 1 <i,5 <n+k.
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4.1 P-FORMAS EM VARIEDADES COMPACTAS COM FRONTEIRA

Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta, orientdvel com bordo nao-vazio. Seja
d: QP(M) — QPTY(M) a diferencial exterior em M™ e § = d* : Q*(M) — QP71 (M) a
co-diferencial, como definidos na secd@o 3.1. Dadas duas p-formas w e n em M, definimos em

cada ponto de M um produto interno da seguinte forma:

n

(w,n) = Z W(€ips oy €iy)N(€ips ons i)

i1, ip=1

Quando generalizada para p-formas, a férmula de Bochner-Weitzenbock (1) torna-se
A=V'V+R,, (14)

onde R, : QP(M) — (M) é o operador curvatura de Weitzenbock, um operador autoadjunto
que age em p-formas e cuja expressao local depende do tensor curvatura de M e € dada por (ver

(ROSENBERG, 1997))
(Rpw)<X17 Xp) = (R(Xk7 €j>w)<X17 e 7Xk717 ej7 Xk+17 e 7Xp>7

onde Xy,.. X, € TM.

Em particular, se w € uma 1-forma, entao
(R1(w),w) = Ric(w?, wh).

Uma p-forma w em uma variedade M, compacta e com fronteira ndo-vazia, € dita ser
harmonica se ela € uma solucdo para ambas as equacdes dw = 0 e dw = 0. Obviamente isto

implica que Aw = 0.

Observacao 4.1.1 Em variedades com fronteira, ndo é verdade em geral que uma solu¢do para
a equacdo Aw = déw + ddw = 0 é também uma solucdo para ambas as equacoes dw = 0 e
dw = 0. Neste caso diremos que uma forma w é harmonica quando ela for simultaneamente

fechada e co-fechada.
Vamos demonstrar o seguinte Lema, o qual serd de grande importancia em nosso trabaho.

Lema 4.1.1 Se w é uma p-forma harménica, entdo

/ IVw|? + (Ryw, w)dp = —/ (Vow,w)do, (15)
M oM

onde v é o vetor co-normal unitdrio de OM apontando para o interior.
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Demonstracao: Fixando duas p-formas w e 7, definimos um campo vetorial X por
(X,Y) = (Vyw,n).
Escolhendo um referencial geodésico {ey, ..., e, } em um dado ponto p de M, temos
divX =) (V. X e;)
= i ei( X, e;)
= Z ei{Ve,w,n)
=D AVeVew,n) + (Vew, Vo)
= —1<V*Vu}, n) + (Vw, Vn).
Agora o Teorema de Stokes diz que

/ divX dp = —/ (X,v)do,
M oM

de forma que
/ (V*Vw,n)du = / (Vw,Vn>d,u—|—/ (V,w,n)do. (16)
M M oM
Se w € uma p-forma harmonica, a férmula de Weitzenbock (14) implica que
(V'Vw,w) = —(Ryw, w).

Portanto, tomando 7 = w na igualdade (16), obtemos (15). ]
Considere a decomposi¢do de um campo vetorial X € T,,M, onde y € OM, em suas

partes tangencial e normal X = X' 4+ X", Definimos

We( X1y ey Xp) = w(XE, o XD VY X, X, € T,M

wy = wlon — w

parap > 1 e w; = 0 para p = 0. Estas formas sdo chamadas, respectivamente, as componentes
tangencial e normal de w € QP(M). A componente tangencial w; é unicamente determinada
pelo pull-back j*w da aplicacdo inclusdo j : 9M — M. Assim podemos identificar a projecio

tangential com o pull-back, e escrever j*w = w; (ver (SCHWARZ, 2006)).
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Definicio 4.1.1 Dizemos que uma p-forma w é absoluta se w, = 0 e (dw),, = 0. Analogamente,

w € relativa se wy = 0 e (dw); = 0.
Definimos os seguintes espacos:

HL(M) ={w e Q(M); dw =0, dw=0em M" e i,w =0em IM}

HE (M) ={w e QP(M); dw =0, fw=0em M"ev Aw = 0em IM},

onde v é o vetor conormal unitario de M apontando para o interior.
Em outros termos, H’.(M) é o espago das p-formas harménicas que sdo tangenciais em
OM e HY, (M) é o espago das p-formas harménicas que sdo normais em 9M. Lembremos que

para todo 0 < p < n temos o isomorfismo
Hip (M) ~ HP(M) (17)
(ver (AMBROZIO et al., 2018b), Theorem 3) e o operador estrela de Hodge nos da
Hy (M) ~ Hy " (M). (18)

Finalmente, para p = 1, temos que se M tem r > 1 componentes de bordo, entdo (ver

(AMBROZIO et al., 2018b), Lemma 4)
dim#H (M) > r — 1. (19)
Para estudar o termo do bordo em (15) temos o seguinte lema:

Lema 4.1.2 Seja w uma p-forma em M, com coeficientes a;, . ;,, € A1, ..., \y_1 as curvaturas
principais de OM. Temos que,

(a) se w é absoluta, entdo

n—1
(Viw,wy = > af i+ +A,);
1< . <ip=1
(b) se w € relativa, entdo
n—1
<vl/w7 W) - a’zzl..‘z'",p()‘h + Ainfp)'

i1 <...<in7p:1
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Demonstracdo: Para provar (a), seja {ej, ..., €,_1 } um referencial ortonormal local em M tal
que A% (¢e;) = \;e;. Como w é tangencial em M temos que

n—1

W = Z ailmipdwil VANRRRIVAY d[L‘Z‘p,

11 <. <ip=1

onde a;,. ;, = w(e;,, ...;,) € dv; = €. Como 7,dw = 0, entdo

0 =(1,dw, w)
=(dw,v \w)
= Z iy, (dw, VA dry, A--- ANdwg,)
i< <ip=1
= Z az'l...ipdw(l/, Ciryoeey €z‘p)
11<...<ip=1
P
— Z iy, [((Vow) (i, - €5,) + Z Vez W)V, €4y e iy onns €3))]
i< <ip=1 j=1
p .
—=(Vow, )+ > ai iy 3 (1) (Ve )(¥, €40,y oons€,)
i< <ip=1 j=1
p . A
=(V,w,w) + Z iy, Z(—l)ﬂ(veij_w, VAday A Adzg A da,).
i< <ip=1 j=1

Agora, uma vez que a p-forma VA dxg NN\ da?ij A -+ -dz;, € normal no bordo, temos que

0 =e;, (w, " A (dziy A=+ A dii]. A-e-dxy)))
(Ve w, ) A(dgy Ao Ny A da,)) + (@, Ve, (A (dwiy A+ Adag, A -+ da,)))
—(Ve, @,V A (dwiy Ao ANdwiy A+ dy,)) + (@, Ve 1P A (dwig A--- Adyg A+ da,))
+ (W, A Ve, (daig A= Adzy, A - day,)).

Notemos que a p-forma v” A V., (dx“ - A d@j A ---dx;,) também é normal no bordo, daf

(V%w, VA (dag, A A da}ij A-eda)) = —@;,Veijub A (dxi, N+ A diij A-edxy)).



Portanto

(V,w,w)

i1< .. <ip=1

2.

11<...<ip=1

i1
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p

ailmip Z(—l)j<w, Veij Vb A d(L’il VANRRRIVAY dizj VAR dlEZ‘p>

J=1
p

ail._.ip Z(—l)j+1 (w, (AaMeij)b A dxh A A d:&z] AN d&?z‘p>

j=1

p
ailmip Z >\ij <(JJ, dl’il VANERIVAY d.ﬁﬂij AR dfl?ip>
j=1

p
ail...ipg Aijail...z'j...ip
J=1

iy 4+ Ay,).

Para provar (b), note que se w € uma p-form relativa (em particular normal), entdo *w é

uma (n — p)-forma tangencial. Lembrando que o operador estrela de Hodge é uma isometria, os

calculos acima nos dio

(V,w,w) :%V(w,w)

:§y(*w, *W)
=(V, *x w, *w)

frg Z a?lmin_p ()\Z1 —'— [ + Ain—p)'

1< <ln—p=1

Em particular, se w = Z?;ll a;dz; ¢ uma 1-forma absoluta, entdo, por (a)

n—1

_ i 2

S, W) = i
i=1

i=1 j=1
n—1 n—1

—<A8M( E aiei>, E ajej>
i=1 j=1
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e se w é uma 1-forma relativa, entao, por (b)

n—1

<vywaw> = Z a?1---in—1()\i1 Tt )\infl)

11 <o <fp—1

(AP o

—(n— DH|ul?,

onde 171%™ e HOM s3o, respectivamente, a segunda forma fundamental e a curvatura média

escalar de M em M. Finalmente, lembrando que (R w, w) = Ric(w,w), temos de (15),

/ |Vw|? + Ric(w, w)dy = —/ I11%M (W% wh)do, (20)
M oM
sew € Hp(M), e
/ |Vw|? + Ric(w, w)dp = —(n — 1)/ HM|w|?do, (21)
M oM
sew € Hy(M). O

Para provar nossos resultados precisaremos do seguinte lema técnico:

Lema 4.1.3 (ver (SCHWARZ, 2006), Teorema 3.4.4) Seja (M", g) uma variedade compacta,
orientdvel, com bordo ndo-vazio. Se uma forma harmonica é identicamente nula em OM, entdo

ela é identicamente nula em M.

O préximo lema serd util para o que segue e pode ser achado em (CALDERBANK et al.,
2000) or (HERZLICH, 2000).

Lema 4.1.4 (Desigualdade de Kato) Se w é uma p-forma harménica em M", entdo
[Vwl* > (1+ K,)|VIwl[?,

onde

R if 1<p<|3],
R =

p
1 .
Denote, para 1 < 4,5 < n, Ripin = (R(€;, €,)en, ;). Para estimar Ric,; temos o seguinte

lema:
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Lema 4.1.5 (Shiohama-Xu, (SHIOHAMA ; XU, 1997)) Seja M™ C M"™* uma subvariedade

e suponha que o tensor curvatura R de M satisfaz
Z R’inin Z (TL - 1)07
i

para qualquer base ortonormal {e, ..., e, } para T,,M em qualquer ponto x € M. Aqui ¢ é uma
constante. Entdo, para qualquer vetor unitdrio X € T, M vale

n(n —2)
n—1)

Rica(X, X) > = {nc—i— nH? —|®)* — H|®|]|. (22)

4.2  PROVA DOS RESULTADOS PRINCIPAIS

Iniciaremos com as provas dos resultados para 1-formas.
Demonstra¢io do Teorema 1.0.8: Vamos considerar primeiro w € HL(M). Como a imerséo €

de fronteira livre, dados X, Y tangentes a M temos que

1IM(X,Y) = (A"M(X),Y)
= —(V¥v,Y)
= —(VAnY)
= (APM(X),Y)
= [I°M(XY),
onde v € o vetor conormal unitario de 9 M apontando para o interior. Logo,

TTM (% WPy > Mw!, wh) = Mwl?.
Pelo Lema 4.1.5, com ¢ = 1, pela desigualdade de Kato e por (20) temos que
—/\/ |w|?do > — / ITPM(F W) do
oM oM
:/ |Vw|? + Ric(w, w)du
M

/ V|| Pdp+ (0 — 1) / w2+ (n— 1) / H|wPdy
M M M

n—1

n
>

n—1

n—1

/ Bl — (n— 2) H|®|w]2dp.
M

M

Dado € > 0, podemos escrever

€ 1
H|®| < —H?*+ —|®|?
’ |—2 +25’ ’?
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portanto

) / wPdo > " / V|| Pdu + C / HlwPdp + (n— 1 - D) / wPdu, (23)
OM n—1/Jy M M

C:C(n,s):n—l—ngzw/ngl.

onde ¢ = sup,,|P|,

€
€
n—1 n—-2 n—1 1
D=D = .z
(n.€) n 2 n €
Agora, tomando
2n n—1
E =
n—2 n
obtemos
n
C=0e D=-.
© 1

Assim, podemos escrever (23) como

)\/ |w|2da+L/ \V!w[|2d,u+(n—1—ﬁgo2>/ w?du < 0.
oM n—1/Jy 4 M

Como A > 0 e -5 > 0 concluimos que a condigdo

n
—1-Zp2>0

ou equivalentemente

2<4(n—1)

Y =
n

implica que w = 0 no bordo de M e, portanto, w = 0 em M, pelo Lema 4.1.3. Assim, por (17),
H'(M) ~ Hy(M) = {0}.
Para o caso em que w € HL (M) ~ H" (M), notemos que
(n—1)H™ =t [T?M > X\ > 0.

Logo usamos (21) e a prova segue como no caso anterior. Em particular, se o bordo M tem r

componentes, entio, por (19),
0 =dimHy(M)>r—1>0,

e portanto = 1. Isto conclui a demonstracao. 0
Demonstracao do Corolario 1.0.2: Note que B tem curvatura seccional X = 1 e a conclusao se-
gue. U

Na demonstragao do proximo resultado usaremos o seguinte
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Lema 4.2.1 (Lin, (LIN, 2015b)) Seja M"™*' uma variedade Riemanniana com tensor curvatura
puro e seja M™ uma hipersuperficie de M"*'. Supunha que l_(ij > 1 para qualquer base
{e1,....,en} para T, M, x € M. Entdo para qualquer p-forma w em M, 2 <p <n — 2,

n—Dp
(Ryo.0) > pln - p>|w|2+pn P — %WW

—|2p - MV Hﬂ@l

Agora vamos provar um resultado andlogo ao Teorema 1.0.8 para p-formas.

Demonstracio do Teorema 1.0.9: Seja w € H7.(M) ~ HP(M) e considere uma constante
k> 0tal que Y7, \; > K, onde os \;° sdo as curvaturas principais de 9M. Como a imersdo
¢ de fronteira livre temos também que » »_; \; > . Como w € absoluta obtemos pelo Lema
4.1.2(a) que

<V1/w>w> Z K)’U)’Q.
Sabemos por (15) que
/ IVw|? + (Ryw, w)dp = —/ (V,yw,w)do,
M oM
portanto, tomando 2 < p < n — 2, temos, pela Desigualdade de Kato e pelo Lema 4.2.1,
—m/ w|?do > — / (Vyw,w)do
oM
= [ 1P + Ry )
>(1+K,) / Vel Pdu+ 0~ ) [ JwPdtpln—p) [ Holdn
M M M
pn—p pn—p
=222 [ o — 2o a2 [ oy
n M n M
214 K) [ VlelPdu+C [ B2wPdu+ pln—p) - D) [ foPa
M M M

onde ¢ = sup,,|P|,

C:C(n,p,é):p(n—p)—|n_2p| p(n_p).g

2 n
e
- -2 - 1
D:Dm%@:pm p), In=2pf [p(n—p) T
2 n €
com € > (. Agora, tomando
_ 2y/np(n —p)

In — 2p|



56

obtemos

C=0e D=

NE

Assim, podemos escrever

o[ loldo s 1 1) [ (llPdnt oo = 5] [ o <o
oM M 4 M

Como k>0 e 1+ K, >0 concluimos que a condi¢ido

n
p(n—p)—zq72 >0

ou equivalentemente

o < 4p(n — p)
n

implica que w = 0 no bordo de M. Logo w = 0 em M, pelo Lema 4.1.3, e portanto H? (M) =

{0}. Isto conclui a demonstrag@o. O
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