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RESUMO

Este trabalho trata da geometria das subvariedades em uma variedade produto warped

R x ; F". Essa ¢ uma larga familia de variedades, incluindo as formas espaciais R"™!, S+
e H" " e os espacos S" xR e H" x R, estudados recentemente por Benoit Daniel. Estabele-
cemos condigoes necessarias e suficientes para uma variedade Riemanniana k—dimensional
MP ser imersa isometricamente em R X ; S, em termos da primeira e segunda forma fun-
damental e de um campo de vetores vertical. Esse teorema generaliza resultado devido a
Benoit (2009), para o caso de produtos Riemannianos da forma S™" xR, em vérias diregoes.

Palavras-chave: Imersao isométrica. Produto warped. Campo conforme fechado.



ABSTRACT

This work contains the submanifold geometry in the warped product manifolds R x ; F".
This is a large family of manifolds including the space forms R*™!, S**! and H"*!, and
the space S” x R and H" x R, recently studied by Daniel Benoit. We establish necessary
and sufficient conditions for a k—dimensional Riemannian manifold M* be isometrically
immersed into a manifold R x ;S"™ in terms of its first and second fundamental forms and
of the vertical vector fields. This theorem generalizes a result due to Benoit (2009) in the
case of Riemannian products S” x R in several directions.

Keywords: I[sometric immersion. Warped product. Closed conformal field.
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1. INTRODUCAO

Estabelecer condicoes necessarias e suficientes, para que uma variedade Riemanniana
k—dimensional M* possa ser imersa isometricamente em uma variedade Riemanniana M,
¢ um antigo problema matemético. Bonnet (1867) provou que as equagdes de Gauss e
Codazzi-Mainard sao condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma imersao
isométrica local do disco plano, com uma métrica e uma aplicagao na esfera unitaria, em
R3, tal que a métrica induzida coincide com a métrica original e a aplicacao na esfera
coincide com a aplicacao de Gauss. Desde entao, uma larga literatura sobre o assunto

vem sendo construida.

Ciarlet e Larsonneur (2002), proporcionaram uma nova abordagem provando que novas
equagoes de compatibilidades, as quais sao equivalentes as equacgoes de Gauss e Codazzi,
também sao necessarias e suficientes para a existéncia de uma imersao isométrica em R3.
Para dimensao e codimensao arbitréaria, Tenenblat (1971) apresentou uma prova elemen-
tar do teorema fundamental para imersoes isométricas em R"™. Mais recentemente, Bar,
Gauduchon e Moroianu (2005), apresentaram uma prova para hipersuperficies em R"™! a

qual pode ser diretamente estendida a variedades semi-Riemannianas.

Quando M"™*! é uma forma espacial, as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci podem
ser definidas intrinsicamente em subvariedades, e sao condigoes suficientes para uma vari-
edade Riemanniana k—dimensional simplesmente conexa ser imersa isometricamente em
M™t (Spivak, 1979, cap. 7.C.). No entanto, se M nao é uma forma espacial, as equagoes
de Gauss, Codazzi e Ricci, em geral, nao sao definidas intrinsicamente e envolvem alguns

outros fatores relacionados ao espago ambiente.

Recentemente, com a mesma técnica usada por Tenenblat (1971), Benoit (2009), ob-
teve condigoes necessérias e suficientes para uma variedade n-dimensional ser imersa iso-
metricamente em S"” X R e H" x R em termos da primeira e segunda forma fundamental e
da projegao de um campo de vetores vertical. Entao, para n = 2, ele estendeu esse resul-
tado para o caso em que o espaco ambiente sao as variedades homogéneas 3—dimensional
(S3, Gherger), Nils, Pgié(/R) com grupo de isometrias 4—dimensionais (Benoit, 2007). No
caso de codimensao arbitraria, Lira, Tojeiro e Vitério (2010), provaram um teorema de

Bonnet para imersoes isométricas em produtos de formas espaciais. Esse teorema estende

o teorema de Daniel’s em varias direcoes.
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Chen e Xiang (2010), contribuiram com uma nova classe de variedades. Eles de-
ram condicgoes suficientes para que uma variedade Riemanniana simplesmente conexa,
n—dimensional, possa ser imersa isometricamente na variedade produto warped R" x ¢ R,

onde f: R — R é suave.

Neste trabalho, com a intensdo de contribuir com a literatura (ampliar o conjunto
das variedades para as quais existe um teorema de Bonnet), estabelecemos condigoes ne-
cessérias e suficientes para uma variedade Riemanniana, k—dimensional, M* ser imersa
isometricamente em R x; S", em termos da primeira e segunda forma fundamental e de
um campo de vetores vertical (ver teorema [1)). Esse teorema generaliza resultado devido
a Benoit (2009), para o caso de produtos Riemannianos da forma S™ x R, em vdrias
direcoes. A estrutura deste trabalho é a seguinte: o capitulo 2 contém, exclusivamente,
um material de apoio essencial para o entendimento dos capitulos subsequentes. O ma-
terial presente no referido capitulo é basico e o leitor interessado em detalhes sobre o
assunto deve procurar as referéncias citadas. No capitulo 3 comecamos, de fato, a desen-
volver o trabalho. Na primeira secao, determinamos as equagoes necessarias presentes em
uma imersio isométrica z : (M* (,),V) = (M, (,),V,X), onde (M*,{(,),V) é uma
variedade Riemanniana k—dimensional e (M, (, ), V, X) é uma variedade Riemanniana
n—dimensional, dotada de um campo de vetores conforme fechado X, que nao se anula
em M. Na segunda seciio mostramos que o produto warped R x ¢+ F", onde F" é uma
variedade Riemanniana n—dimensional, possui um campo de vetores conforme fechado, o
qual nao se anula em nenhum ponto de R x ; F". Assim, como aplicacao da se¢ao anterior,
obtemos as equacoes de compatibilidade de um produto warped, quando F é uma forma
espacial. Finalmente, no capitulo 4, mostramos que as equacoes encontradas na se¢ao
(3.2) sao suficientes para a existéncia de uma imersao isométrica local, desde que F" = S™
e —1 < f’ < 1. Fixamos uma variedade Riemanniana M*  com métrica (, ) e conexio
de Levi-Civita V. Sobre M, consideramos um fibrado vetorial Riemanniano E de posto
[ = n — k com conexao compativel V'. Além disso fixamos h € C*(M), o € I'(E), e
consideramos uma segao simétrica o/ no fibrado Hom(TM x T M, E). Por fim, para cada

segao local § de F, definimos a aplicacdao A; : TM — T'M dada por
(AU V) = (U, V), ),

para todo U,V € TM. Em termos desses dados, é possivel escrever formalmente as
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equacoes obtidas nas proposicoes [10| e Mais precisamente, é possivel escrever formal-
mente as equagoes ([71))-(76)). Entao, usando o teorema fundamental das subvariedades,
equivalente a proposicao [2, mostramos que existe uma imersao isométrica de M em R"+2.

Em seguida, mostramos que existe uma imersao isométrica de M no produto warped

R xS", desde que —1 < " < 1.
O principal resultado contido neste trabalho é o seguinte teorema:

Teorema 1 Seja (M*,(,), V) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa k— di-
mensional, (, ) sua métrica e V sua conexao de Levi-Civita. Assuma que ((,),V,V' o, o, h)
satisfaz as equagoes de compatibilidade para R x; S", com —1 < f' < 1. Entdo, eziste
uma imersao isométrica g : M*¥ — R x; S" e um isomorfismo de fibrados vetoriais

G:E — TM* ao longo de g, tal que para todo U,V € TM e toda se¢do local £,m € E

(9(€),9(m) = (&m
G (U V) = a(U,V)

gV = Vi€,
onde V*+ e a sio a conexio normal e a sequnda forma fundamental de g(M) C R X

S, respectivamente. Além disso, a imersao € unica, a menos de isometrias globais na

variedade R x s S".
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2. PRELIMINARES

Este capitulo contém um material de apoio, essencial para o entendimento dos capitulos
subsequentes. O material presente no referido capitulo é bésico e o leitor interessado em

detalhes sobre o assunto deve procurar as referéncias citadas.

2.1. Fibrados Vetoriais

Nesta secao, definimos um dos objetos essenciais para o desenvolvimento deste tra-
balho, os fibrados vetoriais. Um fibrado vetorial é, de certa forma, uma generalizacao
de fibrado tangente e fibrado normal (de uma imersao isométrica) sobre uma variedade
diferencidvel. O conteddo desta segao foi baseado em Spivak (1979), Dajczer, et al. (1990)
e Lee (2000).

Definicao 1 Dada uma variedade diferencidvel M, um fibrado vetorial real C* so-
bre M € uma variedade diferencidvel E, juntamente com uma aplicacao diferencidvel e

sobrejetiva w1 E — M satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) Eziste k € N tal que , para todo p € M, o conjunto E, = 7~ (p) possui uma estrutura

de espaco vetorial real k dimensional.

(b) Para cadap € M, existe uma vizinhanga U de p em M e uma aplicagao diferencidvel

Q7Y U) — U x R* tal que:

. Para cada q € U, a restricao de ® a E, € um isomorfismo linear entre E, e

{q} x R¥, munido com a estrutura candnica de espago vetorial.

4. Se my : U x R¥ — U denota a projecio sobre o primeiro fator, entdo m =

mpo®: 7 Y (U) — U.

Nas notacoes acima, dizemos que M ¢ a base e E é o espaco total do fibrado; E,
(p € M) é a fibra de E sobre p. O natural k é o posto de E (ou de 7 ); se k = 1,
dizemos que E é um fibrado de linhas. Por fim, ® é uma trivializagao local, ou carta

de fibrado de E sobre U.

Sempre que nao houver perigo de confusao, diremos simplesmente que F (resp. )

é um fibrado sobre M, deixando implicita a projegao 7 (resp. o espago total £) e o posto k.



14

Se m: E — M ¢é um fibrado vetorial sobre M e U C M, é um aberto de M, uma
secao local de F (ou de 7) é uma aplicagao diferenciavel  : U — FE tal que mon = Idy,
a aplicacao identidade de U; nesse caso, dizemos que 1 é uma secao em U para m. Se
U = M, dizemos apenas que 7 ¢ uma secao em FE. Doravante, salvo meng¢ao em contrario,
denotamos por I'(E) o espago vetorial das se¢oes de E. Dado U C M aberto, um refe-
rencial (local) em U para 7w é um conjunto {n,...,n} de segdes em U para m, tal que

{m(p),...,nx(p)} é uma base de 7~1(p), para todo p € U; o referencial é global se U = M.

Sempre existe um referencial local. Em outras palavras, vale o

Lemal Sen: E — M ¢ um fibrado vetorial sobre M e U C M ¢é dominio de uma

trivializagao local para m, entdo existe em U um referencial para .

Demonstragao. Sejam ® : 771(U) — U x R* uma trivializagao local para 7 e {ey, ...e;}
o referencial canonico em R¥; defina ¢; : U — U x R* por ¢;(p) = (p,e;). Sen; : U — E é
dada por

_ —1
UJ—CD Oy,

¢ imediato verificar que se trata de um referencial em U para 7. m

Se M é uma variedade diferencidvel, E = M x R¥ e mp; : E — M é a projecao sobre o
primeiro fator, entao é imediato verificar que F é um fibrado vetorial de posto k sobre M,
denominado o fibrado trivial de posto k sobre M (para p € M, a estrutura de espago
vetorial k-dimensional em E, = {p} x R* é novamente a canonica). Temos claramente

[(E) = C=(M;R").

O fibrado tangente T'M de uma variedade diferenciavel n-dimensional M ¢é um fibrado
vetorial de posto m sobre M. Denotaremos, no decorrer do texto, I'(T'M) = X(M). E
usaremos a notacao X € TM ou X € X(M) para dizer que X é um campo de vetores em

M ou uma secao em T'M.

Um fato importante é que podemos construir fibrados vetoriais a partir de outros ja
dados. Nao iremos nos aprofundar nesse assunto, o leitor interessado deve procurar as
referéncia citadas. Precisaremos apenas da soma de Whitney e do fibrado dos homomor-
fismos os quais definiremos em seguida. Nao provaremos as proximas afirmacgoes, mas em

caso de duvidas ver as referéncias.

Exemplo 1 Sejam ng : E — M e np : F — M fibrados vetoriais de postos k e [,

respectivamente. A soma de Whitney de E e F' € o espaco topoldgico de dimensdo ki
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EowF = H(EPEBFP>7

peEM

munido da estrutura de fibrado vetorial sobre M induzida a partir daquelas de E e F. As

secoes de E Gy F sdo da forman =& @ (, onde £ € T'(E) e € T'(F).

Exemplo 2 Sejam 7 : E — M e np : F — M fibrados vetoriais de postos k e [,
respectivamente. Definamos a projecio 7 : Hom(E, F) — M por n~Y(x) = Hom(E,, F,),
de sorte que Hom(E, F') é a uniao disjunta dos espagos das aplicagoes lineares de E, em
F,, x € M. Hom(E, F) dotado da estrutura diferencidvel natural induzida pela projecdo
¢ um fibrado vetorial de posto kl, chamado fibrado dos homomorfismos. Uma secdo

em Hom(E, F) € simplesmente um homomorfismo & : E — F.

Dados dois fibrados vetoriais 7 : £ — M; e mp : F — M,, e um difeomorfismo
¢ : My — My, dizemos que uma aplicacio diferencidvel ¢ : E — F é um isomorfismo

de fibrados ao longo de ¢ se, para todo x € M, temos

(i) mrod=gomp e o(ng'(v)) = 75 (4(2)),
(ii) A restricdo ¢, : 75 (z) — 75 (é(z)) de ¢ a fibra 75! () é um isomorfismo de espaco
vetorial.
2.2. Fibrados Riemannianos

O objetivo desta segao é apenas relembrar alguns fatos, a respeito de fibrados Rie-

mannianos, os quais iremos usar frequentemente ao longo do texto.

Definicao 2 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em
um fibrado vetorial m : E — M € uma aplicagio C°°(M)—bilinear, simétrica e positiva

definida
(,):T(E)xT(E) = C®(M).

O fato é que todo fibrado vetorial, 7 : E — M, admite uma métrica Riemanniana.

Uma métrica Riemanniana, em uma variedade diferenciavel M, é uma métrica Rie-
manniana no fibrado tangente TM de M. Lembre-se que denotamos ['(T'M) = X(M).

Em particular, toda variedade diferenciavel possui uma métrica Riemanniana.
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Defini¢ao 3 Uma conexdo (linear) em um fibrado vetorial w : E — M é uma aplicagdo

R—bilinear

V: X¥M)xT(E) — T'(E) (1)
satisfazendo, para f € C*(M), X € X(M) e n € I'(E), as sequintes condi¢oes:
(a) Virxyn = fVxn.

(b) Vx(fn) = fVxn+X(f)n.

Fizada uma métrica (,) em E, dizemos que a conexio V €é compativel com a

métrica se, para todo X € X(M) en,& € I'(E), tivermos

Em geral, fixada uma métrica em um fibrado vetorial, pode existir mais de uma
conexao compativel com tal métrica. Porém, a conexao de Levi-Civita V de uma variedade

Riemanniana M é a tnica conexao compativel com a métrica de M e tal que
(X, Y] =VxY - VyX,

para todo X,Y € X(M).

Um fibrado vetorial Riemanniano é um fibrado vetorial 7 : £ — M munido de

uma métrica Riemanniana (,) e de uma conexao compativel com (, ).

Sejam (E,VE (,)) e (F, V¥, (,)) fibrados vetoriais Riemannianos dados. A soma de

Whitney E @w F é um fibrado Riemanniano com a métrica (,) e conexao V, tais que

(Mm@ &M@ &%) = (m,m)e + (6,8 F (3)
Vx(n@ &) = Vin e Vi,

onde X € X(M) en,m,n € I'(E), §,&1,6% € T(F).

E simples verificar que (,) e V definem, respectivamente, uma métrica e uma conexao
em E @y F. Mostremos a compatibilidade entre ambas: as compatibilidades entre (,)p e

VE, ()r e VI nos dao
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Xm@&m®&) = Xm,me+ X(E,&)r
= (VX m)e + (m, Vi) e + (Vi &) + (&1, Vi) r
= (VXM @ VY&, m @ &) + (@&, Vin © VibH)
= (Vx(m ® &), m ® &) + (m & &, Vx(n2 © &),

o que mostra a compatibilidade de V.

Definicao 4 Se V é uma conexdao no fibrado vetorial m : E — M, o operador de
curvatura, ou simplesmente a curvatura de E € a aplica¢io R : X(M)x X(M)xT'(E) —
I'(E) dada por

R(X, Y)T] = VXVYU — VyVXn — V[Xy]T]. (4)

Se F =TM, dizemos que R é o operador de curvatura da variedade M.

Analogamente ao caso de uma variedade Riemanniana (Do Carmo, 2008, cap. 4), é
imediato verificar que o operador de curvatura de um fibrado Riemanniano F sobre M ¢é

C*°(M)—linear em cada entrada.

Em um fibrado vetorial Riemanniano = : £ — M, com operador de curvatura R,

valem as seguintes propriedades: para todo X,Y € X(M) e {,n € T'(E),
(i) (R(X,Y)E,m) = —(R(Y, X)&,n)
(i) (R(X,Y)E,m) = —(R(X,Y)n, ).
Se E'=TM, o operador R satisfaz varias outras propriedades (Do Carmo, 2008, cap.
4).
2.3. Imersoes Isométricas

Nesta secao apresentamos as equagoes bdsicas que aparecem naturalmente quando
se estuda imersoes isométricas entre variedades Riemannianas. Conhecidas na literatura
como “as equacoes fundamentais ” ou “equacoes de estrutura” de uma imersao isométrica.
Em seguida, exibimos uma demonstracao do teorema fundamental das subvariedades. O

conteudo desta segao foi baseado em Dajczer et al. (1990).
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Dadas as variedades Riemannianas M"™ e M , com métricas Riemannianas, respecti-
vamente, (-,-) e (-, -}, dizemos que uma aplica¢do ¢ : M — M é uma imersao isométrica

se

(QD*Xpu ‘P*Y;?)cp(p) = <XP7YI>>237

para todos p € M e X, Y € X(M). O nimero k = m — n é chamado a codimensao de
. Em particular, toda imersao isométrica é uma imersao e, como tal, localmente um
mergulho. Portanto, sempre que nao houver perigo de confusao, identificaremos p € M
com ¢(p) € M e denotaremos as métricas de M e M simplesmente por (-, -), omitindo o
ponto p. Seja agora ¢ : M"™ — M uma imersio de uma variedade diferenciavel M em
uma variedade Riemanniana M com métrica {-,-). Definindo, para todo ponto p € M e

todo par de vetores X,,, Y, € T, M,

(X5, Yp)p = (04X, gO*Y;;)w(p), (5)

obtemos uma métrica Riemanniana em M", denominada a métrica induzida pela
imersao . Munindo M™ com tal métrica tornamos ¢ automaticamente uma imersao

isométrica.

Para cada p € M, o produto interno de TPM induz uma decomposicao de TPM na

soma direta ortogonal
T,M =T,M & T,M~.

Verifica-se que a uniao disjunta ]_[pe v LM L admite uma estrutura de fibrado vetorial,

denominado o fibrado normal TM* de M em M, de tal sorte que
TM |y ~ TM @y TM™*.

Denotaremos por X(M)* o espaco das se¢oes em T M.

Seja V a conexdo de Levi-Civitade M e X, Y € X(M). Se X;, X, sdo extensdes locais

de X e Y], Y; sdo extensoes locais de Y a M, segue que

Vi, Y1 =V, Ya.
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Portanto, escrevendo VxY para denotar Vlel, onde X7 e Y] denotam extensoes
quaisquer de X e Y a M, obtemos um campo vetorial bem definido VxY € TM | .

Sejam

(V' :TM |y — TM
()Y-:TM |y — TM*,

as projecoes tangente e normal.

: ——n+k = . : : —ntk e
Sejam (M, (,), V) variedade Riemanniana e ¢ : M™ — M " imersao isométrica.

Dados X, Y € TM, temos que
VXY - (va)T —f- (V){Y)L

E simples verificar, usando a unicidade da conexao de Levi-Civita, que (V)" é a conexdo

de Levi-Civita de M, que denotaremos por V.

Assim, obtemos a formula de Gauss
VxY =VxY +aX,Y), VX)YeTM. (6)

A férmula de Gauss define a aplicacdo a : TM x TM — T M~ chamada a segunda
forma fundamental de . Verifica-se diretamente das propriedades das conexodes V e V

que « ¢é bilinear simétrica sobre o anel C*(M).

Sejam X € X(M) e £ € X(M)*. Denote por A¢X a componente tangente de —V x&,
isto é,

Aé‘X == —(vxf)—r

Desde que para todo Y € T'M temos
0=X({Y)=(Vx&Y) + (£ VxY),

a férmula de Gauss nos da

(AeX,Y) = (a(X,Y),6).

Em particular, a aplicagio A : TM x TM+ — TM dada por A(X,&) = A¢X é bilinear

no anel C*°(M). Assim, a aplicagdo A¢ : T'M — T'M é linear no anel C'*° (M) e simétrica,
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isto é, (A¢X,Y) = (X, AY), para todo X,Y € TM. A é conhecido na literatura por
operador de forma, endomorfismo de Weingarten associado a a ou, por abuso de

linguagem, a segunda forma fundamental na direcao normal &.

A componente normal de Vx¢, denotada por V¢, define uma conexao compativel no

fibrado normal TM+, uma vez que se X € X(M) e n, £ € X(M)*, entao

X{(n,&) = (Vxn,&) + (0, Vx&) = (Vxn, &) + (n, VxE).

Dizemos que V= é a conexdo normal de ¢, e obtemos a férmula de Weingarten

Vxé=—AX+VyE, XeTM e €€ X(M)*. (7)

Agora, usando as formulas de Gauss e Weingarten derivamos as equagoes de estrutura
de uma imersao isométrica, as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Para esse fim, fixare-

mos mais algumas notagoes.

Seja
(Vxa)(Y,Z) =V%a(Y,Z) — a(VxY,Z) —a(Y,VxZ).

Observe que V+ta é C°°(M)—multilinear e que podemos ver V+ como uma conexao no

fibrado vetorial Hom (T M x TM,TM™").

Seja R+ o operador de curvatura do fibrado normal T'M+*, ou seja,
RH(X,Y)E = VxVyé — ViV — Vixyi€

para todo X, Y € TM e £ € TM+.

A proposicao a seguir, apresenta as equacoes de estrutura de uma imersao isométrica.
Sua demonstracao é simples, mas em caso de duividas, o leitor pode encontrar uma de-

monstra¢ao em Dajczer et al. (1990), ou Do Carmo (2008), por exemplo.

Proposigao 1 Sejam (M™,(,),V) e (MnJrk, (,), V) variedades Riemannianas. Seja ¢ :

M — M wuma imersdo isométrica. Para todo campo de vetores X, Y, Z, W em TM e
toda secdo &, n de TM* valem as sequintes equacdes, conhecidas como as equagoes de

Gauss, Codazzi e Ricci, respectivamente:
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(RX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) (8)
+ <a(X’ W)? O[(K Z)> - <O¢(X, Z)’ O‘(K W))a

(R(X,Y)Z,§) = (Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, 2),¢), (9)

(RIX,Y)E,m) = (RH(X,Y)E, m) — ([Ag, A X, Y), (10)
onde [Ag, A,] = A¢ 0 A, — A, o Ag.

Se a variedade ambiente tiver curvatura seccional constante, obtemos o

——n+k

Corolério 1 Sejam (M™,{,),V) e (M ", (,),V) variedades Riemannianas. Seja ¢ :
M —s M wuma imersdo isométrica. Suponha que M tem curvatura seccional constante
igual a c. Entdo, dados X, Y, Z, W € TM e &, n € TM* valem as sequintes equacoes,
conhecidas como as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci, para o caso de curvatura seccional

constante, respectivamente:

(RIX,Y)Z, W) = c((X,WXY,Z)— (X, Z){Y,W)) (11)
+ <a(X’ W)7O‘(K Z)> - <O¢(X, Z)’O‘(K W))a

(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X,Z), (12)

(RH(X,Y)E n) = ([Ag, A,]X,Y). (13)
Assim, sob as condigoes do corolario acima, temos que

(RX.Y)Z,W) = (X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y,W))
(R(X 0
(R

(X Y)Sn) = 0.

5
N
Lo
[
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Note que se a imersao tiver codimensao um, sendo N o campo normal unitdrio a
M, temos que X(N,N) = 0, X € TM. Assim, como VxN € X(M), segue derivando
(N,N) =1 que VN = 0. Logo, se £ € X(M)*, entao

V%€= X( N)N.

Agora, podemos enuciar o teorema fundamental das subvariedades. Daremos uma
demonstracao no caso particular em que o espago ambiente tem curvatura seccional nula
(Dajczer et al., 1990, p. 17). Esse teorema é fundamental para obtermos o resultado

principal deste trabalho.

Proposicao 2 (Teorema Fundamental das Subvariedades) Sejam M™ uma variedade
Riemanniana, 7 : E— M um fibrado vetorial de posto p com conexao V' compativel com a
métrica, e seja o uma se¢do simétrica no fibrado dos homomorfismos Hom(TM xT M, E).

Defina, para cada secao local § de E, a aplicagao A¢ : TM — T M por
<A§X7Y> = <Oé(X,Y),§>, VXY eTM. (14)

Se ae V' satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para o caso de curvatura
seccional constante ¢, entdo existe uma imersao isométrica, f : M™ & QP e um iso-

morfismo de fibrados vetoriais f: E — TM* ao longo de f, tal que ¥V X, Y € TM eV &, n,

secoes locais de F,

(F©.fm)y = (&m) (15)
fa(X,Y) = a(X,Y)

fVE = V[,

onde & e V* sio a sequnda forma fundamental e a conexdo normal da imersao f, respec-

tivamente.

Demonstracgao. Seja V a conexao de Levi-Civita em T'M. Considere a soma de Whitney
E = TM @&y E munida com a soma ortogonal das métricas em TM e E e a conexao

compativel V" dadas por

<H@51,Yé@€2> = <}/17}/2>]W+<€17€2>E YivY%E:{(M)eglagQEF(E) (16)



VA4Y = VxY+a(X)Y), X YeTM (17)
Vi€ = —AX+V5E XeTMe§el(B).

Note que
VXY ®§) = [VxY — A X] & [Vi{ + a(X,Y)]

E claro que V” define uma conexao em E. Mostraremos apenas que V" é compativel

com a métrica. De fato, seja V; & & € I'(TM oW E),i = 1,2.

XY@ &1, Ys @ &) =X(V1,Y2),, + X(61, &)
=(VxY1,Yo),, + (Y1, VxYa), + (V& &) + (&1, Vo) 5
T (=4 X, Ya),, + (X, Y2), &) + (Y1, —Ae, X), + (&2, (X, V1)),
=(VxVi = A X, YV3), + (V& + (X, 1), &),
+ (Y1, VxYs — Ag X),, + (&1, V& + a(X, Y2)),
=(Vx(Y1 ©&), Y2 ® &) + (V1 @&, Vi (Ya @ &)

Isso mostra a compatibilidade de V”.
Portanto, usando o fato de que a e V' satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e

Ricci, para ¢ = 0, ou seja,

(RIX,Y)Z, W), = (a(X,W),a(Y, Z)), — (a(X, Z), aY, W), (18)
(Via)(Y,Z) = (Vya)(X,Z) ou, equivalentemente, (VxA)(Y,n) = (VyA)(X,n)
<[A£7ATI]X7Y>M = <R,<X7Y)§a77>Ea VX, Y, Z,W e€TM e & nel(E),

onde R é o operador de curvatura de M e R’ o operador de curvatura de F, segue que o
operador curvatura R do fibrado E é identicamente nulo.

De fato, como

VAV (Z® &) = Vi([VvZ - AY] o [VyE+a(Y, Z)))
= [VXV}/Z — VxA,gy — Avlng — Aa(Y,Z)X] D [V,leyf + V,XOé(}/, Z)
+ Oé(X, VYZ) - CY(X, AgY)]
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[XY](Z ® 5) [V[X,Y}Z - AE[X> Y]] ©® [ /[X,Y}f + a([X, Y], Z)]
segue que

(RIX,Y)(Z&8), (W en) =
= (ViVY (28 - ViVX(Z® &) — Vixy(Za ), (W aen))
= ([VaVyZ = VxAY — Ay X — Ay X
—VyVxZ + VyAeX + Av Y + Aax,z)Y
—Vixy)Z + AfX, Y]] @
[V Ve + Via(Y, Z) + (X, Vy Z) — a(X, AcY)
— Vy Vi€ = Via(X, Z) —a(Y,VxZ) + a(Y, AcX)
~Vixyé — a([X, Y], 2)], (W @ 1))
= (RX.Y)Z, W), —(a(X,W),a(Y, Z)), + (a(X, Z), (Y, W),
+ (Vv A)(X, ) — (VxA)(Y, £, W),
+H(R(X,Y)E,m), — ([Ae, A X, Y),,
+{(Vxa)(Y,Z2) = (Vya) (X, Z),m),
= 0.

A ultima igualdade é devido as equagoes de compatibilibade (|18]).

Escolha um ponto x € M, e vetores ortonormais i, ...,&4p € E, = n71(x). Desde
que M é simplesmente conexa e o operador de curvatura de F é identicamente nulo, ou
seja, o fibrado ¢é trivial, existe uma tnica extensao global &, ..., &,, paralela com respeito
a V" na qual & (q), ..., &n1p(q) sdo ortonormais para ¢ € M. Escolha coordenadas locais
(21, ..., z,) em uma vizinhanca simplesmente conexa U de M. Entao existem fungoes a;,

definidas em U, tais que

n+p

=> awé, 1<i<n (19)

v=1

8331

Assim, os coeficientes da métrica de M sdao dados por

n-+p

Gij = <8xb7 ax]> = Z Qi Ay, (20)

v=1
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onde estamos fazendo ai = 0,, por acomodacao.
T

Desde que as secoes &; sao paralelas, usando a equagao

n-+p n-+p

Voo 0oy = Y apVo &Y Oulap)é (21)
v=1 v=1
n—+p

= Z a’ri(ajlf)fu-
v=1

Usando o fato de a ser simétrico, V ser a conexao de Levi-Civita em T'M e [0y, 0,,] =

0, temos que
ngi Op, = Va,, Op, + 0y, 0u,) = Vazj Op; + [0r;, Op;] + 0y, 0s,) = ngj O,

Desde que {£1, ..., &n4p ) € uma base ortonormal, segue (da tltima igualdade e de )
que

ami (ajl/) - awj (a/ill>)

ou seja, as 1 — formas 0,, sdo fechadas, logo (U é simplesmente conexo) exatas em

U. Entao, existem fungdes f, satisfazendo 0,,(f,) = a;,. Defina f : U — R™*P por
f=(f1, fatp). Assim,

fe(0r,) = (00, (1), -+ O, (frip)) = (ain, "'aai(nﬂi))a

e para todo 7,5 = 1,...,n, temos

n-+p

<f*<al‘z)>f*(axg)> = Zaiuaju = Gij = <ax”ax]>
v=1

Em outras palavras, f é uma imersdo isométrica. Defina um isomorfismo ¢ entre
os fibrados TU @w E e TR™? |;qin= Tf(U) &w Tf(U)* por ¢(&,) = e, onde e,,

v=1,..,n+pé o referencial canonico de TR™ P restrito a f(U).

n—+p

Para os vetores tangentes d,, = > "] a;,§,, temos

n-+p n-+p

qg(axz) = Zaiugg(gu) = Z A€y = (aila ceey a'i(ner)) = f*(axz)
v=1 v=1

Isso mostra que ¢ leva TM |y isomorficamente em T f(U). Sendo ¢ uma isometria

nas fibras, ele leva E isomorficamente em T'f(U)*. Além disso, desde que gg transforma
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o referencial paralelo &, ...,&,4, no referencial paralelo ey, ..., e,1,, ¢ satisfaz para todo

X,YETM, et E

O(VRY) = Dpxd(Y), 6(ViE) = Dp.xo(6), (22)

onde D é a conex@o do R™"P. Para verificar isso, basta escrever Y = Y. b;§; e usar o fato

de &, ..., &u4p ser paralelo em relacdo a conexao V" e e, ..., €54, ser paralelo no R**?
S(VRY) =03 X(b:)&) = D d(X(0:)$(&) = Y f.X(bi)ei = Dyxd(Y).

Analogamente, verifica-se que ¢(V'%€) = Dy, xd(€).

Tomando componentes normais nas equagoes |D e fazendo f = ¢ |g, obtemos

fa(X)Y)=a(X)Y), fVi{=Vxt (23)

Se tivessemos escolhido coordenadas locais diferentes (yi, ..., y,), ainda teriamos as
equagoes 0y, (f,) = ai,. Uma vez que essas equagoes determinam f a menos de cons-
tante, a imersao ¢ determinada a menos de translacao. Se tivessemos escolhido um outro
referencial inicial, as isometrias seriam diferentes apenas por uma rotagao. Assim, f é
determinada a menos de movimentos rigidos. Agora, basta usar o fato de M ser simples-

mente conexa, para obter o resultado global. m

Podemos encontrar uma demonstracao alternativa, do teorema fundamental das sub-

variedades, em Lira, Tojeiro e viério (2010), no apéndice.

2.4. Variedade Produto Warped

Na presente secao, definimos um produto warped e listamos algumas propriedades.
Para isso, usamos fortemente o teorema das submersoes. O material aqui contido foi

baseado em O’Neill (1983) e Lee (2000).

Proposicao 3 (Teorema das Submersoes). Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Se
m: M — N ¢ uma submersao entdo, para todo p € M, F = 7w '(w(p)) € uma subvarie-
dade diferencidvel merqulhada fechada com codimensao igual a dimensao de N, ou seja,
dim M = dim N +dim F. Além disso, TpF = ker((m.),) € a restri¢gio de m ao subespago

TpF* induz um isomorfismo linear
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(ma)p : F+ — Trp N

Sejam F™ uma variedade Riemanniana n-dimensional e f : R — R uma funcao positiva
suave. Entao, R x F" é uma variedade diferencidvel (n + 1)-dimensional. Definamos em

R x F™ a métrica Riemanniana

(,) =0%(dt") + (foo)’m(,), (24)

onde 0 : RxF*" - Ren:RxXxF"— F” sao as projecoes canonicas de R x F" em cada

fator e (,) é a métrica em F". Podemos escrever por simplicidade,
() =dt? + f2(,). (25)
De outro modo, dados (t,p) e Rx F* e U,V € X(M),
(U V) iy = dt*(0.U,0.V), + f(t)(mU,m.V),, (26)

onde o, e m, sao simplesmente as diferenciais de o e 7.

Munida com tal métrica, (R x F™ (,)) é uma variedade Riemanniana denominada

produto warped de F" ¢ R com fungao warped f. Denotamos por M =R x F".

Como o e 7 sao submersoes, tem-se que, dado ¢ = (¢,p) € M, o7 1(t) e 77 *(p) sao
subvariedades de M de dimensoes n e 1, respectivamente. Por exemplo, a subvariedade

o~ 1(t) é a variedade {t} x F™ com a métrica

() =(f®)*7(.). (27)

Nas notagoes acima, M ¢ chamado espacgo total, R a fibra e F" a base de M = R x ¢
F™. Dizemos, também, que o~ !(¢) = {t} x F" é uma folha de M e que 7' (p) = R x {p}
¢ uma fibra de M.

Observacgoes:
(1) Para cada p € F" a aplicagao o | (R x {p}) € uma isometria em R;
(2) Para cadat € R, a aplicagao 7 | ({t} x F™) é uma homotetia em F™;

(8) Para cada g = (t,p) € M, a fibra R x {p} e a folha {t} x F" sao ortogonais em q.
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Os itens (1), (2) e (3) sequem diretamente da defini¢ao de métrica warped e a particu-
lar observagao, para o item (3), que se V € T,(x~(p)) C T,M e U € T,(c7*(t)) C T, M,

tem-se que m,V =0 e o, U =0 (teorema das submersées).

Um vetor tangente a M serd chamado vertical se ele for tangente a uma fibra, e um
campo de vetores serd vertical se for inteiramente composto de vetores verticais. Analo-
gamente, um vetor tangente a M e normal a uma fibra serd chamado vetor horizontal,
e um campo serd horizontal se for composto somente por vetores horizontais. Note que,
em cada ponto ¢ = (t,p) € M, vetor horizontal em ¢ é tangente a folha o~1(t), e vetor

vertical em ¢ é tangente a fibra 7—!(p).

Segue do teorema das submersoes que V' € T'M ¢é vertical se, e somente se, m,V =0 e

U € T'M ¢ horizontal se, e somente se, o,U = 0.
Definicao 5 Dizemos que um campo E € M é m-relacionado a um campo E, em F", ou
E e E, sao m-relacionados, se

(m)qEq = (Bu)n(g), Ya €M,

Analogamente, dizemos que um campo E € M € o-relacionado a um campo E, em R, ou

E e E, sao o-relacionados, se
(U*)qEq = (E*)U(q)v Vge M.

Em particular, um campo V € X(M) é dito bésico vertical se V é vertical e o-
relacionado a um campo em R. De outra forma, se V' for basico vertical, diremos que V

¢ o levantamento vertical de um campo em R.

Da mesma maneira, um campo U € X(M) é dito bésico horizontal se U é horizontal
e m-relacionado a um campo em F". De outra forma, se U for bésico horizontal, diremos

que U ¢é o levantamento horizontal de um campo em F".

Lema 2 Se V' é um campo vertical e X, € um campo em R, entao:
(a) Existe um inico campo bdsico vertical X, o—relacionado a X,.
(b) O campo [X,V] € vertical.

Demonstracao. Ver Lee (2000). m
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Esse lema diz que o levantamento vertical é tinico. E claro que vale um lema anédlogo

para vetores basicos horizontais.

Como consequéncia do lema[2] podemos definir em M o campo 9; como o tinico campo
basico vertical o—relacionado a 1, ou seja, 0,0; = 1. Assim, todo campo béasico vertical é
da forma (g 0 0)d;, onde g : R — R é diferenciavel. O campo 0, é claramente unitédrio e

normal as folhas o7!(¢), t € R.

Lema 3 No produto warped M = R x; F", se h : R — R é uma fungdo suave, entdo o

gradiente de h o o coincide com o levantamento vertical do gradiente de h em R.

Demonstracao. Denotando por grad h e V(h o o) respectivamente o gradiente de h em
R e o gradiente de hoo em M, temos de mostrar que V(ho o) é vertical e c—relacionado
com grad h.

Para tanto, tomando um campo horizontal U € X(M), lembrando que o,U = 0, temos

pela definicao de gradiente que
(V(hoo),U)y=U(hoo)=(c.U)h =0,

e segue dai que V(h o o) é vertical. Por outro lado, sendo X € X(M) basico vertical,

m.X = 0, temos pela definicao de métrica warped
dt*(o,V(hoo),0.X) = (V(hoo),X) = X(hoo)= (0,X)h = dt*(grad h, 0. X),
e segue dai que 0,V (hoo) = grad h, conforme desejado. m

Devido ao lema |3 denotaremos o gradiente de h o o simplesmente por Vh; o contexto

dirimira potenciais confusoes.

Lema 4 No produto warped (M =R x;F™ (,), V), se X é um levantamento vertical e

U € um levantamento horizontal, entao

VxU =VyX = @U

Demonstracao. Ver O’Neill (1983). =
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Segue do dltimo lema que, se U é campo bésico horizontal, ou seja, (U, d;) = 0 entao

[U,@t]:() € VatU:ant:f7U7

onde estamos usando o lema [3| para identificar foo e f oo com f e f', respectivamente.
Assim, passamos a ver as fungoes f oo e /oo como fungoes reais, de sorte que podemos

identificar 0,(f o o) com f'.

2.5. Folheagoes e Distribuigoes Tangentes

Nesta se¢ao, enuciamos uma versao do teorema de Frobenius que diz: se M € uma va-
riedade diferencidvel e A é uma distribuicao involutiva em M, entdo existe uma folheagao
F de M tal que TF = A. O conteudo desta segao foi baseado em Camacho (1979) e Lee
(2000).

A idéia intuitiva de folheac@ao corresponde a decomposicao de uma variedade numa
uniao de subvariedades conexas e disjuntas, chamadas folhas, as quais se acumulam lo-

calmente como as folhas de um livro. Passemos a formalizar essa idéia.

Seja U um subconjunto de R™. Uma fatia de U (de dimenséao k) é qualquer subconjunto

da forma

S={(z1, ., Tk, Tha1, -0y Tp) CU; Tha1 = Chi1y ey Ty = Cp, ONAE Cpey1, ..., ¢n € R 880 const. }.

Assim, dada uma variedade diferencidavel n—dimensional M e uma carta diferenciavel
(U, ¢) em M, dizemos que um subconjunto S de U é uma fatia k—dimensional de U se

©(S) é uma fatia k—dimensional de ¢(U).

Definigao 6 Uma folheagdo (de dimensdo k) de uma variedade n—dimensional M é uma
colecao de subvariedades (de dimensao k), disjuntas, conezas e imersas de M (chamadas
de folhas da folheagdo) cuja uniao € M e tais que, em uma vizinhanga de cada ponto p €
M, existe uma carta (U, ) com a propriedade que p(U) é o produto de dois abertos conexos
U' x U" C R¥ x R"* ¢ cada folha da folheacdo intercepta U ou em um conjunto vazio ou
em uma cole¢ao enumerdavel de fatias de dimensao k da forma xp 1 = Cpy1, .oy Tn = Cp
(tal carta é chamada de carta plana da folheagdo). A folheagdo é de classe C", se as

subvariedades sao todas de classe C". O numero n — k € dito a codimensao da folheacdo.
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Uma folheacao de dimensao k de uma variedade diferencidvel M™ é, a grosso modo,
uma decomposicao de M"™ em subvariedades de dimensao k, disjuntas, conexas chamadas
folhas, as quais se aglomeram localmente como os subconjuntos de R” = R* x R"* com

segunda coordenada constante.

Exemplo 3 Seja f: M — N uma submersao, onde M, N sao variedades diferencidveis
de dimensao m, n respectivamente. Pelo teorema da forma local das submersoes, dado
p€ M eq= f(p) € N existem cartas locais (U, p) em M, (V1) em N tais quep € U, q €
V, o(U)=U; x Uy CR™™ ep(V) = Vo D Us, e, além disso, o fop™t: U x Uy — Uy
coincide com a sequnda projecio (x,y) — y (para detalhes ver as referéncias acima
citadas). As cartas locais (U, ) definem uma estrutura de variedade folheada de classe

C" onde as folhas sio as componentes conexas das superficies de nivel f~'(c), ¢ € N.

Assim, dado o produto warped M =R x; F", onde F" é uma variedade Rieman-
niana, como a projecao canodnica o : R x F” — R é uma submersao, segue que a cole¢ao
F ={o7(t) = {t} x F*;t € R}, é uma folheacao de dimensao n de M. Note que o campo

0, é normal as folhas.

Seja M uma variedade diferencidvel. Escolha para cada p € M um subespaco linear
k—dimensional A, C T,M. Diremos que A = [[ ), A, C TM é uma distribuicao
tangente (ou simplesmente, uma distribui¢ao) em M, se a seguinte condicao é satisfeita:
Cada ponto p € M tem uma vizinhanca U na qual existem campos de vetores diferencidveis

Vi, Y : U = TM tal que Yy |p, ..., Y |, formam uma base para A, em cada p € U.

Um dos exemplos mais simples de distribuicao é a dada na seguinte

Proposigao 4 Seja M uma variedade diferencidvel. Se X € X(M), nao se anula em M,
entio A = {v € TM; (v, X) =0} é uma distribui¢io em M.

Seja A uma distribuigdo em M. Uma subvariedade imersa N C M ¢é dita uma va-
riedade integral de A se T,N = A, para cada ponto p € N. A ¢é dita integravel se
cada ponto de M esta contido em uma variedade integral de A. A é dita involutiva se
dados campos diferencidveis X e Y em um aberto U de M tais que X, Y, € A, para

todo p € U, entao o colchete de Lie [X,Y] é tal que [X,Y], € A, para todo p € U.
Proposicao 5 Toda distribuicao integravel é involutiva.

Demonstragao. Seja A C T'M uma distribuicao integravel. Suponha que X e Y sao

secoes locais de A definidas em algum aberto U de M. Sejam p € U qualquer e N uma
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variedade integral de A contendo p. Como X e Y sao secoes de A, segue-se que X e Y
sdo tangentes a N e, consequentemente, [X, Y] também o é. Ja que p € U é qualquer, A

é involutiva. m

Uma distribuicao A em M ¢é dita ser completamente integravel se existe uma
folheagao F sobre M tal que TF = A, onde T'F = [[s.»TS. Estamos preparados para

enunciar o resultado principal desta secao.

Proposicao 6 (Teorema de Frobenius) Toda distribui¢ao involutiva é completamente in-

tegavel.

Demonstragao. (Camacho, 1979, apéndice 2), ou (Lee, 2000, cap. 14). =
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3. EQUACOES DE ESTRUTURA EM UMA VARIEDADE

Neste capitulo, estabelecemos condigoes necessarias para a existéncia de imersoes
isométricas em ambientes que possuem um campo de vetores conforme fechado. Na segao
2, mostramos que os produtos warped possuem esses campos e determinamos as equagoes
de estrutura dos produtos warped. Observamos que as variedades Riemannianas, que pos-
suem um campo de vetores conforme fechado, sao localmente isométricas a um produto

warped, e globalmente se a variedade for completa (Montiel, 1998).

3.1. Equacdes de Estrutura em uma Variedade do Tipo (M, (,),V, X).

Os principais resultados obtidos nesta secao sao as proposigoes [7] e [8l pois contém
equagoes importantissimas para o propdsito deste trabalho. Para provar a proposicao [7]
decompomos o campo X nas componentes tangente e normal, e em seguida derivamos.
Por outro lado, a presente secao foi dedicada, quase exclusivamente, a provar a proposicao
. A ideia é expressar o operador de curvatura da variedade M em funcdo do campo X.

Para esse fim, usaremos o lema [5 abaixo, equivalente & proposigdo 1 de Montiel (1998):

Definicao 7 Seja (H, {, >ﬁ) uma variedade Riemanniana e ¢ : M — R uma funcdo
suave e positiva. Um campo de vetores conforme fechado X, sobre M, é um campo de

vetores que satisfaz

VX =V (28)

para todo V € TM. Dizemos que ¢ € o fator de conformidade de X .

~ w5 , . . . . .
Durante toda esta secao, M serd uma variedade Riemanniana n-dimensional, com
conexao de Levi-Civita V, operador de curvatura R e X um campo de vetores conforme
fechado, sem singularidades, sobre M. Veremos, na préxima secao, que tais variedades

existem.

Seja x : M*¥ — M uma imersao isométrica de uma variedade k-dimensional M* em
M". Seja o uma secdo em TM~ e denotemos por X a projecio canonica de X em TM,

de sorte que

X=X+o. (29)

Com essas condicoes, obtemos a seguinte proposicao:
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Proposicao 7 Para todo v € T'M, temos
a(v,X)+Vio=0 (30)

V., X — Au = ¢v, (31)

onde V, V+t, a e A,, denotam a conexdo de Levi-Civita em M, a conexio normal induzida
em M, a seqgunda forma fundamental da imersao (M) e o endomorfismo de Weingarten

assoctado a «, respectivamente.

Demonstragao. Derivando a equacao com respeito a v € T'M e usando a
equacao (28)), obtemos

Basta tomarmos agora as componentes tangente e normal da expressao acima para

obtermos o resultado desejado. m

Lema 5 Seja (M, (,), V), n> 2, uma variedade Riemanniana dotada de wm campo de

vetores X, sem singularidades, conforme fechado. Entdo, temos que:
(a) O campo unitdrio N' = X /| X| satisfaz

VN =0, VVN:%V se (V,X) = 0.

Em particular, o fluzo de N é um fluro geodésico unitdrio.

(b) A distribui¢ao (n — 1)—dimensional A definida por

peM' — A={veT,M;(X,v)=0}
determina uma folheacao Riemanniana umbilica de codimensao 1, f(X), orientada
por N. Além disso, as funcées |X|, div X e X(¢) siao constantes em folhas conexas

de F(X) e cada folha tem curvatura média constante igual o H = —¢/| X|.
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Demonstragao. (a) Seja V € TM. Temos que

OV =V X = Vy|XIN = V(XN + | X[VyN,

ou seja,
VN = Oy V(‘NXDN. (32)
| X] | X]
Como
2IX|V(IX]) = V(X)) = 2(Vy X, X) = 26(V, X),
ou melhor,
~ ¢ ~
| X]
as equagoes e nos da
VvN = Oy ® (V, XN (34)
(XX

Em particular,

VAN =0, VyN = %V se (V,X) =0

e o fluxo de N ¢ um fluxo geodésico unitdrio.

(b) Usaremos a notagao U € A, para dizer que U, € A, Vp € M.
Dados U,V € A, derivando (X' ,U) = 0 em relacao a V, e usando a compatibilidade
da conexdo, obtemos (Vy X, U) + (X,V,U) = 0. Usando a equacio , obtemos

(X, VvU) = —6(V,U).
Analogamente, como (X, Vy=0,
(X, VuV) = —o(U,V).

Usando as duas ultimas equagoes acima, concluimos que

(X,[U,V]) = (X, VyV = VyU) = (X, VyV) — (X,VyU) = =¢(U, V) — (=¢(V,U)) = 0.
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Ou seja, [U,V] € A. Por definigdo, A é involutiva. Logo, pelo teorema de Frobe-
nius, a distribuicao A é completamente integravel. Ou seja, A determina uma folheagao
Riemanniana de codimensao 1, F(X), orientada por N.

Seja S uma folha da folheacao F(X), ag
vetor curvatura média. Dados U,V € T'S, como (U,N') = (V,N') = 0 obtemos, usando o

sua segunda forma fundamental e H, seu

item (a) do lema, que

UV, N) = (VoV.N) = —(V.TuN) = -2, 1),

X

Seguue da tltima equagao que a folha S é umbilica e tem cuvatura média constante

-2
X1 o
Seja {Ey, ..., E,} um referencial ortonormal em uma vizinhanca aberta Q@ C M. Es-

crevendo X = 3, (X, E;) E;, temos que

divX = Y E((X, E))—(VgE;,X)

em todo ponto de Q. Como a vizinhanca foi arbitraria em M,
1 .. =
¢ = —div X. (35)
n

Da mesma forma

% 7

donde,
-1 .
PX = §v’X‘27 (36)
ou melhor,
- 2
VIX|=2¢X = E<d1VX)X' (37)

Dados campos U,V € T'M, a forma Hessiana da funcéo ])2]2 ¢é dada por



37

(Hess |X|*)(U,V) = (Hess|X[*(U),V)

= (Vu(VIXP),V)
(Vu(20X),V)

= 2(U(¢)X + U, V)

= 203U, V) + 2U(6)(X, V).

Pela simetria da forma Hessiana e da métrica, temos que
U(¢)(X,V) =V(p)(X,U), VYUV eTM. (38)
Em particular, tomando U,V € TM tal que (U, f() =0eV = X, obtemos
U(¢) = 0. (39)

Segue disso que div X = n¢ é contante em folhas conexas da folheacdo. Além disso,
como Vo € TM e U(¢p) =0, YU € TM com (U, X) = 0, concluimos que o campo V¢

td na mesma diregao do campo X. Segue dai que

Vo =">2X. (40)

Isso conclui a demonstragao. m

Denotemos por A, a distribuigao (n — 1)—dimensional dada por
A={UecTM;(X,U)=0}.

Pelo lema bl A é completamente integravel.

Sejam F(X) a folheacdo determinada por A, S uma folha de F(X) e U € X(M).
Denotemos por U® a projecio de U na folha S e por U a projecio candnica em X. Ou

seja, B
- U X - -
U=<L >X e US=U-U. (41)
| X[?
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A equacao diz que a fungao ¢ é constante em S, ou seja, US(¢) = 0, VU € X(M).
Além disso, como o campo U t4 na direcio de X, U é ortogonal a folha §. Em particular,

(U, VS)y=0 YU,V eXx(M).

Dados U,V € X(M), por definicio de R temos que

RUV)X = VyVvX - Vy VX — VX
= VuoV = VyoU — ¢[U, V]
= U(@)V +oVuV = V(9)U — ¢VyU = 6[U, V]
= U@V =V()U +o[U, V] —9[U, V]
= UV =V(9)U,

ou seja,
RU V)X =U(p)V — V(o). (42)

Assim, estamos preparados para comegar expressar o operador curvatura R, em fungao

do campo X.

Sejam U, V,W € X(M).

R(U, V)W = R(U, VWS + R{U, V)W = R(U, V)W + a‘/V—X)R(U V)X. (43)

X|?

RUVYWS = R(US, VWS + R(U, VWS + RUS, VWS + R(U,V)WS.  (44)

Dado Y € X(M), lembrando que US(¢) = 0 YU € X(M), obtemos, usando as

propriedades do operador de curvatura e a equagao (42)), que

RO, VHWS)Y) = (RWS YU,V
( ) = ( )
(U, X) 5
X2

= <R (W9, Y)X, V)

- <Tz(W$, Y) X v5>

= =z <Ws(¢)Y—Y(¢)WS>VS>

= - <WS VY (¢)
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_ %{9’2 (WS VY (VoY
<_ (U, X)
X2

(WS, V$>V¢,Y>.

Desde que Y € X(M) foi tomado arbitrario,

Como R(US, f/)WS = —R(V,US)W?, segue que

RUS, VWS = %W‘S, US\V¢. (46)

Dado Y € X(M) arbitrério,
(ROU,VYWEY) = (R(WS,Y)U,V) = ~—~><W5(¢)Y ~Y(p)WS, V) =0.

A tltima igualdade é devido ao fato de ¢ ser constante nas folhas e (WS, V) = 0.

Assim,
R(U, VWS =0. (47)
Segue das equagoes , , , , e , que
_ — X
RUVIW = RUS VWS — <[’]’~|2><W3,V3)V¢ (48)
(V.X) s rs (W, X) (- s
+ ——(W=,U°)Vop+ ——"—(U(p)V = V(p)U ).
s W Uver S5 (TeV - Vo)

Vamos manipular as trés ultimos termos do segundo membro da igualdade anterior.

Desde que V = ‘ X|2>X temos que

(WS, VS) = (W, V®) = (W, V) — (W, V) = (W, V) — ~—2(X,W).

X(9)
X2

Assim, como V¢ = X, usando a equagao anterior,
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(U, X) (U, X) X(9) ¢ _ (U.X) (V. X)

LW, VOV = LW, V)= . X WV 49
|X‘2< )V ~’X|2< >’X|2 |X’~2 |X!~2< )WV (49)
- X@ U X WVX—<U1X><V1X> X, W)V
|X|4<7 NUAD X |X|2< W)V
Analogamente,
v, X) WS, u9yve = D gy g — LX) 2 g
|X|2< U)o |X|4<7 YW, U) X2 |X|2< W)V (50)
Por outro lado
<W:X>ﬁ VZ<W’X>X~(¢) UXV—@UX W, X)V. 51
X (¢) X |X|2<’ ) |Xl4<’ MW, X) (51)
%?V(@ iéf?<vi<><w’é>u (52)

Assim, devido as quatro tltimas equagoes, a equagao (48]) fica

RUVIW = RUS, VWS (53)
- )l(;’f) v )0 0 + w20 %)y
_ X(9)

T (WVHUX) = U8

Agora, vamos desenvolver o termo R(US, VS)WS.
Uma vez que ¢ é constante nas folhas, temos que R(US, V)X = US(¢)VS-VS(¢)US =
0, donde

(RUS, VWS, Z) = (R(U°, V)W, Z%) + <Z ><R US, v We, X)

X
X.2) Z>

= (RU®,VS)W?,Z%) — %

S L(R(US, VX, W)

= (R(U®, VS )WS, Z%).
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Agora, usando a equacao de Gauss e o fato de que as folhas sao totalmente umbilicas
(ver lemaf)), ou seja, ag (U, V) = (U,V)H,, onde H, é o vetor curvatura média e g é a

segunda forma fundamental da folha S, temos que

(RUS, VWS, Z)y = (R(US,VSW?, Z%)
= (RE(US, VOWS, Z%) — (a (US, Z%), as(VE, W¥))
+ (o (V®,29),a,(US, W9))
— (RSWS, VWS, 2%) = 02 ((US, 25)(vS, w¥)
_ <V‘S,Z‘S><U‘S,W‘S>>
onde h = [H,| e RS denota o operador de curvatura da folha S.

Supondo que a folha S tem curvatura seccional constante igual a ¢ = ¢(S§), temos que
(RE(US, VIOWS, Z5) = c((US, Z°)(VE, W) = (VS, Z5)(US, W¥)),
donde,

(RUS, VO YWS, Z) = (c—h*)((U®, Z5)W (VS W) — (VS Z5W U, W?))
= (c—h*)((US, 2 (VS W) — (V3 Z){US, W?)).

Como Z € X(M) foi tomado arbitrario, concluimos que

R(US, VWS = (c — b?)((VS,WS)U® — (U, W)V9). (54)
Usando as equagoes US = U — U onde U = %}é)f( ,
(WS USHVS = (WS, U)VS
= (W,U)VS — ﬁ(W,XMX, Uyve
- WUy - ﬁm X)W, U)X
- W W+ 0 K.

Considerando a equacao analoga, trocando U por V', obtemos
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Qmm—}<mmwj0U (55)

Assim, usando a equagao anterior e a equagao ([53[), obtemos o que queriamos, ou seja, a

expresao de R em funcao do campo X.

RUVIW = (e=1) (V) = 2 W ). X))u (56)
- () - |§‘2<W,)~(><U,)~(>>V
T (w0 —w Hrv)x
S R R« T8 Hw Ky
X(9) ;

para todo U, V,W € X(M).

De posse da equacgao , podemos determinar as equacgoes de Gauss, Codazzi e Ricci
para uma subvariedade. Seja x : M* — M uma imersdo isométrica de uma variedade
Riemanniana k-dimensional M* em M e sejam U,V,W € X (M) campos de vetores

tangentes em M. Entao, tomando a componente tangente da equacgao temos que

ROVIW)T = (= 0) | ((WV) — 2w X)X )u

| X2

_«mm-éﬁmeX»v

+S%«MEMMD—MXWVWNET

X0 v 20+ XD v v
|~X|4< LX)V, X) +|X|4( XU, X)
X(¢)

para todo U, V,W € X(M), onde ()~()T denota a projecio ortogonal do campo X em T M.
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De maneira analoga, tomando a componente normal da equacao , obtemos

FU Wy = ED (W) - w2 W) )
X
X

(W VYU, ) = (W, 0)(V, X) | ()

para todo U, V, W € X(M), onde (X)* denota a projecao ortogonal do campo X em T M=+

Agora, seja & € X(M) um campo normal em M. Entao, se U,V € X(M), segue da
equagao (56) e do fato de (&, U) = (£, V) =0 que

RUe = (6 DR - e HExv)

=12 K@), oo
~( 5t |X|4>(§,X><V,X)U

(e=b) X
XERP

)(& XU, XV,

Em particular, (R(U,V)&)* =

Podemos resumir todo esse célculo na seguinte proposicao:

Proposicao 8 Seja x: M* — M" wma imersio isométrica de uma variedade Rieman-
niana k-dimensional M* em M. Suponhamos que cada folha, da folheag¢ao determinada
pela distribuicio A = {U € TM;(X,U) = 0}, tenha curvatura seccional constante c.
Sejam U,V,W,Z € X(M) e £,n € TM*. Entdo, as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci,

para a 1mersao &, sao as sequintes:

(RUVIW,Z) = (e=B2) | (W, V) = = (W, X}V, X)) (U, 2) (57)

- (W0) - WX X)) . 2)

T (VX0 - 2w ) (X.2)
—@ﬁww@mkwmm+§ﬁmmwaﬂwz>
e %) - w5 2

- <a(U7 W>7O‘<‘/7 Z)> + <Oé<U, Z>7O‘<‘/7 W>>
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(Vo) (V) = (V) 00) = Lo (0 2)00.00) = 05y 00.)) ()
- )f)ﬁ‘f) (W, V)(U, %) = (W.0) (V. ) (%)
(RH(U.V)En) = (e AJU. V), (59)

E importante observar que nas hipdteses da proposicao , ou seja, M admite um
campo conforme fechado, sem singularidades, e que cada folha, da folheagao determinada
pela distribuicio A = {u € TM; (X, u) = 0}, tenha curvatura seccional constante, M
¢ localmente isométrica ao produto warped R x; F, onde F tem curvatura seccional
constante. Mais que isso, se M for completa e simplesmente conexa, M serd isométrica
ao produto warped R x; F, onde F é completa, simplesmente conexa e tem curvatura

seccional constante (Montiel, 1998).

3.2. Equacoes de Estrutura em um Produto Warped

Nesta secao, mostramos que o produto warped R x ; F" admite um campo conforme
fechado, estudamos a geometria de suas subvariedades e obtemos suas equacoes de com-

patibilidade (ou equagoes de estrutura), desde que F" tenha curvatura seccional constante.

Seja M =R X ¢ F™ um produto warped, com a métrica warped (, ) = dt* + f2(, )
e funcio warped f. Sejam V e R a conexao de Levi-Civita e o operador de curvatura de

M, respectivamente.

Proposigao 9 No produto warped M = R x; F", o campo X = (f 00)0; € conforme

fechado com fator conforme ¢x = ' oo.

Demonstragao. Como 0, é um campo unitario, segue que (0, 0;) = 1, ou seja, 0,(0y, 0y) =
0, ou melhor, (V,0;, ;) = 0.

Seja U um campo bésico horizontal, entao (U, ;) = 0. Como VU = LU, (lema }

f
obtemos que

0 = 8t<U, 375} = (VatU, at> + (V@tat, U> - <Vatat, U>

Logo, vale V5,0, = 0.

Assim, por um lado,

Vo X = Vo, (f0,) = 8i(f)0: + [Vo,0: = f'0.
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Por outro lado, pelo lema [4] sendo U um campo bdsico vertical,

s o _ X(f)

o g XD, _ falp)

; U=Ju

Em geral, dado E € X(M), como E = aU + bd,, onde a, b sao fungoes diferencidveis em

M e U é um vetor basico vertical, temos que
vE)? = VGU%@)A( = aVU)A( + bvat)? = af’U + bf’é?t = f/E.
Isso conclui a demonstracao. m

Assim, considerando o que foi feito na secdo anterior, para M = R x ¢ F", temos que
X = fat (§
VeX = fE, VEeTDM,

ou seja, ¢ = f'. Com isso, |X| = f, & = & e X(¢) = fO(f') = ff".

Além disso, como U(f) = 0, se (U, ;) = 0, temos que V(f) = f(V,0;)0; para todo

V e X(M). Dai, dado V € X(M),
f’V - va(?t - fvvat + V(f)@t — fvvat + f/<‘/, 3t>(9t,

ou seja,

/
Vi, = f?(v —(V.0)0), ¥V € X(7). (60)
Recordemos que o campo V(f’ o o) estd na direcdo do campo 8, (ver equacao ([40)).
Assim, como V(f' o) = f"(0)Vo, podemos concluir que o campo Vo esta na dire¢ao do

campo ;. Melhor ainda, como 9;(c) = 1, (ver comentério apés o lema 2] ) entao
Vo = 0. (61)

. ——n+1 . ~ . S . . . . .
Sejax : M* — M " uma imersao isométrica da variedade Riemanniana k-dimensional

Mk em M

n+1

= R x; F". Seja p uma secao de TM* e denotemos por X a projecao
canonica de 9, em T'M, tal que

Denotemos a imersao x por x = (zg,zf), € defina uma fungdo h : M — R por
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h(p) = xr(p). Chamamos h de uma func¢do altura em M. Note que o(x(p)) = h(p), ou
seja, h é a restricao de o & M (h = o |y). Como (Vo) = VMh, onde ()7 denota a

projecao em TM e VM denota o gradiente em M, obtemos que
X=(0)"= (Vo) =V¥h,
ou seja,
X =vV¥h, (63)

Derivando a equagao (62]), e em seguida tomando as componentes tangente e normal,

obtemos a seguinte proposicao:

Proposicao 10 Para todo v € T M, temos

L ')
a(v,X)—i—VUg——m(v,X)g (64)
VX — Ap =W xyx0), (65)

f(h)
onde V, V+t, a e A,, denotam a conexdo de Levi-Civita em M, a conexdo normal induzida
em M, a seqgunda forma fundamental da imersao (M) e o endomorfismo de Weingarten

assoctado a «, respectivamente.

Demonstragao. Por um lado, como 0; = X + p, a equc¢ao nos da

Vot =10~ 0.000) = L — 0. 000+ 0) = Lo - Lo x)x - Lt x00 (60
f f 7 f
Por outro lado, usando as férmulas de Gauss e Weingarten,
Vo0 = V(X +0) =V, X +V, 0=V, X +a(v,X) - A+ Vio. (67)
Assim,
T A f
VUX+&(U7X>_AQU+VUQ_?U_7<U7X>X_7</07X>Q' (68)

Agora, basta tomar as componentes tangente e normal. =
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Observacoes:

1. Suponha a imersao de codimensao um. Sejam N o campo normal unitirio em M e

vy tal que 0, = X + v N. Entao, as equacoes € @ se resumem a

_Im, e
<&(U7X)7N>+U(V1) - f(h)< >X> 1
— 1AV = f/(h) vV — (U
V.X — 1A f(h)( (v, X)X).

2. Se, além disso, supusermos que f =1, obtemos

o) = —(a(v, X), N)
V.,.X = v Av.

Assim, podemos recuperar as proposigoes 3.1 de Chen e Xiang (2010) e 2.2 de Benoit
(2009), respectivamente.

A distribuicao n—dimensional dada por
A={UeTM;(X,U) =0}

é involutiva, logo completamente integravel pelo teorema de Frobenius. As folhas da fo-
lheacao sao as hipersurperficies de nivel da submersao o (ver exemplo . Além disso, se a
variedade F tiver curvatura seccional constante igual a ¢, entao, na folheacao F(0;) deter-
minada por A, a folha 07!(c(q)) terd curvatura seccional constante igual a ¢/[f(o(q))]?, e
curvatura média —f'(a(q))/f(o(q)), Vq € M. De fato, sendo {, )¢ a restrigao da métrica
de M 4 S = o7 Y(o(q)), segue da definicio da métrica warped que {, )S = (f(q))?(, ).
Agora, basta ver que para todo U,V € X(M), V3V = VEV, onde V¢ é a conexdo de S

e V¥ é a conexao de F, para concluir que
Es(U,V) = (1/f(@)*Ke (U, V).

A segunda afirmacao estd contida no lema . Entao, dados U, V, W € X(M), pela equacao
e as observagoes feitas desde o inicio desta secao,
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Ruviw = (=5 — (LY [(owvy — awayv.an)u (69)
£

o). \f(o)
(W,U Wat><U,at>>V
+ ( V,8,)( (U, 0)(W, v>)at}
_ f"(o)

(W, 0) (V. 0)U + ];'(( )) (W, 0)(U, )V

(WV)(U.0) — (W.U){V. )] .

f(o)
_ ")
/(o)

Temos assim, a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 11 Seja = : M* — M wuma imersio isométrica de uma variedade Ri-
emanniana k-dimensional M* no produto warped M =R x¢ F", onde F" € uma
variedade Riemanniana n-dimensional com curvatura seccional constante igual a c. Seja
o uma secao de TM* e X a projecdo canonica de 0; em TM, tal que O, = X + o. Sejam
UV.W,Z e X(M) eé&neTM*t. Entdo, as equagioes de Gauss, Codazzi e Ricci, para a

IMErssao T, sao as sequintes:

Equacao de Gauss

(RUVW.2) = (55— (5) ) [wnw.2) - wow.2)]
(g~ (7)) m)
(V. 2) (W, X){U, X) = (U, Z)(W, X){V. X)
+ (WU)(V.X)(Z,X) = (W, V)(U, X){Z, X)]

— (U, W), a(V, Z)) + (a(U, Z), (V, W))

Equacao de Codazzi

1 1 C f’(h) 2 fﬁ(h)
(Vi) (VW) = (Vya)(U, W) = (f(h)2 N (f(h) ) + f(h) >
)

(WU)V,X) = (W.V)(U, X)] o

Equacao de Ricci
<RJ_(U> V)f, 77) = <[A§7 Aﬁ]Ua V>
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Observacoes:

1. Se fizermos ¢ = 0 e supusermos a imersao de codimensao 1, as equagoes de Gauss

e Codazzi se resumem a

(R(U,V)W, Z) = ( h; (wvyw.z) - (w.uyv.2))
(- (J}'((,;))QH" N [tv. 2y W), %) — 0. 230, )V, X)
+ (W,UNV.X)(Z, X) = (W,V)(U. X){Z, X)|

— (U, W), a(V, 2)) + (a(U, Z),a(V,W))

VAV — Vy AU — A([U,V]) = ( . (ﬁ((]:‘)) )2 v j;/((:)) ) [<N, o)V, oYU — (N, o)(U, @>v].

onde N € o campo normal unitdrio a tmersao.

2. Se fizermos f =1 e supusermos a imersao de codimensao 1, as equacoes de Gauss

e Codazzi se resumem a

+(V, Z)(W, X)(U, X) — (U, Z)(W, X)(V, X))
+ (W, UV, X)(Z, X) = (W, V){U, X)(Z, X)]

- <Oé(U, W)? O‘(Va Z)> + <a(U7 Z)? a(V, W)>

<§<U7 V)N7 Z> = C<N7 Q>(<N7 U><V7 Q> - <N7 V><U7 Q>)

onde N € o campo normal unitdrio a tmersao.

Assim, podemos recuperar o lema 2.1 de Chen e Xiang (2010) e a proposicao 2.1 de

Benoit (2009), respectivamente.
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4. UM TEOREMA DE BONNET

4.1. Um Teorema de Bonnet Para Produtos Warped

Nesta secao, provamos que as condicoes necessarias obtidas nas proposicoes [10] e
sao suficientes. Em outras palavras, provamos um teorema similar ao teorema de Bonnet

para superficies em R? para uma classe de variedades Riemannianas.
Para esse proposito, fixamos algumas notacgoes.

Seja (M*,(,), V) uma variedade Riemanniana k—dimensional, (,) sua métrica e V
sua conexao de Levi-Civita. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial Riemanniano de posto
[ = n — k, com conexado compativel V'. Sejam h € C*°(M), o € T'(F) e o uma segao
simétrica no fibrado dos homomofismos Hom (T M x T M, E). Defina para cada segao local

¢ de E, a aplicagao Az : TM — T'M por
(AU V) =(d(U,V), &) UV eTM. (70)

As equagoes de compatibilidades para subvariedades de R x ; F", obtidas no capitulo

anterior, sugeri introduzir a seguinte definicao:

Definigao 8 Dizemos que ({,),V,V'.a/,0,h) satisfaz as equacdes de compatibilidade
para M =R x5 F", onde F" ¢ uma variedade Riemanniana e f : R — R € posi-

tiva e suave, se

X1 +lol* =1, X =Vh (71)
e para todo U, VW, Z € X(M) e &{,n € E, as sequintes equagoes valem:

f'(h)
f(h)

oV, X) + Vo=~ L5 xy (72)

vox - av=L"w wxx (73)
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)2) (2w w) — wwyv.2)) - (14)

c_(Fy:, f)
+(f(h)2 (7o) f(h)>
(U, WIV, X)(Z, X) + (V, Z)(U, X)(W, X)

— (U Z){V. X) (W, X) = (V,W)(U, X)(Z, X))
- <a/<U7 W)? O/(M Z)) + <a/(U7 Z>7 O/(V7 W))

ORIV
[(UW)V,X) = (V. WU, X)) (o,€)

(V! )V W) — (V) (U, ). 6) = ( : —(f'<h))2+w) (75)

<R,(U7 V)£7 77) = <[A/§7 A;]Uv V> (76)

A definicao [§] estd bem posta.

E sébido que podemos criar um outro fibrado vetorial Riemanniano E, dado pela soma

de Whitney E = TM @&y, E. De fato, é facil ver que em E, podemos definir uma conexio

compativel com a métrica por

ViU
VE = AV + Vg

Vo U + o/ (V,U) (77)

O lema a seguir mostra que as equagoes , e , da definicao , determinam

uma segao unitaria 0, em E satisfazendo

v(h)o, = f(h)V, YV eX(M).

Lema 6 Assuma que as equagoes , (@ e valem. Entdao existe uma se¢do O,

unitdria em E, tal que

v, = f(h)V YV € X(M).



Demonstragao. Defina

J,=X+o.

Usando a equagao , temos que

V(f(h) = V.V f(h)) = (V. ['(R)Vh) = f'(R)(V,Vh) = ['(h){V, X)

V(h) =(V,9,).
Agora, usando as equagoes , e , temos que

vO + V(f(h);
V(X + o)+ f(R)(V. X)0,
VX + Vo) + f'(R)(V, X),

Vvf(ho = f(h)
= [f(h)

= [f(h)

= f(h)

= [f(h)

(

= f'(h){V, ),

VX + (V. X) = AV + Vo) + [(){V, X))

(
(
( (V,X) + Vo) + f(h) (VVX . A;v) 4 PRV, X)),
h

= =S (V. X)o+ f/(R)V = [/(h)(V,X)X + f'(h){V, X))

= f(W)V = f(WV. X)0, + f'(h)(V, X)),
— (Vv

para todo V € X(M). Além disso,
0717 = |XI” + [of* = 1.
Isso conclui a demonstracao. m

Em particular,

F )V = V5 f(h)o, = f(R)Vy0, + V(f(h)0; = f(R)VVO, + [ (h)(V,0:)0,

ou seja,

nar f,(h) o 7\ o/
Vi, = B (v (v, at>at), YV € X(M).

Além disso, se (V,0;) = 0, temos que V(f(h)) =V(h) =0e V{0, = £t

f(h) v
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(78)
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Suponha que M =R x ;S™. Seja E = E @y (¢) um fibrado Riemanniano de posto
[+ 1, onde (¢) é um fibrado de linhas em M. Defina em £

V: T TMxE—E
& : TMxTM — E
por
a(U, V) = o(UV)+ (MU, V) = u(U, (V. 9,))¢ (79)
Vv = Vi(d)p — (6, QN = (V. 0;)0;) + V{9, ()¢

onde U,V € TM, ¢ é uma secio em F, (¢)r é a projegao candnica de ¢ em E e A\, u

satisfazem () )
s 1—=(f'(h 2 f"(h
A= —f(h)2 e A=A +—f(h) .

Note que com a definigao de A e u, temos que ter necessariamente,

1< f'(h)<1

Com essas notagoes, obtemos o seguinte lema:

Lema 7 Assuma que ({,),V,V' o/, 0,h) satisfaz as equagées de compatibilidade para M.
Entdo ((,),V,V, &) satisfaz as equagoes de compatibilidade para o espaco euclidiano R"2,

Em outras palavras,

(RUVIW, 2) = (a(U, Z),a(V,W)) = (a(U, W), a(V, 2)) (80)
(Vva)(U, W) = (Vya)(V.W) (81)
(RUVIE M) = ([Ag, AU,V (82)

Demonstragao. Vamos dividir a demostracao em tres partes.
(a) Primeiro, verificaremos que vale a equagao (80)).

Como (/(U,V),() =0, VU,V € TM, segue que

(G(U,W),6(V,2)) = {o'(U,W), (V. 2))
+ (MU W) = U, (W, 00))C, (MV, 2) = V2 90) (Z,00)C)
= (UW),(V,2)
XU WY, Z) = MU, W)V, 07) (2, )
— WAV, Z) (U, 0, 00) + (U, D)) (V. 20) (2, 017, 0).
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Da mesma forma

(U, 2),a(V,W)) = (a'(U,Z),d (V,IV))
+X(U, Z)(V, W) = \u(U, Z)(V, 0,)(W, 0)
—uMV.WNU, 91)(Z,0;) + u*(U, OV, 0,) (W, 9){Z, 5).

Assim,

(a0, W), 4(V, 2)) + (a(U, Z), (V. W)
' (V, 2) = XU, WYV, Z)\ulU, WV, 02, 3

ZY(U, 0 (W, 0)) + o/ (U, Z), o/ (V, W) + XU, Z) (V, W)

2)(V,00) (W, 8)) — u (V. W)U, 20) (. 4

WGV, 2+ (02,0 V) 4 (0. 200 W) - (07 2))

= —((U,
+ puA(V,
— (U,
U

= —<Oé,

V. W),
( (U,0
( (V,0
(
(v, 2w,y w9 — W, 2y, ) w3
L UWWV.OZ, 8 — (V. W)U )2, a;>)
(RO, 2).

(b) Verificaremos, agora, que a equagao é satisfeita.

Lembrando que
(Vya)(U, W) = Vya(U, W) - a(VyU W) - a(U, Vy W),
temos, pela equacao , que

Vva(U,W) = Vyd (UW) = (MU W) = (U, (W, 0))(AV — w(V,9)0,)
+V(MUW))C =V (u{U, 9))(W, ;)¢

AVyU, W) = o (VyU, W)+ (NVvU,W) = (Vv U, 9) (W, ;)¢

AU, VyW) = o'(U, Vv W)+ (MU, Vv W) = (U, ) (Vv W, 9))C.

Assim, se £ € T'(F), pela equagao ([75))

(Voa)(V, W) = (Vya)(U,W),&) = (Vyd)(V.W) = (Vi) (U, W), €) (83)
= 0.
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Por outro lado, observando que

VMU, WY) = VU, W) + XV U W) + XU, Vy W),

V@M@MM@yzw>@@WM@+mwwﬂwM@+§mvwmmm
? ULV, AW, 0)) + U, L) (T W, ) + ? .9, V)
§<Umwwmw@»
(U,d)) = (U, (0)T), onde (9)" denota a projecao de 9 em T M,
V0, = J;—) (V —{V, 8£>8£>, obtemos que
(Fva) (U W),€) = V(MU W) =V (u(U, 0)(W, ) — MU, W) + (T U, 3) (W)
— V(A)(U W) + /\(VVU W> + A(U vy W)
w>W@wM@—<ww@WM@—§<Ummwb
U, (VW) — §<anwww+2§m )V, 3 (W, )

— MVyUW) + u(VyU,0) (W) — XU, Vv W) + (U, 9,) (Vv W, 9;)
= VU,W) =V (u)(U, 0) (W, 0;)

_f n_ I :
7 U, V)W, 0) — T U, 0 (W, V)

/
w2k, 0,2 0v.9).

Além disso, como pu s6 depende de t, Vi = 0,(u)0, = /0, e V(u) = p/(V,0;), donde
V()(U, )W, 0p)=U () (V, 0) (W, 9;) = p! U, 9,) (W, )V, ) — (U, )V, 0,) (W, 9;) = 0

Assim,

- Lwwvyway - Luwayw)
-M?MM%WWMWQ>

— UMV, W) + U )V, 0,)(W, 5))
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Wi N
Ly vy + Ly apowv)
J} (U, 0V, 0)) (W, )

— N V.U —f7' U, 0)(W, V)

f/

— N(U, 0,)(V, W) + f

w(V, 00y (W, U).

Ou seja,

f‘/
s

(F08) (U, W) — (V@) (V). ) = (N + L) (v, o0y (0, W) — (¥ J} 1) (U, 30 (V. W),

E suficiente mostrar que \ + f%u = 0. Como

= _ —(f1)2
X:mf f 1 (f) :_L/ f// N 1_<f/)2 :_i/u
f? FAVI=(f)? f o
temos que
(Vva) (U W) = (Vua)(V,W),() = 0. (84)

Concluimos pelas equacoes e que
(Vva) (U, W) = (Vya)(V,W). (85)

(c) Finalmente, mostraremos que a equagao ([82)) vale.

Se & e 1 sao segoes em F,

(A0 AU V) = (AU, AV) = (a(AU, V), &) = (o' (AU, V), &) = (AU, A V)
= (@(AV,U),n) = (/(ALV,U),n) = (AV, ALU) = (A 0 ALU, V).

Analogamente, (A, o AU, V) = (Aj, 0 ALU, V), donde

([Ae, AU V) = ([A,, AU V).



Por outro lado, como vvé’ = V&, segue que 7(]7‘/& =

(RUV)¢m) = (VuVyé—VyVpé —
= (VuVivé = Vi Vi€ —
= (R(U,V)&n).

Usando as equacoes de compatibilidade,
(R(U,V)E ) = (R(U,V)Em) = (AL AU V) =
Se £ ¢ uma secao em F e n = (,
(R(U,V)E,C) = (R(U.V)E,¢) =0,

pois, R'(U, V)& é uma segdo em F.

Se £ = ( en é uma secao em F,

vUV/Vf = V/U

7[U,V]5, n)
Vigném

([Ae, A,)U. V).

(R(U, V)¢, m) = —(R(U,V)n,¢) = 0.

Se £ = n = (, pela propriedade do tensor curvatura
(R(U,V)¢,¢) =0,
Por outro lado, se ¢ é uma secao em F,

(Ac0 AUV = (AU, AV)
= (a(AV,U), )
= MAV,U) — (U, 8})

(AeV, ;)

= (M\AV — u(4:V,0,)0,,U)

= <vA5VC7U>
= 0.
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€. Assim,

(87)

Como U,V € TM foi arbitrario, A¢ o A¢ = 0. Logo, ([A¢, AcJU, V) = 0. Isso finaliza a

demonstracao do lema. m
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Assim, pelo teorema fundamental das subvariedades (proposigao|2), existe uma imersao
isométrica g : M — R™*? e um isomorfismo de fibrados § : F — T M=+ ao longo de g, tal

que para todo U,V € TM e toda secdo local £,1 de E

9(€),g(m)) = (&)
ga(U, V) = a(U, V) (88)

GVt = VEg(é)

onde V< e & sdo a conexdo normal e a segunda forma fundamental de g(M) C R""2
respectivamente. Estd sendo feita a identificacdo ¢.(U) = U, U € T M, ou seja, TM =
Tg(M).

E importante, para o que segue, explicitar alguns resultados que foram obtidos no
decorrer da demonstracao do teorema fundamental das subvariedades. FExiste um iso-
morfismo de fibrados ¢ : TM @y E — TR |, ,n= Tg(M) ®w Tg(M)* tal que
Olrae =g : TM = Tg(M) e ¢l =g : E — Tg(M)*. Além disso, no fibrado TM @y E,

a conexao
VoV = VyV+al,V), UVeTM (89)
Ve = —AU+Vye, UeTMefek

satisfaz
DyV =¢(VyV) e Dyg(6) = d(Vueé), (90)

onde D é a conexao de Levi-Civita do R"*2.

Temos que DyV = ¢(Vy V) = $(VyV + &(U, V) = g.(Vi'V) + ga(U, V) = ViV +
a(U, V). Seja A o endomorfismo de Weingarten associado a a. Entao, dados U,V € T'M

e & € I(E), (a(U,V),5(€) = (ga(U,V),§()) = (a(U,V),&), ou seja, (AyeU,V) =
(AU, V). Donde

AU =AyeU, YUETM e & €T (E). (91)

Assim, Dyg(€) = 6(Vu€) = d(—AU + V&) = Ay U + V(€). Logo,



DyV = VyV+aU,V), UVeTM
Dyg(§) = —AyoU+Via(e), UeTM e eT(E).

Fazendo ¢(0!) = 9}, desde que Dy g(¢) = —AQ(C)U + V5§(¢), obtemnos

<DUg(C)7 V> = _<ACU7 V) = _<d(U7 V)? C> = _</\U - M(Uw 8{)8{, V>

(Du(¢), 9(€)) = (4Vu¢. 4(8)) = (Vu(, &) = —(\U — w(U, )9, €).
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(92)

Asim, como todo campo de vetores X em R™""2 pode ser escrito na forma X = V + ()

onde V€ TM e £ € T'(E), segue que
{Dug(C), 9(€) + V) = (=AU + w(U, 5,)0, £ + V)
ou seja,
Dyg(¢) = =AU + (U, 0;)0;.
Fazendo (9))" =T e (0,)* = N, temos também que

Dyd, = DyT+ DyN
= VuT +a(UT)—AyU +VEN
MU, T) — (U, T
= OV{T + VN + (MU, T) — (U, T))§(<)
= OV, + (MU, T) — iU, ;)3 (¢)

/

_ 7((] —(U,0)0,) + (U, 0) (X — 1) (<),

= VT + ' (U,T) + (X

ou seja,

Dy = = (U = (U,8;)0,) + (U, 0)(A = w)g(¢), VU eTM.

U,T)3(¢) — AU + ¢V N

(93)
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Seja 7' : (¢) — M um fibrado de linhas com conexdo compativel V* e of uma secao

simétrica no fibrado dos homomorfismos Hom(TM x TM, (¢)), definidos por

ViE = X(£0), (95)
AXY) = (MX)Y) = WX, 0)(Y,0))¢, X,V € TM, £€T(((), (%)
onde
~2_1_(f/(<7))2 e N = )\2 &
A= F(0)? A= A"+ 7o) (97)

Para que A esteja bem definido e positivo, tem-se necessariamente que

1< f'(o) < 1.
Defina a aplicacdo Af : TM — T'M por
(A'X,Y) = (}(X,Y),(), XY €TM, (98)

ou seja,

APX = AX — i(X,9,)0;.

Proposicao 12 Com as notagées acima, ((,),V,V* of) satisfaz as equagées de compa-

tibilidade para o espaco euclidiano R"*2. Em outras palavras,

<R(U7 V)VV’ Z> = <aﬁ(U7 Z)? aﬁ(v7 W)> - <aﬁ(U7 W)> aﬁ(‘/? Z)> (99)
(Vi) (U, W) = (Viad)(V.W) (100)

Assim, pelo teorema fundamental das subvariedades, existe uma imersao isométrica
q: M — R"? ¢ um isomorfismo de fibrados ¢ : (¢) — T a0 longo de ¢, tal que para
todo U,V € TM e toda secao local &, 1 de (¢)

(@&, q(n) = &)

U, V) = aU,V) (101)

qVie = Vya(€)

—1 - - J—
onde V' e @ sdo a conexao normal e a segunda forma fundamental de (M) C R™*2,

respectivamente.
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Segue que Vyq(€) = U((4(€),d(0)))d(C) e (U, V) = (\U, V) = (U, )V, 8))a(C).

Além disso,

DyV = VyV+al,V), UVeTM (102)
Dui(€) = —AueU+Vyi€), UeTMeée (). (103)

onde D é a conexao de Levi-Civita do R™**2.

Em particular, temos que,

Dy(¢) = —AyoU = —\U + iU, 0,)9;, U € TM. (104)

/

Dy, = 7(U —(U,0)8,) +(U,0)(A = @)a(¢). YU € TM. (105)

Finalizamos esta dissertacao com o enuciado do seguinte teorema, resumo de todo

calculo feito nesta secao:

Teorema 1 Seja (M*,{, ), V) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa k— di-
mensional, (, ) sua métrica e V sua conexao de Levi-Civita. Assuma que ((,),V, V' d/, 0, h)
satisfaz as equagoes de compatibilidade para R x; S", com —1 < f'" < 1. Entdo, existe
uma imersao isométrica g : M* — R x; S" e um isomorfismo de fibrados vetoriais

G:E — TM* ao longo de g, tal que para todo U,V € TM e toda se¢do local £,m € E

(9(6),9(m) = (&m
g/ (U, V) = «a(U,V)

GVuE = Vi€,
onde V*+ e a sio a conexio normal e a sequnda forma fundamental de g(M) C R X

S, respectivamente. Além disso, a imersao € unica, a menos de isometrias globais na

variedade R x s S".
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