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RESUMO

O estudo relacionado ao fendmeno de espalhamento das ondas acusticas em sélidos, t€ém
atraido o interesse da comunidade cientifica devido as inumeras aplicacdes nas mais
diversas dreas da ciéncia. Para obter as propriedades mecanicas dos materiais, diversos
tipos de técnicas podem ser utilizadas, desde as baseadas em ensaios ndo destrutivos, as
que utilizam os ensaios destrutivos. O método de ensaio ndo destrutivo destaca-se dentre
os demais por ser uma técnica ndo invasiva, como por exemplo o uso do ultrassom, que
baseia-se no espalhamento de ondas acusticas. Os estudos referentes ao espalhamento de
ondas, pode ser ttil na caracterizacdo de compdsitos particulados e no desenvolvimento
de dispositivos implantados ativados pela for¢ca de radiacdo. Por esse motivo foi realizado
um estudo tedrico sobre a forca de radiacao, devido ao espalhamento de uma onda plana
longitudinal incidente em uma inclusao esférica homogénea embutida em uma matriz sélida
eldstica. Nesse estudo, utilizou-se a aproximacao no limite de Rayleigh, onde considera-se
que o raio da inclusdao é muito menor que comprimento de onda incidente. O trabalho
foi desenvolvido com base na lei de Hooke generalizada, assumindo que as componentes
do estresse sao linearmente relacionadas com as da deformagao. Também foi utilizado
o método da expansao de ondas parciais em coordenadas esféricas, em relagcdo as ondas
ondas incidente e espalhada. A solu¢do das equagdes sdo dadas em termo dos harmonicos
esféricos vetoriais. As expressdes para o campo de deslocamento sao dadas em termo
dos coeficientes de espalhamento para aproximagdo de monopolo, dipolo e quadrupolo,
que serdo utilizadas nas férmulas da forca de radiacdo acustica. A equagdo analitica, para
a forca de radiacdo acustica, foi calculada utilizando-se o principio da conservagao do
momento linear e entdo calculou-se também, as efici€éncias de absorcado, espalhamento
e radiacdo. As eficiéncias sdo grandezas adimensionais que representam as poténcias
absorvidas, espalhadas e de radiacao eldstica na particula. Na aproximacado quadrupolar,
elas sdo expressas em termo de funcdes de contraste. Essas expressoes foram utilizadas
para a obtenc¢do dos resultados, a partir de simulacdo numérica, onde foram consideradas
duas configuracdes: particula de polietileno de alta densidade (PEAD), embutida em uma
matriz sélida (sélido - polimero); e uma particula de ferro, embutida em uma matriz sélida
(s6lido - s6lido), respectivamente. Em cada configuracdo, utilizou-se diferentes materiais
para a matriz sélida, esses foram: aluminio, cobre, latdo e titdnio, respectivamente. Os
resultados obtidos para a particula de PEAD e de ferro, mostraram uma boa concordancia
entre os modelos. Esses resultados também mostraram que o modelo proposto funciona
bem para frequéncias de até SM Hz, que corresponde ao parametro de tamanho no limite
de Rayleigh. Observou-se, que as propriedades acusticas do material que constitui a matriz
solida influencia fortemente nos resultados, e esses podem ser tteis na caracterizacdo de
materiais compdsitos, contendo inclusdes e também podem ajudar o desenvolvimento de
dispositivos implantados.

Palavras-chave: Espalhamento actstico. Onda elastica. Absorcdo. For¢a de radiagdo
acustica. Propagacdo de ondas em solidos.



ABSTRACT

The study related to the phenomenon of scattering of acoustic waves in solids has attracted
the interest of the scientific community due to the numerous applications in the most
diverse areas of science. To obtain the mechanical properties of the materials, various
types of techniques can be used. For example, methods based on non-destructive tests. In
particular, tests using ultrasound are based on the scattering of acoustic waves. The studies
concerning the scattering of waves can be useful in the characterization of particulate
composites and the development of implanted devices activated by the radiation force. For
this reason, a theoretical study was carried out on the radiation force due to the spreading
of an incident longitudinal plane wave in a homogeneous spherical inclusion embedded
in a solid elastic matrix. In this study, we used the approximation at the Rayleigh limit,
where the inclusion ray is considered to be much smaller than incident wavelength. The
work was developed based on the general Hooke law, assuming that the components of
stress are linearly related to those of deformation. We also used the method of partial
wave expansion in spherical coordinates, concerning the incident and scattered waves. The
solution of the equations is given in terms of vector spherical harmonics. The expressions
for the displacement field are given regarding the scattering coeflicients for monopole,
dipole and quadrupole approximation, which will be used in the formulas of the acoustic
radiation force. The analytical equation for the acoustic radiation force was calculated
using the principle of the conservation of the linear momentum and then the efficiencies of
absorption, scattering and radiation were also calculated. The efficiencies are dimensionless
quantities that represent the absorbed, scattered and elastic radiation powers in the particle.
In quadrupolar approximation, they are expressed in terms of contrast functions. These
expressions were used to obtain the results from a numerical simulation, where two
configurations were studied: high-density polyethylene (HDPE) particle, embedded in a
solid matrix (border: solid-polymer); and an iron particle, embedded in a solid matrix
(boundary: solid-solid) respectively. For each configuration, different materials for the
solid matrix were used: aluminum, copper, brass, and titanium, respectively. The results
obtained for the HDPE and iron particle showed good agreement between the models.
These results also showed that the proposed model works well for frequencies up to SMHz,
which corresponds to the size parameter in the Rayleigh limit. It has been found that the
acoustic properties of the solid matrix material strongly influence the results, and these
may be useful in characterizing composite materials, containing inclusions and may also
assist the development of implanted devices.

Keywords: Acoustic scattering. Elastic Wave. Absorption. Acoustic Radiation Force. Wave
Propagation in Solids.
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Capitulo

Introducao

As ondas mecanicas sdo perturbacdes que propagam-se através de um meio material,
podendo este ser, s6lido, liquido ou gasoso. Nesse processo ocorre a transferéncia de energia
mecanica e momento linear, porém nao hé transporte de matéria. A energia mecanica faz
as particulas de matéria que constituem o meio, como dtomos ou moléculas, oscilarem
em torno das suas respectivas posi¢des de repouso, provocando um leve deslocamento
em relacdo a sua posicao inicial. Exemplos de ondas mecéanicas, sdo: ondas acusticas,
oceanicas e sismicas e essas podem propagar-se, no o ar, 4gua e o solo, respectivamente [1].

As ondas mecanicas que propagam-se em sélidos isotropicos sao também conhecidas
como ondas elésticas ou de tensdo e, podem ser classificadas como:

- Longitudinais, primdrias ou tipo P: podem ser transmitidas em qualquer meio
material eldstico. Possui direcdo de propagacdo paralela a da perturbacdo e, sua propagacao
¢ dada através da compressao e rarefacao do meio material, o que provoca alteracdo no
volume, mas nao na forma do meio. Durante a propagacdo, as particulas do meio sao
deslocadas paralelamente a direcdo de propagacao das ondas [2];

- Transversais, secunddrias ou tipo S: propagam-se em dire¢dao perpendicular a da
perturbagdo, apenas em meios materiais que suportam forca de cisalhamento. A propagacao
das ondas S &, precedida por rotacao e cisalhamento do material, o que provoca alteracao
na forma, mas ndo no volume do meio. Ondas desse tipo sdo mais lentas que as ondas tipo
P, porém possui amplitude superior a das ondas P [3]- [4].

A velocidade das ondas P e S, sao determinadas através da densidade e elasticidade
do meio material por onde ocorre a propagacao da onda. As ondas mecanicas propagam-se
de forma mais lenta através de s6lidos mais densos e de forma mais rdpida através de

sOlidos menos densos ou mais eldsticos. A elasticidade € uma propriedade que alguns

6



1 Revisdo Histérica 7

materiais possuem em ser deformados por uma determinada for¢a. Cessando a atuagao da
forca o material tende a retornar a sua forma original, sem alterar o volume [5].

Considerando o caso particular de uma onda eléstica propagando-se em um sdlido
elastico, infinito, homogéneo e isotrépico, na auséncia de um espalhador a onda irad
propagar-se ao longo do sélido sem qualquer alteracdo. Na presenca de uma inclusao
qualquer, embutida no sélido eldstico, a onda mecanica podera sofrer reflexdo, espalhamento
e absorcdo. As ondas espalhadas, refletidas e absorvidas, podem fornecer informagdes
relevantes em relagao ao espalhador. Os ensaios ndo destrutivos, com ultra som, baseiam-se
no principio do espalhamento de ondas [6].

Desse modo, o estudo relacionado ao espalhamento das ondas mecénicas, em meios
elasticos € de grande importancia e, possui potenciais aplicacdes tanto na drea médica,
quanto na industria.

Neste capitulo, serd realizada uma revisao historica dos fendbmenos de propagagdo
e espalhamento de ondas mecanicas em sélidos. Além disso, serd abordada algumas

aplicacdes tecnoldgicas e apresentada a motivacao deste trabalho.

1.1 Revisao Historica

1.1.1 Propagaciao e espalhamento de ondas em sélidos

Os estudos relativos aos fenomenos de propagacao de ondas teve inicio hd centenas
de anos, através de observagdes da natureza quantitativa. Esses fendmenos estavam mais
relacionados a musicas e propagacdo de ondas na superficie da 4gua, que por sinal sdo os
fendmenos mais conhecidos relacionados ao conceito de ondas. Com o passar dos anos e o
avanco tecnoldgico, diversos pesquisadores passaram a estudar propagacao de ondas em
meios materiais.

A compreensdo do comportamento dos materiais, quando estdo sujeitos a forcas
mecanicas, tanto em relacdo a sua deformac@o quanto a sua ruptura final sob tensodes
suficientemente grandes, € a base de muitas praticas na ci€ncia dos materiais e envolve a
teoria da elasticidade. A teoria moderna da elasticidade passou a ser estudada em 1821,
quando Navier apresentou pela primeira vez as equacgdes para o equilibrio e movimento de
sélidos elasticos [7].

No inicio das investigacOes, a pratica comum era aplicar tensdes ao sistema até que

houvesse falhas. O sistema era estudado para compreender o comportamento do material

Instituto de Fisica - UFAL



1 Revisao Histdrica 8

antes da ruptura. Com o avanc¢o nas pesquisas cientificas, passou-se a estudar materiais
cada vez mais complexos utilizando técnicas nao destrutivas como por exemplo: difracao
de raio X, técnicas Opticas, ressondncia magnética, ultra som, dentre outras [8].

Os conhecimentos relacionados aos fendmenos de vibragdo e propagacdo de ondas
eldsticas t€ém crescido continuamente acompanhando de certa forma, o desenvolvimento da
teoria da elasticidade. Seguindo a linha do desenvolvimento da teoria de elasticidade, em
meados do século XVIII, Euler e Bernoulli deduziram as equagdes da vibragdo em barras e
obtiveram os seus modos de vibragdes para vérias condi¢des de contorno. Nesse mesmo
periodo, D’Alembert obteve a equacdo de movimento para uma mola [9].

Em 1660, Hooke descobriu a lei da elasticidade, que s6 foi publicada em 1676. No
perido de 1680, em Paris, Mariotte dedicava-se ao estudo da resisténcia dos materiais e
conseguiu chegar a resultados semelhantes ao de Hooke porém de maneira independente.
Em 1821, Navier apresentou pela primeira vez as equagoes da elasticidade para o equilibrio
de sélidos elasticos [10].

Cauchy, em 1822, contribuiu com a descoberta da existéncia de dois tipos de ondas
em um corpo eldstico: ondas longitudinais e as transversais. J4 em 1831, Poisson usou sua
teoria para investigar a propagac¢do de ondas através de um sdlido eléstico isotrépico de
extensao ilimitada. Também provou que dois tipos de ondas com diferentes velocidades
poderiam se propagar em tal meio. Ele descobriu que, a uma grande distancia da fonte de
perturbacdo, o movimento transmitido pela onda mais rdpida era longitudinal, e pela onda
mais lenta era transversal. Poisson também considerou a vibra¢do de uma esfera. Stokes,
em 1849, provou que a onda mais rdpida era uma onda de dilatacdo irrotacional, e a onda
mais lenta era uma onda de destor¢do, caracterizada pela rotacdo diferencial dos elementos
do corpo [11].

Em 1872, Lord Rayleigh havia demonstrado um estudo relacionado ao espalhamento
de ondas longitudinais por uma esfera sé6lida rigida. O espalhamento de uma onda plana
longitudinal por uma particula esférica, que € muito menor do que o comprimento de onda
incidente, em uma matriz s6lida sem perda, é conhecido como espalhamento Rayleigh [12]-
[15]. A abordagem badsica para a solugdo analitica é expandir os campos de deslocamento
incidente, transmitido e espalhado em uma série de funcdes esféricas de ondas parciais.
A eficiéncia, ou seja, a poténcia de espalhamento por intensidade incidente em uma area
da se¢do transversal de uma particula € entdo determinada usando-se os coeficientes de
expansao do deslocamento de espalhamento.

No ultimo periodo do século XIX o interesse pelo estudo das ondas de cisalhamento

em corpos eldsticos sofreu um incremento considerdvel, em consequéncia das suas
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aplicagdes no dominio da Geofisica. Contribui¢cdes importantes neste dominio apareceram
no periodo de 1890 a 1910 como resultado dos trabalhos de Rayleigh. J4 no inicio do
século XX, Hopkinson realizou importantes experiéncias no dominio da propagacado de
impulsos eldsticos em barras, enquanto Timoshenko desenvolveu, em 1921, uma teoria
para a flexdo de barras, que incluia os efeitos da deformacao transversal [16].

O caso mais geral, sobre o espalhamento de ondas eldsticas por uma inclusao,
foi descrito em 1927 por Sezawa. Nesse trabalho, o autor considerou um meio material
eldstico, isotropico e homogéneo, com uma inclusdo sendo: cilindrica, esférica ou eliptica;
de material rigido ou vazio [17].

O espalhamento de uma onda plana longitudinal, por uma esfera eléstica, foi também
analisado em 1956 por Ying e Truell que utilizaram o formalismo escalar na equacao de
Helmholtz [18]. O espalhamento por uma esfera rigida também foi estudado em 1963 por
Pao e Mow. Neste dltimo caso a solucao proposta correspondia a um caso especial, onde
considerava-se que a densidade de massa da esfera era infinita [19].

Einspruch, Witterholt e Truell, em 1960, investigaram o espalhamento de uma onda
plana transversal por uma inclusdo esférica utilizando o formalismo vetorial na equacao de
Helmholtz [20]. Norris, em 1986, utilizou os harmonicos esféricos vetoriais (HEV), para
formular uma solugao referente ao espalhamento de ondas longitudinais e transversais por
uma inclusao esférica [21].

Posteriormente, em 1991, Hinders derivou a solucdo para o espalhamento de ondas
eldsticas por uma inclusao esférica usando harmonicos esféricos escalares [22]. Waterman
realizou o estudo do espalhamento de ondas actsticas por uma inclusdo com formato
arbitrario, e mostrou uma teoria denominada de matriz de transferéncia ou matriz T [23].

Na década de 80, esta teoria foi estendida para as ondas eldsticas por Varatharajulu,
Pao, Waterman e Bostrom. Desde entdo, o formalismo da matriz T tem sido utilizado no
estudo do espalhamento das ondas eldsticas por uma inclusao esférica como caso particular.
Neste modelo, € possivel determinar a distribuicao da onda espalhada conhecendo a onda
incidente e os parametros eldsticos da inclusdo esférica [24]- [26].

O espalhamento de uma onda por uma inclusao esférica pode ser entendido como a
interacao das ondas eldsticas incidentes, com a inclusdo esférica. Ondas elésticas, incidentes
e espalhadas (longitudinais e transversais), respectivamente, em um meio eldstico estao
divididas em trés modos: o modo L, para a onda longitudinal, M e N, para os modos
transversais [27]. Além disso, uma andlise tedrica da forca de radiagcdo eldstica em um
solido sem perda foi realizada usando o método de expansao de onda parcial (EOP) [59].

No contexto do espalhamento Rayleigh, de uma onda eléstica, os poucos estudos incluem a
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absorcao pela particula [28]. Contudo, uma descri¢do analitica simples da eficiéncia de
absor¢do parece nao ser encontrada na literatura [29].

Outro fendmeno relacionado ao espalhamento das ondas elasticas € a forga que
aparece na inclusao, calculada no tempo, referida como for¢a de radiacao eléstica. Essa
forga € causada pela transferéncia de momento linear das ondas eldsticas para o objeto [30].
Existem dois tipos de forcas de radiac@o acustica: Langevin e Rayleigh. As forcas de
radiacdo de Langevin depende unicamente da onda acustica, enquanto que as forcas de
radiacdo de Rayleigh se relacionam com a onda e ao paraméatro de tamanho relacionado ao
objeto de estudo [31].

A for¢a de radiacdo de Rayleigh, exercida sobre uma membrana de Mylar, foi
medida por interferometria laser [32]- [33]. Nas dltimas décadas a forca de radiacao de
Langevin, exercida sobre uma particula em um fluido foi amplamente investigada [34]- [37].

Alguns esforcos também foram dedicados para investigar a for¢a de radiagdo elastica
em solidos. Foi prevista a tensao estatica devido a forca de radiacdo provocada por ondas
eldsticas, em sdlidos e medida experimentalmente no final de uma laje sélida. Observou-se
que a tensao ocorre devido a relagdo ndo linear entre estresse e tensdo. [38]- [39].

Um estudo preliminar sobre a for¢a de radiacao de Langevin, exercida sobre uma
esfera embutida em um sélido quase incompressivel (s6lido macio), foi apresentado por
[linski e outros autores [40]. Vale ressaltar que a forca de radiacao eldstica por um feixe de

ultra-som focalizado em um gel suave foi medida recentemente (2017) [41].

1.2 Aplicacoes

O fendomeno da propagacdo de ondas eldsticas tem constituido uma drea muito ativa
na investigacdo em diversos ramos da ciéncia, pela necessidade crescente na busca de
informacdes relacionadas a materiais sélidos sem provocar danos aos mesmos.

As aplicacdes praticas dos fendmenos de propagacao de ondas eldsticas em corpos
s6lidos, foram registradas desde os principios da vida humana. Na confec¢ao de utensilios
em pedras, por exemplo, era utilizada uma técnica que consistia, estrategicamente, na
aplicagdo localizada de fortes golpes nos bordos de uma rocha. Desde entdo, o interesse pelos
fendmenos de propagacdo de ondas em sélidos t€m crescido continuamente, assumindo
grande importancia com inimeras aplicacdes.

O interesse por esse tipo de fendmeno € de grande relevancia na drea da construcao
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civil para a andlise de estruturas, devido a sua aplicacdo no estudo do comportamento
de uma determinada estrutura sob acao de cargas dindmicas ou de impacto. Se a carga
dindmica em questao for moderada nao ocorrerd deformacdes permanentes na estrutura,
mas se a carga dindmica for mais intensa poderd ocorrer pequenas deformacgdes locais
permanentes, ou fraturas, que podem ser analisadas através da teoria de propagacdo de
ondas elasticas [42].

Na medicina, as ondas de ultrassom possuem grande importancia na palicacdo de
andlise e diagndstico de patologias. Algumas doengas, estdo associadas a modificagdes
nas propriedades eldsticas do tecido, em particular ao médulo eldstico de cisalhamento. A
técnica de ultrassom destaca-se por ser um método de andlise nao invasivo e ndo destrutivo,
que baseia-se no uso da radiacdo nao ionizante. De modo geral a técnica consiste em excitar
o material com um sinal de alta frequéncia e baixo nivel energético, assim pode-se observar
que o material alvejado pelo feixe ultrassonico poderd absorver ou refletir parte do sinal
incidente.

A partir da andlise da propagacdo, reflexdo e atenuagao de impulsos ultrassonicos é
possivel, hoje em dia, determinar muitas propriedades mecénicas de tecidos e materiais,
tais como as constantes eldsticas e as caracteristicas de amortecimento. As propriedades
mecanicas dos tecidos moles dependem da sua constituicao molecular, da presenga de
gorduras, fibras de coldgeno, elastina e da micro organiza¢ado estrutural macroscopica dos
tecidos [43].

Uma técnica que € bastante utilizada na médicina € a elastografia. A técnica utiliza
ondas de ultrassom, com a finalidade de analisar a rigidez de uma estrutura em relacdo aos
tecidos adjacentes, ou seja, avaliando a elasticidade do tecido por meio da compressibilidade
do mesmo sob a pressdo externa. A incorporagao do ultrassom na medicina, trouxe uma
excelente contribui¢do para o diagnéstico de patologias, em humanos, de cardter ndao
invasivo com alta precisdo. A técnica permite em diversos casos, o diagndstico diferencial,
tratamento precoce e aumento da sobrevida, reduzindo assim as sequelas e as taxas
de morbimortalidade em determinados casos de forma evidente. Vale ressaltar que os
bio-efeitos, provocados pela radiagdo ultrassonica, sdo relativamente pequenos quando
comparados com os efitos provocados pelos métodos de diagndstico que utilizam a radiacio
ionizante [44].

Técnicas de andlise ndo destrutivas também vem sendo utilizada na agroindustria,
devido a constante evolu¢do do mercado cdrneo de importacao e exportacdo. Existe uma
necessidade em atender a expectativa dos consumidores e atender aos parametros de

qualidade exigidos pelo mercado de exportacdo. Um dos principais atributos relacionados a
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avaliacdo da qualidade da carne € a maciez e, diversas técnicas sdo utilizadas para melhorar
essa caracteristica. As técnicas convencionais de processamento e extracao vém sendo
substituidas pelas chamadas tecnologias limpas ou verdes, que tipicamente envolvem menos
tempo de processamento, menor gasto de dgua e energia e menor producao de efluentes e
substancias toxicas [45].

Dentre as novas tecnologias, destaca-se o uso de fluidos supercriticos, micro-ondas,
campos elétricos pulsados, alta pressdo hidrostética, luz ultravioleta, luz ultravioleta
pulsante, aquecimento 6hmico e ultrassom. Porém, o método do ultrassom destaca-se
por ser uma técnica puramente fisica, ndo destrutiva, de custo relativamente baixo e nao
invasiva.

O efeito do ultrassom sobre a textura da carne € basicamente devido aos efeitos
de cavitacdo, que ativa enzimas responsdveis pela maciez, além de romper proteinas
miofibrilares e o tecido conjuntivo. O ultrassom pode ser utilizado para inferir o conteudo
de gordura em bovinos vivos, no amaciamento de carnes, na identificacdo da melhor data de
abate, para predizer a qualidade e palatabilidade das carcacas bovinas, suinas e ovinas [45].

Na Geofisica, utiliza-se recursos de métodos sismicos para caracterizacao geotécnica
do subsolo. Esses métodos t€ém ganhado grande relevancia no vasto dominio dos ensaios
consagrados para este efeito e, isso resulta do progresso tecnoldgico verificado nos
equipamentos e técnicas de ensaio. A teoria da propagacdao de ondas de cisalhamento
também € a base do estudo de tremores de terra, onde sdo produzidas ondas elasticas
que podem propagar-se por milhares de quildmetros. O estudo sobre a propagacdo destes
fendmenos, quando produzidos artificialmente, contribui de maneira significativa para o
conhecimento da constitui¢do do interior da Terra [46].

No ramo industrial a técnica de ultrassom t€m sido utilizada em larga escala, nos
ensaios nao destrutivos, para detectar defeitos e trincas no interior de um determinado
material. A indistria de mineragdo é uma drea onde os fendmenos de propagacio de
ondas de cisalhamento encontram larga aplicacdo. A utilizacdo de cargas explosivas, por
exemplo, tem por objetivo gerar ondas eldsticas, com grande intensidade que se propa-
gam através das rochas. As interferéncias mutuas entre as ondas de cisalhamento com as

superficies rochosas, provocam a fratura e a remog¢ao de grandes pedacos dessas rochas [47].
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1.3 Motivacao

Para se obter as propriedades mecanicas de materiais sélidos diversos tipos de
métodos podem ser utilizados, desde os que tem base em ensaios nao destrutivos, aos que
utilizam os ensaios destrutivos. O método de ensaio destrutivo € apresentado como o mais
objetivo e rapido.

Para determinar, por exemplo, a resisténcia mecanica de um material basta sujeita-lo
a uma forga de tragdo até atingir sua ruptura. Por outro lado, o método de ensaio nao
destrutivo, por exemplo os ultrassons, permitem o mesmo tipo de teste para andlise de
um material, porém, mantém as formas do objeto analisado. Ambos os métodos utilizam
basicamente o mesmo tipo de for¢ca, porém com intensidades muito inferior. Desta forma
os métodos de andlise e caracterizagdo de materiais, por meio de ensaios nao destrutivos
destaca-se por manter a integridade do material analisado.

Quando objetiva-se analisar irregularidades em materiais, utilizando ultrassom, é
possivel observar que ao incidir a onda ultrassdnica sobre o material a mesma ird propagar-
se. Ao encontrar um defeito, ou irregularidade no material, ocorrerd o espalhamento da
onda e, esse dado pode ser usado para identificar e também classificar este defeito.

Entretanto, as mesmas ondas ultrassOnicas, podem ser usadas na caracterizacao
de materiais para a obten¢do de grandezas como, os médulos de elasticidade, tamanho de
graos, porosidades ou propriedades mecanicas. Em razdo dos argumentos apresentados
anteriormente, existe um grande interesse no estudo do espalhamento de ondas acusticas
por inclusdes, tanto do ponto de vista experimental quanto tedrico.

Tendo em vista que a elastografia € uma técnica de grande importancia na area
médica, faz-se necessdrio o estudo dos fendmenos que fundamentam a técnica como a
forca de radiacdo. A forca de radiagdo acustica também desempenha um papel importante
no mecanismo de ativagao de ultrassom para dispositivos implantados. Assim, métodos
para estimar numericamente a eficiéncia da forca de radiacdo em meio eldstico ajudard no

aprimoramento das técnicas que utilizam ultrassom.

1.4 Apresentacao geral do trabalho

Esse trabalho teve como objetivo o estudo tedrico e simulacional do espalhamento
de uma onda plana por uma inclusao esférica eldstica embutida em uma matriz sélida e a

analise das eficiéncias de espalhamento, absorcado e da for¢ca de radiacdo. Para tanto, foi
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utilizado o modelo de propagacdo de ondas eldsticas em so6lidos no limite de Rayleigh e o
método da expansao de ondas planas, para descrever a propagacao e o espalhamento da
onda na matriz sélida, onde foi considerado o limite incompressivel e sem perda.

No capitulo 2, deriva-se as equacdes do modelo que envolve a propagacao de ondas
elasticas em sélidos, considerando ondas de cisalhamento e longitudinal, decorrentes da
relacdo do estresse-deformacdo, com base na lei de Hooke generalizada, assumindo que as
componentes do estresse sdo linearmente relacionadas com as da deformacao com termos
de derivada fraciondria no tempo. Também serd mostrada a equacdo de Helmoholtz e a
solucdo geral em termo dos harmonicos esféricos vetoriais.

No capitulo 3, serd apresentada a teoria do espalhamento actstico em uma matriz
solida, por uma inclusdo esférica. Além disso serd derivado os coeficientes de espalhamento
para aproximacao de monopdlo, dipolo e quadrupdlo, que serd utilizada nas férmulas
da forca de radiacio actistica. E importante ressaltar que, a teoria do espalhamento estd
diretamente ligada aos fendmenos da forca de radiacao acustica.

No capitulo 4, serd descrita as expressoes analiticas para a for¢a de radiacdo acustica
utilizando-se o principio da conservacao do momento linear e, as eficiéncias de absorc¢ao,
espalhamento e radiacdo que utilizam os fundamentos da teoria do espalhamento.

No capitulo 5, serd aplicada a teoria apresnetada nos capitulos anteriores considerando-
se uma particula de polietileno de alta densidade e uma particula sélida de aco embutida em
uma matriz solida eléstica, interagindo com a onda plana acustica no limite de Rayleigh.

E finalmente serd apresentado no capitulo 6, as principais conclusdes deste trabalho
a partir dos resultados obtidos por meio de simulagao numérica, e para tanto, utilizou-se
o software Wolfram Mathematica [66]. Sera também mostrada as perspectivas para o

desenvolvimento de novos trabalhos.
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Capitulo

Equacoes do Modelo

Fluidos e soélidos eldsticos sao constituidos por 4&tomos e moléculas interligados,
de modo que a disposicdo como os dtomos estdo arrumados entre si € o que distingue
um material do outro. Outra caracteristica que difere um sélido eldstico de um fluido, € a
capacidade de ser deformado.

Quando um sélido é submetido a uma deformacdo eldstica, relacionada com a
tensao eldstica, cessando a perturbacdo que provocou a deformacdo, o mesmo tende a
voltar ao seu estado inicial, ou seja, ndo deformado. Quando um fluido é submetido a uma
deformacao, ele tende a permanecer no mesmo estado deformado. As leis que descrevem os
sistemas constituidos por corpos sélidos elasticos ou fluidos s@o as mesmas: conservagao
da massa, momento e energia [48]- [49].

Neste capitulo serdo desenvolvidas as equacdes que descrevem a deformacdo em um
s6lido eléstico, incluindo as equagdes de conservagdo da massa, momento e energia. Serd
desenvolvido também, a teoria de propagacao e espalhamento de ondas planas elésticas, con-
siderando uma matriz sélida, constituida de material isotrépico e homogéneo, na presenca
de uma inclusao esférica. Serd levado em conta que, a equacdo que descreve 0 movimento
da onda, ou campos de deslocamento, € a conhecida equacdo de Helmholtz vetorial, escrita
utilizando o sistema de coordenadas esféricas, devido a simetria do problema, que possui

solu¢cdo em termos dos harmonicos esféricos vetoriais.
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2.1 Equacoes de Conservacao para Solidos

A matéria no estado s6lido possui forma e volume constantes bem definidos, devido
a grande coesdo entre as suas moléculas, sdo materiais mais rigidos mas apesar disso podem
sofrer deformacdes. Os sélidos eldsticos sdo constituidos por 4tomos que estdo interligados
entre si. Quando um s6lido homogéneo sofre uma deformacao eldstica, os &tomos que o
constituem sofrem um movimento que pode ser descrito por meio do deslocamento de um
ponto arbitrdrio, no s6lido, antes e apds a deformacao.

A deformacao eldstica ¢ um fendmeno que pode ser analisado tomando um elemento
infinitesimal do sélido fixo no espaco, usando o sistema de coordenadas cartesianas, num
instante de tempo arbitrdrio. Assim, as equagdes de conservacao da massa, momento
e energia podem ser desenvolvidas analisando um elemento de massa de controle. As
equagoes apresentadas nesta secdo serdo referidas em relacdo ao sistema de coordenadas
cartesianas x; (i = 1,2, 3), permitindo que as complexidades do célculo tensorial sejam
evitadas [53].

2.1.1 Deformacao

Considere um meio continuo, de volume Vj e superficie Sy, que sofre uma de-
formacdo eléstica. No instante que antecede a deformacdo, o ponto Py estd localizado
pelo vetor posicdo X. Um ponto vizinho Py, situado nas proximidades de Py, encontra-se
localizado pelo vetor dX, em relacdo a Py. Apds a deformacgdo, o volume e a superficie
serdo denominados por V;/ e Sj. O ponto Py, serd representado por P e, estard localizado
pelo vetor deslocamento x. O ponto P, serd representado por P/, que estard localizado
pelo vetor dx, em relag@o a P, como mostra a Fig.(2.1). O deslocamento de Py para P €
medido pelo vetor deslocamento u = (uy, uy, u3), conforme mostra a Fig.(2.1).

As relacoes entre os vetores, mostrados na Fig.(2.1) sao dadas por:

x=X+u, 2.1)
u+dx=dX +u. 2.2)

No entanto, da Eq. (2.1), tem-se que dx = dX + du. Utilizando essa expressao, pode-se

reescrever a Eq. (2.2) como:

a=u+du. (2.3)
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Figura 2.1: Deformagio de um meio continuo de volume Vp para o volume V.

14
Vo S’o
X; A
S 0
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dX dx

Po u P 0

X X
",

Fonte:Prépio autor

Além disso, pode-se expressar o vetor # € du na notacdo de Einstein. Assim du pode ser

reescrito seguinte forma:

du; = 0ju;dx;, 2.4)
onde d; = d/dx;. Essa equagdo pode ser apresentada na forma:

du; = %([)jui + Ojuj)dx; + %([)jui — Oju;)dx;. 2.5

Assim, para pequenas deformacdes, define-se as tensdes infinitesimais de deformacéo e
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2 Equacdes de Conservagdo para Sélidos 18

rotacao, respectivamente como:
1 1
€j = E(ajui + a,‘btj), wij = 5(8]”,' — 8,'141'). (26)
Escrevendo a deformacdo na forma vetorial:
1 T
G:E(Vu+Vu ). @.7)

onde o gradiente, Vu é o tensor de segunda ordem e o sobrescrito I denota a transposta
de um tensor. O resultado da Eq.(2.5), mostra que a cinemética de um ponto arbitrario
na vizinhanca de P € governada pelo campo gradiente local d;u; € que o movimento €
uma combinagdo de efeitos locais de distor¢do €, € rotagdo de corpo rigido w;;. Esses
resultados s@o importantes e serdo utilizados na secdo que ird descrever o espalhamento de

ondas por uma inclusdo.
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2.1.2 Tensao

Considere um meio continuo de volume Vj e superficie Sy que sofre a agao de

forgas externas superficiais f; (i = 1, 2, 3), como mostrado na Fig. (2.2).

Figura 2.2: Tensdo de um meio continuo de volume Vjy devido a forgas superficiais.

Fonte:Prépio autor

Quando o objeto € deformado devido a acdo dessas forcas, a disposicao das
moléculas sdo alteradas e o corpo deixa de estar em equilibrio. Como resultado da atuacdo
dessas forgas, o vetor de tracdo ¢ vai atuar sobre um elemento de superficie arbitrario com

o vetor normal n a essa superficie, como mostrado na Fig. (2.2). O vetor tracdo € dado por:

q=0-n, (2.8)

onde o € o tensor das tensoes e, estd relacionado com as forcas internas que tendem a
devolver o corpo ao estado inicial. Sendo assim, se ndo h4 deformagdo nao existe tensao

interna.
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2.1.3 Conservacao da massa

A massa contida em um meio continuo, de volume Vj e superficie Sy, para qualquer

instante de tempo ¢, é dada por:

m = / od’r, (2.9)
Vo

onde p = p(r,t) é a densidade de massa de um sélido. A conserva¢do da massa requer que

taxa de varia¢do da massa seja nula, ou seja, dm/dt = 0. Assim:

o, / pd’r = 0. (2.10)
Vo

O deslocamento de uma particula devido a uma deformacao de volume Vj apds um instante
de tempo dt é vdt. Se n € o vetor unitdrio normal a superficie Sy, entdo o volume deslocado

pelas particulas de um elemento de 4rea d*r na superficie Sy é d°r = v - ndtd?r. Portanto:
&, pd’r +/ pv - nd’r = 0. (2.11)
Vo So

Utilizando-se o teorema da divergéncia de Gauss para campos vetoriais, podemos expressar

a Eq. 2.11 em termos das integrais de volume. Desta forma, tem-se:

/ d,pd’r +/ V- pvd’r = 0. (2.12)
Vo Vo

Como o volume Vj € arbitrério, entdo a equacdo de conservagdo da massa € dada por:
op+V-pr=0. (2.13)

A Eq.(2.13 )estabelece que a variagdo temporal da massa por unidade de volume, dentro
do volume de controle infinitezimal € igual a variacao espacial do fluxo liquido de massa

através da superficie de controle por unidade de tempo.

2.1.4 Conservacao do momento

A variacdo da taxa do momento linear em um meio continuo de volume V) e
superficie Sp € igual a forca total aplicada sobre esse volume. Para qualquer instante de

tempo ¢, o momento linear no volume continuo Vj € dado por pv. Como o corpo estd sujeito
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a forcas de superficies e volumétricas, a taxa de variacdo do momento linear do corpo é

dado por:

at/ oV d3r=/ o nd2r+/ Y, (2.14)
Vo So Vo

onde o € o tensor das tensdes em um sélido. Resolvendo a derivada temporal na integral do
lado esquerdo da igualdade, e lembrando que a derivada no tempo do elemento de volume

é 9,(dr) = v - n d°r, assim:

vd,p + pdy) &r + /

pvv-ndzr:/ o-nd’r+ | fVd&r. 215
So So

Vo Vo

Substituindo a Eq. (2.11) e v = d;u simplificamos o lado esquerdo da igualdade. Utilizando
novamente o teorema de Gauss, na integral de superficie e assim podemos reescrever essa

equacdo da seguinte forma:

(p(?,zu—V-O'—fV)d3r. (2.16)
Vo

Como o volume Vj € arbitrario, a equag@o da conservacdo do momento é dada por:
pd’u—V-o—f'=o. (2.17)

Considerando que as forcas volumétricas f V sd0 muito menores que as demais forgas da

Eq. (2.17), podemos desprezé-las e, assim reescrevemos a Eq. (2.17) da seguinte forma:
pdiu—V-o=o. (2.18)

Essa € a equacao de conservacdo do momento para sélidos, e serd utilizada nas proximas
secoes. A Eq.2.18 estabelece que a varia¢do da taxa temporal da quantidade de movimento
das particulas infinitesimais, dentro do elemento de volume de controle € igual a resultante

das forgas de superficie que atuam no volume de controle infinitesimal.

2.1.5 Conservacao da energia

A Conservagdo de energia estabelece que a variagdo da taxa da energia total € igual

ao trabalho realizado sobre o corpo, devido a acdo de todas as forgas externas que atuam
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no corpo por unidade de tempo. Assim, a energia cinética E, pode ser definida como:

1

Ec:—/ v2p d’r. (2.19)
2 Jv,

A energia interna U é dada por:
U= | eopdr, (2.20)
Vo

onde gy € a energia interna por unidade de massa. O trabalho realizado pelas forgas externas

¢ dado por:
W= [ (oc-n)-vd>r+ [ f'-vdr, (2.21)
So Vo
assim, a conservacao de energia € dada por:
1
& | (=v:+e)pd’r= [ (o-n)-vd®r+ [ f¥-vdr. (2.22)
Vo 2 So Vo

Desenvolvendo o lado esquerdo dessa equacgdo, tem-se:

1 1
/ [(vatv + 0,80)p + (—v2 + 80) 6,,0} &dr+ / (—v2 + so) oV -n d*r
Vo 2 So \2

= [ (oc-n)-vd®r+ | f¥-vdr. (2.23)
So Vo

Aplicando o teorema de Gauss novamente nas integrais de superficie e, organizando os

termos:

(Vatv+6[80)pd3r+/

1
(Ev2 + 80) [6,p+ V- pv]dr = / Voovd’r+ [ fVvdr.
Vo

Vo Vo
(2.24)

Vo

Analisando a equagdo, percebe-se que o termo entre colchetes € a equagdo de conservagao
da massa, Eq. (2.13), logo terd valor nulo. Substituindo v = d;u e reorganizando os termos,

essa equacao pode ser reescrita da seguinte forma:

/ [(p0*u —V -0 — f)ou + (pdiey — oV - v)]d*r = 0. (2.25)
Vo
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Nota-se que o primeiro parenteses na equacgdo € igual a zero, pois trata-se da equagdo de

conservacdo do momento (2.17), portanto a equacdo acima reduz-se a:
poigg —oV-v =0. (2.26)

Essa € a equacdo de conservagdo da energia para s6lidos.

2.2 Propagacao de onda em solidos

Em um material eldstico a tensdo e a deformacao estao relacionados pela rigidez, que
¢ uma medida da resisténcia do material e a deformac¢do em resposta a uma forga aplicada.
Para um meio isotropico, Cauchy generalizou a lei de Hooke assumindo que as componentes
do estresse sao linearmente relacionadas com as componentes da deformacao [54]. Desta

forma, pode-se escrever a equacgdo tensorial na notacdo de Einstein da seguinte forma:
oij = Cijki€xis (2.27)

onde o0 o;; € o tensor das tensoes, € € o tensor deformacio e Cjjy; € o tensor das constantes
elasticas, ou mddulos, do material € € chamado o tensor do mddulo de elasticidade.
Considerando que C;ji; € um tensor de quarta ordem, podemos utilizar o teorema [56],

entao:
Cijki = 40011 + po(6ikdj1 + 6110 k), (2.28)

onde A e p, sdo conhecidas como constantes de Lamé e 6;; € a fungdo delta de Kronecker.
Utilizando esse teorema, para os tensores de quarta ordem a relacdo tensdo-deformacao do

modelo de um sélido eléstico pode ser escrita como:

ojj = A0;j€kk + 2H0€ij, (2.29)
ou seja:

o = (Atre) I + 2uge, (2.30)

onde, I/ € o tensor unitdrio de segunda ordem, ’‘tr’ significa o traco de um tensor,

A=Ky— % o € Ho, sao as constantes eldsticas longitudinal e cisalhamento em unidades de
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Pa - s. Substituindo a Eq.(2.7), na Eq.(2.30), tem-se que:

o= l(Ko — %#0)(V ‘u)

I+ 1o (Vu + VuT) . 2.31)

Substituindo a Eq.(2.31) na equacdo de conservagao do momento Eq.(2.18), € possivel

reescrever essa relacdo como fungdo do deslocamento u:

92 2
Ty {(KO 20wl g (Vs VuT)} . (2.32)

Agora, utilizando-se a identidade vetorial: VZu = V(V - u) — V x V X u, pode-se reescrever

essa equacao da seguinte forma:

pd*u = (Ko + g,uo)V(V u) + uVu, (2.33)
ou

Pu=ciV(V-u)—ciVxVxu. (2.34)

A Eq.(2.34), é conhecida como equacao do movimento para ondas eldsticas ou equaccao
de Navier, que suporta ondas longitudinais e de cisalhamento, onde a velocidade do som

longitudinal e cisalhamento sdo dadas por [57]:

K, 4
cL = M, (2.35)
\ 0
s = |22, (2.36)
Jo

observa-se que a velocidade do som longitudinal € maior que a de cisalhamento, c; > cs.
Para pequenas deformagdes harmonicas no tempo ¢, com frequéncia angular w, o vetor u,
representa o deslocamento induzido no sélido pela propagacdo de uma onda eléstica. Nesse
caso tém-se campos de deslocamento nas direcdes longitudinal e transversal o que torna a
equacgdo mais complexa. Com a finalidade de tornar a expressao menos complexa, serd

utilizado o teorema da decomposi¢dao de Helmholtz [1]. Desse modo, € possivel escrever a
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expressao da amplitude para o deslocamento u, da seguinte forma:
u = +u®)e (2.37)

onde i é a unidade imagindria, u') é a componente longitudinal, (irrotacional com
Vxu) =0)e, u® é acomponente de cisalhamento, (sem divergéncia com V - ul) = 0).
A partir de entdo, considera-se os deslocamentos longitudinais u), e de cisalhamento
u'®, como quantidades normalizadas para a magnitude de deslocamento ug. Inserindo a

Eq.(2.37), na Eq.(2.34), € possivel chegar até as equacgdes vetoriais de Helmholtz:

(V2 + k,%) u® =0 (2.38)

(V2 +K3) u® =0, (2.39)

onde k; e kg, sdo os numeros de onda longitudinal e cisalhamento respectivamente. A
Equacao de Helmholtz j4 foi resolvida por diversos autores [49], [56]. A solugdo geral
da equacdo Vetorial de Helmholtz € dada em termos dos harmonicos esféricos vetoriais
conforme pode ser vista em [27]. As equagdes vetoriais de Helmholtz, para a onda incidente
devem ser finitas em todo o espago. A solucdo de base regular das equacdes em coordenadas

esféricas sdo dadas em termos dos vetores Hansen [49]:

LY =V, [ju(kLr)Y"(6, 9)],

0 m Jn(krr)
=Jn (kLr)Yn (0’ (P) + (kLV)

(0, ), (2.40)

M), = Vs[ju(ksr)Y(6, 9)],

= —julksr) (6, @), (2.41)
N =vsx M),
" ik
— n(n+ 1)1”( s7) Y™ (6, ) + é)”"—(Sr)w(e, o), (2.42)
(ksl’) (kgr)

onde V; = kj_l, comj € [L,S], ju, € a funcdo esférica de Bessel de ordem n, o simbolo

principal significa diferenciagdo. Os harmonicos esféricos vetoriais (HEV), nessas equagdes
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sdo definido como:

Y0, 0) = Y,"(6, e, (2.43)
Y110, ¢) = (6, 0)rVY,"(6, ), (2.44)
¥, (0. 9) =rx VY6, ¢), (2.45)

onde Y, € o harmonico esférico dado por:

Y6, ) = \/(22; D ((: -:r:z))!! P,T(cos@)e("m‘ﬁ), (2.46)
V110, ¢) =V, (6, 0)rVY,"(6, ¢), (2.47)
Yy, (0, 9) =r x VY'(6, ¢), (2.48)

com P}, sendo os Polindmios de Legandre de ordem n, e grau m. Portanto, de acordo com
a solucdo da equacao de Helmholtz desenvolvida em [27], as amplitudes dos campos de
deslocamentos incidente e espalhado, podem ser expandidas em série de ondas parciais da

seguinte forma:

ul (kpr,0,¢) = > SUPL (kur, 6, 9), (2.49)
nm
ul(kr,0,¢) = > SM (ksr, 0,6) + Sty N (ksr.0,0),  (2.50)
onde 3, = 2020 Zme—n> Sr(,’,f ) ¢ 0 coeficiente de forma do feixe da onda longitudinal,

spsl) o gps2)

enquanto que sdo os coeficientes de expansdo da onda de cisalhamento de

primeiro e segundo tipo.
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Capitulo

Espalhamento Acustico de Onda plana

elastica no limite de Rayleigh

Uma onda eldstica € uma perturbagdo tensional, que se propaga em um meio
eldstico. As ondas podem ser polarizadas longitudinalmente ou transversalmente. Se a
onda propagante nao encontrar uma barreira ela se propagard no meio de modo progressivo.
Mas se o meio propagante for composto por uma matriz sélida, homogénea, isotrdpica,
contendo uma inclusdo esférica, embutida, parte da onda incidente poderd ser: transmitida
ou espalhada. As técnicas de ensaios ndo destrutivos baseiam-se nesse mecanismo, € possui
potenciais aplicacdes na industria e na drea médica [47].

A técnica de ultrassom consiste em transmitir energia em forma de ondas, através
dos materiais a serem examinados, com a finalidade de estimar no referido meio a energia
incidente, transmitida, refletida ou espalhada. Na geofisica de exploracdo, objetos esféricos
fornecem uma boa aproximacao para objetos reais. A formulacio analitica de uma tnica
esfera pode ser usada para construir solu¢des mais complicadas [49].

A propagacgdo das ondas eldsticas foi modelada a partir da teoria da elasticidade
linear e, foram encontradas solu¢des analiticas que descrevem o movimento da onda em
meios lineares homogéneos e isotrépicos. Solucdes exatas para problemas de espalhamento
podem ser muito tteis [53].

Um dos primeiros trabalhos com base tedrica para analisar o espalhamento de
uma particula esférica, foi desenvolvido por Rayleigh, em 1872 [48]. Um caso geral para
espalhamento por uma esfera ou cilindro rigido, foi desenvolvido, em 1953, por Morse [49],
no qual a soluc@o do espalhamento desenvolvida por ele ndo necessariamente considera

que o espalhador € muito menor do que o comprimento de onda.

27



3 Espalhamento de onda plana no limite de Rayleigh 28

Neste capitulo, serd apresentada a teoria de espalhamento actstico de uma onda
plana por uma inclusdo esférica de material sélido eldstico, embutida em uma matriz sélida
eldstica. No processo de resolucao das equagdes, serd considerado que o comprimento de

onda € muito maior do que o raio da inclusdo esférica, que € o limite de Rayleigh.

3.1 Espalhamento de onda plana no limite de Rayleigh

Considere uma matriz s6lida, sem perdas, de extensdo infinita, com densidade
00, € modulos massa isotérmico e de médulo de cisalhamento, denotados por Ky € o,
respectivamente. Sob pequenas deformagdes, a tensio induzida é considerada de acordo
com a lei de Hooke [48]. Considere uma onda plana longitudinal, propagando-se nessa
matriz, com frequéncia harmonica angular w, ao longo do eixo z, e com amplitude de
deslocamento dada por:

win = upe' e e, (3.1)

nen z :

onde u(, € a magnitude do deslocamento, "i" € a unidade imagindria, k; = 27/1 = w/cy,
com A sendo o comprimento de onda longitudinal, "' € o tempo e e, € o vetor unitario na
direcdo axial. Portanto, da Eq.(3.1) verifica-se que a magnitude do deslocamento deve ser
muito menor que o comprimento de onda, ug < A. O sistema que representa o modelo
estudado no presente trabalho €, constituido por uma particula esférica, viscoeldstica ou
eldstica, de raio a, densidade p;, médulo de massa K; e, médulo de cisalhamento yj,

embutida em um matriz sélida, conforme ilustra a figura:
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3 Espalhamento de onda plana no limite de Rayleigh 29

Figura 3.1: Uma onda incidente arbitrdria, denotada por barras verticais pretas, é espalhada por
uma inclusdo esférica de raio a, densidade pj, velocidade longitudinal ¢z ; e, de cisalhamento cs ;.
A esfera € incorporada em uma matriz sélida de densidade pg, velocidade longitudinal c;, e de
cisalhamento cg. As ondas espalhadas sdo retratadas por arcos pretos. A direcdo € axial e, o vetor
de posi¢do em coordenadas esféricas, é representado por r(r, 8, ¢).

Onda Incidente, u,,

Onda Espalhada, ug,

Matriz solida: p,, c,, c,

Fonte:Prépio autor

Para descrever as ondas espalhadas, serd utilizado o sistema de coordenadas esféricas

(r, 6, ¢), com os correspondentes vetores unitdrios, (e, €g, €,):
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Figura 3.2: Coordenadas esféricas, (r, 0, ¢), onde: r € a distincia radial, 6 é o angulo polar e ¢ o
angulo azimutal, com os correspondentes vetores unitarios.

Z
4

o

X Fonte:Prépio autor

A origem do sistema de coordenadas € definida no centro da esfera estdtica. A
andlise futura € limitada a pequenas esferas comparadas ao comprimento de onda incidente.
Na anélise de espalhamento Rayleigh, € natural definir um parametro de escala em termos

do tamanho da particula:

e=ka= 2n% <1 (3.2)

Devido a conversdao de modo, as ondas espalhadas longitudinais e de cisalhamento
sdao formadas, respectivamente, no meio. Comumente, essas ondas sdo referidas como
ondas primdria P e secunddria S.

A conversao de modo ocorre quando uma onda longitudinal ou de cisalhamento
atinge uma interface em angulo diferente do angulo reto. No processo de espalhamento
analisado aqui, uma onda P € convertida em outra onda P e onda S. Além disso, para
uma inclusdo muito menor que o comprimento de onda, € suficiente representar as ondas
espalhadas até o modo quadrupolo. No limite de Rayleigh, o campo de deslocamento das

ondas espalhadas € dada por [59]:
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2
U, (r,0) = —Z—E > i (@n +1) [sf;f’v [hﬁ,”(kLr)Pn(cosa)]
n=0 3.3)

k s
+ (k_L) sPPV x V x [rh,gl)(ksr)Pn(cosé)er],
s

onde h,(f), ¢ a funcgdo esférica de Hankel do primeiro tipo, € P, € o polindmio de Legendre de
ordem n e ks = w/cs. O primeiro termo, dentro dos colchetes, da Eq.(3.3), corresponde a
uma onda longitudinal tipo P, (essa onda € irrotacional). O segundo termo, estd relacionado
a uma onda de cisalhamento tipo S, ndo divergente. As constantes s7” e 57, sdo
respectivamente, os coeficientes de espalhamento primdrio e secundario. No Farfield

kpr > 1, o vetor de deslocamento do espalhamento pode ser expresso por:

e (r,0) = uo=[X1 FPP(0) + &7 £75(0)], (3.4)
r

onde fPP e fP° sdo, respectivamente, as funcdes de espalhamento longitudinal e de

cisalhamento. Essas fungdes sdo determinadas a partir da expansdo assintética da Eq.(3.3),

para kpr > 1. Assim, substituindo a funcdo Hankel esférica assintotica, h,(})(kLr) &

i ”_leikL’/kLr, para kpr — oo, na Eq.(3.3), tem-se:

2 .
PP () — b (p)
f p(@)—;(2n+l)[ Lt Pu(cos O)e,], (3.5)
2 .
£y = > @n+ 1)[—k;—as,§f’S>P,;(cos 0)eo]. (3.6)
n=0

Considerando que a onda em questdo propaga-se sobre uma inclusdo esférica
absorvedora, como por exemplo, uma particula constituida de polimero, t€ém-se que o

moédulo de massa e de cisalhamento K, e u;, serdo complexos [61], assim:

K = K| +iK, (3.7)
My = ,ul’ + i,ul//. (3.8)

.7 . ’ ’ ~ . P
As varidveis K| e u,, sdo, respectivamente, os modulos de armazenamento, enquanto

Kl” e ,ul" sdo, modulos referente as perdas. As relacdes de dispersao longitudinal e de
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cisalhamento, dentro da particula, sdo expressas por:

P1
ki1 = , 3.9
= ‘”\/K1<w)+§‘m<w) G2

ksi = w, -2 (3.10)
ui(w)

Observa-se que, a parte imagindria estd relacionada com a absor¢@o. Além disso, a

velocidade do som dentro da particula pode ser espalhada. Se o material for puramente
eléstico, K| e yy, tornam-se funcdes de valor real, independentes da frequéncia. Agora, é
possivel determinar os coeficientes de espalhamento, longitudinal e de cisalhamento, obtidos
a partir das condicdes de continuidade do tensor das tensdes e do vetor de deslocamento
através da superficie da particula [27].

As condi¢des de contorno, para o espalhamento por uma esfera sélida, isotropica,
incorporada em uma matriz sélida, eldstica, requerem a continuidade dos vetores de
deslocamento e do tensor das tensdes na superficie da esfera, em r = a [27], assim temos:

Através das condi¢Oes de contorno, € possivel calcular os coeficientes de espalha-
mento longitudinal. Para tanto, deve-se substituir os campos de deslocamento e tensor
das tensoes incidente, espalhado e transmitido, conforme foi resolvido em [27]. Assim,
encontramos um sistema de equagdes lineares para os coeficientes que pode ser resolvido

através do célculo do determinante, conforme a equagao abaixo:

(uin + Uge + utr) : YZm

f (uin +Usc + utr) : ‘P;;m
4r

i dQ = 0. (3.11)
e, (O'in + O t+ O-Zr) ' Ynm

e, - (Oin+os+0oy,) ¥,

Para calcular os coeficientes de espalhamento longitudinal, € preciso substituir
os campos de deslocamento e o tensor das tensdes incidente, espalhado e transmitido,
conforme foi realizado por [27]. Deste modo, € possivel montar um sistema de equacoes

lineares e assim, calcular os coeficientes de espalhamento:

Instituto de Fisica - UFAL



3 Espalhamento de onda plana no limite de Rayleigh 33

by dp diz du
by dyy dyz dy

det
by dyp dyz di
by dyp diyz dag
sPP) = : (3.12)
dy dip diz dua
drn d d d
dot | @2 42 a3 s
d31 dyp dyz dis
dy dip diz dag
e
du dip diz dua
dr d d d
dot| @2 G2 A2z s
dy1 dzp diz di
k dy dip diz das
s = 25 s, (3.13)

ke by dp dys da
by dyy dyz dy
by dy di3 dx
by dip diz das

det

Os elementos da matriz sdo fornecidos no Apéndice, ??. Os coeficientes de
espalhamento sdo funcdes dos parametros de tamanho: € = kpa, g1 = kp1a, €5 = ksa e
ES1 = ks,la.

Para obter os coeficientes de espalhamento no limite de Rayleigh £ <« 1, considera-
se que s = (ks/kp)e, es1 = (ksi/kr)e e ery = (kp1/kr)e. Além disso, considera-se que
a matriz s6lida ndo pode se aproximar do regime quase incompreensivel [61].

Portanto, para evitar o regime quase incompressivel, a andlise de ondas em sdlidos

serd mantida, considerando, (ks/kz) = O(1), que restringe o parametro de tamanho de
cisalhamento a:

g = 0(e). 3.14)
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Agora € possivel substituir as fungdes esféricas de Bessel e Hankel, dos elementos

da matriz fornecidos no apéndice ??, pelas correspondentes expansdes assintdticas [62]:

. (n+D! 5

(x) = 21" _ : 1
) = 2 e T G a3 G-15)
. i(2n)!

n(x) = —— X < L. (3.16)

Assim, os coeficientes de espalhamento de: monopolo, dipolo e quadrupolo, do

modo longitudinal, calculados sao dados por:

4ug
3 8(ui—po) _ 6p1 Kit—5
& 6 + K0+4HTO po K()+4”TO:|
sgp PR (3.17)
2 2 3ip| g | Hpo—p) | 3o Kit 5
e [6(1 e)+ o ] 6i Ko+ 10 + 2 Ko+4”TO]
pp 83(/)1 - pO)
s = 37 , (3.18)
2¢3 (K ' ) (po — p1) + (83 = 9i)po — &3py
0—3H0
42 (ko — 1)
shP = 3 (3.19)

(90 + 641) (ko + %Mo) — 4ug (ko + 310 — /11)

foi considerado os termos até O(*). Da mesma forma, para os coeficientes de espalhamento

de cisalhamento de dipolo e quadrupolo, obtém-se:

k 3
sPS = (—S) PP (3.20)
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k 4
sPS = (—S) sPP . (3.21)

No limite de Rayleigh, os coeficientes de monopolo, dipolo e quadrupolo sao
obtidos, (através de simulacdo numérica computacional), expandindo as Egs. (3.17) -
(3.21) em série de Taylor e, utilizando o Software Mathematica [66], em torno de € = 0,
substituindo as Egs. (3.10) e (3.9). E desta forma:

S0P = (? ) & (3.22)
$o ( % ) & (3.23)
S0 = (1f_§ ) & (3.24)
§9 = (%)4 (5—2) &, (3.26)

As fungdes fy, fi e f>» sdo dadas por:

_ , (Ki(w) — Kop)
folw) = 3—3 Ki(@) + (3.27)
fi= %M, (3.28)
Po

6(Ko + 240)™ 2 + (9Ko + 8110)
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Ao considerar uma particula puramente eldstica, os coeficientes das Egs. (3.22) -
(3.26), estao de acordo com [58]. Os termos de ordem superior, com n > 2, t€ém ordem
O(g)’ e portanto, sdo negligenciados. Vale ressaltar, que fazendo u; = 0, é possivel obter
os fatores de espalhamento para uma cavidade cheia de liquido [57].

No presente trabalho, ndo foi considerado os efeitos termo viscoso na matriz sélida
para derivar os fatores de espalhamento nas Eq.(3.27), (3.28) e (3.29). Tais efeitos podem
ser modelados em s6lidos, como foi feito para o espalhaento por uma particula em um fluido
termoviscoso [60]. Do mesmo modo espera-se que efeitos termo viscosos modifiquem os
fatores de espalhamento.

Neste capitulo foi discutido a teoria do espalhamento actstico de uma onda plana
(no limite de Rayleigh), em uma matriz sélida, contendo uma inclusdo esférica. Além disso,
foram mostrados os coeficiente de espalhamento para aproximacdo de monopolo, dipolo e
quadrupolo que serdo utilizados nas férmulas de forca de radiacio actistica. E importante
ressaltar que o espalhamento actstico esta diretamente relacionado com o fend6meno da
forca de radiagdo el4stica.

No préximo capitulo, serd mostrado como obter expressoes analiticas para a forca
de radiagdo actstica e as eficiéncias de absor¢do, espalhamento e radiacdo que utilizam os

fundamentos de espalhamento.
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Capitulo I

Forca de radiacao elastica em uma matriz

sOlida com uma inclusao esférica devido

uma onda plana

A forca da radiacdo acustica ¢ um fendmeno causado pela transferéncia de impulso
das ondas para um determinado objeto. Devido a essa interacdo, o objeto absorve e/ou
espalha a onda actstica ocasionando uma transferéncia de momento da onda para o objeto.
Assim, o fluxo de momento linear médio e a tensdo que atuam sobre o objeto € conhecido
como for¢a de radiagdo actstica.

A forca de radiacdo elastica, exercida sobre uma inclusdo, estd relacionada com a
mudanca na taxa de variacdo do momento extraido da onda incidente, menos o impulso
linear retirado pela onda espalhada ao longo da direcdo axial.

Neste capitulo, serdo apresentadas as expressdes analiticas para a forca de radiagao
acustica, exercidas sobre uma matriz s6lida com uma inclusao esférica, devido a uma frente
de onda plana e as eficiéncias de absorcdo, espalhamento e extingao, utilizando a extensao

do teorema Optico [27].
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4.1 Fatores de eficiéncia de absorcao, espalhamento e ex-
tin¢ao
Quando ondas elésticas propagam-se ao longo de uma matriz sélida, no eixo z,
contendo uma inclusdo esférica, parte da poténcia incidente na particula, € extraida por

absorcdo e espalhamento. A conservagdo de energia requer que a média temporal da

poténcia de extincao seja:
Peyt = Paps + Pycq, (41)
onde: P, € a média temporal da poténcia absorvida e P,., a media no tempo da poténcia

espalhada. E util definir as eficiéncias dessas grandezas fisicas como:

Pext,abs,sca (4 2)

Qext,abs,sca =
na’ly

onde Iy = pocz(kLuo) /2 é a magnitude média da onda plana longitudinal, com 1 sendo a

magnitude do campo de deslocamento. Assim, tem-se que:

Qext = Qabs + Qsca- (43)

Os fatores de eficiéncias sao dados em termo dos coeficientes de espalhamento, da

seguinte forma [37]:

2 3
4 k s
Oubs = ——2Re 2(211 +1) x s,(j”’) + |s,(1pp)|2 + n(n + 1)(—L) s,({’ )|2 , (4.4)
& ) kS
4 2 o\
Osea = ——Re D 2n+1) |52 + n(n + 1)(—L) 57171 (4.5)
E =0 kS
4 2
Oext = ;Re Z(Zn + l)s,(lpp), 4.6)

n=0
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4 Fatores de eficiéncia de absorcao, espalhamento e extincao 39

onde "Re", significa a parte real. Substituindo os coeficientes de espalhamento dados na
Egs. (3.22) - (3.26) na Eq.(4.5), tem-se:

1+2()]ﬁ [ ;(%fbﬁﬂ. 7

A eficiéncia do espalhamento, varia com &* que, representa uma caracteristica

Osca = [|f0|2

universal do espalhamento no limite de Rayleigh. No entanto, a dependéncia com a
frequéncia também estd relacionada aos fatores de contraste de monopolo fj e quadrupolo
f>. Observa-se que a Eq.(4.7), estd de acordo com os resultados derivados anteriormente
para o caso de uma particula puramente eldstica em [55].

Para calcular a eficiéncia de absor¢do, € necessario expandir Q,,;, em torno de
€ = 0 até O(g*), que é a ordem mais baixa de Qyc,, assim:

Qext = 0V e + 0P &2 + 0B &3 1+ oW &4, (4.8)

ext ext

com Q sendo, a eficiéncia de extin¢do de ordem n. Claramente, para n = 1,2,3, a

ext
eficiéncia de extincdo € devido apenas a absor¢do, uma vez que Qm = 0(¢*). AEq. (4.8)

¢ substituida na Eq.(4.3), produzindo a eficiéncia de absor¢ao como:
1 2 3
Qubs = QW& + QL08” + Q0. (4.9)

Portanto, a eficiéncia de absor¢ao de menor ordem € Q5 = Qms + O(g?). Inse-
rindo os coeficientes das Eqgs. (3.27), (3.28) e (3.29) na Eq. (4.6), obtém-se:

@%=—G%m%+ﬁy (4.10)

De modo que, a eficiéncia de absor¢do torna-se:

1 de
Q%:—(gymM+ﬁL .11)
onde "Im, significa a parte imagindria. Apesar dessa quantidade variar linearmente com
a frequéncia Q,ps ~ € ~ w, também adquire dependéncia da frequéncia em relagdo aos
fatores de contraste fj e f>. Além disso, para uma particula absorvedora Qs > 0, portanto,
a seguinte condi¢do deve ser satisfeita: Im[fy] > Im[ f>]. Combinando as Eq.(4.7) e (4.11),

obtém-se a seguinte expressao para a eficiéncia de extincao:
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3
4

4e

2
3 | fol” +

Qext = _( )IWL [f0+f2]+g<94

ks\'| ., 1| 3k
[ 2|2
¥ (kL)]flJ’s[J’z(kL

(4.12)

Para uma particula ndo absorvedora Qs = 0, isso implica em Q. = Qgcqa-
Finalmente, de acordo com o teorema O6ptico, desenvolvido por [27], que expressa a
eficiéncia de extincdo em termos da funcdo de espalhamento longitudinal na direcdo

dianteira 6 = O:

4
Qexl = Qabs + Qsca = glm[fpp(())] “ €z (413)

este resultado serd usado posteriormente para conectar a forca de radiacdo e a funcdo de

espalhamento longitudinal.

4.1.1 Conservacao do momento e forca de radiacao

A forca de radiagdo eldstica exercida sobre uma inclusao esférica, estd relacionada
com a mudanga de taxa do momento extraido da onda incidente, czlPex, = czl(Psca +Pups),
menos o momento linear retirado pela onda espalhada ao longo da dire¢do axial 8 = 0.

Para obter-se 0 momento axial, suportado pelas ondas espalhadas, longitudinal e
de cisalhamento, deve-se obter a poténcia diferencial de espalhamento que passa através
de uma érea diferencial r2dQ, onde dQ = sin8dfdy € o angulo sélido diferencial em
coordenadas esféricas. A expressao para a poténcia de espalhamento pode ser escrita na

forma diferencial [27], e é dada por:

1 . 1 i
dPgcq = w*r*Im k_zusc,rar”sc,r + _zusc,eaﬁusc,e dQ. (4.14)
L N

Considerando-se que ndo existe perda de energia na matriz s6lida, é possivel usar o

deslocamento de espalhamento de campo distante, dado na Eq.(3.4), e assim, obtém-se:
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3
k
dPyeq = ma’Iyc) [|fpp|2+(—,f) 17512 de. (4.15)
S

Assim, o momento diferencial projetado na direc¢do axial, sera:

cos 6

dQ. (4.16)

3
k ,
dPyeq = na*Ipc? cos 0 l| Frr? 4 (—L) TRk
crL ks

Integrando-se essa expressdo na superficie da esféra S, produz o momento axial

total tomado pelas ondas espalhadas longitudinal e de cisalhamento:

1 deca
—// cos 0dPg., = (cos ) ——, 4.17)
CcL St CcL

onde

3
S cos OraInc [| FPPI2 4 (ﬁ—g) | fPS|2] $in 06

(cosB) =

3 (4.18)
JF ra2loc [|fpp|2 + (’;—g) |fps|2] sin 66

Esta quantidade, d4 o grau de assimetria das ondas espalhadas em relacdo ao plano
z = 0, que varia entre —1 < (cos 8) < 1, com os limites inferior e superior correspondendo

ao espalhamento total nas regides para tras e para frente. A for¢ca de radiacdo eldstica €

entao expressa como:

1
Froa = — (Pext - <COS 0>Psca) . (419)
cL

Em termos da eficiéncia de radiacao, tem-se que, a forca de radiacdo sera:

1
Frad = 76* 2 Qrag, (4.20)
&
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onde Q, 44, € a eficiéncia da forca de radiacao, dada por:

Qrad = Qabs + (1 - <COS 9>)Qscaa (4-21)

sabendo que Q, .4, € a eficiéncia da for¢a de radiacdo. Vale ressaltar que a forca de radia¢ao
eldstica, como dada na Eq. (4.20), também foi obtida para ondas acusticas em fluidos e,
ondas eletromagnéticas [51].

O fator de assimetria € calculado substituindo as funcdes de espalhamento da
Eq.(3.4) na (4.18), [27]. Assim, obtem-se:

| 3
8 £ k §* \)
{cos @) = ~%0 ReZ {(n +1)x [sﬁ,’psfl’fl +n(n+2) (k_];) sz;rlsﬁ‘]} )

sca n=0

(4.22)

Substituindo-se os coeficientes de espalhamento dados nas Eqs.(3.22) - (3.26), nesta
equacdo e as Eqs.(4.7) e (4.13), organizando o resultado na Eq. (4.20), chega-se a eficiéncia

da forca de radiacdo eldstica:

4
Orat =~ Imlfo + fil + “o- {1/’ + Rel ]

3 — ks : 2 3 ks ! *
+7 1+2(k—) ]ff+g 1+§(E) Relfif;] (4.23)

L

[ 5
|13 (k—) } AP

2 \kp

A forca de radiacdo € dada na aproximagao quadrupolar. O termo &, € devido a
absorcdo no interior da particula, enquanto que o termo &*, esté relacionado a contribuigio
do espalhamento para for¢a de radiacao. Os termos (]]z—i) explicam a conversao de modo
longitudinal e de cisalhamento das ondas espalhadas. Para uma particula ndo absorvedora,

a eficiéncia da forca de radiacdo € reduzida a

Qrad = (1= (c0s 0))Qsca, (4.24)

neste caso, a relacdo entre a eficiéncia da forca de radiacdo com a frequéncia sera:
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4 ~ w*. Nesta secio derivou-se a forca de radiacio em termos do momento

Qrad ~ &
linear e da eficiéncia de radiacdo. Na proxima se¢ao serd realizada uma discussao sobre a

incompressibilidade dos sélidos eldsticos.

4.1.2 Solidos elasticos incompressiveis

A compressibilidade é uma caracteristica relacionada a deformacao, que todos os
materiais, desde sélidos a liquidos, possuem quando submetidos a forgas externas [27].
Os diferentes tipos de materiais, quando submetidos a uma tensao, respondem de maneira
diferente devido as suas propriedades.

A razdo de Poisson fornece uma maneira universal de contrastar o desempenho
estrutural de materiais reais, homogéneos ou ndao. Materiais com a razdo de Poisson
vo = 1/2, sdo extremamente dificeis de comprimir [52]. Alguns exemplos sdo: borracha,

tecido mole e a maioria dos liquidos [53]- [54]:

Ko (k_L)z_ 4 2(1+vp)
Ho

ks 3= m > 1,vy =~ 1/2. (4.25)

Na primeira parte da Eq.(4.25), usa-se a expressao da velocidade do som, dadas na
Eqgs.(2.35) e (2.36). Observa-se que nas Eqs.(3.22) - (3.26), que v aproxima-se de 1/2 e,
os coeficientes de espalhamento de cisalhamento divergem.

Para um sélido, no regime quase incompressivel, a propor¢ao do médulo de massa
de cisalhamento torna-se muito grande, de modo que Ky/up > 1. Assim, a partir das
velocidades do som na Eq.(2.35) e (2.36) observa-se que ks/k; > 1. Portanto, para
evitar o regime quase incompressivel, deve-se manter a andlise de ondas em sélidos com

ks/kr, = O(1), que restringe o parametro de tamanho de cisalhamento a:
es = 0(e). (4.26)

Logo, deve-se concluir que a andlise assintdtica para o limite de comprimento de
onda longo, introduzido nas Eqgs.(3.22) - (3.26), falha para uma matriz sélida, com a razdo

de Poisson aproximando-se a metade. Isso ocorre porque a condicdo dada na Eq.(4.26),
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para o parametro de tamanho de cisalhamento € violada:

gs = (ﬁ) e =0(e), (4.27)

e a violagdo ocorre quando:

(ﬁ) e=0(, (4.28)
kr
ou
Ko _ 0(s7?). (4.29)
Ho

Consequentemente, os resultados baseados nos coeficientes de espalhamento, no
limite de comprimento de onda longo, dado nas Egs.(3.22) - (3.26), ndo sdo adequados
para um meio quase incompressivel, como os s6lidos moles, com:

Ko _ O(s7?). (4.30)
Ho

Observe também que, o fator de contraste de dipolo, para um meio fluido sem
perdas, dado por fi = (o1 — po)/(2p1 + po), ndo pode ser obtido nas Eq.(3.27), ajustando
Ho = 0.

O motivo € que a Eq.(3.27), d4 a mudanca de inércia, que decorre da diferenca de
densidade entre a matriz sélida e a particula, assumindo que ndo ha movimento relativo
entre eles. No entanto, quando uma particula estd em um meio fluido, ocorre 0 movimento
relativo [58]- [60].

No préximo capitulo serd realizada uma andlise, por meio de simulagdo computacio-
nal e cdlculo numérico, de uma onda plana propagando-se em uma matriz s6lida, constituida
de material metélico, contendo uma inclusdo esférica constituida de: material polimérico
e material s6lido. Serdo calculadas, as eficiéncias de radiacdo, absor¢do e espalhamento,

para cada configuracdo: Matriz sélida-inclusiao polimérica; Matriz sélida-inclusdo sélida.
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Capitulo

Resultados e discussoes

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos por simulacdo computacio-
nal, relacionados ao espalhamento de uma onda plana por uma inclusao esférica simples,
embutida em uma matriz sé6lida, no limite de Rayleigh.

Os materiais escolhidos para a matriz sélida foram: aco, aluminio, latdo, titdnio e
cobre, conforme a tabela abaixo. Esses foram selecionados por possuir bastante aplicagdes
na industria. Os pardmetros fisicos dos materiais utilizados para a matriz s6lida, estao

listados na tabela:

Tabela 5.1: Parametros fisicos e elasticos dos materiais sélidos, [64]

Material polkg/m?) Ko( GPa) uo( GPa) Ref.
Aluminio 2700 60 26 [64]
Cobre 8960 133.5 47.7 [64]
Latdo 8500 101 37 [65]
Titanium 4700 110 44 [64]

Fonte: Préprio autor

J& para a inclusdo esférica, de raio a e densidade p, foram selecionados: polietileno

de alta densidade (PEAD), e o Ferro, conforme a tabela:
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Tabela 5.2: Parametros Fisicos da Inclusao Esférica.

Parametro Valor

Particula: PEAD [27]

Densidade (p1) 1050 kg m—3
Raio 60um
Moédulo de armazenamento em massa (Al/ ) 4.17 GPa
Coeficiente de deperda em massa (BI' ) 0.48 GPas”
Moddulo de cisalhamento de armazenamento (,ul') 0.93GPa
Ordem fracional de viscoelasticidade (vl/) 0.171 GPa
Coeficiente de perda de cisalhamento (,ull ) 0.7 GPas”

Particula: Ferro, [64]

Densidade (py) 7700 kg m—>
Raio 60um
Moédulo de massa (kll ) 160 GPa
Moédulo de cisalhamento (,u{) 74 GPa

Fonte: Préprio autor

Estes materiais foram escolhidos por serem produzidos em larga escala e possuir
diversificadas formas de aplica¢des, tanto na inddstria quanto na drea médica. Isso os
tornam disponiveis para a verificagdo das efici€éncias de radiagdo, espalhamento e absor¢ao.
Para tanto, foram consideradas duas configuragdes:

- Matriz sélida, constituida de material metalico, com uma inclusio esférica
de PEAD, embutida na mesma. Nesse caso, quando a onda plana for espalhada pela
inclusdo, ocorrera absor¢do, da energia da onda pelo espalhador, configurando a fronteira
s6lido-polimero;

- Matriz sélida, constituida de material metalico, e a inclusao esférica de ferro e,
nesse caso a absor¢do da energia da onda espalhada € tdo baixa que pode ser desconsiderada,
configurando a fronteira sélido-sélido.

Os resultados obtidos para ambas configuragdes, baseiam-se na solucao, por meio

de simulacdo numérica das equacgdes (4.7), (4.11) e (4.23) das eficiéncias de radiacao,
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5 Matriz Sélida e particula de PEAD 47

absorc¢ao e espalhamento, através do software Mathematica.

A interpretacdo dos resultados serd realizada por meio de andlise, relacionando
as curvas obtidas, das eficiéncias em funcdo da frequéncia da onda incidente. Com os
resultados obtidos, serd efetuado o célculo do Erro Médio Quadratico, conforme sera

mostrado nas proximas sessoes.

5.1 Matriz Solida e particula de PEAD

Foi analisado o espalhamento de uma onda do plana longitudinal, por uma particula
esférica, de PEAD, embutida em uma matriz metdlica, eldstica e isotropica, conforme a
Tab.(5.1). Esses materiais foram escolhidos porque podem ser prontamente organizados
em uma configuragdo experimental.

No presente trabalho foi considerado que a particula de PEAD comporta-se como
um material viscoeldstico fraciondrio, em que o médulo de armazenamento Kl' e ,ul’ , Sa0
constantes. Assumindo que os médulos de perda sdo dados por:Kln = Aw’ e ,u1" = Bw’,
onde A e By possuem valores constantes e v > 0.

Foi calculado, através da simulacao, os fatores de efici€ncia de radiacdo e espa-
lhamento em uma faixa de frequéncia variando entre 2MHz a 8MHz. Esta € a faixa de
frequéncia onde as medidas experimentais das propriedades viscoeldsticas do PEAD foram
analisadas por [59].

Os parametros fisicos utilizados no célculo das eficiéncias, sdo apresentados nas
tabelas (5.1) e (5.2). Aa figuraa abaixo mostram os resultados obtidos através da simulacdo
numérica. As curvas mostram as efici€éncias de espalhamento, absorc¢ao e radiacao em
funcdo da frequéncia, tanto para o método no limite Rayleigh (LR), quanto para o método

da expansao de ondas planas EOP, conforme mostra a figura abaixo.
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Figura 5.1: Fatores de eficiéncia de: absor¢ao, espalhamento e radia¢do, em fung¢io da frequéncia
para o espalhamento de ondas planas por uma particula de PEAD embutida em uma matriz sélida de
aluminio, Fig.(a) e uma matriz sélida de cobre, Fig.(b), respectivamente. As linhas azul, vermelha e
verde correspondem as eficiéncias no limite de Rayleigh. Os marcadores (disco, quadrado e losango)
descrevem as eficiéncias calculadas com o método EOP.

(a)
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LR EOP
—Qabs HQabs .
0.8 —'QSCa ‘Qsca 6®‘§‘b
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. g —Qrad OQrad Q‘abe
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e}
0.4
8
<
=
0.2
0.0
2 3 5, 6 7 8
Frequéncia [MHz]
(b)
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LR EOP %95
—Qabs HQabs \.%@’.00
L5 —Qsca @Qsca Q
Loy
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&
< BQ’
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o
=
)
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—
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<
=
0.0

Fonte: Préprio autor
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Frequéncia [MHz]

Instituto de Fisica - UFAL




5 Matriz Sélida e particula de PEAD 49

Figura 5.2: Os fatores de eficiéncia versus frequéncia para o espalhamento de ondas planas por
uma particula de PEAD embutidas em uma matriz sélida de latdo, Fig.(a) e uma matriz sélida de
Titanio, Fig.(b). As linhas azul, vermelha e verde correspondem as eficiéncias, no limite de Reyleigh.
Os marcadores (disco, quadrado e losango) descrevem as eficiéncias calculadas com o método EOP.
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2.5 LR EOP &
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—Qabs HQabs
—Qsca @Qsca ®
g 0.6 —Qrad QQrad
k:
8 Matriz: Titanio
E’J: Inclusao: PEAD
% 0.4
e
o
8
o]
=
0.2
0.0

2 3 4 5 6 7 8
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Fonte: Préprio autor
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Os fatores de eficiéncia sdo calculados com a abordagem no limite de Rayleigh,(RL)
e o método de expansdo de ondas planas, (EOP) [27].

Na Fig.(5.1), foram mostrados os resultados referentes as eficiéncias de absorcao,
dispersao e radiacdo em funcao da frequéncia. Uma excelente concordancia € vista na
faixa de frequéncia entre 2MHz a SMHz, para a matriz de aluminio e de Titanio, que

corresponde ao parametro de tamanho, para cada respectivo material:
0.13<e<0.32, (5.1)

0.12 <& <03 (5.2)

Uma excelente concordancia também € vista, para a matriz de cobre e de latdo, na

faixa de frequéncia entre 2MHz a SMHz, que corresponde ao parametro de tamanho:

0.16 <& <0.3], (5.3)

0.18 < & <0.36. (5.4)

Além desse valor, a aproximacao de comprimento de onda longo é separada de
seu resultado EOP correspondente. Para a matriz de aluminio e titdnio, respectivamente,
a 2MHz, o espalhamento € de: 46dB e 40dB, abaixo da eficiéncia de absorc¢ao; ja para
frequéncia de SMHz, essa diferenca torna-se: 23dB e 19dB, respectivamente.

Observa-se que para a matriz de cobre e latdo, a 2MHz o espalhamento € de 31dB
e 30dB, abaixo da eficiéncia de absorcdo. Para a frequéncia de 4MHz, essa diferenca
tornam-se: 15,6dB e 15dB; para a frequéncia de SMHz: 11dB e 10dB, abaixo da eficiéncia
de absorg¢ao.

Nota-se que para a matriz de cobre e latdo, as eficiéncias em dB a SMHz, possuem
menor intensidade quando comparadas ao aluminio e titanio. Isso pode ser atraibuido as
propriedades acusticas dos materiais, como pode ser visto na tab.(5.1).

Assim, observa-se que, sob a frequéncia de SMHz, para a matriz de: aluminio e
titdnio a forca de radiacdo eldstica é causada principalmente pela absor¢cao de PEAD. Ja
para a matriz de: cobre e latdo, sob a frequéncia de 4MHz, a forca de radiacdo eldstica é
causada também, pela absor¢do da particula de PEAD.

Com os dados obtidos foi possivel também calcular o erro médio quadratico (EMQ),
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em relacdo a cada configuracdo, através expressao a baixo:

EMQ = % Z (x; — )%, (5.5)

i
e assim, foi possivel montar a seguinte tabela de dados:

Tabela 5.3: Erro médio quadrético: Particula de Polietileno

Erro Médio Quadratico das Eficiéncias

Material Qsca Qrad Qabs Q];E;Oap Q];:S LI; Q;:‘bobp

Aluminio 7.7% 7.1% 11.0% 7.6% 9.2% 4.7%
Cobre 74% 8.2% 101% 7.7% 7.4% 5.6%
Latio 7.3% 82% 10.3% 7.8% 7.9% 6.6%
Titanio 7.6% 63% 92% 7.6% 7.7% 12.1%

Fonte: Préprio autor

Observa-se que o erro quadratico médio (E M Q), entre as medidas para as eficiéncias
de absor¢ao, espalhamento e radiagao, tanto para o método EOP, quanto para o método no
limite de Rayleigh em relacdo aos materiais citados, possuem valores aceitaveis.

Em relacdo a eficiéncia de espalhamento Q.,, observa-se que o EMQ, em percentual
EOP

sca

em relacdo a matriz de cobre e latdo possuem valores de: 7.4% e 7.3%. Ja para Q
EQM é: 7.7% e 7.8%, respectivamente.

o

Para Q,,4, em relacdo a matriz de aluminio e de titanio é: 7.1% e 6.3%; e para
QFoP

rad °’

de aluminio e de titdnio € de: 9.2% e 7.7%; e para Q%27 0 EQM percentual é: 4.7% e

0 EQM percentual €: 9.2% e 7.7%, respectivamente. Para Q,5;, em relacdo a matriz

12.1%, respectivamente.
Por tanto, conlui-se que para a faixa de frequéncia entre 2MHz a SMHz, os métodos
mostram uma boa concordancia e os resultados irdo depender das propriedades acusticas

dos para materiais.
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5.2 Matriz solida e particula de ferro

Analisamos o espalhamento de uma onda plana longitudinal, por uma particula
esférica de aco embutida em uma matriz, (s6lida), de material metédlico, conforme a
Tab.(5.1) e Tab.(5.2) respectivamente.

Esses materiais foram escolhidos porque podem ser prontamente organizados em uma
configuracdo experimental. Nessa configuracao, s6lido-sélido, considerou-se uma inclusao
esférica de ferro e, variou-se o material da matriz sélida.

No presente trabalho considerou-se que a particula de Ferro comporta-se como um
material eldstico, e ndo é absorvedora, nesse caso tem-se que Kj e u, sdo constantes e real.

Foram analisados os fatores de eficiéncia, variando-se apenas o tipo de material
constituinte da matriz sélida, conforme a Tab.(5.1), em uma faixa de frequéncia de 2MHz
a 8MHz. Esta € a faixa de frequéncia onde as medidas experimentais foram realizadas. Os
parametros fisicos que, relacionados a inclusao esférica, foram utilizados para calcular as

eficiéncias sdo apresentados na Tab.(5.2).
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Figura 5.3: Fatores da eficiéncia de espalhamento e radiagdo, em funcdo da frequéncia, para
o espalhamento de ondas planas por uma particula de ferro embutida em uma matriz sélida de:
Aluminio, Fig.(a) e Cobre, Fig.(b), respectivamente. A linha azul e vermelha correspondem as

eficiéncias no limite de Rayleigh. Os marcadores (disco e quadrado) descrevem as eficiéncias
calculadas com o método EOP.
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Fonte: Préprio autor
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Figura 5.4: Fatores de eficiéncia de: espalhamento e radia¢do, em fun¢@o da frequéncia, para o
espalhamento de ondas planas por uma particula de ferro embutida em uma matriz sélida: Latdo,
Fig.(a); e Titanio, Fig.(b). A linha azul e vermelha correspondem as eficiéncias no limite de Reyleigh.
Os marcadores (disco e, quadrado) descrevem as eficiéncias calculadas com o método EOP.
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Os fatores de eficiéncia sdo calculados com a abordagem no limite de Rayleigh e o
método (EOP) [27].

Na Fig.(5.2), foram mostrados os resultados referentes as eficiéncias de dispersado e
radiacdo em func¢do da frequéncia.

Analisando a Fig.(5.3)-(a), relacionada a matriz de aluminio e Fig.(5.3)-(b) relacio-
nada a matriz de titanio, observa-se uma boa concordincia na faixa de frequéncia entre
2MHz a SMHz. Nota-se que a eficiéncia de radiagdo possui maior amplitude em relagcdo
eficiéncia de espalhamento. No entanto, para o método (EOP), verificou-se que a eficiéncia
de radiacdo possui amplitude menor que a eficiéncia de espalhamento.

Analisando a Fig.(5.4)-(b) e Fig.(5.4)-(b), relacionada a matriz de cobre e latdo,
observa-se uma boa concordancia entre os métodos, na faixa de frequéncia entre 2MHz
a SMHz. Observa-se também, que a eficiéncia de espalhamento possui amplitude maior,
no limite de Rayleigh em relagdo a eficiéncia de radiacdo. Porém, para o método (EOP),
verificou-se que a eficiéncia de radiacdo possui amplitude maior que a eficiéncia de
espalhamento.

Com os dados obtidos, foi possivel também calcular o erro médio quadratico, em
relacdo a configuracdao matriz sélida-inclusao de ferro, e obteve-se a seguinte tabela de
dados:

Tabela 5.4: Erro médio quadrético: Particula de Ferro

Erro Médio Quadratico das Eficiéncias

Material Qsca Qrad QISECQdP QESP

Aluminio 7.8% 7.5% 7.6% 7.7%
Cobre 6.8% 71% 7.5% 7.6%
Latdo 7.4% 7.5% 7.7% 7.6%
Titanio 74% 7.3% 7.5% 7.6%

Fonte: Proprio autor

Observa-se que o erro quadratico médio entre as medidas para as efici€ncias

espalhamento e radiacdo, tanto para o método (EOP), quanto para o Método aproximativo
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das ondas parciais no limite de Rayleigh, possuem valores aceitdveis.

Porém, os menores valores de erro, podem ser observados em relacao a matriz de
cobre e titanio. Assim, € possivel observar que o EQM percentual para Q;.,, em relacio a
matriz de cobre e de titanio é: 6.8% e 7.4%, respectivamente.

E para Q9P para a matriz de cobre e titinio, o EQM é: 7.5% e 7.5%, res-
pectivamente. Ja para Q,,4, em relacdo a matriz de cobre e titanio € de: 7.1% e 7.3%,
respectivamente.

Para QEOP para a matriz de cobre e de titdnio, o EQM é: 7.6% e 7.6% , respectiva-

mente. Por tanto, conclui-se que para a faixa de frequéncia entre 2MHz a SMHz, e para

materiais com valores mais baixos de Ky e 1o, 0s métodos mostram uma boa concordancia.
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Capitulo

Conclusoes e trabalhos futuros

6.1 Conclusoes

Este trabalho teve como propdsito investigar a for¢a de radiacao acudstica em uma
esfera embutida, em uma matriz s6lida, eldstica e homogénea.

A equacgdo que descreve o fendmeno de espalhamento € a equacdo de Helmholtz.

A solucdo desta equacao foi apresentada em termos do método de ondas parciais e dos
harmonicos esférico vetoriais, com o intuito de obter os campos de deslocamento acusticos
que sdo necessdrios para resolver o problema de espalhamento linear para uma particula
esférica.
Além disso, a propagacdo de ondas no interior da particula foi modelado através de lei
de Hooke. Esses estudos de propagacao de ondas em sélidos, foi de suma importancia
para a compreensio do problema de espalhamento acistico. E importante ressaltar que o
espalhamento estd diretamente relacionado com o fendmeno de forca, momento linear e as
eficiéncias de espalhamento, absorcao e radiacao acustica.

Expressoes de for¢ca, momento linear e eficiéncias de radiacdo, absor¢do e espa-
lhamento acustico foram derivadas na aproximacao do campo distante. Essas formulas
sdo mais simples e dependem das propriedades fisicas do objeto, dadas pelos coeficientes
de espalhamento, e das caracteristicas da onda incidente denotadas pelos coeficientes de
forma do feixe. No regime de espalhamento Rayleigh, a eficiéncia de radiacdo acustica
depende apenas dos coeficientes de espalhamento de monopolo e quadrupolo.

Foi realizada a analise numérica das equacdes de eficiéncia de espalhamento,
absor¢ao e radiago acustica, utilizando duas configuragdes.

Na primeira configuragdo, considerou-se uma particula viscoeldstica de PEAD, e
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na segunda uma inclusao esférica de ferro, conforme a tabela(5.2), ambas embutidas em
uma matriz sélida constituida por diferentes materiais, conforme a tabela(5.1).

Os resultados obtidos, mostraram que o modelo proposto funciona bem para
frequéncias de at¢ SMHz. Observou-se também, que a densidade do material que constitui
a matriz s6lida e as propriedades acusticas, influénciam fortemente nos resultados. Os
resultados obtidos mostram uma boa concordancia entre os modelos EOP e o limite de
Rayleigh conforme foi mostrado na tabelas (5.3) e (5.4).

Esses resultados mostram que, os métodos utilizados no presente trabalho pode ser
de grande utilidade na aplicacdo da caracteriza¢do de materiais e compdsitos contendo
inclusoes esféricas, na elastografia, e também podem ajudar no desenvolvimento de

dispositivos implantados ativados pela forca de radiacdo eléstica.

6.2 Trabalhos futuros

A partir deste trabalho, é possivel delimitar a faixa de frequéncia com maior
precisdo para o estudo do espalhamento de ondas planas no limite de Rayleigh. Desse
modo, sugere-se que futuramente, realize-se experimentos de forma prética, utilizando

uma particula embutida em uma matriz constituida de sélido mole.
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Apéndice A

Coeficientes de Espalhamento.

Elementos da matriz: coeficientes de espalhamento

diy = ehy) (),

di2 = n(n + )shy(&s)

diz = —&1,1j,(EL1),

dia = n(n + Dejn(&s1)s

o = h(e),

drz = eShY (85) + Iy (&5),
dyz = —j, oL,

drs = — &S (es1) + ju(esy)] s
dy = [Zn(n +1)— 82] hg)(g) — 48]1511)/(8),
d = 2n(n + 1) |sh (e5) — £hiP(zs)

2 ’
d33 =_p (8—5) [Zn(n + 1) - 8?51] [jn(gL,l) - 48L,1jn(8L,1)] s

PO \ €51

2 , '
d3y = —25—(1) (%) n(n+1) [s1j,(gs1) — ju(esy)]

dy = &shl) (e5) — hS(es),
&3 (1) 1y’
diz = [(nn+ D= % 1) 1) (o) — ) (e5))

2 , .
dsgy = _5_(1) (‘9—5) leLin(ers) = jn(ern)],

€S,1
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2

2 &
dgy = — 21 (8—5) left[(n(n T i T

Po \ €s.1
bl = —8‘]};(8)’
b2 = _jl’l(g)’

bs = [2n(n + 1) — 2] ju(e) — 4ej, (&),
by = 2n(n +1) [£5),(85) — £jalEs).(A.1)
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