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RESUMO

Muitas estruturas usuais possuem formato e carregamento axissimétricos, como
reservatorios, cupulas de coberturas, vasos de pressao e silos. Devido a sua extensa utilizacao,
€ necessario conhecer o comportamento estrutural desse tipo de elemento em suas diversas
formas de aplicagdo e sujeita a variados tipos de agdes e carregamentos. As teorias classicas
fornecem solugdes, a principio analiticas, para padrdes de geometrias e carregamentos por meio
da solucdo de equagdes diferenciais complexas. Dessa forma, em alguns casos, a resolucao
analitica se torna exaustiva, enquanto em outros casos essa solu¢cdo nao existe. A aplicacao do
Me¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) surge como uma alternativa viavel para o estudo dessas
estruturas, desde que os modelos numéricos adotados representem de forma precisa o
comportamento das mesmas. O presente trabalho estuda o comportamento mecénico, por meio
do MEF, de estruturas axissimétricas de geometrias variadas sujeitas a condi¢des de vinculagao,
apoios e carregamentos de revolucdo. A analise estrutural ¢ feita por meio de um programa
computacional elaborado pelo autor. S3do apresentados elementos de cascas isoladas,
reservatorios cilindricos com bases plana, conica e plana com aba, um reservatorio completo
com anel de rigidez e ctipula de cobertura e por fim ¢ realizado um estudo da aproximagao de
Hannah para cupulas esféricas e das simplificagcdes usuais em projetos. Os resultados dos
primeiros exemplos verificam que o programa computacional utilizado nas analises apresenta
resultados satisfatorios quando comparado aos resultados analiticos. Nos exemplos em que a
base elastica ¢ aplicada, nota-se grande influéncia da rigidez do solo na distribuicdo dos
esforcos tanto na placa de fundo com na parede do reservatorio. A utilizagdo da base conica,
comumente utilizada para facilitar a limpeza, provoca uma redu¢cdo nos momentos fletores e
um aumento no esforco radial e nos deslocamentos. Os resultados mostram que, até um certo
limite de comprimento, a adi¢do de uma aba a placa de fundo provoca uma redugdo nos
esforcos, momentos fletores e deslocamentos maximos do reservatorio, porém para
comprimentos maiores de aba, os esfor¢os internos nos elementos aumentam e inviabilizam sua
utilizagdo. Por fim, para o exemplo estudado, verifica-se que a simplificacdo de Hannah fornece
uma boa aproximacao para andlise estrutural de cupulas esféricas delgadas, embora maximize
os esfor¢cos normais ¢ minimize os deslocamentos ¢ momentos fletores. Portanto, a principal
contribuicao do trabalho ¢ a implementagcdo de uma formulacao computacional que possibilita
a andlise mais abrangente de estruturas delgadas de revolucdo submetidas a carregamentos

axissimeétricos.



Palavras-chave: estruturas axissimétricas; Método dos Elementos Finitos; comportamento

estrutural; reservatorios.
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ABSTRACT

Many usual structures such as reservoirs, roof domes, pressure vessels and silos have both
axisymmetric shape and loading. Due to its extensive use, it is necessary to know the structural
behavior of this type of element in its various forms of application loading conditions. Classical
theories provide solutions, in principle analytical, for geometric and load profiles by solving
complex differential equations. Thus, in some cases, the analytic resolution becomes
exhaustive, while in other cases this solution does not exist. The application of the Finite
Element Method (FEM) appears as a viable alternative for the study of such structures, provided
that the numerical models adopted accurately represent their real behavior. This study focuses
on the mechanical behavior, through the FEM, of axisymmetric structures of different shapes
subject to conditions of connection, supports and revolution loads. The structural analysis is
done by means of a computational program elaborated by the author. There are presented
elements of isolated shells, cylindrical reservoirs with flat bottom, conical or flat with flap
without roof, a complete reservoir with ring of stiffness and roof dome and finally a study of
the approach of Hannah for spherical domes and he usual simplifications in projects is realized.
The results of the first examples show that the computational program used in the analyzes
presents satisfactory results when compared to the analytical results. In the examples where the
elastic base is applied, great influence of the soil stiffness in the distribution of stresses is
observed in both the bottom plate and the wall of the reservoir. The use of the conical base,
commonly used to facilitate cleaning, causes a reduction in bending moments and an increase
in radial stress and displacements. The results show that, up to 30 centimeters in length, the
addition of a flap to the bottom plate causes a reduction in the stresses, bending moments and
maximum displacements of the reservoir, but for longer flap lengths, the moments and stresses
in the elements increase and make it unfeasible. Finally, for the example studied, it is found that
the Hannah’s simplification method provides a good approximation for structural analysis of
thin spherical domes, although it maximizes normal stresses and minimizes bending
displacements and moments. Therefore, the main contribution of the work is the
implementation of a computational formulation that allows a more comprehensive analysis of

thin structures of revolution subjected to axissimetric loading.

Keywords: axisymmetric structures; Finite Element Method; structural behavior; reservoirs.
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1 INTRODUCAO

As estruturas de superficie, especialmente as finas ou delgadas, sdo elementos
estruturais amplamente utilizados nas diversas areas da engenharia e estdo disseminadas por
todo o mundo. Isso acontece devido a sua versatilidade de aplicagdo, desde elementos isolados,
como cupulas de cobertura (cascas) e lajes (placas), até estruturas formadas pela unido de dois
ou mais elementos de superficie, como ¢ o caso de vasos de pressdo, reservatorios, silos e torres
de resfriamento hiperbolicas.

Essas estruturas complexas ou compostas sdo formadas por diversos elementos de
cascas e as vezes placas. Na unido desses elementos atuam esfor¢os oriundos dos carregamentos
existentes na estrutura e, devido a sua magnitude, surge a necessidade de minimizar a
transmissdo desses esforcos de um elemento para o outro. A utilizagdo de uma estrutura em
formato de anel, geralmente chamado de anel de rigidez, ¢ uma das solu¢des empregadas pelos
engenheiros estruturais com a finalidade de reduzir os esforgos atuantes nesses pontos criticos.
Os reservatorios elevados, por exemplo, sdo formados comumente pela combinagao de cascas
cilindricas, cascas conicas, anéis de rigidez e ctipulas esféricas, como o exemplo da Figura 1a).
J4 as torres de resfriamento hiperbolicas sao formadas por cascas hiperbolicas e anéis de rigidez
nas extremidades, como pode ser visto na Figura 1b), enquanto alguns vasos de pressdao sdao
formados pelo acoplamento entre cascas coOnicas, cascas cilindricas e cascas esféricas, ver
Figura Ic).

Figura 1 — a) Reservatorio elevado; b) torres de resfriamento; e ¢) vaso de pressao.

- ”

<)

Fonte: a) Geometrica, [s.d.], b) Fogaga, [s.d.] e ¢) Czech Brewery System Sro, [s.d.].

Devido a sua extensa utilizagdo, ¢ necessario conhecer o comportamento estrutural
desse tipo de elemento em suas diversas formas de aplicacdo e sujeita a variados tipos de acoes

e carregamentos. Trabalhos e autores classicos como Timoshenko e Woinowsky-Krieger
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(1959), Fliigge (1960), Novozhilov e Radok (1964), Ugural (1981) e Billington (1982)
apresentam uma abordagem, em principio analitica, que permite a obtencdo de esforgos e
deslocamentos de estruturas bidimensionais.

Com relacdao a dificuldade matematica associada a andlise de estruturas em casca
devem ser feitos alguns comentarios. Antes da utilizacdo intensiva de computadores, a analise
de uma casca demandava a solugdo de equacdes diferenciais complexas por métodos analiticos,
e se tornava, de fato, uma tarefa exaustiva. Por isso, Leonhardt e Monning (1977) cita que a
utilizagdo de cascas com predominancia de esfor¢os de membrana tinha como justificativa ndo
apenas o bom desempenho desses sistemas estruturais, mas também a possibilidade de calcular
os esfor¢os baseando principalmente na teoria de membrana, e em alguns casos complementada
com teorias simplificadas de flexao.

O advento de modelos e métodos aproximados junto a difusdo da computacdo
apresentaram novas possibilidades para o estudo de placas e cascas, trazendo solugdes menos
complexas e uma maior possibilidade de aplicacdo, restando ainda, ¢ claro, a tarefa de
elaboragao do modelo numérico e a cuidadosa analise dos resultados por parte do engenheiro.
Os métodos numéricos mais difundidos para solugao de problemas de engenharia sao o método
dos elementos finitos (MEF), o método dos elementos de contorno (MEC), o método dos
volumes finitos (MVF) e o método das diferengas finitas (MDF).

Na literatura existem inimeros trabalhos que fazem consideragdes e aplicacdes de
métodos numéricos, principalmente o mais difundido MEF, para analise de superficies
delgadas. No caso de elementos finitos, Zienkiewicz e Taylor (2000) apresentam a formulagao
para modelagem de placas usando a simplificagdo de Kirchhoff para placas finas e a teoria de
Reissner-Mindlin para placas espessas, utilizando em ambos os casos elementos quadrilaterais
e triangulares. O mesmo autor também apresenta a formulacao para a modelagem de cascas em
elementos finitos, tanto para casos bidimensionais quanto para tridimensionais.

Bathe (1996) apresenta a formulacdo em elementos finitos para placas fletidas e cascas
por meio de elementos quadrilaterais e triangulares e faz analise de erro relacionando a
quantidade de nds empregada de cada elemento. Segundo Bhatia e Sekhon (1999), quando se
trata de método dos elementos finitos e cascas delgadas existem elementos triangulares planos,
retangulares, cilindricos e de dupla curvatura disponiveis na literatura.

As estruturas axissimétricas sdo estruturas que podem ser representadas ou criadas a
partir de um corte da secdo transversal e um eixo de revolugdo. A estrutura ¢ formada a partir
da rotagdo da secao transversal 360° em torno do eixo de revolugao, também conhecido como

eixo axissimeétrico. A analise de estruturas usando a axissimetria fornece valores coerentes com
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a analise tridimensional e reduz o dominio do problema significativamente, facilitando a analise
e reduzindo o custo computacional quando se trata de métodos numéricos.

Escolhendo-se utilizar o MEF para a andlise, depara-se com a necessidade da escolha
do elemento finito a ser usado, dentre a grande variedade de elementos disponiveis literatura. E
necessario que se conhegam as vantagens e limitacdes de cada elemento, ja que nem sempre se
consegue bons resultados em todas as situagdes para 0 mesmo elemento.

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), nos casos particulares em que a casca € o
carregamento sdo axissimétricos, ¢ possivel concluir que os elementos finitos tornam-se
unidimensionais. A primeira abordagem da solucdo em elementos finitos para cascas
axissimétricas foi apresentada por Grafton e Stome (1963). Nesse trabalho, os elementos sdo
troncos de cone simples (retilineos) € uma abordagem direta via fun¢des de deslocamento foi
empregada. Uma extensdo para o caso de cargas assimétricas, sugerida por Grafton e Stome
(1963) foi elaborada por Navaratna (1965), Klein (1966) e Jones e Strome (1966).

Dando continuidade ao aprimoramento de elementos finitos para cascas
axissimétricas, Navaratna et al. (1966), Ahmad et al. (1968), Giannini ¢ Miles (1970) e
Zienkiewicz e Taylor (2000) apud Delpak (1975) introduziram o elemento finito curvilineo e
apresentaram como aplicar as coordenadas curvilineas para os varios tipos de analise.

Em cascas axissimétricas, como em cascas em geral, tantos esfor¢os de flexao quanto
forcas de membrana irdo existir. Estes sdo especificados apenas em termos das deformacdes
generalizadas, as quais envolvem extensdes € mudangas na curvatura da superficie média. Se o
deslocamento de cada ponto da superficie média ¢ conhecido, tais deformagdes e esforgos
internos resultantes podem ser determinados por formulagdes disponiveis em textos classicos

da teoria de cascas.

1.1 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo geral estudar numericamente, via MEF, o
comportamento de estruturas axissimétricas de parede delgada submetidas a carregamentos

axissimétricos e constituidas de placas e cascas de revolugdo.
Os objetivos especificos sdo:

a) Revisar as formulagdes classicas de placas e cascas delgadas;
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b) Conceber e implementar um programa computacional para analise de
superficies delgadas axissimétricas com formulacao baseada no método dos
elementos finitos, a qual emprega um elemento finito retilineo;

c) Verificar a eficiéncia do programa computacional a partir de compara¢des com
solugdes analiticas;

d) Avaliar a aplicabilidade das hipdteses simplificadoras usualmente empregadas
em projetos de estruturas em casca;

e) Analisar estruturas axissimétricas complexas, ou seja, compostas por

diferentes elementos como cascas, placas e anéis.

1.2 Justificativa

A analise estrutural ¢ a etapa mais importante na elaboragdo de um projeto de estruturas.
Consiste em obter a resposta da estrutura perante as variadas a¢des a qual estd submetida, ou
seja, encontrar os esforcos e os deslocamentos causados pelas cargas atuantes. Esses esfor¢os e
deslocamentos sdo obtidos por meio de um modelo estrutural, que deve simular o

comportamento da estrutura da maneira mais realistica possivel.

Os resultados da analise estrutural influenciam diretamente nas etapas posteriores do
projeto, como especificacdo e execugdo. Se o modelo estrutural considera os fatores que
influenciam nos esforcos e deslocamentos de maneira adequada, os resultados da anélise
revelam o comportamento da estrutura de modo coerente e mais realistico, tornando a
especificagdo mais adequada. Uma analise imprecisa ou extremamente simplificada pode gerar
respostas nao condizentes com a realidade, fazendo com o que a estrutura fique mal

dimensionada.

As abordagens analiticas disponiveis na literatura possuem, muitas vezes, solucoes
complexas e em outros casos ndo existem solucdes analiticas. Surge entdo a necessidade da
aplicacdo de modelos numéricos que representem de forma precisa o comportamento da

estrutura.

O MEF possui variadas formulagdes, utilizando diversos tipos de elementos. Torna-se
necessario entdo verificar a eficiéncia, a precisdo e a formulacdo mais adequada que ira
proporcionar resultados mais coerentes sem limitar a aplicabilidade do programa

computacional implementado. Diversos autores vém estudando os elementos tronco-conico



13

retilineo e/ou curvo e verificando sua influéncia na resposta final da estrutura, como ¢ o caso
de Grafton e Stome (1963), Navaratna et al. (1966), Giannini e Miles (1970), Bhatia e Sekhon
(1999), Tessler (1982), Ahmad et al. (1968), Almeida (1989), Babu e Prathap (1986), Ben-Zvi
(1992), Cui et al. (2016), Bezerra (2013), Cagdas (2011), entre outros.

Embora os trabalhos e autores citados anteriormente apresentem resultados satisfatorios
para os elementos finitos utilizados em seus trabalhos, as aplica¢des desses métodos a estruturas
de cascas usuais bem como a verificagdo das simplificacdes das solucdes analiticas sdo
escassas. Dessa forma, o presente trabalho pretende analisar a influéncia das simplificagdes na
abordagem analitica, estudar casos complexos ou sem solucdo analitica e se apresentar como

uma op¢ao para analise estrutural de cascas axissimétricas.

A criacdo do programa computacional utilizado nas andlises, denominado EAPD
(Estruturas Axissimétricas de Parede Delgada), tem a finalidade de compreender a
implementagao e o funcionamento de um programa computacional em MEF, ter maior controle
das analises feitas e ter liberdade de modificacdo do codigo implementado, além de ser um

programa de livre acesso.

1.3 Metodologia

Para alcangar os objetivos propostos, o estudo ¢ realizado por meio da modelagem
numérica do Método dos Elementos Finitos empregando um elemento finito retilineo, o qual
permite a analise de estruturas de revolugdo submetidas a carregamentos axissimétricos. Dessa
forma, sdao modelados exemplos de estruturas simples de cascas cilindricas e cupulas, bem
como reservatdrios compostos por placas de fundo, paredes cilindricas, cobertas por cupulas
esféricas e anel de rigidez. A base pode ser considerada apoiada em suportes axissimétricos, em
base elastica ou base rigida. Na base elastica ¢ considerado o modelo de Winkler, no qual o solo
¢ simulado por meio de molas distribuidas continuamente. O procedimento de analise ¢
implementado usando o ambiente de programacdo MATLAB. Os resultados do cédigo para
aplicagdes praticas sdo apresentados por meio de graficos de deslocamentos e esfor¢os e tabelas

comparativas.

Sao modeladas estruturas usuais isoladas como cascas cilindricas e ctipulas esféricas e

estruturas acopladas formando reservatdrios abertos e cobertos.
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1.4 Sintese de capitulos

O Capitulo 2 apresenta a formulagao classica para o estudo do comportamento estrutural
de cascas axissimétricas. Sao apresentadas as hipoteses necessarias para o desenvolvimento da
formulacao analitica, bem como o procedimento usual para este tipo de andlise. Além disso,
expoe as Teorias de Membrana e Flexao e as equagdes de esforgos e deslocamentos para casos

particulares.

O Capitulo 3, analogo ao Capitulo 2, apresenta a formulagdo da teoria classica de placas
axissimétricas, a qual possibilita a obtencdo analitica de esfor¢os e deslocamentos para este
elemento estrutural. Ainda, sdo apresentadas as equacdes correspondes para casos especificos
de carregamentos e vincula¢des de bordo. J& o Capitulo 4 mostra a formulacdo analitica para o

calculo de esforgos e deslocamentos no anel de rigidez

No Capitulo 5, uma breve introdu¢do ao MEF ¢ apresentada, seguido da sua formulagao
geral e axissimétrica necessaria para obten¢ao da matriz de rigidez do elemento finito retilineo.

Além disso, apresenta o método de integracao numérica da Quadratura de Gauss.

O Capitulo 6 explica os aspectos computacionais do EAPD, programa implementado em

MEF e adotado do trabalho, bem como suas funcionalidades e um modelo da entrada de dados.

No Capitulo 7 sdo expostas as aplicagdes e os resultados obtidos pelo programa
computacional. S3o oito aplicagdes, das quais quatro sdo utilizadas na verificagdo do EAPD e

as demais sdao casos nos quais a solugao analitica adota simplificagdes ou ndo existe.

Por fim, o Capitulo 8 apresenta as consideracdes finais da dissertagdo bem como

sugestoes para trabalhos futuros.

1.5 Delimitacoes do trabalho

Como explicitado nos itens anteriores, este trabalho apresenta uma solu¢do numeérica para
problemas axissimétricos envolvendo estruturas delgadas. Dessa forma, ndo fazem parte desse
escopo e ndo podem ser resolvidos pelo programa computacional proposto quaisquer estruturas
que ndo sejam de revolucdo e que os carregamentos e as vinculagdes ndo sejam axissimétricas.

As analises dindmica, ndo linear e térmica também ndo estdo presentes nesta abordagem.
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2 FORMULACAO ANALITICA PARA CASCAS AXISSIMETRICAS

A casca ¢ definida como uma estrutura de superficie na qual a superficie média (a que
divide em cada ponto a espessura da casca em duas partes iguais) € curva. A espessura ¢ pequena
em relagdo as outras dimensoes, podendo ser constante ou variar de ponto a ponto, e ¢ definida
com a distancia, medida perpendicularmente a superficie média, entre as faces externas e
interna. De forma geral, uma casca pode ser representada por sua superficie média e a espessura,

de forma andloga a representacdo de uma barra por seu eixo e sua sec¢do transversal.

Uma casca axissimétrica, ou de revolugdo, ¢ definida como aquela em que a superficie
média ¢ uma superficie de revolugdo. Isto ¢, sdo estruturas que podem ser representadas por
uma se¢ao transversal que contém um eixo de revolugdo, e sdo geradas a partir da rotagdo dessa

se¢do transversal 360° em torno do eixo, conforme ilustrado na Figura 2.

Figura 2 — Representagdo de uma estrutura axissimétrica, sua secdo transversal e eixo de
rotacao.

Eixo de revolugédo

Secgdo transversal

Fonte: Rodrigues (2009).

Devido a existéncia do eixo de revolucdo, estruturas axissimétricas podem ser
representadas em um sistema de coordenadas cilindricas, como apresentado na Figura 3. Para
0s casos em que tanto a estrutura quanto o carregamento sdo axissimétricos, o campo de
deslocamentos depende apenas das coordenadas 7 e z e tem apenas dois componentes, pois nao

existe deslocamento circunferencial devido a simetria.
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Figura 3 — Representacgdo do sistema de coordenadas cilindrico.

Az Ponto(r,z,0)

Eixo de revolugdo

Fonte: Adaptado de Rodrigues (2009).

Dessa forma, apresenta-se nesse capitulo a teoria de cascas de revolucdo sujeitas a

carregamentos com simetria axial.

2.1 Hipoteses basicas

A teoria detalhada a seguir ¢ baseada nas hipoteses cinematicas de Kirchhoff-Love, a qual

foi desenvolvida para cascas finas e assume que:

a) O material que constitui a estrutura ¢ homogéneo, isdtropo e obedece a lei de
Hooke;

b) A espessura é pequena em relagdo as demais dimensdes e aos raios de
curvatura da superficie média;

C) As tensdes normais a superficie média sdo despreziveis em relagdo as demais
tensoes;

d) Linhas retas normais a superficie média antes da deformagdo permanecem
retas e normais a superficie média depois da deformacgao;

e) Os deslocamentos sdo muito pequenos em relagdo a espessura h, sendo
possivel desprezar a influéncia dos mesmos no estudo das condigdes de

equilibrio do elemento de superficie.

A primeira hipotese permite escrever um Unico conjunto de equacdes de equilibrio,
validas para qualquer ponto da estrutura e formuladas com base nos principios da Teoria da
Elasticidade. A segunda ¢ base para as demais e pode ser verificada, segundo Novozhilov e

Radok (1964), se a espessura obedecer a relagdo:

(Ej <i 1
M o 20 D
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em que /4 € a espessura e » ¢ 0 menor raio da curvatura da casca.

A terceira e quarta hipoteses, as quais representam uma extensao da lei de Bernoulli da
Teoria de Vigas para a Teoria de Cascas (se¢des planas antes da deformacao permanecem planas
apods a deformacdo), tornam o problema bidimensional, ou seja, pode-se considerar o estado

plano de tensoes.

A quinta hipotese define que a teoria € linear, isto ¢é, todas as grandezas envolvidas no
problema, bem como todas as dedugdes, podem ser referidas a superficie ndo deformada da
casca. As hipoteses um e cinco conduzem a equagdes fundamentais lineares e garante a validade

da superposicao de efeitos.

2.2 Procedimentos usuais para analise de cascas

Em uma casca, em geral, podem atuar todos os tipos de esfor¢os, como por exemplo:
esfor¢cos normais (ou no plano tangente), esforgos cortantes perpendiculares a superficie média,
momentos fletores e momentos torsores. E possivel obter a solugao para uma estrutura de casca
delgada por meio da Teoria Geral, ou Teoria de Flexdo. Embora seja possivel, esta tarefa ndo ¢
comumente adotada nas andlises deste tipo de estrutura, pois a solucao do sistema de equagdes

diferenciais do problema ¢ complexa e na maioria dos casos exaustiva.

De forma a facilitar a analise e obtengdao dos esfor¢cos e deslocamentos, na pratica, a
analise ¢ feita a partir da decomposic¢ao de efeitos, de acordo com a Figura 4. Pode-se notar que
o sistema I, ou principal, recebe a acao das forgas externas e tem vinculagdes tangentes a
superficie média. Os esforcos internos provocados pelo carregamento e reagdes de apoio em
cascas delgadas sdao basicamente esforcos na superficie média, sendo os momentos fletores e
forgas cortantes perpendiculares a essa superficie muito pequenos, podendo ser desprezados.
Dessa forma, tem-se uma estrutura compativel com o regime de membrana e sua solucao pode

ser obtida com a Teoria de Membrana.

Figura 4 — Superposicao dos esfor¢os para uma casca delgada
l . ¥ ki . k 4 L 4 . 'l q l k4 . 4 Y ki ¥ .

l 1 1 }q
M M

Fonte: autor (2018).
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O sistema II, ou secundario, ndo recebe carregamentos externos. Os deslocamentos e
esforcos internos sdo provocados apenas pela acdo dos hiperestaticos H e M. Esses
hiperestaticos provocam esforgos cortantes perpendiculares a superficie média e momentos
fletores significativos, portanto ndo podem ser desconsiderados. Dessa forma, o sistema Il ndo

¢ compativel com regime de membrana, e deve ser solucionado a partir da Teoria de Flexao.
Assim, a analise ¢ realizada pelo método das forcas em quatro etapas:

1. Obtengdo dos esforcos e deslocamentos do sistema primdrio baseada na Teoria
de Membrana;

2. Calculo dos deslocamentos de bordo em fungdo dos hiperestaticos para o
sistema secundario baseado na Teoria de Flexdo;

3. Compatibilizacao dos deslocamentos obtidos pela superposi¢do dos sistemas
I e II com o sistema real, encontrando assim os valores para os hiperestaticos
de bordo;

4. Superposi¢do de esforcos e deslocamentos do sistema I e Il para obtencao dos

esforcos ¢ deslocamentos da estrutura real.

2.3 Teoria de Membrana

A Figura 5 mostra um elemento diferencial da superficie média de uma casca em

coordenadas polares.

Figura 5 — Elemento diferencial: esfor¢os de membrana e defini¢des.

Fonte: Adaptado de Bezerra (2013).
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em que N(;S ¢ 0 esfor¢o normal de membrana na dire¢do ¢, Ny é o esfor¢o normal de membrana
na diregdo 6, p, € a componente de carregamento na dire¢do y, p, € a componente de
carregamento na dire¢do z, 1y € o raio horizontal da cupula numa altura qualquer, r; € o raio de
curvatura dos meridianos, 1, € o raio de curvatura dos paralelos, ¢ ¢ o angulo de abertura dos

paralelos e 6 ¢ o angulo de abertura do meridiano.

Para sistemas de cascas axissimétricas com carregamento simétrico ao eixo de revolucao,
todos os termos de esforgos e carregamento envolvendo d@ sao nulos devido a simetria. Assim,

tem-se:

s 5 OeiEO- 2
0 o 5 (2)

=]

B}
Il
o
=
Il
o
=
Il

em que pg € a componente de carregamento na direcdo 6, N(;,e e Néd, sdo os esforgos cisalhantes

de membrana contido na superficie média.

A partir do elemento diferencial da Figura 5 e das simplificagdes impostas na Eq. (2), pode-

se montar as equagdes de equilibrio nas direcdes z, 6 e ¢, isto é:

e Na diregao ¢:

—N'Hrlcos¢+%(N'¢ro)+p¢r0r1=0- 3)

e Na direcaod:
N',dg—N',rd¢=0..0=0. 4)

e Na dire¢do z:
N, rsing+N', 1 +p,rr =0 (5)

Substituindo 1y = 1, - sem ¢ e dividindo a Eq. (5) por r; 7, obtém-se:

N|
—L4—24p =0. (6)
L n

Seguindo o procedimento de analise proposto por BILLINGTON (1982), obtém-se:
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. 1 ¢ i
N = ging (P CO8#+ Pysing) (21, rdlg- @

em que:

o ( p,cosg+ p,sin ¢) corresponde a componente vertical de carregamento.

. (27[ I’O) corresponde a intensidade total do carregamento vertical do item anterior sobre

um corte paralelo da casca.

¢
o Jrldqj integra o carregamento vertical ao longo do meridiano.
0

Analisando desta forma, pode-se concluir que a integral da Eq. (7) representa o carregamento

vertical total (R) sobre um circulo paralelo definido por ¢4, conforme ilustrado na Figura 6.

Figura 6 — Equilibrio da casca.

Fonte: Adaptado de Billington (1982).

Dessa forma, pode-se definir N(;, diretamente por:

T ®)
© 2ar,sing
A obtengdo de Ny ¢é dada pela substitui¢do da Eq. (8) na Eq.(6):
: R I
X ©)

T 2xrsintg P: sing”
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Seguindo o procedimento proposto na literatura, mas especificamente o proposto por
BILLINGTON (1982), chega-se as expressoes para o deslocamento horizontal e para a rotagao

meridional, respectivamente:

A, =$(N'H—0N %) (10)
v ldw 1 |dv d|r . .
A, _F1+ -y —{d—¢cot¢+v—(cot¢) d¢[Eh(N »—UN ¢)}} (11)

em que v e w sdo os deslocamentos na dire¢cdo longitudinal e perpendicular a superficie média
da cupula, respectivamente, h € a espessura, v ¢ o coeficiente de Poisson e E é o modulo de

elasticidade.

Sabe-se que nos bordos, os apoios ao longo do perimetro da casca ndo permitem

deslocamentos verticais, portanto v =0. Portanto, no bordo temos:

A, = {C;tr]¢[ (N',—=oN",)+1,(N",—oN '¢)]_:_¢(SiAnH¢j} (12)

2.3.1 Casos particulares de cascas

Para os casos particulares expostos nesta Secdo, serdo determinados esforcos e
deslocamentos para carregamentos usuais de estruturas, como por exemplo peso proprio e
sobrecarga. As equagdes encontradas nos subtdpicos abaixo, para os casos de carregamento
citados, sdo fornecidas por Billington (1982) e Sabe (1986), sendo feitas modificacdes de

sistemas coordenados e simbologia adotada pelo autor.

2.3.1.1 Casca esférica

Em uma casca esférica, o raio de curvatura do meridiano ¢ igual ao raio de curvatura
paralelo, conforme mostrado na Figura 7. Logo, as expressdes para a determinacao dos esfor¢os
e deslocamentos de membrana de uma casca esférica sao obtidas substituindo o raio da esfera

1, =1, = anas Egs. (8) a (12).
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Figura 7 — Casca esférica: geometria e esforcos.

Fonte: Adaptado de Sabe (1986).

Os itens de a) a c) apresentam a particularizagdo dos esforcos e deslocamento para

carregamentos usuais de estruturas visando facilitar sua aplicacao.
a) Peso proprio (g)

Neste caso, temos: py = g - sing, p, = g - cos ¢ € pg = 0. Os esforgos de membrana

em qualquer ponto da casca sdo dados pelas Egs. (14) e (15) e a resultante dos carregamentos

verticais (R) pela Eq. (13):

R=Zﬂazgfsingbdgb:27ra2g(1—cos¢) (13)

o __ &g 14
N' =—_ <9
¢ 1+ cos¢ (14

LI . 1 _
N',=a g[1+cos¢ cos¢j (15)

em que g=y,,-h, sendo 5, .. 0 peso especifico do material. Os deslocamentos de

membrana na borda sdo:

_at-g( 1l+v ,
A, = = (1+cos¢b cos%jsmgﬁb (16)
A, =—%(2+u)3in¢b (17)

sendo ¢, o angulo de abertura da base.
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b) Carga uniforme vertical em relagdo a projecao horizontal (q)

Tem-se que py, = q - sin¢p cosp,p, = q - cos?¢ e py = 0. Esse carregamento uniforme

vertical pode ser entendido como uma sobrecarga ou carga acidental.

R =qz1] =qgra’sin’ ¢ (18)
N', = —% (19)
N', = —a—;cos 2¢ (20)
e os deslocamentos de bordo:
Ay = ;;?1 (—cos2¢, +v)sing, 21)
A, :%(3+u)sin 24, (22)

c) Carga de pressao uniforme (p)

Para carga uniforme de pressdo nas paredes da casca tem-se py = 0, p, =p e pg = 0.

Portanto:
, 5 7a’p . .,
R=2ra pI3|n¢cos¢d¢=T(Zsm ?) (23)
0

L} ap
N = 2P 24
¢ 2 (24)

' ap
N' =22, 25
0 > (25)

Os deslocamentos para este tipo de carregamento sdo, nos bordos:

_a’p

= oD (—1+v)sing, (26)

A, =0 27)
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2.3.1.2 Casca cOnica

Para este tipo de geometria ndo ¢ conveniente incluir r; nas equacoes de equilibrio, pois

r, —>oo ja que o angulo ¢ ¢ constante. Neste caso, usa-se uma coordenada adicional s. A

coordenada s ¢ medida a partir do vértice e ¢ utilizada para referenciar os pontos da superficie

média ao longo da linha geratriz, como pode ser visto na Figura 8.

Figura 8 — Casca conica: geometria, esfor¢os e defini¢des.

Fonte: Adaptado de Sabe (1986).

em que L ¢ o comprimento da casca cOnica, h € a espessura e s ¢ a coordenada ao longo da

casca.

Sendo « o angulo de abertura da casca conica, tem-se:

¢:(£—aj (28)

2
r, =scotg (29)
I, =SCOS¢ (30)

a) Peso proprio
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Para a casca conica, conforme item anterior, tem-se p, = g - cos¢p, ps = g - Singp e pg =

0, portanto:
R= IZ;zrogds = 1gs® CoS ¢ (31)
0
o __9-S (32)
N's 2sing
N', =—g-scot¢cos ¢ (33)

em que g = Ymat - h, sendo yYpmar 0 peso especifico do material. Os deslocamentos de

membrana na borda sdo:

g-L? (v—2cos? ¢
A, = 34
H 2E-h( tan ¢ (34)

L_oL {1+20—2(2+0)C082¢} a5)

* 2E-h sin g tan ¢

b) Carga uniforme vertical em relagdo a proje¢do horizontal (q)

Para a carga uniforme vertical em relagio a proje¢io horizontal, tem-se p, = q - cos?¢,

ps = q - cos¢psing e pg = 0, o que resulta em:

R =zs’qcos’ ¢ (36)
N, = —q—;cot¢ (37)
N' =-gscotgcos¢ (38)

em que d¢ = ds/r;. Os deslocamentos nos bordos sdo:

2 2
A, =35 cosg| LZ2C0S 9 (39)
2Eh tan ¢

(40)

_ gL |1+20-2(2+v)cos’ ¢
¢ 2Eh tan? ¢



c) Carga de pressdo uniforme (p)
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Para o carregamento uniforme perpendicular a parede da casca, sabe-se que p, = p, ps =

p e pg = 0. Logo:
¢
R= Zfzj ot (P, COS ¢+ P, sing)dp = 7 ps® cos® ¢
0

R
N' =——_:—Ecot¢
2zt sin g 2

N, =—r2(pz+ Nrsj:—spcotgé.

1

Os deslocamentos de bordo, sao dados por:

2Eh tan ¢
pL _ .2
A, =——cot"(1-2
[4 2Eh ( U)

2.3.1.3 Casca cilindrica

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

Analogamente a casca conica, a casca cilindrica possui o angulo ¢ constante e igual a

m/2 e raior; = oo. Desta forma, pode-se fazer a associagdo dy =1y - d¢. A coordenada y

possui origem na base, o raio do cilindro é R e 1y = 1, sin ¢p = 13, como pode ser visto na Figura

9.
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Figura 9 — Geometria da superficie média da parede cilindrica.

&
=
[~

Fonte: Adaptado de Sabe (1986).

em que H ¢ a altura da casca cilindrica.
a) Peso proprio

Para casca cilindrica sob a¢do da gravidade, leva-se em consideracdo o peso proprio do

material do cilindro. Assim, parap, = 0, p, = y, - h € pg = 0 tem-se:

H
R=2z[ry,hdy=2zrh(H-y)y, (46)
y
N =— -3 ——h(H - (47)
YT o (H=Y)7p
N', =0 (48)

em que ¥, € o peso proprio do material da parede € h € a espessura. Neste caso os deslocamentos

de bordo sdo despreziveis.
b) Pressdo interna uniforme (p)

A casca cilindrica da Figura 10 esta submetida ao carregamento: p, = —p,p, = 0epg =

0. Portanto, os esforgos sdo obtidos pelas equagdes:
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N' =0 (49)

N' =p-r (50)

em que p € a pressdo aplicada perpendicularmente a parede. Os deslocamentos na borda sao

dados pelas seguintes equagoes:

2
Aw=ET (s1)
A, =0 (52)

o = cte H

[
o

A | A

Fonte: Adaptado de Sabe (1986).

C) Variag@o linear da pressao interna
Para a casca cilindrica da Figura 11, submetida a uma carga hidrostatica, ou seja, com

variagdo linear da pressdo interna, pode-se notar que p, = —y;(H —y), py = 0 e pg = 0, em

que ¥; € o peso especifico do liquido, tem-se os seguintes esfor¢os e deslocamentos:

N' =0 (53)
N', =7 (H=y)r (54)
Ay =20 (55)
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(56)

A ; A

Fonte: autor (2018).

2.4 Teoria de Flexéo

Para esta teoria, as equacdes gerais de equilibrio sdo analogas as da Secao 2.3, exceto pela
adicdo dos termos referentes ao esfor¢o cortante perpendicular a superficie média e duas
equagdes de momentos fletores, o que resulta num total de cinco equagdes. Esses esforcos

adicionais podem ser observados na Figura 12.

Figura 12 — Momentos fletores e forca cisalhante para Teoria de Flexao.
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Fonte: Adaptado de Billington (1982).
em que My € o momento fletor na diregdo 6, My € 0 momento fletor na dire¢do ¢, Qg € 0

esfor¢o cortante entre duas se¢des paralelas em relagdo ao eixo ¢, Qg € o esforgo cortante entre

duas se¢Oes paralelas em relagdo ao eixo 6, My € 0 momento torsor na diregdo 6 € Mgy € 0

momento torsor na dire¢do ¢.

Detalhe especial deve ser dado as equagdes de equilibrio de momentos fletores, pois se
deve incluir componentes de momento devido aos esforcos cortantes. A resultante de momentos

em torno do circulo paralelo, apds simplificagdes de termos de ordem maior €:

JaM) o oM,

o4 9% 1 +Qunn =0 (57)
De forma analoga, pode-se montar a equacao de equilibrio para momentos em torno do
meridiano:
oM or, O(Myn)
- —L4+M,, 2-—#2 Q=0 (58)

Y00 "o o4

Desta forma, as cinco equagdes resultantes sao:

5 oN,,
—Ngrlcos¢+%(N¢ro)+ p¢r0rl+r1¥—Q¢r0=0 (59)



oN or, 0 -
Gl Gy~ (M) -Quisne =0
0Q,

= ¢(Q¢ )+ Ngtsing+N,r, + p,rr, =0

(M) om %o oM,
o o

159 +Q¢r0rl:0

M, 6(M¢9r)

- —=+
Y00 %op g

+Q,nr =

31

(60)

(61)

(62)

(63)

Aplicando as simplificagdes devido ao carregamento axissimétrico, apresentadas na Eq.

(2), as cinco equagdes anteriores se resumem em trés:

0
8_¢(N¢r°)_ N,1 COS$—Q,l, + Pyl =0

8_8¢(Q¢r°)+ N, Sing+ Nt + p,for; =0

_8(M¢r0)
o¢

+M,r cosg+Q,rr, =0

Seguindo o procedimento proposto por BILLINGTON (1982), tem-se:

w odv ow

N, =K Cos ——+————

’ (ro ¢ r, ndg 'lj

N¢:K(lﬂ_ﬂ LY cos g ﬂj
rl d¢ rl I’-O rZ

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)
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com K = Eh/ (1—1)2) definido como a rigidez extensional da casca e D = Eh3/12(1— 02) ¢a

rigidez a flexao.

Por fim, nota-se que as equacdes acima formam um sistema determinado com sete
equagdes e sete incognitas: N,, N » M,,M ¢,Q¢,W e V. A solugdo desse sistema de equagdes ¢é

conhecida para alguns casos particulares, enquanto que, em outros, a complexidade da referida
solucdo exige a aplicacao de procedimentos aproximados. Dentre tais procedimentos, cita-se a

aproximacao de Geckeler, como descrito a seguir.
241 Aproximacao de Geckeler

A aproximagdo de Geckeler ¢ adotada como uma alternativa para andlise de flexdo de
uma casca de revolugdo sujeita a carregamentos de bordo axissimétricos. A ideia geral consiste
em aproximar o comportamento de cascas de revolucao de geometrias mais gerais ao de cascas
cilindricas. Essa analogia ocorre devido a facilidade que algumas cascas possuem de amortecer
os esforcos e deslocamentos em regides proximas as suas bordas, pois as faixas segundo os

paralelos se opdem a deformacdo dos meridianos, de forma a evitar um aumento radial.

Esse amortecimento ¢ maximo nas cascas cilindricas, ja que a deformagdo nas geratrizes
(que correspondem aos meridianos da ctipula) provoca variagdes no raio dos paralelos. Nas
ctpulas, ¢ maxima quando o angulo de abertura da borda ¢ 90° (ctipula esférica), ou seja, caso
no qual, em regides proximas a borda, existe maior semelhanca entre a cipula e um cilindro.
Quanto maior a reducdo no angulo de abertura, menor ¢ o amortecimento provocado pelos

paralelos e maiores sdo as tensoes e deformagdes segundo o meridiano.

Em uma casca rasa como a da Figura 13a), o deslocamento radial e a deformacgao
circunferencial sdo pequenos proximos ao bordo carregado. Portanto, as deformagdes causadas

pelos momentos fletores diminuem lentamente e sua influéncia pode se estender sobre
praticamente toda a casca. Na Figura 13b), a inclina¢do da normal A¢ ¢ grande. Assim, uma

tensdo circunferencial consideravel ocorre proximo ao bordo carregado a medida que a casca
flexiona de forma axissimétrica. Como consequéncia, as deformacgdes de flexdo diminuem

rapidamente e quase desaparecem em uma pequena distancia da borda.
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Figura 13 — Cascas de revolugdo: a) pequena curvatura e b) grande curvatura.

Fonte: Adaptado de Ventsel e Krauthammer (2001).

Segundo Ventsel e Krauthammer (2001), inicialmente esse método foi desenvolvido por

Geckeler (1926) e Reissner (1912) para cascas esféricas e entdo generalizado para cascas de

revolu¢do com meridiano de forma arbitraria por Meissner (1913).

Ainda segundo Ventsel e Krauthammer (2001), este método aproximado tem as seguintes

hipoteses:

a)

b)

Todas as fungoes que caracterizam os componentes de tensoes e deformagoes nas
proximidades da borda da casca, bem como suas primeiras derivadas, sdo
pequenas quando comparadas com suas derivadas de ordem maior. 1sso ocorre
devido ao fato que estas fungdes contém multiplicadores do tipo e, em que ¢
¢ o angulo medido a partir do bordo de interesse e B algum pardmetro. Ao
diferenciar essas funcdes, o pardmetro S aparece sempre na forma de
multiplicador. Desde que essas funcdes decrescem rapidamente, o valor do
pardmetro B ¢ grande. Portanto, valores das primeiras derivadas sdo
suficientemente maiores que os valores das proprias funcdes, bem como as
segundas derivadas sao maiores que as primeiras, € assim por diante.

Os raios de curvatura 1y e ¥y sdo considerados constantes nas regiées proximas
ao bordo da casca. Arigor, isto acontece apenas para cascas esféricas. Para cascas
de outros formatos esta hipotese ¢ assumida para aproximar o seu formato de uma

casca esférica nas proximidades da borda.
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A solucao da teoria de flexdo para casca cilindrica submetida aos hiperestaticos de bordo,

e as aproximacoes de Geckeler para casca esférica e cOnica sdo apresentadas na Segao 2.4.2.
2.4.2 Casos particulares

2.4.2.1 Casca cilindrica

Para cascas cilindricas ¢ feita uma mudanca de sistema, no qual a coordenada ¢ ¢

substituida pela y, de acordo com a Figura 14, M,, € o momento fletor ao longo da dire¢aoy e

Mpg,, € o momento torsor na direao y.

Figura 14 — Esforcos e sistemas de coordenadas para casca cilindrica.
A y

M. o+ aL aQ}’
6 ay ¥y Qy + a—y dy

Fonte: Adaptado de Billington (1982).

Para uma casca cilindrica com carregamento axissimétrico tem-se:

dv w
NV_K[d_y_U?j (71)
N, = K(—ﬂwﬂJ (72)
rdy
M =—D% (73)
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Substituindo N, =0, dM y/dy =Q, e ¢ = dw/dy na Eq. (65):

D‘:TZV+'§_[‘W “p, (74)
Fazendo
2
p= 4IrEZhD B 3(;: ) (72)
a Eq. (74) torna-se:
d4\iv+4ﬂ4W: P (76)
D

cuja solugio geral é dada por

w=e”(C,cos By +C,sin By)+e ™ (C,cos By +C,sin By)+ f (y) (77)

em que w ¢é a equacdo da linha elastica da parede do cilindro, f (y) ¢ a solugdo particular, C;,

C,, C3 e C, sdo constantes de integracao dependentes das condi¢des de contorno do cilindro:
dois deslocamentos na borda superior e dois na borda inferior e 8 é a constante que corresponde

a uma rigidez relativa entre os anéis e as vigas verticais que formam a parede

Em uma casca cilindra submetida a a¢cdes de hiperestaticos conforme a Figura 15, desde
que tais forcas axissimétricas sejam auto equilibradas, pode-se notar que seus efeitos ocorrem
nas regides proximas as bordas. Isso acontece porque existe um amortecimento de solicitacdes
e deformacdes a medida que se distancia da borda carregada. Esse amortecimento acontece
devido a acdo dos paralelos absorver grande parte das tensdes que ocorrem segundo os

meridianos.
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Figura 15 — Casca cilindrica submetida aos hiperestaticos de bordo.
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Fonte: autor (2018).

em que M, e Qy sdo os hiperestaticos de bordo referentes ao momento fletor e ao esforgo

cortante respectivamente.

Se o cilindro ¢ longo o suficiente, entdo os efeitos dos hiperestaticos aplicados em um
bordo s3o despreziveis no outro bordo, e, portanto, cada bordo pode ser tratado
independentemente. Alguns autores formularam equagdes para o célculo da dependéncia de

bordo. Segundo Hoefakker (2010), para h/r «1/50 essa relagdo ¢ dada por:

e Se H >0,339r nao existe dependéncia de bordo.

e Se H <0,339r existe a dependéncia de bordo.

Segundo Venturini (1977), a independéncia de bordo existe quando a inequagao abaixo

for verdadeira:
L
—>5 (78)
B

Enquanto Hauso (2014) sugere a seguinte inequacao para nao existir dependéncia de

bordo:

(79)

=N
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Para casos nos quais existam independéncia de bordo, a Eq. (77) ¢ simplificada para:

w=e"(C,cos By+C,sinBy)+ f (y) (80)

Para uma casca submetida unicamente aos hiperestaticos de bordo, conforme a Figura 15,

os deslocamentos e esfor¢os no bordo sdo dados pelas relagdes apresentadas na Tabela 1

(BILLINGTON, 1982).

Tabela 1 — Deslocamentos e esfor¢os da Teoria de Flexao em cascas cilindricas

Parcela referente a Q, Parcela referente a M

A®) 2 i ) 2iM

" Pen ™Mo
A® o2 r_z 45° i M

’ e P
N, -2p1Q,0(By) 2u ( By) BrM,
M, —@q} #(BY)M,
M, —U@QO vg(BYIM,
N, v (BY)Q —2¢ () AM,

Fonte: autor (2018).
em que:

#(By)=e" (cos By+sin By)
w(By)=e"(cos By—sin By)
o(py)=e"" (cospy)

£(By)=e"(sinpy)

(81)

(82)

(83)

(84)
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2.4.2.2 Casca esférica

As forgas resultantes, momento fletores e deslocamentos de bordo da Teoria de Flexao
para cascas esféricas podem ser obtidos a partir de aproximacao de Geckeler com base nas

expressoes obtidas para cilindros na Se¢ao 2.4.2.1, desde que a inclinagao do bordo da casca
esférica seja levada em consideragdo para permitir o uso da aproximagao. Sendo ¢b a inclinagao

do bordo de acordo com a Figura 16, o esfor¢o Q, utilizado na Tabela 1 se torna Hysing, e o

deslocamento radial Ag’) = w se torna Ag’)z w - sin ¢y,.

Figura 16 — Casca esférica submetida a carregamentos nos bordos.

Fonte: autor (2018).

em que H, e M, sdo os hiperestaticos de bordo relativos a uma for¢a horizontal € a um momento
fletor, respectivamente.

Dessa forma, os esfor¢os e deslocamentos para a casca esférica sao mostrados na Tabela

2 (BILLINGTON, 1982):

Tabela 2 — Esfor¢os e deslocamentos da Teoria de Flexdo para casca esférica.

Parcela referente a Ho Parcela referente a M 0
2 9 o
AY 282 H sin® 2 2inquM
" Pen oS 4 P Mo
AP 2ﬁ2a—2H sin ¢ 4,B3a—3M
¢ Eh ° b Eh 0
N, 25aH, sin(4,)0(By) -2(By) faM,
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N, wH,sing, cot(g, —v) —2e77 (sin By) SM,, cot (¢, —v)

M, MHosin 4, e (cos By +sin By)M,
-B -

M, u% H,sing, ve™” (cos By +sin By)M,

Fonte: autor (2018).

em que S* =3(1—u2)/a2 h?.

2.4.2.3 Casca coOnica

De acordo com a Figura 17, para uma casca cOnica ¢ mais conveniente adotar a

coordenada s para a distancia ao longo da coordenada meridiana, visto que ¢ ¢ constante,

analogamente a Se¢do 2.3.1.2. Utilizando a aproximag¢ao de Geckeler, chega-se as expressdes

da Tabela 3 (VENTSEL; KRAUTHAMMER, 2001).

Figura 17 — Casca conica submetida a carregamentos de bordo.

Fonte: autor (2018).

Tabela 3 — Esforgos e deslocamentos da Teoria de Flex@o para casca conica.

Parcela referente a Qo Parcela referente a M

(0
AH

A r
Zﬁng S|n¢b+uE—2hQ0 oS¢,

2

I .
—2/32§M05m @,




A® ok s
¢ Zﬂ Eth 4ﬁ EhMo
N ~231,Q,0(s) 2y (Bs) B M,
M, g, H(pM,
B
M, _Ug(’BﬂS)Qo U¢(IBS)M0
N, —y (Bs)Q, cot ¢ ~2¢ (3s) M, cot ¢

Fonte: autor (2018).
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em que Qy = Hysin¢g e 8(Bs), p(Bs), Y(Bs) e é’(ﬁs) sdo definidos nas Eqs. de (81) a (84)

, substituindo o y por s.
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3 FORMULACAO ANALITICA PARA PLACAS CIRCULARES

Placas s@o elementos estruturais com superficie média plana, apresentando comprimentos
e largura grandes em relacao a sua espessura. Sao solicitadas predominantemente por cargas

transversais a superficie média.

As propriedades a flexdo de uma placa dependem principalmente da sua espessura quando
comparada as outras dimensdes. Assim, existem teorias distintas para placas de acordo com a
sua espessura ¢ sua deflexdo. Segundo Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959), em placas
finas de pequenas deflexdes, essas deflexdes w sdo reduzidas quando comparadas a sua
espessura /1, e uma aproximacao satisfatoria para a Teoria de Flexdo pode ser aplicada a partir

das seguintes hipoteses:

I.  Nao existem deformagdes especificas no plano médio da placa;

I[l.  Todo segmento de reta normal a superficie média da placa antes da deformagdo
permanece reto e normal a superficie elastica depois da deformacao e, além disto, nao
apresenta variagao de comprimento;

I1l.  Astensdes normais na dire¢do transversal ao plano médio da placa podem ser pequenas
em comparacdo com os outros componentes de tensdes, podendo, portanto, serem

desconsideradas.

Usando essas hipdteses, todas as componentes de tensdes podem ser expressas em fungdo
da deflexao w, a qual ¢ fungdo de duas coordenadas do plano da placa. Essa fun¢ao satisfaz uma
equacdo diferencial parcial linear, a qual, junto as condigdes de contorno, definem w, que ocorre

segundo o eixo z, como ilustrado na Figura 18.

Figura 18 — Placa e sistema coordenado cartesiano

Fonte: Adaptado de Marques (2016).
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A partir das relagdes deformacao-curvatura e das tensdes e esfor¢os internos na placa, ¢
possivel obter a deflexdao w pela equagao diferencial para placas delgadas baseada nas hipdteses

de Kirchhoff (UGURAL, 1981):

VW = q(x, y) (85)
D
em que D € arigidez a flexdo da placa, q(x, y) € a carga distribuida por unidade de areae V ¢

o operador bi-harmdnico:

A ot o

Vi ot o

(86)
Os esforgos em fungao da deflexdo (ver Figura 19) sdo dados pelas Egs. (87) a (92)
(UGURAL, 1981):

Figura 19 — Esfor¢os em um elemento diferencial de uma placa: a) componentes de momentos
fletores e b) componentes de esfor¢o cortante.

dx 9 0, Q“t q
, oM, , |
Y h M, &= = ds DAY I
— Ay
oM oM 20,
A ——dx Ot &
MA@ o, T o dx ox
Mt ¥ 90,
4 O, +—>dv
T Oy
a) b)
Fonte: Adaptado de Marques (2016).
2 2
M, =D Z¥+0 oY 87)
OX oy
2 2
M, =-D Zy—"z"w‘zT"z" (88)
o*w
|\/|Xy = D(l—l)) (89)
oxoy
M, =-M,, (90)
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o (o*w o°w
=D < 1
Q, D8X(6x2+ Zj (91)
o (o*w d*w
__ 92
Qy D ay [ aXZ + ay2 j ( )

em que Qy, Qy, My,, M, e M,, sdo os esforgos cortantes perpendiculares a superficie média, o

momento tor¢o na direcdo y e os momentos fletores na direcao x e y, respectivamente.

As placas tratadas neste trabalho serdo, essencialmente, placas circulares e constituirdo,

na maioria dos casos, as bases de reservatorios e vasos de pressdo, estando submetidas a

esforgos axissimétricos.

3.1 Placas circulares com carregamento axissimétrico

Neste caso, geralmente adota-se o sistema de coordenadas polar, devido a simetria da

geometria e do carregamento, conforme ilustrado na Figura 20.

Figura 20 — Sistema de coordenadas polares para placas.

b)

Fonte: autor (2018).

em que Q, e Qg sdo os esforgos cortantes perpendiculares a placa circular, M, e My sdo os

momentos fletores nas diregdes » € 8 € M,g ¢ 0 momento torsor na dire¢do 8. O sistema de

coordenadas polares se relaciona com o cartesiano pelas equagdes (93) a (96):

X=rcosé (93)

y=rsing (94)
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=tan 1Y (95)
X

r=x"+y’ (96)

Segundo Ugural (1981), a equagao governante diferencial para placas em coordenadas

polares e os esforcos sdo dados por:

2 2 2 2
vowo[ 2,10 10 (W Low 1 ow) a() o
or ror r<ooé or ror r-oé D
R 1ow 190w
M =-Dl v T e (98)
or ror r° o060
l1ow 1 é*°w  d*w
M,=D|==+ 5 S +0— 99
¢ {rar r2 06° Uarz_ (99)
10°w 1 ow
M,=—(1-v)D| =—F—=— 100
w==(1-v) (raraa 2 06 (100)
Q, =—DZ(v?w) (101)
' or
10
Q, = —DF%(VZW) (102)

A deflexdo w de uma placa irda depender da posi¢do » apenas quando o carregamento
aplicado e as condi¢des de apoio forem independentes do angulo 6. Neste caso, apenas M,., M g

e @, agem em um elemento de placa circular.

Devido a simetria do carregamento e dos apoios, a Eq. (97) torna-se:

li{ri[li(rd_wmzﬂ (103)
rdr| dr|rdr\ dr D

E os esforgos sdo dados por:

o’'wW v &°w
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10°w  o*w
M. =-D| = g 105
0 (r 8r2+uar2j (105)
2 2
Q --pd(Zw, 10w} d li(rd_w) (106)
dr{ or r or dr|rdr\_ dr

A deflex@o w pode ser obtida por integragdes sucessivas quando g(7) ¢ dado. Na secao a
seguir serdo apresentados casos usuais de carregamentos e vinculagdes para placas

axissimétricas.

3.2 Casos particulares

Nesta secdo sdo apresentadas particularizagdes de placas circulares de acordo com o

carregamento ao qual estao submetidas.

3.2.1 Placa circular engastada com carregamento distribuido uniforme

Este caso trata de uma placa delgada circular, submetida a um carregamento
uniformemente distribuido em toda sua superficie de intensidade g, conforme ¢ apresentado na
Figura 21. As condi¢des de contorno sao deflexdo e rotagdo iguais a zero no engaste (r = a) e

rotacdo igual a zero no centro da placa (r = 0) devido a simetria.

Figura 21 — Placa circular engastada com carregamento uniformemente distribuido.

q

Fonte: autor (2018).

A equagdes para deflexdo e esforcos em fungdo do carregamento e do raio, sdo

(TIMOSHENKO; WOINOWSKY-KRIEGER, 1959):

w=—1_(a?-r2) (107)



M, :%[az (1+v)-r?*(3+v)]

M, = %[a2 (1+0)-r?(1+30)]

A deflexdo maxima ocorre no centro (r =0):

w, =3 52
" 64D
e os momentos fletores no engaste:
2
a
(M r )r—a == q_
) 8
2
vga
(M 0 )r:a -
8
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(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

3.2.2 Placa circular simplesmente apoiada com carregamento uniformemente distribuido

Este caso trata de uma placa circular simplesmente apoiada com carregamento

uniformemente distribuido. Diferentemente do caso anterior, neste caso a rotagcao nos apoios ¢

diferente de zero. Dessa forma, adota-se como condi¢des de contorno a deflexdo e momentos

fletores iguais a zero nos apoios (r = a), e a rotagdo igual a zero no centro de placa (r =0). A

Figura 22 ilustra uma placa simplesmente apoiada.

Figura 22 — Placa circular simplesmente apoiada com carregamento uniformemente

distribuido.

) a |

Fonte: autor (2018).

A deflexdo e os momentos em qualquer ponto da placa e os seus valores maximos que

ocorrem no centro sao (TIMOSHENKO; WOINOWSKY-KRIEGER, 1959):
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2 .2
qu(a ' )(5+Ua2—r2j (113)
64D l+v
_4(5+0) . (112)

"~ 64D (1+)

Mr=%(3+u)(a2—r2) (115)
M, :%[a2(3+u)—r2(1+30)] (116)
(M), =(M,),, = £ (3+v)a’ (117)

3.2.3 Placa circular simplesmente apoiada submetida a momentos uniformes radialmente

distribuidos ao longo da borda

Este caso trata de ima placa circular simplesmente apoiada em seu perimetro, submetida
a momentos fletores uniformes (M,) distribuidos radialmente ao longo da borda, conforme

mostra a Figura 23.

Figura 23 — Placa circular simplesmente apoiada com momentos uniformes radialmente
distribuidos ao longo da borda

w

Fonte: autor (2018).

Para o caso da Figura 23 as condigdes de contorno sao:

ow
— =0 118
[arjrzo (118)
w _ =0 (119)
1o =M, (120)
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Q =0 (121)

Utilizando as condi¢des de contorno na Eq. (106) e resolvendo o sistema de equagdes

para as constantes de integragdo, obtém-se:

Mo 2 2
w=——+—>="—(a’-r 122
2D(1+U)( ) (122)
M,
—— 0 g 123
"~ 2D (1+0) (123)
M. =M, (124)
M, =M, (125)

3.2.4 Placas de fundo de reservatorios

As placas de fundo de reservatorio, além de estarem submetidas as a¢des e vinculagdes
que provocam deslocamentos transversais ao plano médio (apresentados nas seg¢des anteriores),
podem apresentar um pequeno deslocamento horizontal devido aos hiperestaticos resultantes

da sua ligagdao com os demais elementos que formam a estrutura.

A Figura 24 apresenta uma se¢do de uma placa circular sujeita a hiperestaticos de bordo

resultantes de tais ligagdes.

Figura 24 — Placa sujeita a hiperestatico horizontal de bordo

Hy l t Hy
_ 7

T 4—(14.{

Fonte: autor (2018).

em que t ¢ a espessura e a o raio da placa.

O deslocamento horizontal provocado pelo hiperestatico H, ¢ dado por Roark (1975 apud

VICHARE e INAMDAR, 2010):

A:O N (1—U)r H

— 126
Et 0 (126)
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em que E' ¢ o mddulo de elasticidade do material da placa, r € a posicdo em que se deseja obter

o deslocamento, t ¢ a espessura e v ¢ o coeficiente de Poisson da placa.
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4 FORMULACAO ANALITICA PARA ANEIS DE RIGIDEZ

O anel de rigidez ¢ um elemento estrutural comumente utilizado em estruturas de
reservatorio com a finalidade de minimizar a transmissdo de esforcos entre os demais
elementos. Um exemplo dessa acao ¢ sua utilizacao na ligagao entre uma cupula de cobertura e
a parede para reservatorios cilindricos (Figura 25 a)), em que o elemento de anel tem a
finalidade de enrijecer a regido para reduzir as cargas inclinadas e os momentos fletores (Figura

31 b)) transmitidos pela ctipula que provocariam grandes deformacdes na borda superior da

parede.
Figura 25 — a) A¢des da ctipula na parede e b) utilizacao do anel de rigidez
N M
- /]

Anel de N
rigidez

b)

Fonte: Adaptado de Silva (2017).
Na Figura 25, M e N sdo os momentos fletores e os esfor¢os normais transferidos da ctpula

para parede na ligagao.

As acgdes transferidas pela clipula provocam forgas radiais no anel, e a partir dessas

surgem tensdes normais, como mostra a Figura 26.
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Figura 26 — Forga radiais existentes no anel de rigidez

Fonte: autor (2018).
Aresultante T surge devido as tensdes normais na se¢ado transversal do anel. Para o calculo

de sua intensidade € necessario encontrar a resultante das forcas Fy; com base na Figura 27.

Figura 27 — Resultante do carregamento radial no anel

Fonte: autor (2018).

Na figura acima, ds é o comprimento do arco de angulodf. Dessa forma, a resultante 7' ¢ dada

por:

r

2
T= FHds-seneszH .R-d@-sen@=F, -R-cos0 (127)
0

Oty N[ N

T=FR (128)
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A deformacao circunferencial elastica provocada pela forca horizontal Fy pode ser obtida

por:

£)= == (129)

na qual A, é a 4rea da secdo transversal e E é o médulo de Young. A Figura 28 mostra o

deslocamento horizontal sofrido pelo eixo do anel de rigidez.

Figura 28 — Deslocamento radial do eixo do anel de rigidez.

Fonte: autor (2018).

Na Figura 28, tem-se que Ry € R; sdo o raio final e inicial, respectivamente.

A deformagdo na dire¢do radial sofrida pelo anel é:

Ri—R _2z 2z AL (130)

Pela equagdo acima, nota-se que a deformacdo radial ¢ dada pela variagdo no
comprimento da circunferéncia dividida pelo comprimento inicial da circunferéncia, ou seja, a
deformacao radial ¢ igual a deformagdo circunferéncia. Por este motivo, o deslocamento

horizontal é:

F,-R?
E-A,

Al =R-g = (131)

Os momentos aos quais o anel estd submetido sdo mostrados na Figura 29.
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Figura 29 — Momentos fletores atuantes no anel de rigidez

Fonte: Adaptado de Hauso, (2014).

Na Figura 29, M, corresponde ao momento torsor transmitido pelos elementos conectados ao
anel, e My o momento fletor na se¢do do anel. O equilibrio dos momentos em relagao ao eixo

tangente, conforme mostra a Figura 29, leva a:
M -R-d6-M,-d6=0=>M,=M R (132)

Tal momento provoca uma tensdo na se¢ao do anel, dada por:

(133)

em que I, € o momento de inércia do anel em relagdo ao seu centroide e hy a altura da se¢ao

transversal. Em consequéncia, a deformagao provocada pelo momento é:

hA
€ —Mg?— RM, 134)
° El,  2EI, (

Analogamente para a for¢a horizontal, as deformagdes radial e circunferencial sdo iguais,

portanto, o deslocamento horizontal provocado por M,. ¢:

2
R, v (135)

A",\]/Ir:R.gr: r
2EI,
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A rotacao provocada por M, ¢ constante e dada pela derivada da deformagdo radial em

relagdo a y, o que resulta em:

MI’ —_—
A =M, (136)

As Egs. (131), (135) e (136) apresentam os deslocamentos totais e a rotacao sofrida pelo

anel de rigidez, como mostra a Figura 30.

Figura 30 — Deslocamento radial total e rotacao do anel de rigidez.

-
-

1
1
‘ : a A Y
\ 1 ‘lé'_ll
1l\ : v
v ‘o M
' L r
\ : \‘I '\
“: "i \
h.q \ i < }l Iy
\ J
7

Fonte: adaptado de Hauso (2014).
Na Figura 30, b, ¢ a largura e h, a altura do anel.
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5 FORMULACAO NUMERICA PARA ESTRUTURAS AXISSIMETRICAS

Neste capitulo ¢ apresentada uma formulacao para anélise de estruturas axissimétricas em
elementos finitos. De uma maneira geral, pode-se dizer que a ideia central do Método dos
Elementos Finitos (MEF) ¢ subdividir o dominio do problema em subdominios nos quais o
campo da variavel fundamental (em andlise mecanica, o deslocamento) pode ser aproximado
por uma combinagao linear de fungdes preestabelecidas, normalmente em formato polinomial.
Nas analises mecanicas, os coeficientes dessa combina¢do linear sdo associados aos graus de
liberdade do elemento, geralmente colocados em funcdo dos valores dos deslocamentos e
rotagdes nos vertices, também conhecidos por nds, e seus valores podem ser determinados pela

minimiza¢do de um funcional associado a equacao diferencial que descreve o fendmeno fisico.

Neste trabalho serd dada énfase a formulagao especifica para estruturas axissimétricas,
principalmente no tocante ao elemento finito unidimensional utilizado. Dessa forma, na se¢ao
a seguir ¢ apresentado o procedimento para obten¢do da matriz de rigidez local e global do

problema proposto utilizando o elemento retilineo.

5.1 Formulacdo do método dos elementos finitos para analise estatica de estruturas

E possivel obter a formulagdo geral do método dos elementos finitos a partir da forma
geral do funcional que representa a energia potencial total, desde que se tenha um sistema
conservativo. Para o meio continuo, elastico linear e estatico adotam-se as seguintes hipoteses

(VAZ, 2010):

a) O continuo ¢ idealizado por um conjunto de elementos discretos ligados por
vértices (nos).

b) A matriz de interpolagdo do elemento (N°) ¢ aquela cujos termos sdo fungoes
conhecidas como fungdes de interpolacdo ou de forma, que fornecem os campos
de deslocamento (u®) no interior dos elementos em fun¢do dos deslocamentos
nodais do elemento (d°®): u® = N°d®.

c) O vetor das deformagdes no interior do elemento (£°) pode ser obtido por
derivagdo dos campos de deslocamento (u®) em relacdo as coordenadas do
sistema, a partir da expressdo £ =L°u®, na qual L° ¢ uma matriz de operadores

diferenciais.
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d) As tensdes no interior do elemento (6° ) sdo obtidas em fungdo das deformagoes
pelas relagdes constitutivas ¢° = De®, na qual D ¢é a matriz constitutiva.

e) As matrizes de rigidez (K°) ¢ as cargas nodais equivalentes de cada elemento
(f°) sdo combinadas adequadamente de forma a montar a matriz de rigidez global

(K?9) e o vetor de cargas nodais (f9) da estrutura.

A energia potencial total (I1) de um sistema conservativo ¢ definida como:
[=U+W, (137)

em que U ¢ a energia de deformacao, ou seja, aquela que traz a estrutura de volta a configuragao
inicial caso as forgas externas sejam retiradas da estrutura e W, € o trabalho potencial, ou seja,
aquele que seria utilizado caso a estrutura voltasse a sua configuragdo inicial e as cargas
permanecessem atuando sobre ela. Assim, I1 ¢é a energia total necessaria para trazer de volta a
estrutura a sua configuragdo inicial com as cargas atuando sobre ela. A energia de deformacgao

da estrutura e o trabalho potencial das forgas externas sao dados, respectivamente, por

U= Usdv =%jv o "edV (138)
W, =—[ ubdV — [ uTqds —;diTPi (139)

em que € sdo as componentes de deformagdo, o as componentes de tensdo, u sdo as
componentes de deslocamento, b as for¢as volumétricas, ¢ as forcas de superficie, d; e P; sao
deslocamentos e as cargas concentradas em pontos da estrutura, ncc ¢ o numero de cargas
concentradas na estrutura, V e S representam o volume e a superficie da estrutura,
respectivamente. A energia potencial total do sistema ¢ obtida substituindo as Eqgs. (138) e (139)

na Eq. (137):
M=21( 6"edV [ u™bdV — [ uTqdS—> P, (140)
_EIVG £ Ivu .[su a IZ=1: P
Em um sistema discreto, a energia potencial total do sistema ¢ dada pela soma das
contribui¢des de cada elemento, isto é:
N.E.

M=) I} -d’'P (141)

i=1
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em que os indices e representa que o funcional ¢ relativo ao elemento finito e o g que os graus

de liberdade dos deslocamentos sdo globais.

E importante ressaltar que para a igualdade anterior ser verdadeira ¢ necessario que as
fungdes de forma utilizadas sejam tais que provoquem uma compatibilidade de deslocamentos

na fronteira entre os diversos elementos.

Aplicando as equacdes definidas nas hipdteses e substituindo a Eq. (140) na Eq. (141)
obtém-se
N.E. 1 - . - T
— - e epe e _ . B . B .
e ;{ZJ‘VEdi B DBdaV J.vedi N;bdv Isedi N; q;dS } d>P (142)

emque B=LN.

A Eq. (142) pode ser escrita na forma

N.E. N.E.
1‘[=§ZdiTKi"di ->.d,"f°—d’TP (143)
i=1 i=1
desde que
K®=[ B DBV (144)
A\
fo=[ N'bdv®+[ Nlqds® (145)

e definidos como a matriz de rigidez do elemento e vetor de cargas nodais equivalentes do
elemento, respectivamente. Aplicando a matriz de incidéncia cinematica do elemento ( A), que
faz a correspondéncia entre os graus de liberdade locais do elemento e os graus de liberdade

global da estrutura, nas Eq. (143), (144) e (145) obtém-se:

= %dgTKgdg _goTfo (146)

N.E.
Ke=> ATKA, (147)
i=1

N.E.
fo=> Af +P (148)
i=1
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com K9 e f9 sendo a matriz de rigidez global e o vetor de cargas nodais equivalentes em

coordenadas globais, respectivamente.

A minimizac¢3o deste funcional resulta da nulidade da primeira variagio de I1:

oIl
SI1=0 =0 149
= =10 (149)

A Eq. (149) resulta no sistema de equagdes de equilibrio nas dire¢cdes dos graus de

liberdade i, e, portanto:

K'd® = f° (150)

Uma vez introduzidas as condi¢des de contorno e resolvido o sistema de equagdes, as

deformacgdes e tensdes nos elementos podem ser calculadas a partir das equacdes abaixo:

d’ =Ad° (151)
g =Bdf (152)
6, =D, (153)

Para modelagem de estruturas axissimétricas, podem ser usados elementos finitos
tridimensionais como também bidimensionais e unidimensionais, considerando a simetria de
revolucdo. Neste trabalho serdo utilizados elementos unidimensionais, pois estes apresentam
resultados eficazes e coerentes aliados a um baixo custo computacional desde que uma malha

suficientemente refinada seja aplicada (CUIL; WANG:; LI, 2016; ZIENKIEWICZ et al., 1977).

Na Secdo 5.2 ¢ apresentada a formulacdo para obtengdo da matriz de rigidez local para o

elemento finito unidimensional retilineo, o qual € utilizado neste trabalho.

5.2 Elemento finito unidimensional retilineo

A Figura 31a) apresenta uma casca axissimétrica sujeita a um carregamento axissimeétrico.
Essa casca pode ser modelada por um agrupamento de elementos retilineos formando troncos

de cone, com inclinacao variavel, como mostram a Figura 31b) e c).
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Figura 31 — a) Casca axissimétrica, b) casca axissimétrica representada pelo agrupamento
tronco-conico e c¢) elemento finito tronco-conico destacado.

z zZ,W

..

(a) (b) ()

Fonte: autor (2018).

Nesta se¢do, ¢ sistematicamente aplicada a formulacao apresentada na se¢ao anterior para
um elemento finito geral, fazendo uso de um campo de deslocamentos admissivel para um
modelo de elemento finito retilineo axissimétrico, conforme ilustrado na Figura 32. As

coordenadas globais 7 e z sdo relacionadas com as coordenadas locais s e ¢.

Figura 32 — Elemento finito retilineo.

T2

Fonte: autor (2018).

O elemento possui dois nds i e j, angulo de inclinagao com a horizontal 1, funcdes de
deslocamento do elemento U e W e comprimento L. Considerando que cada nd possui trés

deslocabilidades generalizadas (duas translagcdes e uma rotagdo), tem-se:
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dlL
d;
d° = d (154)
dy
dr
dy

em que d°® ¢ o vetor de deslocamentos nodais do elemento. A distancia de qualquer ponto ao
longo do elemento ao eixo de simetria 7(s) € o comprimento L em fun¢do das coordenadas dos

nos sdo, respectivamente:

r(s):rl_'_rZEr;LS (155)

Lz\/(rz_rl)z-i-(zz_zl)z (156)

Em que r; e r, s@o as coordenadas dos nos 1 € 2 em relacdo ao eixo r e z; € z, sdo as

coordenadas dos nds 1 e 2 referentes ao eixo z.
5.2.1 Deslocamentos e fungdes de interpolagao

Os deslocamentos ao longo do eixo do elemento devem obedecer a continuidade das
rotagdes ¢ deslocamentos e devem ser determinados unicamente pelos valores nodais (d°®) e

pela posigdo s, a qual estd presente nas fun¢des de interpolagdo, como segue:
u
u® :{_}: N(s)d® (157)
Y

As fungdes de interpolacdo, ou fungdes de forma, estdo associadas aos possiveis
deslocamentos do elemento. Neste trabalho serao adotadas as fungdes polinomiais de Lagrange

para o deslocamento axial e as fungdes polinomiais de Hermite para o deslocamento transversal.
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5.2.1.1 Interpolacgdo linear do deslocamento axial — Polindmio de Lagrange

Para interpolacdo do deslocamento axial U ¢ utilizada uma fungao linear de classe C°, a
qual permite a continuidade no campo da variavel fundamental (deslocamento) entre os

diversos elementos. No entanto, suas derivadas podem ndo ser continuas nesses pontos.

Considerando o elemento finito com um grau de liberdade axial por né mostrado na

Figura 33, tem-se o seguinte polindmio aproximador:
u,(s)=a+b-s (158)

em que a ¢ b sdo as constantes, o indice N representa a fun¢ao de forma e s a coordenada ao

longo do elemento.

Figura 33 — Graus de liberdade para o deslocamento axial do elemento retilineo.

S
U u;
—4 = —>

® )

Fonte: autor (2018).

Desde que, para qualquer fungdo de forma N;, N; = 1 quando S=S; ¢ N; = 0 quando
$=S§; paratodo i# j, obtém-se ao aplicar as condi¢des de contorno, em que L € o comprimento

do elemento:
u,(0)=d; =>a=d; (159)

d; —d
uN(L):dj:b:% (160)

E, portanto:

uN(s):(l—EjdlL+Ed: (161)
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5.2.1.2 Interpolacdo do deslocamento transversal — Polinomio de Hermite

Para interpolacdo do deslocamento transversal W e das rotagdes dw/ds ao longo do

elemento sera adotada uma fungdo aproximada de classe C*, pois esta possibilita a continuidade
da fun¢ao fundamental, neste caso o deslocamento, bem como de sua primeira derivada, a

rotagdo, entre os diversos elementos.

De acordo com o elemento mostrado na Figura 34, a fun¢ao de interpolacao de terceiro

grau, conhecida por polindmio de Hermite, ¢ dada por:
w, (s)=a+b-s+c-s*+d-s° (162)

Figura 34 — Graus de liberdade de deslocamento transversal e rotacdes para elemento

retilineo.
dé‘ S ,\W(S) Tdé‘
[ K L
< ] 9'30!6

Q% e® @

Fonte: autor (2018).

Aplicando as seguintes condi¢des de contorno:

w, (0)=d, (163)
w',(0)=d; (164)
w, (L) =d, (165)
w', (L) =d, (166)

e, resolvendo o sistema de quatro equacdes e quatro incognitas, obtém-se:

3s?  2s° 25 §° 3s?  2s° s s
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5.2.1.3 Matriz das fungdes de interpolagao

A matriz das fun¢des de forma ¢ dada pela composi¢do das fungdes de ponderagdo de

cada deslocamento nodal obtidas nas equagdes dos itens 5.2.1.1 ¢ 5.2.1.2, resultando em:

s
N =1-= 168
@y L (168)
NP (169)

1.4) L
3?28

N(2,2) Zl—F-I-F (170)

N..=5 252+53 171
(2,3) T (171)

3s*  2s°

AT am)

s° s

Nog=——+—3 173

(2,6) L LZ ( )

Os termos nado apresentados acima sao iguais a zero. Portanto, reescrevendo esses termos

na forma matricial, tem-se:

_3 0 0 3 0 0
nN=| L L (174)
3s?  2s° 2s? ¢° 352  2s° s s°
L L L L L L L L

5.2.2 Relagdes deformagao-deslocamento

A Figura 35 mostra o elemento retilineo de espessura ¢ e os deslocamentos de uma sec¢ao

no sistema de coordenadas local.
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Figura 35 — Elemento retilineo e sistemas de coordenadas local e global

A7

Fonte: autor (2018).

No regime de pequenos deslocamentos e rotagdes, os deslocamentos em qualquer ponto

ao longo do elemento em funcao do deslocamento da linha média e da espessura sao dados por:

_ eyt AW(S)
u(st)=0(s)—t ” (175)

w(s,t) = W(s) (176)
Transformando os deslocamentos do sistema local para o global, tem-se:

u,(s,t) =u(s,t)cosy —w(s,t)siny (177)

u (s,t) =u(s,t)siny +w(s,t) cosy (178)

As deformacgdes em coordenadas cilindricas com base nas devidas simplifica¢des para o

problema axissimétrico sao:

ou_(s,t) 005 0 adt
g, =———=|——+—— [u(st) (179)
or osor otor
au (s,t) 005 0ot
E, ==+ |u(st) (180)
1o/4 0s oL otoz
= 181
E,y = —
0 =7 (181)
£,=0 (182)
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gn:l |1 (g§+gﬂjur(5,t)+(£§+ggjuz(s,t) (183)
2| 0z or 2(\0soz otoz osor otor

&y, =0 (184)

7

Para transformar o tensor de deformagdes do sistema global para o local utiliza-se a matriz

de transformacao ou rotacao T, como segue
e =TeT' (185)
em que

cosy 0 siny
T=| O 1 0 (186)
—siny 0 cosy

Portanto, os componentes nao nulos do tensor de deformagdes em coordenadas locais

resultam em:

_du(s) _ d'w(s)
o ds ds®

€ (187)

£y = u(s)cosy —wW(s)siny _ycosy dw(s) (188)

r r ds

Sabendo que &, =&, +1x, e que &, =¢,+1), pode-se reescrever as deformacdes na

forma vetorial;

du(s)

ds
u(s)cosy —w(s)siny

r

"Nz d°w(s) (159)
Cds?
cosy dw(s)
Cr s

Y

[

NI

Vale ressaltar que foram utilizadas as hipoteses de Kirchhoff-Love e que o angulo ¥ nao

varia no elemento.

Como ¢° =L°u’, a matriz dos operadores diferenciais ¢ dada por:
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d
ds
cosy  —siny
3 r r u(s)
= 190
‘ g’ {v‘v(s)} (150)
0 T2
ds
0 _cosy d
L r ds

Dessa forma, desde que a matriz de incidéncia cinematica entre os graus de liberdade

local do elemento e as deformagdes generalizadas seja dada por B® = L°N°®, tem-se:

1 CoSyf,_S 0 0
L r(s) L
H 2 3 2
r(s) L L L© L r(s) L L
. 2 3 2
0 _Sny s—2i+s—2 —£+6—§ cosy 1—£+3i2
T r(s) L L L L r(s) L L
B® = . (191)
1 cosy s 0 0
L r(s) L
o _sinp(3s 2°) 6 125 cosy(bs 65’
rs) L 2 L° [ rs) \ 2 L®
H 2 3 2
0 _siny _s_+s_2 _g+6_§ cosy _§+3iz
i r(s) L L L L r(s) L L )]

5.2.3 Relagoes tensoes-deformacdes

Para problemas elésticos, as deformacdes generalizadas do elemento podem ser

relacionadas as tensoes generalizadas pela Lei de Hooke por:

E
O =112 (£ +VEgp) (192)
E
Oyo :m(6€9+ugss)}/a2 (193)

Os esfor¢os generalizados para um material homogéneo ao longo da espessura h sao

dados por:
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h
N, = [3 odt = h2 (&, +ve,) (194)
- 0
N =I2 o dtzE—h(g +Ug,) (195)
0 _2 60 12 V¢ s
h 3
5 Eh
M, =—|3 o tdt=——F(y. +V 196
s jg ss 12(1_02)(7(5 Za) ( )
n Eh®
—_[>2 __ =
M, = J:Z o, tdt = 2007 (2, +v1,) (197)
Para a igualdade da Eq. (198) ser verdadeira
NS 83
No | _ )% (198)
M Xs
M, Xo
tem-se:
i 0 0
v 1 0 0
Eh 2 2
D= 10 0 h_ Uh_ (199)
1-v 12 12
2 2
0 0 Uh— h—
12 12

5.3 Matriz de rigidez do elemento

A matriz de rigidez elementar ¢ obtida na forma da Eq. (200). Da condigdo axissimétrica
permite integrar o dominio da casca em fungdo da secdo de revolugcdo multiplicada pelo
perimetro correspondente a coordenada » de um ponto da se¢do. Logo, a matriz de rigidez do

elemento pode ser reescrita da seguinte forma:

K* =2z[ B DB®-r(s)ds 201)



68

Essa matriz de rigidez do elemento estd escrita segundo o sistema local de graus de

liberdade, necessitando-se transforma-la em relagao ao sistema global.

5.4 Vetor de forcas nodais equivalentes do elemento

As forgas equivalentes nodais sdo calculadas utilizando as mesmas fun¢des de forma
usadas para calcular a matriz e rigidez do elemento. Elas s3o estaticamente equivalentes ao
carregamento distribuido original, pois os trabalhos produzidos s3o equivalentes desde que seja

dado um campo de deslocamentos compativel com as fungdes de forma.

De forma prética, os carregamentos distribuidos ao longo do elemento sao transformados
em carregamentos equivalentes e aplicados nos nds. Dessa forma, podem ser somados aos

carregamentos concentrados nodais para montagem do vetor de forgas da estrutura.

Nesta dissertacdo ndo se consideram deformagdes iniciais dos elementos, a se¢do de
revolugdo representada por um elemento finito € constituida por material homogéneo de peso

constante e uniforme e a espessura da casca de um elemento ¢ constante no seu dominio.

Os carregamentos distribuidos sdo considerados aplicados no dominio do elemento, dessa

forma:
fe:I NTqdQ* (202)
Qe
Transformando a integragdo do dominio para a se¢do de revolucdo, tem-se:

L
f°=2n [ N"qr(s)ds (203)
0

em que g € um vetor que descreve o carregamento no dominio, considerando um carregamento
longitudinal, um carregamento transversal ¢ um momento fletor, todos variando linearmente ao

longo do elemento.

S S
Qsl(l—t +QSZE
S S
q-= Qtl 1—I +Qt2E (204)
|\/|1(1—i M,
L L
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Dessa forma, o vetor de forcas nodais equivalentes para um elemento é:

1 1 1
E;zLKrl +§r2stl +§Qs2 (r1+r2)}

8 5 9 3 5 4 12 18
_”{|:(QH+EQtz]L_§M1_ZMz}rl"'Erz KQE"‘EQtz)L_EMl—EMz}}

o %ﬂL{KQtﬁ%Qtz)rﬁ%g (Qt1+Qt2)} L+(3M1—%M2jrl—%r2 (M1+4M2)} (205)

%ﬂL[(I‘l+ r,)Qs, +Qs, (1, +3r,) |
2 5 9 5 16 12 18
EHH:(QH‘Fthsz'FE M1+3M2:|G+Z|:(Qtl+th2jL+gMl +€M2}I’2}

1
—%ﬁL{[(QtﬁQtz)rﬁrz(Qt1+2Qt2)]L+ (4M, + M, )+1, (M, —6M, )}

em que M, M,, Qs1, Qs,, Qt; e Qt, sdo os momentos e os esfor¢os nas diregdes s e ¢ aplicados

nas extremidades do elemento finito retilineo.

5.5 Regra da quadratura de Gauss

Para o célculo da matriz de rigidez ¢ necessario efetuar a integragdo no dominio do
elemento. A matriz B ¢ composta por termos ndo polinomiais, 0s quais as primitivas ndo sao
faceis de se determinar. Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), € conveniente usar integragdes

numéricas para estes casos, especificamente a quadratura de Gauss.

Segundo Assan (2003), seja fuma fungdo continua de apenas uma variavel, definida no

intervalo [a,b], tal que a<x<b. Para calcular o valor aproximado da integral definida, utiliza-
se uma combinacdo linear de valores da fungdo f{x) em certos pontos X;, tal que &< X < b e

certos valores de P, que sdo pesos, de modo que a integral seja calculada somando os produtos

da funcao e do pesos em cada ponto, resultando:

_Ii‘f(x)dxE plf(X1)+p2f(X2)+---+pnf(Xn) (206)

Os pontos X; e os pesos P; sdo determinados de tal forma que a regra seja exata para

qualquer polindmio de grau menor ou igual a 2n—1, sendo N o numero de pontos tomados no

intervalo [-1,1].
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O intervalo [-1,1] corresponde a uma mudanga da varidvel x para variavel ¢, que ¢

adimensional. Assim, € necessario proceder com a seguinte transformacao da integral:

[ 000x=3 [ 9(&)de =3 p,0()

(207)

em que i é 0 namero do ponto de integracdo, &; ¢ a coordenada do ponto i, P; o peso associado

ao ponto i e J € o Jacobiano da transformagao, resultante de

x & 1
a -1 1=0
b 1 1

Logo,

b—a a+b
_|_
2 d 2

dx 1
J —&—E(b—a)

Para resolver a integral da matriz de rigidez da Eq. (201), tem-se:

1
K® =27 jOL B'DB-r(s)ds = 7L [ r(£)B' DBd&
-1

coms=(1+¢&)L/2 e 3=1/2.A

Tabela 4 mostra as coordenadas e pesos para alguns nameros de pontos de Gauss.

Tabela 4 — Pontos e pesos de Gauss

no|i S P
1|1 0 2
, 1 -1/V3 1

2 1/4/3 1

(208)

(209)

(210)

(211)



1 -/0,6 5/9
2 0 8/9

3 06 5/9

1 | -0,8611363115 | 0,3478548451
2 | -0,3399810435 | 0,6521451548
3 | +0,3399810435 | 0,6521451548
4 | +0,8611363115 | 0,3478548451

Fonte: autor (2018).
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6 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

O programa computacional desenvolvido nas analises desta dissertacdo, denominado
EAPD (Estruturas Axissimétricas de Parede Delgada), ¢ formulado pelas equagdes do Método
dos Elementos Finitos e esta implementado na linguagem de programagdo MATLAB®.

O programa ¢ constituido por um moédulo principal, o qual ¢ responsavel pelo
processamento estrutural e € acessado pelo arquivo dos exemplos, que contém a entrada e saida
dos dados, como mostra a Figura 36. A entrada de dados ¢ feita por elementos do tipo struct
que contém informagdes sobre a geometria e discretizacdo da estrutura, as propriedades
mecanicas do material adotado, os apoios, as ligacdes, as bases elasticas e os carregamentos
aplicados, conforme apresentado na Figura 37. O médulo de processamento resolve as equagdes
do MEF levando em consideracao as condi¢des de contorno e restrigdes do problema. Por fim,
a saida de dados ¢ feita por meio de graficos de esforgos e deslocamentos, podendo também ser

salva em tabelas em um arquivo de dados.

Figura 36 — Sequéncia de processamento dos modulos do EAPD.

PROCESSAMENTO

ESTRUTURAL POS PROCESSAMENTO

PRE PROCESSAMENTO

Fonte: autor (2019).

Figura 37 — Diagrama de apresentacao dos modulos do EAPD.

GEOMETRIA E STRUCT:
PROPRIEDADES
FISICAS NOS, CASCAS, ANEIS
PRE
PROCESSAMENTO
CARREGAMENTOS, STRUCT:
APOIOS, CARGASC, CARGASD,

v VINCULACOES
EXEMPLO ¢ APOIOS, BASES...

POS STRUCT: PLOTAGEM DE
PROGRAMA PROCESSAMENTO DNOS, ENCASCAS GRAFICOS E TABELAS

MODULO PRINCIPAL PROCESSAMENTO
(EAPD) ESTRUTURAL

Fonte: autor (2019).
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6.1 Descri¢ido do programa computacional

O EAPD possibilita a analise elastica linear de esfor¢os e deslocamentos de estruturas
axissimétricas de parede delgada de geometrias variadas, incluindo o acoplamento entre mais
de um elemento, desde que esta esteja submetida a um carregamento também axissimétrico.
Dessa forma, ndo ¢ possivel levar em consideragcdo a influéncia do vento no calculo dos

carregamentos atuantes na estrutura, visto que este ndo ¢ axissimétrico.

Segundo RODRIGUES (2009), o MEF fornece solugdes exatas para os deslocamentos
nodais se as fungdes utilizadas para o campo de deslocamento coincidir com a solucdo
homogénea de deslocamento da estrutura. Na formulacdo adotada, o campo de deslocamentos
¢ aproximado por funcdes polinomiais que ndo coincidem com a equagdo governante do campo
de deslocamentos de cascas axissimétricas. Dessa forma, os deslocamentos obtidos sdo
aproximacoes as quais tendem a solucdo exata a medida que a discretizagdao da estrutura ¢

refinada de forma mais apropriada.

Além disso, mesmo que a regra de quadratura de Gauss de n pontos produza o resultado
exato de uma fungdo polinomial de grau 2n-/ ou menor, algumas das funcgdes a integrar no
método dos elementos finitos ndo sdo polinomiais devido a existéncia de um operador de
divisdo polinomial na matriz B®, em que o operador em questdo ¢ fun¢do do raio. Assim, a
regra de quadratura de Gauss fornecerd uma aproximagdo da integral das funcdes ndo

polinomiais, que sera tanto mais precisa quantos mais elementos forem utilizados.

De forma a facilitar a utilizag@o e o entendimento do programa proposto, no Apéndice A

¢ apresentado a criacdo dos parametros de entrada necessarios para utilizagdo do EAPD.

6.2 Funcionalidades do EAPD

Com a finalidade de proporcionar modelos mais realisticos, além de configuragdes
basicas de estruturas (ligacao simples entre diversos elementos, apoios de 1°, 2° e 3° género e
ligacao monolitica nas jungdes) o EAPD possui algumas funcionalidades comumente aplicadas
em projetos de estruturas, como inclinacdo dos apoios, base eldstica ou rigida para simular o
comportamento do solo, anel de rigidez para a redu¢do da transmissdo de esforg¢os entre
diferentes elementos estruturais e as ligagdes flexiveis que possibilitam o estudo de contatos

ndo monoliticos.
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6.2.1 Apoios inclinados

Em uma estrutura de casca, os apoios inclinados podem ser aplicados com o objetivo de
evitar esforcos fora do plano médio da estrutura. Dessa forma, ¢ possivel obter uma casca
atuando apenas em regime de membrana, o que facilita a analise estrutural e a especificagdo da

mesma.

A Figura 38 mostra uma ctpula cujo os elementos de apoio estdo inclinados em relagao

aos eixos principais.

Figura 38 — Capula com os apoios inclinados.

z

Fonte: autor (2018).
O angulo 1 ¢ a inclinagdo do apoio, necessaria para correta definicdo deste tipo de
situagdo no modelo computacional. Esse tipo de aplicagdo possibilita o deslocamento da base
da ctpula segundo alguma direcdo nao principal, o que ndo seria permitido com a situagao

convencional de apoios.

6.2.2 Base elastica

Base ou fundagdo elastica ¢ uma analogia comumente feita para representar solos
deformaveis nas analises estruturais. De forma simplista, a fundacdo elastica costuma ser
analisada com base na hipotese formulada por WINKLER (1867), que considera a forga reativa

da base elastica proporcional a deflexdo do elemento de apoio sobre o solo em cada ponto.

O solo ¢ idealizado como um sistema de molas lineares, independentes, sem resisténcia
ao cisalhamento e infinitamente proximas, mas espagadas entre si, sendo consideradas apenas
as deformagdes ocorridas nas regides de contato entre a estrutura e a base. A Figura 39 mostra
um solo representado por uma fundagao elastica com deformacdo na regido de contato devido

ao carregamento.
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Figura 39 — Hipotese de Winkler, deformabilidade do solo por molas elésticas.

carregamento

l
INENEETEY fundagio 1 HH#*HH mffas

solo

Fonte: autor (2018).

Neste modelo, as pressdes de contato sdo proporcionais aos deslocamentos, podendo ser
utilizados tanto para acdes verticais como horizontais. Dessa forma, sdo determinados valores
do coeficiente de reacdo, ou coeficiente da mola, para cada tipo de solo e sistema de fundacao
considerando que para cada dire¢do de deslocamento pode haver uma flexibilidade diferente.
Ou seja, ¢ estabelecida uma relagdo discreta entre fundacdo e solo mediante a definicdo da

constante da mola que representa a rigidez do macigo.

As Egs. (212) e (213) mostram as relagdes lineares entre as pressdes de contato € os

deslocamentos correspondentes:
o,(s) =k -w(s) (212)

o,(s) =k, -u(s) (213)

na qual, o sdo as tensdes médias de contato da fundacao na dire¢do z, u e w sdo os deslocamentos
¢ k modulo de reagdo da base elastica ou coeficiente de mola na dire¢do indicada, que depende

do tipo de macico.

O principal problema para o uso desse modelo ¢ a associagdo de um macico altamente
complexo, com variados tipos de solos e varia¢ao da capacidade resistente com um numero. A
estimativa desse coeficiente deve ser precisa e pode ser realizada com procedimentos baseados
em ensaios de campo, com a associacdo destes coeficientes com as proprias equagdes de
Mindlin ou até por procedimentos ditos de semi-empiricos por associar dados de ensaios com

formulagdes analiticas.

Uma base elastica para problemas em elementos finitos pode ser considerada a partir da
contribuicdo provocada por essa base na energia de deformagao do sistema. Essa contribuigao

energética para um elemento finito retilineo axissimétrico ¢ dada por:



Upae = 27Z'J‘OL[ kSU§S)2 + k‘W2(3)2 JF(S)ds
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(214)

na qual ks e kt sdo as rigidezes da base elastica na direcdo axial e transversal ao elemento. A

obtengdo dessa contribuicdo em forma de matriz de rigidez pode ser obtida pelo calculo das

derivadas parciais da energia de deformagao em relacdo aos deslocamentos nodais, isto ¢, a

Hessiana da energia de deformagao, o que resulta em:

%EKSL(3I’1—H’2) 0 0
2 1 2
0 gﬂktL(lorﬁSrz) 2—107zktL (151, + 7))
1 1
< B 0 2—107[ktL2(15rl+7I’2) 4—207ZktL3(5l’1+3r2) |
base
%nksL(rl+r2) 0 0
0 i7zk L(r+r,) i7rk L*(6r,+7r,)
70 t 1 2 210 t 1 2
1 1
I 0 —mﬂ'kth(ﬂ’l-i-Gl’z) —mﬂ'ktlj(ri‘f-rz)
=k L(r+1,) 0 0
9 1 ,
0 E”ktl—(rl”z) —mnktL (7r,+6r,)
0 2—107rktL2(6r1+7r2) —ﬁnktﬁ(rﬁrz)
%ﬂksL(l’l+3l’2) 0 0
2 1 ,
0 gﬁktL(Brl +10r,) —2—107rktL (7r,+15r,)

—Z—ioﬁkth(YrﬁlSrz) 4—;07rktL3(3r1+5r2)

(215)

A Figura 40 exemplifica uma aplicagdo em elementos finitos para essa funcionalidade de

uma estrutura usual de reservatorio.
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Figura 40 — Sec¢do simétrica representando a) um reservatdrio apoiado sobre o solo e b)
modelo computacional

Estruturado
reservatorio

Base
elastica

Fonte: autor (2018).
No EAPD as bases elasticas sdo associadas como distribuidas ao longo dos elementos,
sendo necessario usar um struct com informagdes sobre o elemento e a rigidez da base elastica
em relacao as duas coordenadas principais para cada elemento formado pela base, conforme

apresentado no apéndice Al.

6.2.3 Ligagoes flexiveis

As ligacdes entre os elementos sdo realizadas por meio dos nés. Em um primeiro modelo
de ligacdo, os elementos adjacentes sdo unidos por um Unico no. Neste caso, todos os esfor¢os
e deslocamentos sofridos por esse n6 em comum serao aplicados a extremidade dos elementos
adjacentes de forma tnica. Dessa forma, podemos considerar que os graus de liberdade sdo os

mesmos para os elementos unidos a este no.

A segunda op¢ao de vinculagdo ocorre quando nao existe essa vinculagao entre os graus
de liberdade dos elementos adjacentes. Assim, € possivel simular situagdes em que uma mesma
coordenada de n6 possua deslocamentos diferentes. Caso comum em reservatorios que utilizam
Neoprene no perimetro da parede, provocando um deslocamento relativo entre a base da parede

cilindrica e a placa de fundo do reservatoério.
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6.2.4 Anel de rigidez

No plano axissimétrico, o elemento do anel de rigidez ¢ representado por um noé. Este no
possui trés graus de liberdade, assim como os nés do elemento de casca, referente a um

deslocamento vertical, um horizontal e uma rotagdo, como mostra a Figura 41.

Figura 41 — Elemento representativo do anel de rigidez e seus graus de liberdade.
z

4

Fonte: autor.
Os deslocamentos em qualquer ponto do anel relacionado aos deslocamentos do centroide

sdo:
u=d -y(z-z,) (216)
w=d, +y(r-r) (217)

nas quais z e r sao as coordenadas do ponto citado. A deformacao e a tensdo circunferenciais

sao dadas por:

d —w(z-z2
ggszgz—r W£ C) (218)
o, —Es, —gdr—¥(2-%) (219)

r

Portanto, a energia de deformacao, para materiais com comportamento elastico linear, do

anel de rigidez pode ser obtida por:



79
2
u =2ﬂjE{—df _V/(Z_ZJ} rdA (220)
A 2 r

Os termos da matriz de rigidez do anel podem ser obtidos pelo calculo da Hessiana da

energia de deformacao relacionada aos graus de liberdade, resultando em:

o°U 1
Kas, = 597 =2ﬂE£FdA (221)
2 —
K, =K, =Y = —27E[ e dA (222)
14 ya, 8dral// “ r
2 o \2
K,, =6—U2=27zEjMdA (223)
oy YO

Na diregdo z, o0 anel se desloca sem provocar nenhuma deformacao e, portanto, os termos

da matriz de rigidez referentes a este grau de liberdade devem ser nulos.

No EAPD o anel de rigidez deve ser posicionado no centroide do elemento real e possuir
vinculacdes rigidas com os elementos conectados a ele. A Figura 42 mostra um corte da se¢ao

de revolu¢do de uma estrutura com elemento de anel bem como sua representacdo no modelo

de analise do EAPD.

Figura 42 — Representacao do anel de rigidez: a) estrutura real; b) modelo em elementos
finitos.

Cupula
semiesférica

Anel de rigidez Representagdo da No representativo

retangular ligacéo rigida do anel de rigidez
entre os
elementos
adjacentes
Parede
cilindrica
a) b)

Fonte: autor (2018).
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As ligacdes rigidas entre o anel de rigidez e os elementos conectados a ele sdo necessarias
para simular o idealizado no modelo analitico da estrutura, no qual o topo da parede cilindrica

e a base da cupula esférica se movem igualmente ao elemento de anel.
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7 APLICACOES

Este capitulo apresenta aplicacdes de estruturas axissimétricas simples e complexas,
sujeitas a diversos tipos de carregamentos e vinculagdes. Inicialmente sdo apresentados
exemplos para a verificacao do EAPD (codigo desenvolvido pelo autor, em elementos finitos,
para analise de estruturas axissimétricas de parede delgada) e em seguida as aplicagdes de

estruturas complexas a fim de estudar seu comportamento mecanico.

7.1 Verificacido do programa computacional - EAPD

Nesta secdo serdo apresentadas algumas aplicagdes com a finalidade de verificar o codigo
computacional desenvolvido no presente trabalho, denominado EAPD. As aplicagdes
consistem em exemplos publicados em outros trabalhos, analisados por meio de formulacdes
analiticas e/ou numéricas para estruturas axissimétricas de parede delgada. De forma geral, os
momentos sao definidos como positivos ao tracionar a face externa da estrutura e sdo tragados

na dire¢do das fibras tracionadas.

7.1.1 Aplicacao 1: casca cilindrica com carregamentos distribuido e concentrado

Trata-se de uma casca cilindrica com carregamento uniformemente distribuido ao longo

da parede e uma carga concentrada na borda superior, conforme ilustrado na Figura 43.

Figura 43 — Aplicagdo 1: casca cilindrica com carregamentos distribuido e concentrado.

F ! F
«—g-----p------- dmmmmmmmm oo
E H=100m
| R=100m
e%é E e =5,00mm
p, = p! = cte H E =200 GPa
: v =032
i p, = 10 kPa
N R AV yru F=200N/m
%

Fonte: Adaptado de BEZERRA (2013).
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Utiliza-se uma malha uniforme com 30 elementos ao longo da parede cilindrica, mesmo
numero adotado pela discretizagdo MEF I proposta por BEZERRA (2013). Em seu trabalho,
BEZERRA (2013) utiliza o elemento unidimensional com dois nds e seis graus de liberdade,
mas informagdes sobre a obten¢do dos esfor¢os ndo foram apresentados, o que ndo permitiu
exatiddo nos resultados. Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos para o problema. Os
valores maximos (em modulo) de u e M, nos bordos da casca cilindrica, para cada discretizagdao
e para as solugdes analiticas sdo apresentados nas Tabelas 5 e 6. Os erros apresentados sao

calculados em relagdo aos resultados da solucao analitica.

Tabela 5 — Valores maximos e erros relativos do deslocamento horizontal

Bordo superior Bordo inferior

Modelo Uy s Uy s
max Erro (%) max Erro (%)
(m) (m)

EAPD -1,721E-05 0,24 -1,066E-05 0,09

Analitico - BEZERRA (2013) -1,725E-05 -

-1,067E-05 -

MEF I - BEZERRA (2013)  -1,721E-05 0,24

-1,066E-05 0,09

Fonte: Adaptado de BEZERRA (2013).

Tabela 6 — Valores maximos e erros relativos do momento fletor

Bordo superior

Bordo inferior

Modelo Mz i %) M, i %)
Erro (% Erro (%
m m
(N-—) (N-—)
EAPD -3,55 0,19 4,80 2,24
Analitico — BEZERRA
-3 35 6 - 4,9 1 -
(2013)
MEF I - BEZERRA
-3,40 4,46 4,80 3,91
(2013)

Fonte: Adaptado de BEZERRA (2013).
Segundo BEZERRA (2013), o erro de uma solugdo numérica pode ser determinado de
maneira exata caso haja uma solucao analitica disponivel. O erro pode ser expresso de forma

absoluta ou relativa, sendo a ltima definida por:

E
a

ex

_ |aex - a‘num (224)
a

ex
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em que A,y € Ay SA0, respectivamente, os valores exato € numérico da grandeza considerada.

As curvas de u (ampliado 1x10° vezes) e M, ao longo da casca cilindrica estdo

representadas nas Figuras 44 e 45.

Figura 44 — Deslocamentos obtidos para a aplicacdo 1.

1 T T T T T T _/h,_,! -
—
{
08F \ J
|
_06F Superficie indeformada J J
g —— EAPD
< = = Bezerra (2013) - MEF
04F Bezerra (2013) - Analitico -
|
02} \ ]

- e
0 l_—-——’—‘-"l'i- -I 1 1 1 1 1

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6
r+u- 10° (m)

Fonte: autor (2018).

Figura 45 — Momento fletor para a aplicacao 1.

1 F@T T T T T T
e ———— Superficie média
B —— EAPD
0.8F ) = = Bezerra (2013) - MEF .
/ Bezerra (2013) - Analitico
|
. 0.6 .
g 1
N
0.4F .
02+ t -
—~— —_—
JE—
0 1 1 1 e ) e e e e ——————————
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

M (N-m/m)

Fonte: autor (2018).
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Como esperado, os deslocamentos méximos ocorrem no bordo superior devido a auséncia
de apoios e ainda a aplicagdao de uma carga linearmente distribuida. Em relacado aos momentos
fletores, ¢ possivel notar que existem picos nas proximidades das extremidades superior e
inferior da casca cilindrica, motivado pelo tipo de vinculagdo na base e o carregamento, o que
provocam efeitos de flexdo a estrutura. Esses efeitos decrescem e tendem a zero ao aproximar-
se do centro da parede devido a boa capacidade de amortecimento de esforgos de flexao das

cascas.

7.1.2 Aplicagdo 2: cupula esférica sob carregamento distribuido

Trata-se de uma clpula esférica articulada na base sob agdo do seu peso proprio. A
configuracdo geométrica do exemplo, bem como os dados do problema estdo apresentados na

Figura 46.

Figura 46 — Configuracdo geométrica da cupula.

rZ,W
a=100m
e = 5,00 mr
E =200GP
v =10,32
q = 0,3928
B, = 90°

r,u

-

a |

Fonte: adaptado de BEZERRA (2013).

Para fins de comparacao com os resultados obtidos por BEZERRA (2013), adotam-se a
mesma discretizacao e propriedades do material, dessa forma, a se¢ao simétrica ¢ dividida em
50 (cinquenta) elementos lineares de comprimento uniforme. As Figuras 47, 48 e 49 apresentam
as variacdes de deslocamentos, momento fletor e esforco normal ao longo do meridiano,

respectivamente.
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Figura 47 — Configuragdo deformada e configuracdo indeformada do exemplo 2.

0.8t

Superficie média

== EAPD

= = Bezerra (2013) - MEF
Bezerra (2013) - Analitico

0.2¢

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r+ urxl 05(m)

Fonte: autor (2018).

Figura 48 — Momento fletor ao longo do meridiano.

1 T T
0.8 §
. 0.6 §
g
N
0.4r §
Superficie média
0.2 f|=——EAPD 7
= = Bezerra (2013) - MEF
Bezerra (2013) - Analitico
O 1 1
-0.3 -0.2 -0.1

M¢ (N-m/m)

Fonte: autor (2018).
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Figura 49 — Esfor¢o normal ao longo do meridiano.
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Fonte: autor (2018).

As curvas que apresentam os resultados analiticos e numéricos de BEZERRA (2013),
Figura 49, estao sobrepostas, o que indica um 6timo resultado obtido pela formulagdo numérica.
A plotagem da curva referente ao EAPD apresenta pequenas variagdes devido a PLOTAGEM
dos esforcos nos pontos de Gauss, conforme indicado na Figura 49. O trabalho de BEZERRA
(2013) apresenta a suavizagao dos esforgos em tais pontos, algo que nao foi implementado no
EAPD propositalmente para possibilitar a andlise das descontinuidades entre os diversos

elementos.

Os valores maximos € o erro (em modulo) de u ¢ My nas proximidades dos bordos da

casca esférica, para cada discretizacdo e para as féormulas analiticas sdo apresentados na Tabela

7 e Tabela §.

Tabela 7 — Valores maximos do deslocamento u.

Bordo inferior

Modelo U4
e Erro (%)
(m)

EAPD 4,428E-07 1,56

Analitico — BEZERRA (2013) 4,499E-07 -
MEF I - BEZERRA (2013)  4,428E-07 1,56
Fonte: adaptado de BEZERRA (2013).
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Tabela & — Valores maximos de M¢

Bordo inferior

Modelo Mg .. Brro (%)
(m)
EAPD 2,54E-01 0,39
Analitico —- BEZERRA (2013)  2,55E-01 ;
MEF I - BEZERRA (2013) 2,56E-01 0,69

Fonte: adaptado de BEZERRA (2013).

Tabela 9 — Valores maximos de N¢

Bordo inferior

Modelo Ny .
max Erro (%)
(m)
EAPD -4,29E+02 9,32

Analitico —- BEZERRA (2013) -3,93E+02 -
MEF I - BEZERRA (2013)  -3,93E+02 0,03
Fonte: adaptado de BEZERRA (2013).

Para esta discretizagdo nao muito refinada, os resultados apresentados para

deslocamentos ¢ momentos fletores sdo satisfatorios, com erros relativos de até 1,50% em
relagdo a solucdo analitica. J4 para os esforcos normais o erro absoluto apresentou valor
maximo de 9,32%, sendo necessario um refinamento da discretizagdo para a obtencdo de

resultados mais precisos.

Segundo ZIENKIEWICZ e TAYLOR (2000), sobre o problema da aproximagao de uma
casca curva por um modelo poligonal, muitos exemplos indicam que ocorre convergéncia.
Quando o carregamento causa esfor¢os predominantemente de membrana, existem
discrepancias no valor do momento, que tendem a desaparecer com o aumento do numero de
elementos finitos. Esse refinamento ¢ necessario para eliminar a aproximagao fisica envolvida

na representagdo da casca por uma série de troncos de cone.

Dessa forma, ao melhorar a discretizacdo do exemplo anterior para 250 elementos ao
longo da casca, os erros relativos se tornam iguais a 0,06%, 0,07% e 0,31% para o

deslocamento, o momento fletor e o esfor¢o normal, respectivamente.
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7.1.3 Aplicacdo 3: reservatdrio cilindrico longo apoiado em base elastica

Esta aplicacdo trata de um reservatério composto por uma parede cilindrica e uma placa
circular de fundo, apoiado em um solo deformavel, isto ¢, uma base elastica. A configuragao e

as dimensoes dos reservatorios em questao sao mostradas na Figura 50.

Figura 50 — Reservatorio cilindrico longo da aplicacao 3.

0,35m

' 24m
Fonte: adaptado de SILVA (2017).

O moédulo de elasticidade do material do reservatoério é 3,3 - 107 kN/m? , o coeficiente
de Poisson ¢ 0,2, o peso especifico da agua é 10 kN /m3 e o do concreto é 25 kN /m3. O solo
¢ considerado como uma base elastica com nivel de rigidez intermediario, representada pelo

coeficiente de reagdo vertical igual a 50.000 kN /m3 .

Na discretizagdo sdo adotados 200 elementos finitos de comprimento uniforme para a
placa e 200 elementos lineares para a casca cilindrica. Para comparagao dos resultados obtidos
por SILVA (2017) e pelo EAPD, o carregamento atuante na placa devido ao peso proprio € ao
peso do fluido ndo ¢ considerado. Os resultados obtidos sdo apresentados da Figura 51 a 55 ¢
na Tabela 10. Em suas andlises, SILVA (2017) utiliza solu¢do analitica via teorias classicas de

cascas ¢ placas sobre bases elasticas.
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Tabela 10 — Comparagdo e erro para os valores maximos do exemplo 2 de SILVA (2017).

Modelo
Erro (%)
EAPD SILVA (2017)
Wiy (Mmm) 0,076 0,076 0
Wpin (mm) 1,031 1,028 0,29
M, .. (kN -m/m) 16,63 16,91 1,65
M, .. (kN -m/m) -21,35 -21,19 0,76
Qr i (KN /m) 51,22 52,50 2,43
Qr i (KN /m) -8,69 -8,61 0,99
M, .. (KN -m/m) 29,88 29,83 0,16
M, .. (kN -m/m) -0,01 -1,29 99,61
Ng, ... (kKN /m) 465,90 467,37 0,32
Ng.,..,(kN/m) -4,77 9,70 149,13
Fonte: autor (2018).
Figura 51 — Deslocamentos para aplicagao 03.
0 T T ,1—%— —v\\ T
0.2 F T
~ Superficie média
g —— EAPD
g 0.4 ¢ Silva (2017) 1
7 06} 1
N
0.8 1 T
'1 C 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

r+u- 10° (m)
Fonte: autor (2018).
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Figura 52 — M,. para aplicagdo 03.
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Fonte: autor (2018).
Figura 53 — Q, para a aplicacdo 03.
50 T - T - T T T
Superficie média i
- EAPD !J
40 | Silva (2017) s
. 30 !Jj §
g
Z i i
@h 20 /
o s
10 S
4
ja'
0] N ‘"'“:i‘\\x '
o,
1 1 1 \\_ S— / 1
0 2 4 6 8 10 12
r (m)

Fonte: autor (2018).

Por meio da tabela e dos graficos apresentados anteriormente, ¢ possivel notar que os
resultados do EAPD sdo fisicamente coerentes e muito proximos aos valores da solugdo

analitica obtida por SILVA (2017), com erros relativos maximos de 2,5%, exceto para M, . e

Ng....,» atuantes no topo da casca. As diferengas nos dois itens mencionados podem ser
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justificadas pela adogao de equagdes aproximadas utilizadas nas solugdes de SILVA (2017) para
reservatorios considerados longos, caso deste exemplo, nos quais sao desconsiderados os temos
referentes a dependéncia de bordos. Além disso, a diferenca na metodologia de solu¢ao pode
provocar diferengas nos resultados obtidos. A préxima aplicagdo, também apresentada por
SILVA (2017), trata de um reservatorio curto e apresenta solugdes exatas para os esforgos, sem

a aproximacao mencionada para a aplica¢ao anterior.

Figura 54 — M, para a aplicagdo 03.

6r T T T T — l’ -
Superficie média
— EAPD
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Fonte: autor (2018).

Figura 55 — Ny para a aplicacdo 03.
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Fonte: autor (2018).



92

7.1.4 Aplicacdo 4: reservatorio cilindrico curto apoiado em base elastica

Esta aplicacdo trata de um reservatorio cilindrico curto, sem cobertura, apoiado em base
elastica, sujeito a carregamentos devido ao fluido em seu interior e ao peso proprio dos
materiais, conforme ilustrado na Figura 56. Neste caso, para a solucao analitica adotada por

SILVA (2017) nao ¢ necessario usar equagdes aproximadas de independéncia de bordos.

Figura 56 — Reservatorio cilindrico da aplicacédo 4.

0,40 m
[ 1 0,40m

40m

Fonte: SILVA (2017).

Os resultados para esta aplicagdo sdo apresentados da Figura 57 a 61 e na Tabela 11.

Tabela 11 — Valores e erros maximos para o exemplo 4 de SILVA (2017).

Modelo
EAPD SILVA (2017) Fro (%)

Wpax (mm) 0,087 0,087 0,00
Wpin (mm) -1,180 -1,178 0,17
M, .. (kN -m/m) 8,50 8,82 3,69
M, .. (KN - m/m) -33,71 -33,52 0,57
Qr sy (KN /m) 57,38 60,00 4,37
Qr i (kKN /m) -11,94 -11,83 0,96
M, .. (kN -m/m) 45,61 4531 0,66
M, .. (kN -m/m) 0 0 0,00
Ng,.., (kN/m) 569,19 570,93 0,30
Ng.,..,(kN/m) 34,51 46,12 25,17

Fonte: autor (2018).
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Figura 57 — Deslocamentos para o exemplo 4 de SILVA (2017).

| l / \
Superficie média
- - EAPD
= = Silva (2017)
0 5 10 15
r+u_-10° (m)
Fonte: autor (2018).
Figura 58 — M, para o exemplo 4 de SILVA (2017).
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Fonte: autor (2018).
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Superficie média
50 |——EAPD
= = Silva (2017)
40 F
e 30
QH 20
o
10
0 \
-10 £ 1 1 1 / 7
0 5 10 15 20
r (m)
Fonte: autor (2018).
Figura 60 — M,, para o exemplo 4 de SILVA (2017).
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Fonte: autor (2018).
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Figura 61 — Ny para o exemplo 4 de SILVA (2017).
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Fonte: autor (2018).
Como esperado, os erros relativos diminuiram consideravelmente, principalmente se

tratando de M

2min € Nomin- Além disso, também € possivel observar uma maior aproximagéo
entre as curvas definidas pelo EAPD e pela fornecida por SILVA (2017). Os pequenos erros
ainda presentes podem ser justificados pelas diferentes metodologias utilizadas, enquanto o

EAPD utiliza métodos numéricos, SILVA (2017) utiliza solucdes analiticas.

7.2 Aplicacio 5 — reservatério aberto com base conica

Reservatorios com base conica geralmente sdo utilizados com a finalidade de facilitar a
sua manutencao, pois, a abertura feita no fundo ¢ usualmente empregada na sua limpeza. O
objetivo principal deste exemplo ¢ mostrar os efeitos da interagdo solo-estrutura nas forgas de
projeto de tanques cilindricos com base conica ou reta. Diferentes condigdes de sub-base sao
consideradas. Esse tipo de estrutura tem dois carregamentos predominantes: pressdao da agua

(PA) e peso proprio (PP) dos tanques.

A Figura 62 mostra a representacdo do solo, carregamento e geometria do reservatorio.
Nesse tipo de reservatorio, comumente existe um recalque diferencial sob o perimetro das

paredes cilindricas. Esse recalque diferencial ¢ provocado principalmente pelo peso proprio das
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paredes e algum carregamento concentrado ao longo do perimetro da base, bem como pela

variagdo da espessura e propriedades das camadas de solo abaixo da base do reservatorio.

Figura 62 — Reservatorio cilindrico com base cOnica apoiado em fundacao elastica.

Fonte: Adaptado de MEZAINI e ASCE (2006).

Para estudar o efeito da interag¢do solo-estrutura e da geometria da base, dois tanques sao

analisados, confirme ilustrado nas Figuras 63 e 64.

Figura 63 — Tanque cilindrico com placa circular na base

0,50m

Fonte: Adaptado de MEZAINI e ASCE (2006).
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Figura 64 — Tanque cilindrico com base conica

) 15m

Fonte: Adaptado de MEZAINI e ASCE (2006).

Como mostrado nas figuras acima, ambos os tanques possuem 15 metros de diametro
interno, altura da parede de 6 metros e espessura da parede e base de 0,50 metros. Os dois
tanques sdao analisados para dois tipos diferentes de condi¢des de solo: rigido e mole. A
constante de reagdo da fundacao elastica (K) para cada tipo de solo ¢ dada por 100.000kN /m
e 25.000kN /m3 , respectivamente. Para analisar a influéncia da inclinagio da base, ¢ feita uma

modelagem paramétrica com 1 variando entre 0° e 15°, em que P = 0° representa a base plana.
Os resultados obtidos estdo apresentados da Figura 65 a 69.

Figura 65 — Deslocamentos do fundo do reservatoério.
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Fonte: autor (2018).



Figura 66 — Momento fletor ao longo da parede.
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Fonte: autor (2018).
Figura 67 — Esforco radial ao longo da parede.
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Fonte: autor (2018).
Figura 68 — Momento fletor ao longo do fundo do reservatorio.
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Figura 69 — Esforco radial ao longo do fundo do reservatorio.
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Fonte: autor (2018).

A Figura 65 mostra que, para ambos os solos, os deslocamentos no centro do fundo do
reservatorio aumentaram enquanto a extremidade ndo sofreu variacdes significativas. No
centro, a diferenca entre os deslocamentos verticais para base plana (¥ = 0) e o caso de maior

inclinagdo de base () = 15°) sdo de 47,50% para o solo mole e 38,50% para o solo rigido.

Para o momento fletor na parede, M_z, a Figura 66 mostra uma redugdo proximo a base
de —69,67 kN - m/m para —50,83 kN - m/m, totalizando uma redugao de 27,04% para o caso
mais extremo e solo mole, enquanto para o solo rigido essa reducdo cai para 9,09% variando
entre —42,73 kN -m/m e —38,87 kN - m/m. J4 para o momento ao longo do fundo, Figura
68, houve uma reducdo de 27,04% para o momento negativo maximo e de 14,44% para o
momento positivo maximo em solo mole e de 1,09% para o0 momento negativo maximo e

6,59% para 0 momento positivo méximo em solo rigido.

Diferente da reducgdo ocorrida para os momentos fletores, o esfor¢o radial aumentou tanto
na parede quanto na base de fundo, para ambos os solos, como mostra a Figura 67 e a Figura
69. Em termos de porcentagem, observa-se um aumento de 4,5% para o solo mole ¢ 6,06%
para o solo rigido, em relagdo ao esfor¢o radial positivo na parede. J& para a base de fundo
observa-se uma variagdo de 0,58 kN /m até 244,07 kN /m para o solo mole e de 19,31 kN /m
até 181,92 kN /m para o solo rigido.

As tabelas 12 e 13 mostram os valores extremos obtidos no exemplo anterior.



Tabela 12 — Valores méximos € minimos para solo mole.
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Inclinacao () 0° 3° 6° 9° 12° 15°
Wpin (mm) -4,54 | 4,51 -4,47 -4,46 -4,49 -4,56
Winax (Mmm) -2,67 | -2,90 -3,23 -3,51 -3,74 -3,94
M, . (kNm/m) -69,66 | -69,05 |-65,02 |-60,00 |-55,15 |-50,82

M, (kNm/m) 33,86 32,83 32,50 |31,82 30,55 28,97
Ng, .. placa (kN/m) | 0,58 103,49 | 170,92 | 208,86 | 230,38 | 244,07
Ng_ . placa (kN/m) | 0,58 -128,62 | -149,24 | -144,92 | -141,89 | -135,00

Qr,.;, (kNm/m) -4,25 | -8,35 -15,73 | -17,75 |-16,84 | -15,64
Qr,,. (KNM/mM) 74,58 73,98 | 72,772 |71,39 | 70,11 68,85
M,  (kNm/m) 69,67 | 69,06 |65,03 |60,01 55,16 | 50,83
M, . (kNm/m) -1,36 | -1,64 -1,71 -1,64 -1,51 -1,37
Ny, .. parede (kN/m) | 406,98 | 420,81 | 425,43 | 423,32 | 418,22 | 412,43
Ng_. parede (kN/m) | -26,46 | -2598 |-24,36 |-22,45 |-20,64 |-19,04
Fonte: autor (2018).
Tabela 13 — Valores maximos ¢ minimos para solo rigido.
Inclinacao () 0° 3° 6° 9° 12° 15°
Wpin (mm) -1,35 |-1,34 | -133 |-1,33 | -1,33 |-1,33
Winax (mm) -0,65 |-0,69 |-0,74 |-0,79 |-0,85 |-0,90
M, . (kNm/m) -39,17 | -40,72 | 41,22 | -40,89 | -39,98 | -38,74
M, (kNm/m) 27,29 12693 |26,73 |2649 |26,09 |2549
N, . placa (kN/m) | 19,31 | 6507 | 104,44 136,23 | 161,45 | 181,92
Ng . placa (kN/m) | 19,31 |-14,29 |-40,14 |-59,15 |-71,32 | -76,40
Qr,;, (KNM/m) -11,26 | -11,42 | -11,79 | -12,16 | -12,42 | -12,55
Qrppo (KNM /M) 74,47 | 74,78 | 74,72 | 74,19 | 73,35 | 72,27
M,  (kNm/m) 39,17 | 40,72 | 41,22 | 40,89 |39,98 | 38,74
M, . (kNm/m) -0,45 |-0,54 |-0,62 |-0,66 |-0,69 |-0,69
Ng, . parede (kN/m) | 350,43 | 357,92 | 363,86 | 367,95 | 370,40 | 371,69
Ng_ . parede (kN/m) | -15,38 | -15,82 | -1591 | -15,71 | -15,32 | -14,82

Fonte: autor (2018).
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Pode-se concluir, a partir dos dados e figuras analisadas que, para essa geometria de
reservatorio, a utilizagao da inclinagao da base fornece uma redugao dos momentos fletores na
parede e no fundo do reservatério, bem como na ligacao parede-fundo. Em contrapartida, os
valores absolutos de deslocamentos e esfor¢o radial aumentam de acordo com o aumento da

inclinagdo do fundo. Esse fato ocorre para ambas rigidezes do solo, mole e rigido.

E possivel concluir também que quanto maior a deformabilidade do solo, maior sera a

influéncia da inclinag¢do da base, como visto da Figura 68 a 72.

7.3 Aplicacdo 6 - reservatorio apoiado em base elastica com aba

Esta aplicacdo trata do estudo da influéncia das abas em reservatorios apoiados em base
elastica. A configuragdo geométrica do reservatério e alguns dados numéricos sdo apresentados

na Figura 70. Diferentes condi¢gdes de sub-base sdao consideradas.

Figura 70 — Modelo de um reservatorio apoiado em uma base eldstica com aba.

0,175m
3,5m

variavel

ks = 50.000 kN /m?*/m

13m

Fonte: autor (2018)

O carregamento considerado ¢ devido ao peso proprio da dgua e ao peso proprio do
material do reservatorio. Inicialmente foram feitas andlises sem aba e com a aba de
comprimento igual a 30 centimetros a fim de verificar as principais variagdes de esforgos e

deslocamentos da estrutura.
A Figura 71 mostra um esquema dos carregamentos atuantes na estrutura, em que:
Jw - carregamento distribuido ao longo da parede devido a acdo do seu peso proprio;

Pw - pressao hidrostatica exercida na parede devido ao fluido;
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Jp - peso proprio da placa de fundo;
Jpw - peso de fluido atuando sobre a placa.

Figura 71 — Carregamentos atuantes no reservatorio apoiado em base elastica.
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Fonte: autor (2018).

As Figuras 72 e 73 apresentam a configuracdo deformada e o diagrama momento fletor
para o reservatdrio sem aba, respectivamente. Ja as Figuras 74 e 75 apresentam a configuracao

deformada e o diagrama de momentos fletores para o reservatorio com aba de 30 centimetros.
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Figura 72 — Reservatorio sem aba e sua deformada.
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Figura 73 — Diagrama de Momento fletor para reservatorio sem aba.
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Figura 74 — Reservatorio com aba de 30 cm e sua deformada
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Figura 75 — Diagrama de Momento Fletor para o reservatorio com aba de 30 cm.
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Fonte: autor (2018)

A Tabela 14 mostra os valores maximos para cada caso.
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Tabela 14 — Comparagdo de deslocamentos e esfor¢os para aplicacao

Comprimento da aba (m) 0 0,3
Deslocamento horizontal da parede (mm) |0,1895 |0,1577
Deslocamento vertical da parede (mm) -1,3209 |-0,9771
Deslocamento horizontal da placa (mm) 0,0090 |0,0153
Deslocamento vertical da placa (mm) -1,3038 |-0,9771
Ms maximo na parede (kNm/m) 5,3083 |2,9685
Ms minimo na parede (kNm/m) -0,0896 |-2,9431
Ms méximo na placa (kNm/m) 3,5455 |0,0854
Ms minimo na placa (kNm/m) -3,5038 |-1,5311
Ms na placa na ligacdo (kNm/m) 3,5455 |-0,9052
Ms na parede na ligacdo (kNm/m) 3,5503 |-2,9431
Ms na aba na ligagdo (kNm/m) 0 2,0392

Fonte: autor (2018).

E possivel notar que a adigdo de uma aba de 30 centimetros ao reservatdrio proporcionou
uma redug¢do nos deslocamentos € nos momentos maximos positivos da parede cilindrica e da
placa. Em contrapartida, essa aba também provoca um aumento dos momentos fletores minimos

na ligacao.

Para analisar a influéncia de outros comprimentos de aba, ¢ apresentado para o mesmo
reservatorio os esfor¢os e deslocamentos causados por abas com comprimento de até 60
centimetros. A Figura 76 mostra o deslocamento da placa de fundo para os diferentes

comprimentos de aba.

Da Figura 77 a 80 ¢ mostrado as variagdes nos momentos fletores, esforgos radiais e

cortantes para reservatorios com aba de até 60 centimetros.



Figura 76 — Deslocamentos do fundo da placa para reservatorios com aba de até 60

centimetros.
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Fonte: Autor (2018).
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Figura 77 — Variacdo do momento fletor ao longo da parede para diferentes comprimentos de

aba.
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Fonte: Autor (2018).



Figura 78 — Variagao no esforgo radial para diferentes comprimentos de aba.
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Figura 79 — Variagdo do momento fletor na placa para diferentes comprimentos de aba.
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Figura 80 — Variagdo no esforgo cortante ao longo da placa e aba para diferentes

comprimentos de aba.
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Fonte: Autor (2018).

A Figura 81 apresenta a variagdo nos deslocamentos maximos de acordo com a variagdo
do comprimento da aba. As Figuras 82 e 83 mostram a variagdo no momento fletor maximo e
minimo da parede, placa e aba para os diferentes comprimentos da aba. Por fim, a Figura 84
mostra os momentos fletores atuantes em cada elemento do reservatério na ligacdo placa-

parede-aba.

A Figura 81 mostra que o aumento da aba contribui para a redu¢ao do deslocamento
maximo da estrutura e que esses deslocamentos tendem a estabilizar com comprimentos de aba
superiores a 60 centimetros. Na Figura 82 pode-se notar uma redu¢do dos momentos fletores
maximos positivos em aproximadamente 49% para a parede e 63% para a placa, embora o
comportamento da placa nao seja linear. J4 na aba, o momento fletor aumenta de zero até
aproximadamente 9 kN - m/m. Os momentos negativos maximos sao mostrados na Figura 83,
na qual se nota uma reducdo no esfor¢o da placa e um aumento de zero até aproximadamente

—11 kN - m/m na parede.



Figura 81 — Deslocamentos maximos da parede e da placa de fundo do reservatdrio.
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Fonte: autor (2018).

Figura 82 — Variagdo do momento fletor maximo positivo no reservatorio.
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Figura 83 — Variagdo do momento fletor minimo no reservatorio.
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Figura 84 — Variacdo do momento fletor na ligagao placa-parede-aba do reservatorio.
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Pela Figura 84, nota-se um equilibrio de tensdes para comprimento de aba de 15
centimetros, € o0 aumento progressivo do momento fletor para aba e parede com o aumento da

aba.

7.4 Aplicacdo 7 - aproximacio de Hannah para cupulas esféricas

Segundo EL DEBS (1976), a aproximagdo de Hanna indica uma simplificagdo que
permite o calculo dos esforcos da teoria de flexdo em cascas esféricas com espessura variavel,
baseando em resultados experimentais em cupulas esféricas de aluminio, com espessura
variavel. Essa aproximag¢ao consiste em admitir que as perturbagdes de borda da casca esférica
de espessura variavel sejam iguais as da mesma casca com a espessura constante conveniente.
Essa espessura ¢ a que a casca de espessura varidvel apresenta a uma distancia S, da borda,

determinada com:
S, =—= (225)

na qual a € o raio da casca e h, ¢ a espessura média da regido do engrossamento.

h, = % (226)

Essa aproximagao exige que a regido de engrossamento se estenda pelo menos a uma distancia

S da borda, dada por:

S=2,fa-h, (227)

A Figura 85 mostra uma ctipula com engrossamento da regido proxima a borda e as variaveis

citadas anteriormente.
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Figura 85 — Cupula esférica com variagdo da espessura.

\ ¢o - h"-

Fonte: adaptado de EL DEBS (1976)
De modo a verifica a influéncia desta simplificagcdo, sdo apresentadas duas cipulas com
geometrias diferentes e espessura variavel compativel com a aproximag¢ao de Hannah e também

com espessura constante segundo o que sugere a simplificacao.
7.4.1 Cupula com raio 20 metros e angulo de abertura ¢, igual a 60°

Esta aplicagdo trata de uma cupula esférica com raio 20 metros, angulo de abertura da
ctupula igual a 60°, espessura variavel com h,, igual a 12 centimetros e h, igual a 8 centimetros.
As cargas sdo devido ao peso proprio do concreto armado (25 kN /m3 ) e uma carga acidental
de 10 kN/m? . O modulo de elasticidade adotado é 200 GPa e sdo usados 200 elementos

finitos na modelagem.

O calculo dos elementos necessarios para aproximacao de Hannah resulta em:

h,=0,10m (228)
s, =0,707Lm (229)
S=2,8284m (230)

Dessa forma, a espessura de calculo da simplificacao deve ser calculada em uma distancia
de 0,7071 m da borda, resultando em 0,11 m ou 11 cm. A Figura 86 mostra a estrutura
deformada para ambos os casos, a Figura 87 mostra o esforco normal ao longo da cupula e a

Figura 88 o momento fletor.
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Figura 86 — Estrutura deformada para simplificagdo de Hannah
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Fonte: autor (2018).

Figura 87 — Esforgo normal Ny na ctpula.
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Fonte: autor (2018).
A Figura 87 mostra que as curvas de esfor¢co normal sdo semelhantes para ambos os casos,
embora Ny seja menor ao longo de toda a cipula na consideragio da espessura variavel.

Observa-se nos graficos variagdes do deslocamento e do momento fletor. Para os

deslocamentos, a variagdo maxima ocorre no eixo de revolugdo, em que o deslocamento vertical
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para cupula com espessura constate ¢ —0,0012 m e para espessura variavel ¢ —0,0014 m. Ja
para o momento fletor, a maior diferenga ocorre na regido proxima a borda, como visto na
Figura 88a), com magnitudes de —0,6816 kN - m/m para espessura constante € —0,7630 kN -
m/m para cupula com engrossamento da espessura. A Figura 91a) ilustra o momento fletor ao
longo da curvatura da ctpula e a Figura 91b) ao longo da sua altura, para facilitar a visualizacao

da magnitude do momento em questao.

Figura 88 -Momentos fletores ao longo da cupula.
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Fonte: autor (2018).

De acordo com os resultados obtidos, para esse caso a ado¢ao de uma espessura constante
para a cupula resulta em minorar o momento fletor e os deslocamentos ao mesmo tempo que
os esforcos normais sdo majorados. Isso ocorre devido ao enrijecimento da regido préximo ao

centro da cupula, o que proporciona uma reducao nos deslocamentos e consequentemente nos
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momentos fletores, além disso a consideragdo de uma espessura constante também provoca o

aumento do peso da estrutura, o que provoca um aumento nos esfor¢cos normais.

7.4.2 Cupula com raio 20 metros e angulo de abertura ¢, igual a 40°

Essa aplicacdo usa as mesmas configuragcdes geométricas e carregamentos do exemplo
anterior, exceto pelo angulo de abertura, que neste ¢ caso igual a 40°. Os elementos necessarios
para aplicagdao de Hannah para este exemplo sdo iguais ao exemplo anterior, pois ndo houveram

modifica¢des nas espessuras e no raio da cupula.
As Figuras 89 e 90 apresentam os deslocamentos € momentos fletores.

Figura 89 — Cupula com abertura de 40° - Estrutura deformada.
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Fonte: autor (2018).

Os deslocamentos maximos, no eixo de rotacao, sao iguais a —0,0011 m ¢ 0,0013 m
para espessura consta € estrutura com engrossamento, respectivamente. Nesse caso, oS
momentos fletores sdo maiores, em mddulo, do que para a cupula do exemplo anterior (com
maior angulo de abertura). Os valores maximos sdo de —0,9266 kN -m/m e —1,0134 kN -

m/m para cupula com espessura constante e espessura variavel, respectivamente.

A Figura 90 mostra que as curvas de momento fletor possuem boa aderéncia para maior

parte da cupula, exceto proximo ao bordo, no qual ocorre 0 momento maximo. Neste caso, a
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ndo consideragdo da variacdo da espessura age contra a seguranca, pois apresenta momentos

fletores menores do que a estrutural real.

Figura 90 — Momento fleto ao longo da ctpula.
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A Figura 91 mostra a distribui¢do do esfor¢o normal Ny ao longo da ctupula, na qual ndo
existe uma perfeita aderéncia entre as curvas para espessura constate e variavel. Diferentemente
do momento fletor, neste caso a adogdo de uma espessura variavel esta a favor da seguranga,

pois majora o esforgo resultando em estruturas mais seguras caso dimensionadas corretamente.
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Figura 91 — Esfor¢o normal ao longo da cupula.
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Fonte: autor (2018).

Para verificar a influéncia da abertura da cupula na aproximacdo de Hannah, ¢
apresentada a Figura 92. Nela, pode-se perceber que o aumento do angulo de abertura (de 25°
até 90°) provoca um aumento nos deslocamentos verticais maximos, bem como uma reducao

nos momentos fletores maximos e um pequeno aumento nos valores de esforco normal.

Figura 92 — Analise da aproximac¢ao de Hannah para diferentes aberturas de ctpula.
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Como nos itens 7.5.1 e 7.5.2, os momentos fletores obtidos pela aproximacdo de Hannah
tem valor maximo (em moédulo) menores do que os obtidos quando a cupula possui espessura
variavel. O mesmo ocorre para os deslocamentos maximos proximo ao centro da cupula. Ja
para o esfor¢o normal, essa simplificagdo analitica fornece valores maiores do que os obtidos

para ctipulas com variavel.

Dessa forma, para cupulas delgadas, a aproximacao de Hanna trabalha contra a seguranga
quando os deslocamentos e momentos fletores maximos estdo sendo levados em consideragao.
Por outro lado, quando o esfor¢o normal ¢ o fator de andlise pode-se dizer que essa

simplificagdo esta atuando a favor da seguranca estrutural, pois majora os esfor¢os normais.

7.5 Aplicacao 8 — reservatorio aberto submetido a variadas condicoes de apoio

Esta aplicagdo tem por finalidade estudar a influéncia dos apoios a qual o reservatorio
esta submetido. Sdo analisadas o reservatorio simplesmente apoiado em seu perimetro,
engastado em seu perimetro, em base elastica e em base infinitamente rigida. Na base elastica
sdo analisados os solos mole (ks = 25 kN/m3), médio (ks = 50 kN/m3) e rigido (ks =
100 kN /m?3). Os carregamentos sdo devido ao peso préprio do concreto 4dgua e peso da 4gua,
e os dados dos materiais segue os exemplos anteriores. O reservatorio em questao ¢ mostrado

na Figura 93 e as condi¢des de apoio na Figura 94.

Figura 93 — Dimensdes do reservatorio da aplicacdo 8.
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Fonte: autor (2018).



119

Figura 94 — Tipos de apoio e carregamentos para a aplicag@o 8: a) simplesmente apoiado, b)
engastado e c) apoiado em base elastica.

Fonte: autor (2018).

Os resultados sdo apresentados da Figura 95 a 100. Déa-se énfase aos deslocamentos,

momentos fletores radial e vertical ao longo da parede e ao esfor¢o anelar, visto que sdo as
principais grandezas utilizadas no dimensionamento estrutural. Para facilitar a visualizagdo, os

esfor¢os e deslocamentos obtidos para o apoio e o engaste foram divididos por 10.

Figura 95 — Deslocamentos da placa de fundo do reservatorio.
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Figura 96 — Deslocamentos horizontais da parede cilindrica.
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Fonte: autor (2018).

A partir dos graficos de deslocamento ja ¢ possivel notar que o tipo de apoio ao qual o
reservatorio estd submetido tem influéncia direta no comportamento mecanico da estrutura.
Mesmo quando comparado ao solo mole, o apoio e o engaste fornecem maiores deslocamentos
da placa de fundo. Em relagdo a parede, nota-se pela Figura 96 que ha uma inversao do sentido
dos deslocamentos para o reservatorio apoiado. Isso ocorre porque o momento radial provocado
pelos carregamentos na placa € totalmente transferido para a parede, provocando uma rotagao

anti-horaria proximo a ligagdo placa-parede, que se desenvolve e reduz ao longo da mesma.



Figura 97 — Momento fletor ao longo da parede do reservatorio.

3 5 1 T T T
3t ‘ i
251 —— Apoio (M_/10) }
= Engaste (MZ/IO)
6 2r ‘ — k=25 KN/ |
N 15k k =50 KN/ |
kS:100 kN/m?
1F Inf. Rigido .
0.5 \
0 1 I\ 1
-5 0 5 10 15
MZ(kN.m/m)
Fonte: autor (2018).
Figura 98 — Momento fletor na placa de fundo.
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Por meio das Figura 97, 100 e 101 observa-se que o tipo de apoio também influéncia na

avaliacdo do momento fletor ao longo da estrutura. Na parede proxima a ligagdo com a placa,

na qual as magnitudes sdo maiores, had uma inversdo dos momentos na consideracdo de base
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infinitamente rigida, apoiada ou engastada para a consideracdo de base elastica. O mesmo fato

acontece para a placa de fundo, nas proximidades da ligacao placa-parede.

Também ¢ possivel observar a compatibilizagdo dos momentos entre placa e parede na
ligacdo, exceto para o caso do reservatorio engastado, no qual o engaste do apoio absorve a

maior parte do momento que ocorre na placa de fundo, aliviando a parede cilindrica.

Figura 99 — Esforc¢o anelar atuante na parede.
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Figura 100 — Esfor¢o anelar ao longo da placa.
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Pela andlise dos esforcos anelares, ilustrado nas Figuras 102 e 103, nota-se a mesma
inversao de sentido que ocorre para os deslocamentos e momentos fletores para o caso do apoio.
Para os demais casos, nota-se uma redu¢@o em sua intensidade na parede a medida que a rigidez
do solo aumenta. Isso ocorre porque nesse caso a placa de fundo estd submetida a uma grande
deflexdo e momentos fletores devido ao peso da 4gua, e a parede (perfeitamente vinculada a

placa) reage de forma a reduzir essas acgoes.

Fica evidente no exemplo estudado que o efeito da interagdo solo-estrutura (casos de base
eldstica) na estrutura ocorre predominantemente devido a forga concentrada do peso proprio da
parede agindo no perimetro do reservatorio. Essa for¢a provoca um recalque diferencial no
perimetro do reservatorio e consequentemente uma reacao do solo, aumentando a intensidade

dos esfor¢os e momentos atuantes na estrutura.

7.6 Aplicacio 9 — reservatério completo com anel de rigidez, abertura na cipula e

engrossamento na placa e parede

Para simplificar e tornar possivel a solugdo analitica, muitas vezes ¢ necessario
desconsiderar critérios construtivos que visam facilitar a execug¢do e também reforcar a
estrutura, como o caso de aberturas nas coberturas (ctipulas ou placas), o engrossamento dos

bordos das placas e rodapés das paredes e também a utilizagdo dos anéis de rigidez.

Visando entender o comportamento da estrutura sem essas simplifica¢des, este exemplo
analisa a influéncia destes fatores nos esfor¢os e deslocamentos principais, para a geometria da

Figura 101.

Os carregamentos atuantes nesta aplicagdo ocorrem devido a carga hidrostatica na parede
e placa, com y, = 10 kN /m3 , devido ao peso proprio dos materiais com y, = 25 kN/m3 e
também devido a um revestimento e a carga acidental na ctpula, de intensidades 0,5 kN /m? e
1 kN /m?, respectivamente. O modulo de elasticidade do material do reservatério é 30 GP € o

coeficiente de Poisson 0,2. A rigidez do solo ¢é considerada média, com (ks =

50.000 kN /m?)/m e a discretizagdo possui 600 elementos retilineos por pega.
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Figura 101 — Reservatdrio completo com abertura na ctpula, anel de rigidez e engrossamento
nos bordos da placa e casca cilindrica.
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Fonte: adaptado de Meneses (2013).
Visando estudar a influéncia de cada fator (anel, abertura e engrossamento), bem como a

influéncia de todos os itens, sdo processados quatro modelos:

e Modelo 1: reservatdrio composto por placa de fundo, parede cilindrica e cupula
esférica. Nesse modelo ndo ¢ considerada a abertura da ctipula, o engrossamento
e também nao possui anel de rigidez;

e Modelo 2: reservatorio analogo ao item anterior, exceto pela adicao do anel de
rigidez;

e Modelo 3: Estrutura modelada com anel e também com o engrossamento dos
bordos das placa e parte inferior da parede cilindrica;

e Modelo 4: estrutura modelada por completo, conforme indicado na Figura 101,

nela sdo considerados os engrossamentos, a abertura da cipula e o anel de rigidez.

Os resultados obtidos nas analises estdo da Figura 102 a 110.
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Figura 102 — Deslocamentos da placa de fundo.
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Figura 103 — Deslocamentos da ctpula esférica.
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A Figura 102 mostra a configuragdo deformada da placa de fundo do reservatério. Nela,
¢ possivel notar que os deslocamentos nas regides proximas ao centro sofrem a mesma deflexao.
Ao se aproximar do bordo surgem pequenas diferencas com a adicao do anel e também com a
adicdo do engrossamento da placa/parede. O anel provoca um aumento na deflexdo maxima,

visto que seu peso € transferido diretamente pela parede, causando um recalque diferencial no
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bordo. Ja o engrossamento reduz os deslocamentos maximo, pois sua utilizagdo aumenta a

rigidez da placa, reduzindo assim sua deflexao.

A deformada da cupula, ilustrado na Figura 103, mostra que a adi¢do do anel, do
engrossamento e da abertura ndo provocam diferencas consideraveis nas deflexdes da

cobertura.

A adi¢do do anel de rigidez provoca uma pequena redu¢do nos momentos maximos e
minimos da cupula e também no topo da parede cilindrica, como mostram as Figuras 104 e 105,
enquanto o engrossamento e a abertura ndo variam os esfor¢cos. No bordo inferior da parede
cilindrica bem como na placa, o engrossamento provoca um aumento dos momentos maximos.
Isso se deve ao fato de o engrossamento aumentar a rigidez da ligacdo placa-parede e também

da regido em que ocorre o maior recalque diferencial da estrutura.

Figura 104 — Momento fletor ao longo da ctpula.
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Figura 105 — Momento fletor ao longo da parede.
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Figura 106 — Momento fletor ao longo da placa de fundo.
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As Figuras 107 e 108 mostram o esfor¢o anelar na parede e na cupula. O anel provoca
uma reducdo desse esforco na regido proxima ao topo da parede, enquanto o engrossamento

aumenta o momento maximo proximo ao bordo inferior. Isso ocorre porque o anel de rigidez



128

age no sentido contrario ao esfor¢o anelar em suas proximidades, j& o engrossamento aumenta
a rigidez da regido, o que provoca um aumento nos momentos. Na cupula, a abertura
proporciona um aumento de Ny na regido proxima ao centro, visto que ¢ necessaria uma forga

nesse sentido para suportar a abertura sem danos a estrutura.

Figura 107 — Esforco anelar na cupula.
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Figura 108 — Esfor¢o anelar na parede.
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Fonte: autor (2018).
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A Figura 109 mostra o esfor¢o cortante ao longo da placa de fundo. A Figura 110 mostra

0 Ngao longo da cupula.
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Figura 109 — Esforco cortante na placa de fundo.

Fonte: autor (2018).
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Figura 110 — Ny na capula esférica.
R — = Superficie média
Modelo 1
| Modelo 2
Modelo 3
Modelo 4
1 1 -‘\&.\Mﬁ _ ,/
0 3 4 5 6 7 8
r (m)



130

Esta aplicagdo mostra a boa capacidade de absor¢do dos esfor¢os e momentos pelas
cascas. Nos casos acima expostos, nota-se que a influéncia da abertura, engrossamento e anel
ocorrem predominantemente nas regides proximas as suas posigdes. O anel de rigidez provoca
uma reducdo nos esforcos anelar e meridional e do momento fletor na cupula e no bordo
superior da parede. O engrossamento provoca uma reducao na deformada, mas em contrapartida
aumenta os esforcos maximos nas regides proximas a borda da placa e a borda inferior da
parede. Ja a abertura s6 exerce influéncia na distribuigdo do Ng e Ny proximo ao centro da
cupula. Dessa forma, deve ser dada maior aten¢do a essas disposi¢gdes construtivas na fase de

concepgao e especificacao para projeto.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou um estudo do comportamento mecéanico de estruturas de
revolucdo de paredes delgadas sujeitas a carregamentos e vinculagdes também axissimétricos,
tornado possivel a simplificagdo do modelo € o uso do plano de simetria axissimétrico nas
analises. Uma abordagem via Método dos Elementos Finitos foi empregada, na qual foram

utilizados elementos finitos retilineos de dois nds e trés graus de liberdade por no.

Casos de cascas cilindricas e esféricas isoladas e de estruturas complexas (compostas por
elementos de cascas, placas e anéis de rigidez acoplados) foram analisados. Essas estruturas
estavam sujeitas a carregamentos devido ao peso proprio dos elementos e, em alguns casos, a
pressao hidrostatica. Foram consideradas estruturas simplesmente apoiadas, engastadas ou em
base elastica, nas quais o comportamento do solo foi admitido como elastico linear, simulado

pelo modelo de Winkler.

A partir das aplicagdes da secdo 7.1 e também de outros exemplos estudados mas nao
apresentados neste trabalho, foi possivel verificar o desempenho satisfatério do programa
computacional desenvolvido tanto para cascas isoladas quanto para estruturas complexas,
sujeitas aos varios tipos de carregamento e apoio. Tal desempenho torna-se evidente por meio
da acurécia na comparagao entre os resultados do EAPD e os valores analiticos e numéricos de

outros autores.

Ainda com base nas aplicagdes da secdo 7.1, notou-se que a discretizacdo do problema
tem influéncia direta na acuracia dos resultados, uma vez que problemas com uma discretizagao
pobre pode reproduzir resultados ndo tao precisos quanto aqueles fornecidos por discretizagdes
mais refinadas, por isso a importancia de um estudo de convergéncia para obtencao da malha
minima necessaria para reproduzir resultados coerentes e com um indice de aproximacao

desejado.

Na aplicagdo 3, considerada um reservatorio longo, foram obtidas diferengas nos esforgos
do bordo superior do reservatério quando comparado os resultados do EAPD com os fornecidos
por SILVA (2017). Neste caso, o autor utilizou uma simplificagdo na equagao da linha elastica
da parede cilindrica a qual desconsidera a dependéncia de bordos, isto €, os hiperestaticos
atuantes no bordo inferior do reservatorio ndo provocam esforgos ou deslocamentos no bordo
superior e vice-versa. Na aplicacdo 4, considerada um reservatorio curto com 0s mesmos

carregamentos ¢ apoios da aplica¢do 3, a independéncia de bordos nio foi considerada por
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SILVA (2017) e os resultados obtidos pelo EAPD e pelo autor tiveram melhor aderéncia. Dessa
forma, mesmo com as magnitudes dos esfor¢cos no bordo superior sendo pequenas quando
comparadas aos valores maximos atuantes na parede € necessario dar maior atencdo a
consideracao de independéncia de bordos, principalmente proéximos a esbeltez limite que

considera o reservatorio como curto ou longo.

Por meio das aplicagdes 5, 6 e 8, bem como das demais que utilizam base elastica, pode-

se fazer as seguintes consideragdes:

i. O comportamento dos tanques cilindricos é muito sensivel aos recalques
diferenciais, mesmo uma pequena quantidade desse recalque pode alterar
significativamente as for¢as de projeto;

ii. O recalque diferencial sob a base do tanque ¢ diretamente proporcional a rigidez
do solo, isto €, quanto mais macio o solo, maior o recalque diferencial;

iii. A geometria da base também afeta os recalques. A base conica exibiu um recalque
menor do que a base plana, mas essa geometria também causa um aumento
significativo nos esforgos anelares da placa. Na base com prolongamento (aba)
também houve uma reducdo nos deslocamentos e momentos fletores positivos a
medida que o comprimento da aba aumenta, em contrapartida a utilizagao da aba
também provoca um aumento nos momentos fletores negativos da ligacao;

Iv.  Os métodos classicos de analise que negligenciam a interagdo entre o solo ¢ a

estrutura podem levar a um projeto inadequado.

A aproximag¢do de Hannah ¢ uma simplificacdo comumente utilizada no célculo analitico
de cupulas esféricas e permite realizar o calculo de uma ctpula de espessura variavel por uma
cipula de espessura constante. Nos exemplos da se¢do 7.4 essa aproximacdo forneceu
resultados contra a seguranga da estrutura para momentos fletores e deslocamentos, nos quais
os momentos fletores e os deslocamentos foram inferiores aos da cupula com espessura
variavel. Em contrapartida, para os exemplos estudados, essa aplicacdo majora os esforgos
normais, trabalhando a favor da seguranga. Mesmo com a pequena magnitude de tais esforgos,
torna-se necessaria uma investigagdo mais precisa ao utilizar tal aproximagdo a fim de evitar

problemas no dimensionamento estrutural.

Na analise do reservatorio completo, composto por placa circular e parede cilindrica com
engrossamento proximo a ligag¢do, anel de rigidez e ctpula esférica com abertura foi possivel

estudar a influéncia da complexidade geométrica da estrutura nos esforgos e deslocamentos.
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Notou-se que o anel provoca redugdes nos esforcos nas regides de bordo da ctipula e no topo
da parede cilindrica, bem como o espessamento aumentou os esfor¢os nas regides proximas a
ligacdo placa-parede. Por fim, a abertura da ctupula ndo provoca variagdes significativas no
momento fletor nem nos deslocamentos, em contrapartida surge um aumento no esfor¢o anelar

entorno a abertura.

8.1 Sugestdes para trabalhos futuros

De forma a dar continuidade ao tema aqui estudado, apresentam-se como propostas:

i.  Implementar outros tipos de carregamentos atuantes nas estruturas, como: agéo da
temperatura, retracao, carregamento devido a agdo do vento, etc.;
ii.  Estudar diferentes tipos de vinculagdo entre parede e placa de fundo;
lii.  Implementar rotinas para otimizacao da discretizagdo com base na localizagao dos
esfor¢os atuantes principais, como por exemplo o refinamento da malha proximo
a abertura, em regides de engrossamento, nas proximidades da ligacao placa-

parede, etc.
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APENDICE A - PARAMETROS DO EAPD

O modulo principal do EAPD ¢ uma funcdo global que tem como entrada todos os
parametros problema, como por exemplo a geometria, os carregamentos, as vinculagdes e a
base elastica e fornece os resultados em deslocamentos dos nds, esfor¢cos nos pontos de Gauss

e também nos nos da estrutura.

Tanto os dados de entrada como os de saida s@o do tipo struct composto por vetores e
constantes referentes ao problema, ¢ a descri¢do de cada struct necessario ao programa ¢

apresentada na Figura A.1.

Figura A.1 — Parametros de entrada do EAPD.

function [dnos,egcascas,encascas]=eapd(nos,cascas,aneis,apoios,bases,

ligacoes,cargasc,cargasd, npg)

EAPD.M

Andlise de Estruturas Axissimétricas de Paredes Delgadas considerando
elementos de casca e de anel, apoios pontuais inclinados e distribuidos
elasticos, ligacdes rigidas e livres entre nds e cargas concentradas e
distribuidas lineares.

Parametros:
nos (E) - Vetor de estruturas dos nés.
Cascas (E) - Vetor de estruturas dos elementos do tipo casca.
aneis (E} - Vetor de estruturas dos elementos do tipo anel.
apoios (E) - Vetor de estruturas dos apoios concentrados.
bases (E) - Vetor de estruturas das bases eldsticas distribuidas.
ligacoes (E} - Vetor de estruturas das ligagdes.
cargasc (E) - Vetor de estruturas das cargas concentradas nos nds.
cargasd (E) - Vetor de estruturas das cargas distribuidas nas cascas.
npg (E) - Numero de pontos da guadratura de Gauss para a matriz
de rigidez (1 a 6€).
dnos (S) - Matriz dos deslocamentos dos néds.
egcascas (S) - Vetor de estruturas dos esforgos nos pontos de Gauss,
fixo para ordem 3.
encascas (S) - Matriz 3d dos esforgos nos nés dos elementos do tipo
casca, extrapolados pelo ajuste linear dos valores nos
pontos de Gauss, fixo para ordem 3.
Universidade Federal de Alagoas — UFAL

Centro de Tecnologia — CTEC

Programa de P&s-Graduagdo em Engenharia Civil - PPGEC

Por: Glauber Batista Margques (glauberbatistamarques@gmail.com)
Eduardo MNobre Lages (enl@lccv.ufal.br)
Severino Pereira Cavalcanti Marques (smarques@lccv.ufal.br)

Versdo: 22/12/2017

o of of of of of o of of of of o of of of of of of of of of of of of of of of of of of of of of of of of

Fonte: autor (2018).
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Al Entrada de dados

A entrada de dados ¢ formada pelos vetores de estruturas ou structs de nos, cascas, aneis,

apoios, bases, ligagoes, cargasc, cargasd e npg.

O struct nos ¢ formado por um campo de vetores, em que cada linha representa as
coordenadas » e z do nd6 em questdo, dessa forma o tamanho desse struct ¢
[nimero de nés do problema X 1]. Sua cria¢do pode ser feita de acordo com a Figura A.2,
na qual nnt é o numero total de nds e todos os nos estdo com coordenadas iguais a zero, sendo

necessario inserir as coordenadas reais posteriormente.

Figura A.2 — Criacao do struct nos.

%% GERAQAO DA ESTRUTURA DE DADOS

$ Motagem da estrutura de nds

»[0;0]),nnt,1);

- 0

nos=repmat (struct ('rz

Fonte: autor (2018).

A Figura A.3 mostra a criagdo do vetor de estruturas cascas, que ¢ formado por trés
campos, em que dois deles sdo vetores e o terceiro uma constante. Esse struct ¢ responsavel
pela criagdo dos elementos de casca por meio da unido de dois nos, defini¢ao das propriedades
mecanicas e espessura da mesma. O campo nos contém o par de nés que formam a cascas, o

campo mat define o Mddulo de Young e o Coeficiente de Poisson € o campo st a espessura.

Figura A.3 — Criacao do struct cascas.

$ Montagem da estrutura dos elementos de casca

cascas=repmat (struct('nos', [0;0], 'mat’', [my;nul, 'st',ep) ,nct|, 1)

Fonte: autor (2018).

Ja o struct aneis ¢ definido por quatro campos, como na Figura A.4. O campo master € o
identificador do né associado ao centroide da secdo transversal do anel de rigidez (nna), o
campo slaves ¢ um vetor com os identificadores dos nos das extremidades dos elementos que
estdo rigidamente vinculados ao anel (naal,naa2), o campo mat ¢ o modulo de elasticidade
longitudinal do material do anel (my) e o campo st € um vetor de trés posicdes com as
propriedades da secdo transversal do anel (a_r, g r,i r), conforme obtido no item 6.2.4nas Eqs.

221,222 e 223 respectivamente. A sigla nae representa o numero de anéis da estrutura.



140

Figura A.4 — Criagdo do struct anéis.

o

% Montagem da estrutura do anel de rigidez retangular

aneis=repmat (struct ('master',nna, 'slaves', [naal naa2], 'mat',my,'st',[a_r;q r;i r]),nae,1);

Fonte: autor (2018).

Os apoios sdo definidos pelo vetor de estruturas apoios, o qual ¢ formado por quatro campos,
conforme a Figura A.5. O campo no ¢ o identificador no nd da estrutura que contém o apoio, o
campo cod ¢ um vetor de trés posigdes que representa as coordenadas ou os graus de liberdade
prescritos (usar 1 para livre e 0 para prescrito), o campo valor ¢ um vetor de trés posi¢cdes com
os valores dos deslocamento prescritos € o campo ang ¢ o angulo de inclinacdo do apoio em

questdo. O nap ¢ o numero de apoios da estrutura.

Figura A.5 — Criagdo do struct apoios.

Associacdo dos apolios da estruturas aos nos

el
m

o o
o of

Apoioc dos nos sobre o eixo de simetria

apoios=repmat (struct('no',1, 'cod', [r;z;rot], 'valor', [0;0;0], "ang"',0) ,nap, 1} ;:

Fonte: autor (2018).

As bases elasticas associadas a estrutura sdo aplicadas por meio do struct bases, que contém
dois campos, como mostra a Figura A.6. O primeiro € o campo casca, que define o identificador
da casca que estd em contato com a base elastica. O segundo & ¢ um vetor de duas posi¢des que
definem as constantes eldsticas nas dire¢oes longitudinais e transversais a casca em questao. O

ncae € o nimero de cascas em apoio eldstico.

Figura A.6 — Criagao do struct bases.

g

% Bases elasticas representativas do solo

bases=repmat (struct('casca',0, 'k', [0;kt]) ,ncae, 1) ;

Fonte: autor (2018).

As ligagdes sdo definidas por um vetor de struct com os campos nos e cod. O campo nos € um
vetor de duas posi¢des com os identificadores dos nos associados a ligacao. O campo cod € um
vetor de trés posi¢des que diz como os graus de liberdade dos dois nos associados a ligagdo
estdo vinculados. Esse codigo ¢ 1 quando os correspondentes graus de liberdade sdo
dependentes (iguais) nos dois nds e 0 quando independentes, como ilustrado na Figura A.7. Se
o modelo apresentar mais de uma ligagdo envolvendo o mesmo no, este n6 devera ter o menor

identificador de todos os outros nos envolvidos nessas ligacoes.
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Figura A.7 — Criagao do struct ligacoes.

Q

% Ligagdes com graus de liberdade independentes

ligacoes=struct('nos', [nol,no2], 'cod', [E,2z,xot]);

Fonte: autor (2018).

O vetor de estruturas cargasc € responsavel pelos carregamentos concentrados nos nds, como
mostra a Figura A.8. O campo no ¢ o identificador do sé que recebe o carregamento, jJ4 o campo
intensidades define as magnitudes dos carregamentos aplicados. Fr ¢ a forca aplicada segundo

a direcdo r, Fz ¢ a forga aplicada segundo a dire¢do z e M ¢ o momento fletor aplicado no no.

Figura A.8 — Criagao do struct cargasc.

Q

% Montagem da estrutura de carregamento concentrado
cargasc=repmat (struct ('no',1l, 'intensidades', [Fr;Fz;M]},1,1);

Fonte: autor (2018).

Cargasd é um vetor de estruturas das cargas distribuidas nas cascas. E formado por quatro
campos, como apresenta a Figura A.9, em que casca ¢ o identificador da casca na qual o
carregamento distribuido atua, s ¢ um vetor de duas posi¢des referentes aos valores de
carregamento longitudinal nos nds, que permitem um carregamento distribuido de formato
trapezoidal ao longo da casca. Da mesma forma que s, ¢ ¢ um vetor de duas posi¢des para o
carregamento transversal a superficie média da casca e m o valor do momento atuante nas
extremidades da casca, ambos formando um carregamento distribuido trapezoidal. O ncced € o

nimero de cascas com carregamento distribuido.

Figura A.9 — Criacao do struct cargasd.

$ Carregamentos distribuidos na placa, na cupula e na parede

cargasd=repmat (struct('casca',0,'s',[sl;s2],'t", [tl;t2], 'm', [m1l;m2]) ,nced, 1) ;

Fonte: autor (2018).

Para finalizar a entrada de dados, € necessario o numero de pontos da quadratura de Gauss

para a matriz de rigidez, definido pela variavel npg e podendo variar de 1 a 6.
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A.2. Saida de dados

Ap0s o processamento dos dados, 0 EAPD fornece uma matriz dos deslocamentos dos
nos (dnos), um vetor de estruturas dos esfor¢cos nos pontos de Gauss (egcascas) e uma matriz
3d dos esforgos nos nés dos elementos do tipo casca, extrapolados pelo ajuste linear dos valores

nos pontos de Gauss (encascas).

A matriz dnos é uma matriz [3 X nimero de n6s], em que a primeira linha é o
deslocamento nodal na dire¢do r, a segunda ¢ o deslocamento na dire¢do z e a terceira a rotagao

do no.

O struct egcascas é composto por dois campos, o primeiro, 1z, ¢ uma matriz [ 3 X 2] que
identifica as coordenadas dos pontos de Gauss e o segundo, NM, uma matriz [5 X 3] define

os esfor¢os atuantes nesses pontos.

A matriz encascas é uma matriz [5 X 2 X namero de cascas], na qual as cinco linhas

representam os esforgos e momentos e cada coluna representa um né da casca.
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