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Resumo

Um problema fundamental em Fisica da Matéria Condensada é o estudo de feno-
menos de transporte eletronico em sélidos. Um fenémeno ndo-linear particularmente
importante nesse contexto é o da interacao entre os modos vibracionais da rede e o elé-
tron em um sélido, mais conhecida como interacao elétron-fénon. Este tipo de problema
tem sido abordado através da evolugao quéntica nado-linear discreta do pacote de onda
associado & quasiparticula. Uma alternativa muito encontrada na literatura para essa
abordagem ¢é a utilizagdo da equagao nao-linear discreta de Schrédinger, que se baseia na
hip6tese de que as vibragoes da rede atingem o equilibrio em um tempo muito curto com-
parado ao da evolugao da quasiparticula (limite adiabatico). Apesar dessa abordagem
ter alcancado resultados muito significativos sobre a dinamica de quasiparticulas em um
s6lido, novos comportamentos podem surgir quando a hipdtese de interagdes adiabaticas
¢ abandonada, isto é, considerando-se um tempo finito para a relaxacao das vibragoes
da rede nas equacdes. Neste trabalho analisamos a dindmica eletronica em uma cadeia
unidimensional discreta, com condigdes de contorno periddicas, para investigar a influén-
cia de uma ndo-linearidade (modulada pelo parametro x) que efetivamente incorpora a
interacao elétron-fénon, nos limites adiabatico e ndo-adiabético dessa nao-linearidade.
Observamos em ambos os limites que, acima de um valor critico da nao-linearidade, a
interacao elétron-fonon induz uma transicdo metal-isolante no sistema através do feno-
meno de self-trapping. Além do mais, foi observado um rico comportamento dindmico
do elétron em funcao dos valores da nao-linearidade; mais precisamente, trés regimes

dinamicos no caso adiabatico e cinco regimes dindmicos no caso nao-adiabético.

Palavras-chave: nao-linearidade, elétron-fénon.



Abstract

A fundamental problem on Condensed Matter Physics is the study of electronic
transport phenomena in solids. In this context, a particularly important nonlinear phe-
nomenon is the interaction of the lattice vibrational modes on electrons in a solid, usually
called electron-phonon interacion. This sort of problem has been studied by means of
nonlinear discrete quantum evolution of the wave-packet associated with the quasipar-
ticle. An alternative to this approach, usually found in the literature, is the use of
discrete nonlinear Schrédinger equation, which is based on the assumption that lattice
vibrations reach their equilibrium in a very short time relative to the evolution of the
quasiparticle (adiabatic limit). Although this approach has obtained very successful re-
sults on the study of quasiparticles dynamics in solids, new effects can arise when the
adiabatic hypothesis is left, i.e., by considering a finite time for the relaxation of lat-
tice vibrations in the equations. In this work we analyse the electronic dynamics in an
unidimensional discrete chain, using periodic boundary conditions, to investigate the in-
fluence of a nonlinearity (modulated by the parameter x) which effectivelly represents
the electron-phonon interaction, on the adiabatic and non-adiabatic limits for this non-
linearity. We observed in both limits that, above a critical value of nonlinearity, the
electron-phonon interaction induces a metal-insulator transition on the system by means
of self-trapping phenomenon. Furthermore, it was observed a rich dynamical behaviour
for the electron according to values of nonlinearity; in more details, three dynamical

regimes in the adiabatic case and five dynamical regimes in the non-adiabatic case.

Keywords: nonlinearity, electron-phonon.
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Capitulo 1

Fen6omenos de Transporte

1.1 Introducao

Um to6pico de estudo muito relevante em Fisica da Matéria Condensada é o referente as
propriedades de transporte eletrénico em sélidos, seja por interesse tedrico genuino pelo
assunto, seja por sua aplicabilidade tecnolégica. Os primeiros estudos sobre transporte
eletroénico concentraram-se nas propriedades de sélidos cristalinos periédicos e homogeé-
neos, no inicio do século XX. Foram construidos modelos bem-sucedidos com base nas
formulagoes da mecénica estatistica e da mecénica quéantica, desenvolvidas respectiva-
mente no final do século XIX e nas primeiras décadas do século XX.

Apesar da importancia teérica fundamental que esses modelos tiveram para a Fisica
da Matéria Condensada, é fato que uma grande parcela dos sblidos reais, sejam eles
encontrados na natureza, sejam construidos pelo homem, nao sdo constituidos por uma
estrutura cristalina perfeitamente homogénea, tampouco se comportam de maneira pu-
ramente linear. Desta forma, a partir da metade do século XX, novos estudos buscaram
incorporar a base de conhecimentos existente sobre as propriedades eletronicas dos sé6-
lidos efeitos de desordem, correlacoes entre os estados eletronicos e efeitos de natureza

nao-linear.



1.2. Propriedades de transporte eletronico 2

Estudos importantes sobre a influéncia de desordem de carater estrutural ou com-
posicional sobre as propriedades eletrénicas dos sélidos foram conduzidos, no final da
década de 1950, por P. W. Anderson, e o modelo desenvolvido por ele se tornou a hase
dos estudos posteriores nessa area.

Dos efeitos nao-lineares incorporados ao estudo dos fendmenos de transporte, um
efeito particularmente importante é o de interacao entre os elétrons e os modos vibra-
cionais nos solidos (interagao elétron-fonon). Essa interacio, se suficientemente intensa,
pode induzir uma transicao metal-isolante através do fenémeno de auto-armadilhamento,
ou self-trapping.

Na continuacao deste capitulo vamos apresentar uma revisao da teoria das proprieda-
des de transporte eletrénico em meios cristalinos e dos efeitos decorrentes da inclusdo de
correlagdes entre os elétrons, da desordem e das interacoes elétron-fénon. Em seguida, no
capitulo 2, vamos apresentar uma revisao sobre a equacao nao-linear discreta de Schro-
dinger, demonstraremos as equacoes da dinimica do sistema nos limites adiabatico e
nao-adiabatico da interag@o elétron-féonon e faremos um estudo do dimero nesses dois
limites. A formulacdo matematica desse capitulo servird de modelo para nosso estudo da
dinamica eletrénica em cadeias nao-lineares discretas, que serd apresentado no capitulo 3.

No capitulo 4 serdo apresentadas as conclusoes e as perspectivas futuras deste trabalho.

1.2 Propriedades de transporte eletrénico

Nesta secdo seré feito um estudo inicial das propriedades de transporte eletrénico em redes
cristalinas. Inicialmente é apresentado um histérico dos primeiros modelos de conducao,
com suas caracteristicas principais, previsoes e limitacoes. Em seguida é apresentado o
modelo de Bloch, que trata dos estados eletrénicos em potenciais periédicos. Concluimos
esta se¢ao com uma breve descricao de conceitos importantes da Teoria de Bandas a

respeito da condutividade elétrica dos sélidos. Uma discussao mais detalhada desses

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Propriedades de transporte eletrénico 3

topicos pode ser encontrada em [1; 2].

1.2.1 Histérico dos modelos de condugao

Desde o final do século XIX, fisicos vém devotando um grande esforco ao estudo e com-
preensdo dos s6lidos, em especial & categoria dos metais. Apesar de a maioria dos sélidos
na natureza serem nao-metélicos, o estudo dos metais tem papel fundamental na Fisica
da Matéria Condensada, pois também oferece subsidios & compreensao de propriedades
dos s6lidos nao-metélicos. Desde entdo fisicos tentaram reproduzir, qualitativamente e
quantitativamente, as propriedades caracteristicas dos metais através de modelos simples.

O primeiro modelo a obter sucesso consideravel foi desenvolvido por Drude em 1900
[3; 4], trés anos apds a descoberta do elétron por J. J. Thomson. No modelo de Drude
assume-se que, quando atomos de um elemento metalico se juntam para formar um
metal, os életrons da camada de valéncia se “libertam” e movem-se livremente pelo sélido,
enquanto os fons metalicos permanecem imoéveis; o movimento dos elétrons livres no metal
é interpretado pela teoria cinética dos gases (gas de elétrons) e segue a distribuicao de
Maxwell-Boltzmann. Drude considerou apenas as colisGes entre os elétrons livres e os
fons da rede, desprezando as colisoes entre elétrons. Assume-se também que os elétrons
livres, entre uma colisdo e outra, nao interagem nem com os demais elétrons (aprozimacao
de elétron independente), nem com os ions (aproximacao de elétron livre).

O maior sucesso deste modelo foi sua concordancia com a lei de Wiedemann-Franz
[5], que afirma que a razao entre os coeficientes de condutividade térmica e elétrica, /o,
em diversos metais é diretamente proporcional & temperatura 7. O modelo de Drude
também prevé corretamente que, quando sujeito a um campo elétrico E, a densidade de
corrente elétrica no metal é dada por J = ¢E (uma forma mais geral da empirica Lei de
Ohm).

Entretanto, o modelo obtém uma condutividade elétrica o = ne?r/m (7 ¢ o tempo

médio entre as colisoes, n é a densidade volumétrica de elétrons, e é a carga do elétron

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Propriedades de transporte eletronico 4

e m sua massa) que varia com o o< T~V/2 pois 7 = I/v, (I & o livre caminho médio
entre as colisdes e vy, ¢ a velocidade média dos elétrons), | deve ser constante (pois os
fons sdo imoveis) enquanto v, T2 através do teorema de equiparticio de energia.
Experimentalmente, verifica-se que o o< 77!, 0 que invalida a previsio do modelo de
Drude. Para obter os resultados experimentais, o livre caminho médio [ deveria variar
com a temperatura como [ < T2, o que contradiz a hipotese de que os fons sdo fixos.
Outra falha do modelo de Drude esta na capacidade térmica do gas de elétrons, prevista
como Cy = 3nky/2 mas que, experimentalmente, é centenas de vezes menor.

Esses problemas comecaram a ser solucionados com o advento da teoria quéntica,
nas primeiras décadas do século XX. Em 1928, Sommerfeld aperfeicoou o modelo de
Drude [6] ao reconhecer que o principio de exclusdo de Pauli exigia que o gas de elétrons
livres seguisse a distribuicao de Fermi-Dirac, em substituicao & de Maxwell-Boltzmann.
No modelo de Sommerfeld, os elétrons de valéncia possuem energia tipica da ordem da
energia de Fermi Er, e ndo mais da ordem de kg7’ como no gas classico.

Sommerfeld obteve sucesso no calculo mais preciso do calor especifico do gés de elé-
trons, corrigindo o valor superestimado previsto por Drude, além de manter o valor
previsto anteriormente para a lei de Wiedemann-Franz. Entretanto, diversas discrepan-
cias dos dados experimentais persistiam em ambos modelos [1], como por exemplo o
coeficiente do efeito Hall (que experimentalmente depende do campo magnético e da
temperatura), a condutividade elétrica (que depende da temperatura e também da ori-
entagdo da amostra) e a propria lei de Wiedemann-Franz, que falha em temperaturas
intermediarias’.

E necessario abandonar a aproximacio de elétron livre para progredir na solugio

dessas discrepéancias, e obter um modelo mais preciso dos s6lidos. Nesse intuito, Bloch

LA precisio da lei de Wiedemann-Franz est4 relacionada a conservacio da energia dos elétrons du-
rante as colisoes com os fons. Em temperaturas intermediarias observa-se que prevalece o espalhamento
inelastico dos elétrons, que implica em uma degradagdo mais efetiva das correntes térmicas em compa-
ragao as elétricas, o que quebra a relagao simples entre as condutividades térmica e elétrica. Para mais
detalhes, ver o capitulo 16 da Ref. [1].
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1.2. Propriedades de transporte eletrénico )

publicou, também em 1928, um artigo considerando a interacao do elétron com os fons da
rede através de um potencial peridédico constante no tempo |7]. Este artigo ¢ fundamental

para o estudo da Teoria de Bandas.

1.2.2 Modelo de Bloch

No modelo de Bloch é estudado o problema de um cristal perfeito, com os {ons dispostos
em uma rede regular e periddica (rede de Bravais). A aproximacdo do elétron livre é
abandonada, e a interacdo entre o elétron e os fons do cristal é representada por um

potencial U(r) com a periodicidade subjacente (ver Figura 1.1):
Ur+R)=U(r) , (1.1)

onde R é um vetor de base da rede de Bravais.

lon

\VERVER /ARvVaRve

Figura 1.1: Padrao tipico de um potencial U periédico de um cristal unidimensional,
com um Unico ion por célula primitiva da rede de Bravais.

As interacoes elétron-elétron no cristal a principio sdo um problema de muitos corpos,
dificil de abordar; entretanto podemos fazer a aproximacao de elétron independente,
incluindo em um potencial efetivo U'(r) as interagdes de um dado elétron com todos os
demais. Nota-se que, se o cristal em questao for perfeitamente periédico — como é o

caso em estudo —, o potencial U’(r) terd a mesma periodicidade da rede, de modo que
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1.2. Propriedades de transporte eletrénico 6

o potencial total das interacoes elétron-elétron e elétron-ion tera a forma (1.1).

Para o estudo da influéncia da periodicidade sobre o movimento do elétron serd
necessario usar a mecanica quantica, visto que o comprimento da periodicidade da rede
(~ 1A) & da mesma ordem que o comprimento de onda de De Broglie tipico dos elétrons
no modelo de Sommerfeld.

Os estados eletronicos, entdo, sao auto-estados da equacao de Schrédinger

772

Hy = {—MVQ + f](r)] v=FE) | (1.2)

onde U (r) é o operador associado ao potencial (1.1), preservando a mesma periodicidade,
e E ¢ o autovalor energia do estado eletronico descrito por ¥(r).

Os elétrons independentes que satisfazem a equacao de Schrédinger com um potencial
periddico (1.2) sao chamados elétrons de Bloch, para diferencia-los dos “elétrons livres”
solucdes da equagdo de Schrédinger com o potencial identicamente nulo.

Bloch provou em um importante teorema que as funcoes de onda ¥ (r) solucoes da

eq. (1.2) para um potencial periddico devem obedecer a forma

Unk(r) = upk(r) exp(ik - r) | (1.3)

isto ¢, o produto de uma onda plana por uma fungao uk(r) com a mesma periodicidade
do potencial (1.1)

unk(r + R) = unk(r) R (1.4)
para os vetores R da rede de Bravais do cristal. Uma expressao alternativa do resultado
(1.3) e

Ynk(r + R) = exp(ik - r) Yk (r) . (1.5)

A solucao apresentada pelo teorema de Bloch (1.3) envolve um vetor de onda k que

possui propriedades semelhantes ao vetor de onda do modelo de Sommerfeld. Deve-
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1.2. Propriedades de transporte eletrénico 7

se ressaltar que k nas funcGes de Bloch, diferente do modelo de Sommerfeld, ndo é
simplesmente igual a p/h (onde p é o operador momentum linear). Isso acontece porque
o Hamiltoniano do cristal de Bloch nao possui invariancia translacional completa (pois o
potencial nao é constante) e, portanto, seus auto-estados ¥, (r) nao sdo simultaneamente
auto-estados do operador momentum P = (h/i)V.

Pode-se mostrar através da aplicacdo das condicoes de contorno de Born-von Karman

que o vetor de onda k deve ser real e seus valores sao restritos a

‘b; (1.6)

(3

3

=

=1

&

onde m; sao nimeros inteiros, NV; sdo todos inteiros tal que o numéro de células primitivas
do cristal € N = N;NoN3?, e b; sdo vetores da rede reciproca.

O indice n presente nas funcées de Bloch ¢, é chamado indice de banda e se deve ao
fato de para cada k existir um conjunto de solucoes da equacao de Schrodinger (1.2), cada
uma com um autovalor de energia discreto E, (k). Para cada valor de n, o conjunto dos
niveis de energia descritos por E, (k) obtidos variando-se o vetor de onda k ¢ chamado
de banda de energia. Pode-se provar que cada banda comporta exatamente 2N estados
eletronicos, onde N é o nimero de células primitivas do cristal e o fator 2 se deve a
degenerescéncia de spin.

Outro resultado importante do modelo de Bloch é que para um dado elétron carac-
terizado pelo indice de banda n e vetor de onda k sua velocidade média é dada por

vall) = 2B (k) (17)

Esse resultado vem de encontro as conclusoes do modelo de Drude acerca das colisoes

entre elétrons em fons, pois afirma que o elétron pode mover-se livremente por todo

2Se imaginarmos um cristal periodico infinito, os valores de N; serdo todos os nimeros inteiros e o
conjunto dos vetores de onda k torna-se denso.
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1.2. Propriedades de transporte eletrénico 8

o cristal, nao sendo espalhado pelo potencial periédico — isto é, a funcdo de onda do

elétron se estende por todo o sistema.

1.2.3 Bandas de Energia e conducgao elétrica

A distribuigdo dos niveis de energia para o modelo dos elétrons livres em fungao do vetor
de onda obedece & simples relacio E(k) = h?k?/2m, que garante que os elétrons livres
transitando pela estrutura cristalina podem assumir quaisquer valores de energia.

No modelo de Bloch, entretanto, a estrutura periodica do cristal leva ao surgimento de
faixas proibidas de energia entre as bandas, chamadas gaps de energia (ver Figura 1.2).
Os gaps de energia sao causados por reflexoes de Bragg das ondas eletronicas dentro
da estrutura cristalina. Essa estrutura implica que, para promover um elétron a um
estado em uma banda mais elevada, é necessario fornecer uma determinada quantidade

de energia.

€
Segunda banda \§ B_/

B S _‘l
e Sk : 3

Figura 1.2: (a) Energia versus vetor de onda para um elétron livre. (b) Energia versus
vetor de onda para um elétron de Bloch em uma rede linear monoatémica, com constante
de rede a. O gap de energia E, se deve & primeira reflexdo de Bragg, em k = £7/aq;
outros gaps se formam para k = +nmw/a, para valores inteiros de n.

O comportamento metalico ou isolante de um sélido pode ser determinado por sua
estrutura de bandas de energia, em funcdo da posicao da superficie de Fermi. A superficie

de Fermi de um soélido é definida como a superficie no k-espaco formada pelos estados
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1.2. Propriedades de transporte eletrénico 9

eletronicos com energia constante igual & energia de Fermi Er3. Ao construir o estado

fundamental de um sélido, duas configuracoes podem surgir:

1. Uma ou mais bandas podem ser completamente preenchidas, deixando as demais
vazias. Nessa configuracao o solido trata-se de um isolante, pois um dado campo
elétrico aplicado ao solido (desde que nao forte a ponto de romper a estrutura
eletronica) nao é capaz de gerar um fluxo de elétrons, visto que todos os estados
com variacao de momentum linear da banda de energia ja estao preenchidos. Lem-
brando que cada banda de energia possui 2N niveis, onde N é o ntimero de células
primitivas do cristal, nota-se que um cristal pode ser isolante somente se o ntmero

de elétrons de valéncia por célula primitiva for par.

2. Uma ou mais bandas de energia podem estar parcialmente preenchidos (nesse caso,
Er encontra-se no meio de uma banda de energia). Essa configuracdo possui ni-
veis eletronicos livres, permitindo aos elétrons sob influéncia de um campo elétrico
ocupar niveis correspondentes a estados acelerados (momentum linear maior), e o
solido trata-se de um metal. Cristais com um nimero impar de elétrons de valéncia

por célula primitiva sdo obrigatoriamente metais.

Deve-se observar que metais também podem existir quando o nimero de elétrons
por célula primitiva é par, quando ha superposicao das banda de energia; nesse caso, ao
invés de ter uma banda de energia completa (isolante) o solido pode ter duas bandas
superpostas parcialmente preenchidas (metal).

Vimos nesta secao que estudos de sélidos baseados em elétrons de conducao livres,
ou elétrons independentes e potenciais de interagao peridédicos, obtiveram grande sucesso
na determinacdo de propriedades de conducao térmica e eletronica de metais e isolantes,

utilizando a teoria de bandas. Entretanto, sélidos reais nunca sao absolutamente puros

3A energia de Fermi é definida como a energia ocupada pelo nivel mais alto de um sistema quéntico
no estado fundamental.
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]
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(a) Isolante (b) Metal ou semimetal (c) Metal

Figura 1.3: Estrutura de bandas e estados preenchidos. (a) Um isolante, pois temos
uma banda totalmente preenchida e outra vazia. (b) Um metal ou semimetal, devido a
superposi¢ao de bandas. (¢) Um metal, pois a energia de Fermi encontra-se no meio da
banda, de forma que ela nao esté totalmente preenchida.

ou perfeitamente periodicos (sempre possuem algum grau de desordem), e os elétrons
possuem uma interacdo Coulombiana entre si que deve ser considerada. Nas proximas
secOes avaliaremos os efeitos decorrentes da correlagao eletronica (Transicao de Mott) e

da desordem (modelo de Anderson) nas propriedades de transporte eletronico.

1.3 Transicao metal-isolante induzida por interacao elétron-

elétron — Transicao de Mott

Uma grande contribuigdo & compreensao da transi¢do entre estados eletroénicos localizados
e delocalizados foi dada por Mott [8-10] ao considerar a interagao Coulombiana entre
os elétrons. Para melhor compreender a transicao de Mott, consideremos um cristal
peri6édico com N atomos, com um tnico elétron de conducao por a&tomo. Esses N elétrons
dao origem a uma banda de largura B. Segundo a teoria de Bloch, como o numero de

elétrons livres por atomo é impar, a banda de energia (que vai de —B/2 a B/2) sera
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1.4. Propriedades de transporte em materiais amorfos 11

preenchida até a metade e o cristal estard na fase metalica. A energia média de um
elétron de condugao nesse metal, entdo, serd de —B/4.

Aqui podemos perceber uma limitacdo do modelo de Bloch: se considerarmos o limite
atomico da rede cristalina (constante da rede a — o) o modelo de Bloch ainda prevée
um comportamento itinerante dos elétrons tipico dos metais, enquanto o correto seria
o elétron comportar-se como em um &dtomo isolado, sem interacdo com os vizinhos —
comportamento tipicamente isolante.

A inovagdo de Mott foi incluir nesta anélise o custo energético decorrente da repulsdo
Coulombiana, U = (e?/r13), para a situacdo em que dois elétrons ocupassem um mesmo
orbital atémico (em um orbital vazio ou com 1 elétron, ndo hé custo energético); uma
vez que o sistema é metélico, os elétrons de conducao possuem grande mobilidade e surge
a possibilidade de duplas ocupacoes no orbital. As probabilidades de ocorrer um orbital
vazio, com 1 e com 2 elétrons sdo, respectivamente, 1/4, 1/2 e 1/4; portanto, o custo
meédio energético devido as duplas ocupagoes é de U/4 e a energia média de um elétron
delocalizado sera —B/4 + U/4.

E essa competicio entre o abaixamento médio da energia —B/4, causado pela deloca-
lizagao, e o custo de correlacdo U/4 devido as duplas localizagdes que explica a transicao
metal-isolante induzida pela interacao elétron-elétron. A condicdo para obter a localiza-
¢ao induzida dos pacotes de onda eletrénicos — um isolante de Mott — & que a energia

de correlacao entre os elétrons seja maior que a largura de banda do sélido cristalino

U>B . (1.8)

1.4 Propriedades de transporte em materiais amorfos

Antes de abordar a transicao metal-isolante induzida por desordem, é interessante discutir

qualitativamente o papel da desordem na localizacao dos estados eletrdnicos.
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Transigao
de Mott

|
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Figura 1.4: Transicao de Mott. a) Se a largura da banda cristalina B for suficientemente
maior que o custo energético de duplas ocupagdes dos orbitais eletroénicos U, o estado
favoréavel ao sistema é delocalizado. b) Se a largura da banda cristalina B for suficiente-
mente menor que o custo U, o estado localizado passa a ser energeticamente favoravel e
configura-se a localizagdo induzida por correlagdo eletronica.

As funcgoes de onda de um elétron livre sao representadas por onda planas, que se
espalham por todo espago. Quando é introduzida uma barreira de potencial, a fungao
de onda serd parcialmente refletida e parcialmente transmitida por essa barreira. Na
presenca de duas barreiras de potencial, a funcdo de onda seréd refletida em cada uma
das barreiras; as parcelas da fun¢do de onda refletidas e transmitidas podem gerar inter-
feréncias construtivas e destrutivas dependendo da diferenca de fase existente entre elas.
A diferenca de fase entre as parcelas refletidas e transmitidas é influenciada tanto pela
intensidade das barreiras de potencial como pela distancia entre estas.

Se considerarmos um potencial como do modelo de Bloch, com barreiras de mesma
intensidade e posicionadas em uma rede peridédica, vimos que pode-se provar que as

sucessivas interferéncias levam & formacao de estados eletrénicos espalhados por todo o
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sistema.

< —

(a) Funcdo de onda estendida (b) Funcdo de onda localizada

Figura 1.5: (a) Fungao de onda estendida. O livre caminho médio [ é o comprimento
de coeréncia quando o grau de desordem é fraco. (b) Funcao de onda localizada. £ é a
largura tipica do pacote de onda, e tambhém chamado de comprimento de localizacao.

No caso de um potencial aleatério, que pode ser representado por barreiras de po-
tencial posicionadas aleatoriamente e/ou de intensidades aleatoérias, a funcao de onda do
elétron sofrerd sucessivas reflexdes sucessivas, que nao mantém coeréncia de fase entre si.
Se o grau de desordem for fraco a fung¢ao de onda ainda sera estendida (comportamento
metalico), porém perde coeréncia de fase apos miltiplas reflexdes, como na Figura 1.5a.
Se o grau de desordem for forte, as interferéncias destrutivas induzem uma localizagao
exponencial* da funcdo de onda em torno de uma pequena regido do espaco, de modo que
se valor ¢ desprezivel fora dele (comportamento isolante), conforme a Figura 1.5b. Para
um grau de desordem intermediirio pode ocorrer uma transicao metal-isolante. Essa
forma de transicdao metal-isolante ¢ usualmente chamada de transicao de Anderson em
homenagem a P. W. Anderson, cujos estudos foram fundamentais na compreensao deste

fendmeno.

4Uma funcio de onda é dita exponencialmente localizada quando a probabilidade de localizar uma
particula a uma distancia r do centro do pacote decai exponencialmente, e tem-se 9 (r) o exp(—r/§),
onde £ é o comprimento de localizagao.
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1.5. Modelo de Anderson 14

1.5 Modelo de Anderson

P. W. Anderson apresentou em 1958 [11] um modelo de importancia fundamental para a
compreensao do papel da desordem sobre a evolucdo das fungoes de onda eletrénicas nos
solidos. Neste modelo a desordem é incluida por meio de uma aleatoriedade no poten-
cial de interagdo elétron-ion: nesse potencial os fons encontram-se igualmente espacados,
como no modelo de Bloch, mas as profundidades de cada poco de potencial sao escolhi-
das aleatoriamente dentro de uma faixa de energia de largura W, chamada largura da
desordem.

O Hamiltoniano de Anderson pode ser expresso numa representagdo de segunda quan-
tizacao por

7= EC'C+Y 1,66 (1.9)
i i#]

Nessa expressao, F; ¢ a energia do i-ésimo sitio, T;; é a integral de transferéncia entre os
sitios i e j (também chamada de amplitude de hopping) e C’iT e C; sdo, respectivamente,
os operadores de criacao e destruicao do elétron no sitio . A desordem caracteristica do
modelo ¢ introduzida na escolha aleatéria dos E; dentro da largura de desordem W. E
importante salientar que a interacdo Coulombiana é desprezada nesse Hamiltoniano.

Para determinar a dinamica eletronica do modelo devemos solucionar a equacao de
Schrodinger para o Hamiltoniano de Anderson (1.9). Uma maneira simples de proceder
é escrever os auto-estados da equagdo de Schrédinger na base das fungoes de Wannier,
Y =Y, a;p;, onde ¢; representa a funcao de onda de um elétron localizado no sitio i. Se

1 é um estado estacionério com energia F teremos Hy = Ev e

Ea; = Eja; + Y _Tya; . (1.10)
i

No caso de 1 representar um estado nao-estacionério, os coeficientes obedecerdo & equa-
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cao

—ihd; = Bia; + Y Tya; (1.11)
J

Um caso particular importante é o chamado caso cristalino, limite do modelo de An-
derson quando W = 0 (as energias E; sdo todas iguais). Podemos supor que os potenciais
encontram-se distribuidos sobre uma rede regular, que as amplitudes de hopping possuem
uma mesma, intensidade T e existem apenas entre os z primeiros vizinhos. Com essas

aproximagoes, a equagao de Schrédinger dependente do tempo (1.10) torna-se

z
Ea;=Eia; + T Y Tjaiy; - (1.12)
j=1
Como nesse caso particular as energias F; sdo idénticas, podemos fazer E; = 0 por

simplicidade. No caso unidimensional, a eq. (1.12) se reduz a
Ea; =T(aj—1 + aiy1) - (1.13)

A eq. (1.13) pode ser solucionada por exponenciais complexas da forma a, =

ap exp(ink); dai decorre que a auto-energia de 1 é dada por
E =2Tcosk (1.14)

o que corresponde & banda cristalina da teoria de Bloch (=27 < E < 2T'), que para o
caso unidimensional vale B = 4T'. Pode-se mostrar que, num caso mais geral, a largura de
banda cristalina de uma rede de dimensao d, com ntmero de coordenagao z, é B = 22T

Outra forma de estudar a dindmica eletrénica no modelo de Anderson é integrando
diretamente a eq. (1.11). Podemos considerar como condi¢ao inicial o elétron localizado
no sitio m, de forma que |am,(t = 0)|?> = 1 e |a;(t = 0)|?> = 0 para i # m. Se ap6s um longo

perfodo de tempo a probabilidade de retorno & origem for |a,,(t — o0)|? = 0 o elétron tera
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se difundido pela rede, o que caracteriza um estado delocalizado. Se |a,(t — 00)|? # 0,
o elétron nao terd se difundido completamente pela rede e pode ser encontrado nas
vizinhangas do sitio m, o que caracteriza um estado localizado. Uma forma de efetuar a

integragdo numeérica da eq. (1.11) é usar o método de Runge-Kutta [12; 13].

LTIV

Transigao de
Anderson
b)
_____ T YB<=W
W =

Figura 1.6: Transi¢do de Anderson. a) Potencial cristalino periédico com largura de
banda B. b) Potencial aleatorio com largura W. Quando a largura de desordem W
superar a largura de banda cristalina B ocorre a localizacdo induzida por desordem.

O problema sem simplificagdes foi abordado por Anderson usando teoria da pertur-
bacao, usando W como uma perturbacao em um caso e Tj; como perturbagao em outro.
Anderson demonstrou com esse modelo que h& uma transicdo entre estados eletronicos
estendidos para localizados (transicao metal-isolante) induzida pela desordem no poten-
cial (transi¢cao de Anderson), se W/B for suficientemente grande. O critério qualitativo

para a ocorréncia da Transicdo de Anderson é

W>B . (1.15)
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1.6. Interagdo elétron-fonon 17

Este critério acima descreve qualitativamente a transicao de Anderson em sistemas de
alta dimensionalidade mas falha em baixas dimensoées. Efeitos de desordem sao particu-
larmente fortes em sistemas unidimensionais para os quais todos os estados eletrénicos sao
exponencialmente localizados para qualquer grau de desordem, exceto em alguns modelos
especificos que incorporam correlacdes na distribuicdo de desordem ou acoplamentos de

longo alcance.

1.6 Interacgao elétron-fénon

Os modelos de condugdo apresentados nas segdes anteriores assumem que os fons dos
solidos cristalinos permanecem fixos nos sitios da rede de Bravais. Apesar de ser uma
hipétese um tanto artificial, vimos que muitas predicGes satisfatorias foram obtidas com
esses modelos.

Entretanto, para obter uma descricao dos sélidos ainda mais préxima da realidade, é
necessario relaxar essa hipétese e incluir no Hamiltoniano do sistema termos devido ao
movimento dos fons. Uma aproximagao usualmente feita é assumir que cada um dos fons
oscila, com pequena amplitude, em torno de um ponto de equilfbrio, que se situam nos
sitios da rede de Bravais (aproximacao harmonica).

Ao considerar a possibilidade de movimento dos ions, torna-se necesséario levar tam-
bém em consideragao a existéncia de modos vibracionais de toda a rede (isto ¢, de fonons)
e incluir no estudo o espalhamento das funcoes de onda eletronicas por esses modos de
vibracdo. Essa nova interacdo do elétron é usualmente chamada interacao elétron-fénon.

O problema das interacoes entre os elétrons de conducao e as vibracoes da rede em
s6lidos apresenta enorme complexidade e boa parte do progresso experimentado nesse
problema é baseado no uso da aprorimacao adiabdtica, também chamada aproximacgao
de Born-Oppenheimer [14; 15].

A aproximacao adiabatica baseia-se no argumento de que as forcas de interagao (Cou-
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lombiana) entre elétrons e fons possuem a mesma ordem de magnitude e, portanto, as
variagoes de momento linear em ambos também sao da mesma ordem. Como a massa dos
fons é muito maior que a dos elétrons, estes devem se mover com uma velocidade muito
maior. Desta forma pode-se assumir que, dada uma configuracdo espacial dos ions, os
elétrons rapidamente relaxam para o estado fundamental correspondente. A importancia
da aproximacao adiabética estd em permitir separar o problema complexo da interagao
elétron-fonon em dois problemas, um referente ao movimento de vibrac¢ao (ou rotacional)
dos fons e outro ao movimento eletronico, deixando apenas uma interacao residual entre
ions e elétrons. A demonstracao matematica dessa propriedade pode ser encontrada nas
referéncias [16; 17].

Foi observado por diversos pesquisadores que a interacdo elétron-fénon também pode
ser uma fonte de localizacao do pacote de onda eletronico [18-22|, através do fenémeno
de self-trapping, ou auto-armadilhamento. Um modelo particularmente esclarecedor do
fenomeno de self-trapping em so6lidos, a exemplo do modelo de Anderson para o estudo
da influéncia da desordem, é a equagdo nao-linear discreta de Schrodinger, que serd

abordada no capitulo seguinte.
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Capitulo 2

Equacao Nao-Linear Discreta de

Schrodinger

2.1 Introducao

Um importante problema em fisica do estado sélido trata-se do estudo de fendémenos
de transporte eletronico em meios nao-lineares. Um fenomeno nao-linear especialmente
importante nesse contexto é o da interagdo forte entre as vibracgoes da rede e os elétrons
— conhecido como interagdo elétron-fonon.

Uma estratégia para estudar os efeitos da interacao elétron-féonon tem sido modelar
a dindmica eletronica através de equacoes de evolucdo quénticas discretas ndo-lineares.
Uma equacao muito encontrada na literatura, que se presta & estratégia acima descrita,

é a equagdo nao-linear discreta de Schrédinger (DNLSE!):

ta; = V(aj+1 + ajfl) - X \aj\Qaj . (2.1)

A DNLSE na forma acima descreve um modelo unidimensional de um cristal molecular,

!Discrete nonlinear Schrédinger equation.

19
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interagindo com um elétron (ou mais genericamente, um éxciton) movendo-se por ele,
onde o indice j percorre todos os sitios da rede (j = 1, ..., N), a;(t) é a amplitude
de probabilidade para o elétron ocupar o j-ésimo sitio na rede, V é um elemento da
matriz de transferéncia (considerando apenas os primeiros vizinhos) e x parametriza a
nao-linearidade elétron-fénon.

Em alguns estudos, a DNLSE ¢é apresentada sob uma forma alternativa,
1a; = V(aj+1 — 2a; + aj_l) ¢ |aj|2aj , (2.2)

que pode ser obtida de (2.1) por meio da substituicdo a; — a; exp(—2iV't).
Vale destacar que a DNLSE (2.1) é um caso particular da equagao de auto-armadi-

Ihamento discreta (DSTE?) [23]

idj+X‘aj‘20j+5ijkak=0 ; (2.3)
k
onde M = [m;;] é uma matriz N x N que descreve o acoplamento entre os sitios da rede.
Com uma escolha apropriada da matriz M e considerando a energia ¢ = —V, podemos
recuperar a DNLSE nas formas (2.1) ou (2.2).
Um fendémeno muito importante que surge nos modelos descritos pela DNLSE (2.1)
é o auto-armadilhamento, ou self-trapping, do pacote eletronico. Nesse regime, que se
estabelece quando o parametro de nao-linearidade x supera um valor critico, um pacote
de onda eletronico inicialmente localizado ndo mais evolui para configuracao espalhada
por todos os sitios, ficando confinado a uma regido limitada proxima ao sitio inicial.
Temos um fenémeno de localizacao induzida por uma nao-linearidade.
O estudo da equacao nao-linear discreta de Schrodinger tem uma longa e interessante
histéria, tendo sido “redescoberta” independentemente em campos diversos da Fisica por

diferentes pesquisadores. O leitor interessado pode encontrar uma boa introducao ao

Discrete Self-Trapping equation.
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assunto em um artigo de Eilbeck e Johansson [24].
O primeiro pesquisador a derivar a DNLSE (2.1), ainda que em sua forma estacionaria,

3 em cristais moleculares

foi Holstein em 1959, em seu modelo do movimento de polarons
[18].

Uma nova motivagdo para o estudo da DNLSE (2.1) surgiu na bioquimica, com
os estudos de Davydov em 1973 sobre transporte energético em estruturas a-hélice de
proteinas [19]. Davydov sugeriu que excitagdes* (vibracionais) de grupos peptidicos
l-amido (oscilagoes da ligagao CO), localizados ao longo da a-hélice, interagem com
fonons da prépria a-hélice, distorcendo-a; essa nova configuragdo, entretanto, interage
novamente via fonon com os grupos peptidicos excitados, podendo aprisionar a excitagao
(self-trapping).

Na década de 1980, o desenvolvimento da teoria dos modos locais de vibragao em
moléculas pequenas [20], em fisico-quimica, foi outro ramo a utilizar a equagao nao-linear
discreta de Schrodinger.

Posteriormente, nos anos 1990, a DNLSE foi utilizada como modelo em estudos sobre
modos localizados intrinsecos (“discrete breathers”) em cadeias de osciladores anarmoni-
cos acoplados [25-27].

Mais recentemente, a equagdo nao-linear discreta de Schrédinger tem sido aplicada
com sucesso em dois novos contextos, que tém atraido bastante atencao: em 6ptica nao-
linear, como modelo para guias de onda acoplados, e em condensados de Bose-Einstein
(BECs).

Jensen, em 1982, ja havia sugerido o uso da DNLSE (2.1) em sua forma de dimero
(7 = 2) como modelo de dois guias de onda acoplados [28], em 6ptica nao-linear. Poste-
riormente, essa estratégia foi extendida para descrever a auto-focalizacdo (self-focusing)

em matrizes de guias de onda acopladas [29] e, dado o sucesso dessa abordagem, muitos

8 Polaron designa uma quasiparticula movendo-se em um cristal, composta por uma particula carre-
gada (elétron) e uma regiao de polariza¢ao induzida por ela (deformagao da rede).

1Davydov solitons.

’Bose-Einstein condensates.
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2.2. Demonstracdo da equagao nao-linear discreta de Schrodinger 22

trabalhos posteriores seguiram propondo aplicacoes em Optica nao-linear derivadas de
propriedades intrinsecas da DNLSE. A partir de 1998, muitos trabalhos experimentais
comprovaram predig¢oes tedricas baseadas na DNLSE em guias de onda acoplados, como
por exemplo a existéncia de solitons espaciais [30] e sélitons discretos propagantes [31].

Ja no contexto do estudo de condensados de Bose-Einstein, o primeiro uso (segundo
Eilbeck e Johansson [24]) da equagao nao-linear discreta de Schrodinger foi para, na forma
de dimero, modelar dois BECs fracamente acoplados aprisionados em um potencial de
duplo poco [32]. Devido ao progresso em experimentos de condensados de Bose-Einstein
aprisionados em potenciais periddicos [33], um movimento semelhante ao ocorrido em
Optica nao-linear se seguiu, com a DNLSE sendo proposta como modelo para o referido
sistema [34] e diversos fenoémenos inspirados em propriedades da dinamica da DNLSE
— como a existéncia de solitons/breathers discretos, por exemplo — foram propostos
em trabalhos posteriores [34-36]. Recentemente, alguns desses fenémenos obtiveram

comprovacao experimental [37-39], ainda que sob certas restri¢oes.

2.2 Demonstracao da equagao nao-linear discreta de Schro-
dinger

A equacgao nao-linear discreta de Schriodinger, conforme visto na na secao 2.1, foi utili-
zada como modelo por diversos pesquisadores em diversas areas da Fisica, como fisica da
matéria condensada (transporte em cristais moleculares [18], modos em cadeias de osci-
ladores acoplados [25-27] e condensados de Bose-Einstein confinados [32-39], bioquimica
[19] e optica ndo-linear [28-31].

A demonstracao da DNLSE 2.1 que se segue baseou-se no modelo do trabalho de
Holstein [18] (propagagao de um polaron em um cristal molecular). Uma discussao da
DNLSE nos problemas de guias de ondas nao-lineares acoplados (6ptica nao-linear) e

de bosons interagentes confinados em um potencial externo (que pode ser extendido ao
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2.2. Demonstracdo da equagao nao-linear discreta de Schrodinger 23

estudo de BECs em redes opticas) pode ser encontrada em [40].

Neste modelo, aproximamos o meio cristalino molecular por uma rede unidimensional
de N sitios diatomicos; a cada j-ésimo sitio estd associado uma varidvel z; dada pela
variacao dos dois nicleos da posigao de equilibrio (z; efetivamente é um grau de liberdade

vibracional). O Hamiltoniano do sistema, na segunda quantizagao [41], é dado por

N N N N
. 1 ~ 2 Muw? 2 At o A toa A oAt oa
H = 2]\4],_5 1Pj —I—jS 1Xj —I—ng_l (Cj Cj+1—|—0j+1 Cj)—i-Ej_E 1XjCj Cj , (2.4)

onde X; é o operador relacionado ao grau vibracional z; do j-ésimo sitio, P; = —ih % é
J

o operador momentum associado a essa mesma variavel, (f'jT(C’j) é o operador referente 4
criacdo (destruicao) de um elétron no j-ésimo sitio, V' é o elemento de matriz (aqui consi-
deramos apenas os primeiros vizinhos) e E ¢ um parametro de energia que, multiplicado
por xj, resulta na energia eletronica no sitio j. Na eq. (2.4), os quatro termos repre-
sentam, respectivamente, a energia cinética da rede, a energia potencial (vibracional) da
rede, a energia de hopping ao mover o elétron entre sitios adjacentes e o acoplamento
entre o elétron e as vibragoes da rede (interacao elétron-fonon).

Resolveremos esse problema na primeira quantizacao. Um estado neste sistema pode
ser representado como uma superposicao de fungoes de onda “moleculares” localizadas
bj:

Yz, ay) =Y ai(z,. ., on) ¢ — ja,zg) (2.5)

N

j=1
Cada funcao de onda ¢;(r — ja,z;) esta localizada sobre o j-ésimo sitio da rede (a
é o vetor da rede de Bravais) e depende do valor da coordenada x;. Os coeficientes
aj(zy,...,zN) das funcoes de onda sao, cada um, dependentes de todas as coordenadas

internucleares.

Nesta demonstracao, faremos uso da chamada aprozimacao adiabdtica, que se fun-
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2.2. Demonstracdo da equagao nao-linear discreta de Schrodinger 24

damenta na ideia de que as vibracoes moleculares nos sitios da rede, descritas pelos z;,
alcancam o equilibrio numa escala de tempo muito inferior & escala da evolugao do elé-
tron [22]. Para os nossos fins, isso significa que podemos ignorar a energia cinética da
rede e minimizar as energias potenciais vibracional e eletronica [18].

Devemos calcular o valor médio de H pois ele serd tomado como o Hamiltoniano
na primeira quantizacdo Hi, e a partir dele serd derivada a equacdo para o problema

(usando o formalismo Hamiltoniano). Para essa finalidade, é ttil determinar Hy:

. Mw?
i = 5 (M) S+ Sl o)+ £y T
j J J

m

x|

J

Muw?
> ( 95m2> aj +V(ajt1 +aj-1) + Exzja;| ¢; . (2.6)

2

m

Tomando o complexo conjugado de (2.5), * =, a;" ¢;*, temos

m

2
/w*ﬁzp dr = ) M; T’ Zai*aj/¢i*¢j dr | +
ij
+V <ai*(aj+1 + aj_1)/<f>z‘*¢>j dr> +
+ F <xjai*aj/qﬁi*¢j dI‘) . (27)

Se assumirmos nulas as integrais de overlap,

[oropar=0  seizg, 2.8)

e considerarmos normalizadas tanto as funcdes de onda “moleculares” quanto a funcao

de onda do estado,

/gzﬁi*(;ﬁj dr=1 ,se i =7, (2.9)

/w*wdr:1 = Y laP=1, (2.10)
j
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podemos simplificar a expressao do valor médio de H (2.7), que é definido como o Ha-

miltoniano na primeira quantizacao:

MCL)Q 2 2

H, = Z 5 Ty + Z [Vaj*(ajﬂ + ajfl) + El‘j |aj| . (2.11)
m J

Como etapa da aproximacgao adiabética, ainda é necessario calcular os x; tal que

seus valores minimizem a energia H;. Diferenciando (2.11) em relacao a uma variavel

xp e incluindo a conservagao da norma (2.10) através de um multiplicador de Lagrange

obtemos, ap6s um rearranjo dos indices dos somatoérios,

0H;

2 2
Ers = Muwzy,+ Elay|” +

Oa;*
da; * * * *
+ Ej &C;(Exj a;* +V(aj1" +a;—1%) — X aj ) . (2.12)

Usando a equacao de Schrodinger independente do tempo, H Y = E"), e a equagao

(2.6), pode-se provar que

M 2
E’aj(*) = Z ( 2w xm2) aj(*) + V(aj+1(*) + aj71(*)> + Eux; aj(*)

m

M 2
= (E/ — Z 2&1 :L'm2> aj(*) = V(aj+1(*) + aj_l(*)) + Exj aj(*) . (2.13)

m

Entao, substituindo (2.13) em (2.12), obtemos

8H1 2 2 ’ Mw2 2 6aj* *6aj
T%:wap—&-E\ap] + E—Z 5 Tm - ; T%aj—i-aja—%

m

O ultimo termo da expressao acima é, devido a conservacao da norma (2.10), igual a
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zero, e a expressao (2.12) é reduzida a

0H
=1 = Mw?z, + Elay|* . (2.14)
Oz,

Para minimizar a energia Hi, os valores z, devem ser tais que as derivadas 0H;/0x),

sejam nulas. Logo, a partir da equacao (2.14), podemos calcular esses x:

2
_ _E |ap|
T T2

(2.15)

Substituindo os x,, (2.15) na expressao para H; (2.11), encontramos a expressao final

para o Hamiltoniano:

E? i}
= Z [—W|aj|4 +Va;*(aj41 +aj-1)| - (2.16)
J

Finalmente, usando as relagbes canénicas

OH . oH
J J

podemos determinar a equac¢ado nao-linear discreta de Schrédinger
idj = V(a1 +aj-1) = xlaPPa; (2.18)

com Y, o parametro que modula a nao-linearidade, definido por

E2

X:

E importante ressaltar que esse modelo possui duas quantidades conservadas: i) a
Energia do sistema e 4) a norma (2.10) da fun¢do de onda do elétron. Segundo o

Teorema de Noether, cada quantidade conservada em um problema fisico esta associada
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2.3. Evolugao temporal de um dimero quéntico discreto e adiabatico 27

a uma simetria do problema. A conservacao da Energia esta relacionada & simetria
de invariancia temporal do Hamiltoniano H; (2.16), enquanto a conservagao da norma
decorre da invaridncia do Hamiltoniano quanto a transformacoes de fase dos coeficientes
da funcao de onda (a; — a; exp(ie)).

Como consequéncia do fato de serem duas as quantidades conservadas, as equagoes
desse sistema (2.18) sao integraveis — isto é, apresentam solugoes analiticas — somente
até dois graus de liberdade, N = 2, o caso do dimero. O caso particular do dimero
obedecendo a DNLSE, cujas solugdes a1 (t) e az(t) podem ser expressas em termos de
fungoes elipticas Jacobianas [21; 28], ¢ um exemplo bastante instrutivo dos fenémenos

derivados da DNLSE (como o self-trapping) e serd estudado na proxima sessao.

2.3 Evolucao temporal de um dimero quantico discreto e
adiabatico

Este problema foi estudado originalmente por Kenkre e Campbell [21]. Nesta secdo
estudaremos o transporte eletronico em um dimero adiabdtico com interacao elétron-
fonon do tipo proposto por Holstein — cujo Hamiltoniano é descrito pelo tltimo termo
da eq. (2.4) — e obteremos solucoes analiticas para a probabilidade de ocupagao dos
sftios.

A dinamica eletronica nesse dimero obedece a equagdes acopladas do tipo DNLSE

(2.1):

1d; = Vag—x|a1\2a1 e (2.20)

idg = Val—x|a2|2a2 . (2.21)

Nestas equagoes, a1(t) e as(t) sao as amplitudes de probabilidade de o elétron ocupar

respectivamente os sitios 1 e 2, V € o elemento da matriz de mudanca intersitios e x é o
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pardmetro que modula a nao-linearidade subjacente & interacao elétron-fénon.

A primeira etapa é calcular, a partir da eq. (2.1), a equacao de Liouville-Von Neu-
mann correspondente para os elementos da matriz densidade. Como consideramos o
elétron do dimero em um estado puro, a matriz densidade é dada por p = |U)(¥|, onde

|¥) & o vetor de estado desse elétron, e os elementos de matriz sdo dados por
Pmn = (MUY (¥ |n) = ap, an,™ . (2.22)
Logo, temos
pr;zn = a;n an>|< +am a7:L* ) (223)
e, substituindo a eq. (2.1) e seu complexo conjugado em (2.23), encontramos a expressao

pn.zn = _iv(am—&—l + am—l) an>'< + Z'X |am|2am an* +

+ Z.‘/am (an—i—l* + an—l*) - ZX |an‘2am an* )

que, reescrita em termos dos elementos da matriz densidade, resulta na equacao de

Liouville-Von Neumann

pr'rm = _iv(pm—i-ln + Pm—1n — Pmn+1 — pmn—l) + iX(pmm - pnn) Pmn - (224)

O proximo passo serd encontrar, a partir da eq. (2.24), a equacao diferencial para a
probabilidade p(t) = |a1(t)|? — |a2(t)|? = p11 — p22, que descreve efetivamente a dinamica
do elétron no dimero.

Para o caso do dimero, é facil obter o seguinte conjunto de equacdes:

p=—2iV(p21 — p12) (2.25)

d(p21 — p12)

T = —2iVp —ixp(pa1 + p12) (2.26)
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d(p21 + pi2)

— _ . 9.97
5y ixp (p21 — p12) (2.27)

Substituindo (2.25) em (2.27), obtemos

d(p21 +p12) X . X 5
=y =P

TV av (228)

Diferenciando a eq. (2.25) e substituindo a eq. (2.26) no resultado, encontramos

P = —4V2p —2XVp(p21 + p12) - (2.29)

Integrando a eq. (2.28), encontramos

t
_ X [fd o
(p21 + p12) = (P21+/912)(0)+4V/0 dS(P ) ds

= (p21 +p12)(0) = (0P + (20 (2.30)

que, ao ser substituido em (2.29), resulta na equagao para p(t) que procuravamos
p=Ap-Bp® | (2.31)

onde
X* o 2 X
A= PO~V = Wx(mtp)0) e B=% . (@23
De posse da equagao diferencial para a probabilidade p(t) (2.31), podemos fazer um
estudo detalhado da influéncia do parametro de nao-linearidade y na dinamica eletronica
no dimero. Neste estudo, simplificamos a situacao considerando que a condicdo inicial
do dimero é com o elétron localizado no sitio 1, o que implica p(0) =1 e p2; = p12 = 0,
reduzindo (2.32) a

2 2
A:X?—zu/? e B:X?. (2.33)
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2.3.1 Caso xy =0

Quando x = 0, teremos A = —4V%2 e B =0, e a eq. (2.31) torna-se

p=—-4Vi | (2.34)

o que implica num comportamento senoidal para p(t) (ver Figura 2.1)

p(t) = cos(2Vt) . (2.35)

05

05

-1 1 | 1 | 1 | 1
0 5 10 15 20

Vit

Figura 2.1: Diferenca das probabilidades de ocupacdo dos dois sitios em funcao de Vi,
no dimero adiabatico, para x/4V = 0: segue um padrao senoidal.

Concluimos, entao, que em um dimero linear (x = 0) o elétron oscila livremente entre

os dois sitios, com um periodo T' = 7/V.
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2.3.2 Caso 0< y <4V

Para este caso, fazemos a substitui¢do k = x/4V e a mudanga de variavel u = 2Vt na
eq. (2.31), o que resulta na equagéo

d?p

oz = (- 2k%)p — 2k*p® . (2.36)

A dindmica do movimento do elétron é, entao, descrita pela solucao [42] da eq. (2.36)
_ _ _ X .
p(t) = cn (u - 2Vt‘k - 4v) , (2.37)

onde cn(ulk) é uma funcdo eliptica de Jacobi.
A funcao cn possui, também, um padrdo oscilatorio entre 1 e —1, com um periodo
dado por
T=4K(k) , (2.38)

onde

(2.39)

w/2 do
K(k) = / ——
0 /1-—k2sin?0
¢ uma integral eliptica do segundo tipo [43]. Quanto maior o valor de x, mais o padrdo

de oscilagoes de p(t) se afasta do perfil senoidal (ver Figura 2.2).

Dentro desse intervalo 0 < xy < 4V, ha dois casos limite importantes.
Caso y <0

Para y pequeno, podemos aproximar (2.37) pela expressao [44]

k2
p(t) =cn (U = QVt‘k‘ = %) R cos U+ - sinu(u — sinucosu) . (2.40)
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Figura 2.2: Diferenca das probabilidades de ocupacao dos dois sitios em funcao de Vt,
no dimero adiabatico, para os valores x/4V = 0 e x/4V = 0,975: comparacao do padrao

trigonométrico ao padrao da fungao eliptica de Jacobi cn.
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Nesse limite, a integral eliptica K (k) (2.39) pode ser aproximada pela seguinte ex-

K(k) ~ g [1 + <§>2] : (2.41)

o que implica que o periodo T' da oscilagao de p(t) sera

pressao [43|

™ X \2
T~ — |1 — . 2.42
V{Jr(sv” (242)
Caso y — 4V_

Nesse limite, a expressao (2.37) é aproximada por [44]

2

p(t) =cn (u = 2Vt‘k = %) ~ sech u — (sinhu coshu — u) tanh usech u
(2.43)
A medida que x se aproxima de 4V, o periodo de oscilacdo do elétron entre os sitios

aumenta (ver Figura 2.3). Neste caso assintotico, é adequado fazer uma aproximagao

logaritmica de K (k), que resulta num periodo de

nd —— % (2.44)

2.3.3 Caso y =4V

Para este caso podemos obter o valor de p(t) substituindo k£ = x/4V =1 na eq. (2.43):
xt
p(t) = sech (2Vt) = sech <2) . (2.45)

O elétron, neste caso, comeca o movimento localizado no sitio 1 mas rapidamente

p(t) converge para 0, o que significa que ele ocupa os dois sitios do dimero com igual

probabilidade.
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Figura 2.3: Diferenca das probabilidades de ocupacao dos dois sitios em funcao de Vt,
no dimero adiabéatico, para os valores x/4V = 0,975 e x/4V = 0,999975: a medida que
X se aproxima do ponto de transigao, o periodo de p(t) torna-se cada vez mais longo.

Este caso denota uma transicao entre dois comportamentos dinimicos distintos do
elétron no dimero: i) o movimento livre do elétron, que como estudamos acontece no
intervalo 0 < x < 4V, ii) e o aprisionamento do elétron no sitio inicial (self-trapping)

para x > 4V, que sera estudado a seguir (ver Figura 2.4).

2.3.4 Caso y >4V

Para o caso x/4V > 1, devemos fazer a substituigdo k' = 4V/x e a mudanga de variavel
v = xt/2 na eq. (2.31), resultando na equagao

d2p

2= -2 (2.46)
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Figura 2.4: Estudo da diferenca das probabilidades de ocupacao dos dois sitios em fun¢ao
de Vt, no dimero adiabético, na transi¢ao entre o estado livre do elétron, quando x/4V <
1, e o estado auto-armadilhado do elétron (self-trapping), quando x/4V > 1. No valor

exato da transicdo, x/4V = 1, o elétron fica igualmente distribuido entre os sitios e
periodo de oscilacao torna-se infinito.

cuja solucdo [42] é dada por

p(t) = dn <U = xt/2|k = 4;(/) , (2.47)

onde dn(v|k’) também é uma fungao eliptica de Jacobi.

A funcédo dn apresenta um comportamento oscilatério cujo limite superior é fixo e
igual a 1 e cujo limite inferior varia em func¢ao do parametro k’: quando k' = 0 o limite
inferior sera 0, e quanto maior for o valor de k' mais o limite inferior se aproxima de 1.

Desta maneira, a probabilidade p(t) nesse dominio de y jamais ultrapassa 0 e configura-

se a dinamica de self-trapping do elétron; e quanto maior for o valor de y, menor seré a
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amplitude de oscilacao em torno do sitio 1 estara o elétron.

O periodo de oscilagao, neste caso, € dado por

T=4K() |, (2.48)

onde K (k') é também definida por (2.39).

No intervalo de interesse x > 4V, hé dois limites importantes a serem considerados.
Caso y — 4V,

Nesse limite, a equacdo (2.47) é aproximada por [44]

12

p(t) = dn <v = xt/2 (sinh v cosh v + v) tanh v sech v

4V
k;’:> ~ sech v +
X
(2.49)
As mesmas consideragdes feitas para o periodo de oscilagdo no caso x — 4V_ valem
aqui. Apos realizar uma aproximacao logaritmica de K (k’), determinamos que o perfodo

¢ dado por

podnd 10 U (2.50)

Caso y > 4V

Para x grande, podemos aproximar (2.47) pela expressao [44]

4 k'?
K = :) ~1———sin?v . (2.51)

p(t) = dn <U = xt/2 1

Como p(t) apresenta uma forma trigonométrica (ver Figura 2.5), ndo é dificil notar

que o perfodo das oscilacées é dado por

T~ . (2.52)
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Figura 2.5: Diferenca das probabilidades de ocupacao dos dois sitios em funcao de Vt,
no dimero adiabético, para x/4V = 1,375: para valores grandes de x se, p(t) recupera o
padrao trigonométrico.

2.4 Equagoes da dindmica eletrénica sem a aproximagao
adiabatica

Conforme vimos até o presente momento, a equagao nao-linear discreta de Schrédinger
tem sido de importancia significativa no estudo de problemas de diversos campos da Fi-
sica, por muitos anos. O sucesso desse modelo demonstra que a aproximacao adiabéatica,
assumida durante o calculo da DNLSE (2.1), ¢ uma boa aproximagao para esses sistemas.

E importante lembrar que a aproximacdo adiabatica se justifica pelo fato de as vi-
bracoes moleculares nos sitios da rede, descritas pelos x;, alcancarem o equilibrio muito

velozmente, numa escala de tempo inferior quando comparada & escala da evolugdo do
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elétron. Kenkre e Wu [22] demonstraram (para o caso do dimero) que uma nova dindmica
eletronica pode ser obtida se “flexibilizarmos” essa aproximagao adiabatica. Seguiremos
essa sugestao e calcularemos as equagdes da dindmica do sistema, sem fazer uso da apro-
ximagao adiabética.

Seguindo o procedimento usado na segao 2.2, devemos calcular o valor médio do
operador Hamiltoniano H (2.4), o qual sera tomado como Hamiltoniano na primeira
quantizacao H;. Em seguida, usaremos o formalismo Hamiltoniano para encontrar as
equagoOes da dinamica. A funcdo de onda eletronica seré representada na mesma base
usada na se¢ao 2.2 (2.5), de fungoes de onda “moleculares”,; localizadas nos sitios da rede.

Considerando nulas as integrais de overlap (2.8) e normalizadas as func¢oes de onda

localizadas (2.9) e a do estado eletrénico (2.10), encontramos para o valor médio de H:

R 2
/w*der = —27;42/¢*aif2 dr +

Muw? .
+ Z 5 $m2 + Z [Vaj (aj+1 + aj,l) + Exj |aj|2 ,(2.53)
J

m

que ¢ o mesmo valor encontrado anteriormente (2.11), adicionado de um termo referente
a energia cinética da rede.

A integral do primeiro termo de (2.53) pode ser reduzida por integragao por partes,

fv

Seja assumindo condigoes periddicas de contorno, ou assumindo que o volume de integra-

00" 0% gy

0% OTm

&y . O
gz =" = ‘ - (2.54)

¢80 é grande e ¥ e ¥* diminuem rapidamente nesse limite, temos que o primeiro termo
da eq. (2.54) é nulo.
Logo, apos reescrever a expressao (2.54) em termos dos coeficientes a; das fungoes de

onda localizadas e substitui-la na eq. (2.53), encontramos a expressao final do Hamilto-
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niano na primeira quantizacao:

h Oa;* Oa; Muw? . 2
Hi=)" [QM 83}; ax;] +;2 Tm® +; [Vaj (aj41 +aj-1) + Exj|a]

jm
(2.55)
Usando as relacoes canénicas,
0H, . OH; .. 0H; e 0H,
= — =—— = — = 2.56

e sabendo que p,,, o momentum da molécula do sitio m, é definido pela relacdo classica

Pm = Mx,,, podemos determinar as equacdes acopladas que descrevem a dindmica do

sistema:
’idj = V(aj+1 + aj,l) + E$j a; (2.57)
. 2 W2X 2

com x definido pela equagao (2.19).

A eq. (2.57) descreve a evolugao da amplitude de probabilidade de ocupagao do sitio
J pelo elétron, e a eq. (2.58) descreve a evolugdo da vibragdo do sitio da rede, com a
qual interage o elétron. A interacao elétron-fonon esta representada nos iltimos termos
das equagoes acima: em (2.57), a energia do elétron no j-ésimo sitio é proporcional ao
deslocamento do equilibrio desse mesmo sitio; ja em (2.58) a posi¢ao de equilibrio do
sftio 7 é deslocada de um valor proporcional & probabilidade de ocupacao do sitio.

O Hamiltoniano do problema considerado é conservativo, como ja foi visto na se¢ao
2.2; entretanto, seria fisicamente mais realista considerarmos uma dissipagao da energia
de vibracao da rede. Neste trabalho, usaremos a simplificagao proposta por Kenkre e
Wu [22]| na eq. (2.57),

2

&+ ad;+wie = f% la;|* (2.59)

e incluimos a dissipagao da energia vibracional por meio de um termo “ad hoc” a2, que
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representa um amortecimento das oscilagoes de cada sitio j.
Na proxima segao, serd realizado um estudo do caso do dimero nao-adiabatico, regido
pelas equagdes (2.57) e (2.59) aqui demonstradas, e comparados os resultados com os do

dimero adiabético (segao 2.3).

2.5 Evolucao temporal de um dimero quantico discreto nao-
adiabatico

O estudo descrito nessa secao foi realizado originalmente por Kenkre e Wu [22]. Nesta
secao serd estudado o transporte eletréonico em um dimero com interacao elétron-fénon
do tipo proposto por Holstein — cujo Hamiltoniano é descrito pelo dltimo termo da eq.
(2.4) —, mas sem fazer a usual aproximagao adiabatica, e levando em conta a dissipacao
de energia de vibracao pela rede através da introducao de um termo de amortecimento
nas equagoes.

A dindmica desse sistema € descrita por um conjunto de equacdes acopladas do tipo

(2.57) para os elétrons

idp = Var+FExiay | (260)

ido = Vai+FExoay (2.61)

e (2.59) para os graus de liberdade vibracional da rede

w

B+ ad e = —?X|a1|2 , (2.62)
2

By +axe +wiey = —fxlaﬂz . (2.63)

Nestas equagoes, a1(t) e as(t) representam as amplitudes de ocupagao, respectivamente,

dos sitios 1 e 2 pelo elétron, V é o elemento da matriz de transferéncia intersitios, F é
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um parametro de energia da interacao elétron-fonon, z1(t) e x2(t) representam respec-
tivamente os deslocamentos do ponto de equilibrio dos sitios 1 e 2, a é o coeficiente de
arrasto e w é a frequéncia angular das vibracoes dos sitios, e x é o pardmetro que modula
a nao-linearidade subjacente & interacao elétron-fénon, definido como (2.19).

Aqui utilizaremos uma aproximagao proposta por Kenkre e Wu [22] e vamos tomar
o limite de o e w grandes o suficiente para que as derivadas de segunda ordem em (2.62)
e (2.63) possam ser desprezadas. Além disso, consideramos que nesse limite a/w? — T.

Com essas consideragoes, pode-se mostrar que as equacoes (2.62) e (2.63) para a

evolucao da rede se reduzem a

r
f1+Tz; = —XE‘GHQ , (2.64)
. T

do+ Ty = —XE\@F . (2.65)

A partir das eqs. acima obtidas, podemos interpretar o pardmetro I' como o inverso do

tempo caracteristico de “relaxagao vibracional” 7 [22]:

lday _ day A_K| 12
T at  di/r) 0 EWY

Para estabelecer um paralelo entre o estudo do dimero nao-adiabético e o efetuado na
secao 2.3, para o dimero com aproximacao adiabéatica, calculamos a seguir as equagoes de
Liouville-Von Neumann para os elementos da matriz densidade e, a partir dela, deduzimos
equacoes para

p(t) = lar ()] — a2 () (2.66)

que representa a diferenca das probabilidades de ocupacao dos sitios, e

y(t) = (=E/X) [11(t) — 22()] (2.67)
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que representa a diferenca dos deslocamentos dos sitios da posicdo de equilibrio, norma-
lizados pelo fator (—FE/x). Nesta se¢do, assim como fizemos na segao 2.3, estudamos o
dimero em suas condicOes iniciais mais simples, com o elétron localizado no sitio 1 e os
sitios em posigao de equilibrio: 21(0) = 22(0) = 0, |a1(0)]*> = 1 e |az(0)* = 0.

Neste sistema, consideramos o elétron estd em um estado puro, assim como no caso
do dimero adiabatico, e valem as equagoes (2.22) e (2.23), deduzidas na se¢ao 2.3, res-
pectivamente para os elementos da matriz densidade e para a derivada temporal desse
elemento de matriz.

A partir da eq. (2.23), substituindo a eq.(2.57), encontramos a expressao

Pmn = _Zv(am—H + am—l) an” — 1B Ty aman” +

+iVam (ant1™ + an—1") +iExy aman”

que pode ser reescrita em termos dos elementos da matriz densidade, resultando na

equacao de Liouville-Von Neumann correspondente a (2.57)

pmn = _iv(perln + Pm—1n — Pmnt+1 — pmnfl) - ZE(xm - 1771) Pmn - (268)

A partir da eq. (2.68), é facil demonstrar o seguinte conjunto de equagoes:

p=—2iV(pa1 — p12) , (2.69)
d(p21 — . .
(pmdtpm) = —2iVp —ixy(p21 + p12) (2.70)
d(po1 + p )
(21dt12) = —ixy(p21 — p12) - (2.71)

Diferenciando a eq. (2.69) e substituindo (2.70) no resultado, obtemos

Pp=—4V?p—2Vxy(pa1 + p12) - (2.72)
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Substituindo (2.69) em (2.71), obtemos

d(p21 + p12) X

= 2 yP 2.
dt 2V yp (273)
e, integrando (2.73), encontramos a expressao
p21 + P12 2V J, Y ds ) .

levando em conta que, devido as condigoes iniciais, (p21 + p12)(0) = 0.
Substituindo a eq. (2.74) na eq. (2.72), obtemos a expressao final para a equagio
diferencial de p(t)

p=Ap— Bp*+C(t) |, (2.75)

onde

A:%—zﬂ/? . B=X o (2.76)

cw=—{u0 [0 [ ars Lo -per]} e

A equagdo para y(t) pode ser facilmente demonstrada a partir das equagoes para os

graus de liberdade vibracional, (2.64) e (2.64):

j+yy=Cp . (2.78)

Pode-se perceber que, na eq. (2.75), as constantes A e B calculadas (2.76) sdo
idénticas as constantes do caso adiabatico (2.33) obtidas na secdo 2.3, com as mesmas
condicoes iniciais; ja a diferenca entre as duas abordagens estd contida no termo de
correcao C(t), definido na eq. (2.77).

Podemos notar que, se aplicarmos a aproximacado adiabatica — ou seja, que as vibra-

¢oes da rede ocorrem em uma, escala de tempo muito inferior & da evolucao eletréonica —
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para os resultados do dimero nao-adiabatico aqui demonstrados, os mesmos se reduzem
aos resultados do caso adiabético.
Na eq. (2.78), isso equivale a fazer y = 0, o que implica por (2.67) em y(t) = p(t).

C(t), entao, torna-se

cu = o [0 [2] a3 oo )

o) = 0,

e recuperamos a eq. (2.31) do caso adiabatico.
Nas equagoes da evolucao dos deslocamentos dos sitios da rede, (2.64) e (2.64), fazer

a aproximagcao adiabatica equivale a fazer 7 = 22 = 0, que implica em
X 2 X 2
r1T = ——=|C1 e Tog=——=]|C2
X e X e

Esses dois valores para x1 e 2, quando substituidos nas equagoes (2.60) e (2.61) da
evolugao das amplitudes para o elétron, resultam nas equacoes (2.20) e (2.21), obtidas
no caso adiabatico.

As equagbes aqui demonstradas para p(t) e y(¢) nao possuem solucao analitica até
o momento e, portanto, todas as conclusoes sobre a evolucdo temporal do sistema que
mostraremos foram obtidas numericamente a partir das eqs. da dindmica eletronica,
(2.60) e (2.61), e da dinamica das vibragoes dos sitios da rede, (2.64) e (2.65), usando as
mesmas condi¢oes iniciais aqui consideradas.

Em nossa anélise, estudaremos a influéncia de dois pardmetros, a nao-linearidade x
e a taxa de relaxacao vibracional I', na probabilidade de retorno do elétron, isto &, na

amplitude de probabilidade do sitio inicialmente ocupado.
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Caso I'/V ~ 1

Inicialmente, consideremos que as vibragoes do sitio relaxem mais lentamente (I'/V ~ 1).
Nesse regime, pode-se observar que a probabilidade de retorno do elétron oscila para se
estabilizar, em perfodos longos, em determinados valores dependentes de escolha de x.
Esses valores para a probabilidade sdo exatamente os mesmos do estado estacionario
do dimero no caso adiabatico [23]: quando escolhemos xy < 2V, a probabilidade de

retorno p; é igual a %; j& para x > 2V, a probabilidade se estabiliza em um dos valores

%{1 + [1 — (2V/x)]"/?} (ver Figura 2.6).

1 T | T T
| — xv=10| |
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» \\\/,‘ -
O 1 | 1 | 1
0 10 20 30

Vit

Figura 2.6: Probabilidade de retorno do elétron em fun¢ao de Vt no dimero nao-
adiabatico, com I'/V = 1. No caso x/V = 1, nota-se que o valor limite de p; é 0,5;
para y/V = 2,5 e x/V = 4,5, no entanto, os limites sio dados por 3{1—[1— (2V/x)|Y/?}
e sao, respectivamente, 0,2 e 0,052. Em todos os casos, verifica-se que o limite assintotico
de p1 segue os valores do estado estacionario do dimero adiabatico [23].
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Caso I'/V > 1

Consideremos agora um regime em que a relaxagdo vibracional é suficientemente rapida
— isto é, um comportamento mais préoximo do adiabatico. Observa-se que a proba-
bilidade de retorno, num primeiro momento, segue aproximadamente a mesma diné-
mica das fungdes elipticas de Jacobi estudada no caso adiabatico do dimero (se¢ao 2.3):
cn(2Vt]%) para xy < 4V (ver Figura 2.7) e dn(X?t 4;/) para x > 4V (ver Figura 2.8).

Em tempos mais longos, as vibragtes do dimero relaxam e a probabilidade de retorno

converge novamente para os valores do estado estacionario do caso adiabatico.

1 T | T | T
g 0,5 |
e nao-adiabatich
A adiabético
0 - , | L
0 10 20 3(

Vit

Figura 2.7: Probabilidade de retorno do elétron em funcdo de Vt no dimero nao-
adiabatico, no caso de relaxacdo vibracional rapida (I'/V = 5-10%): para x/V = 3,9,
p1 inicialmente segue a funcao cn[2Vt|(x/4V)], caracteristica do comportamento adiaba-
tico; em seguida as vibragbes vao sendo amortecidas e a probabilidade converge para o
valor do estado estacionério no dimero adiabéatico.

Concluimos, desta forma, que no dimero nao-adibético coexistem duas transicoes de
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Figura 2.8: Probabilidade de retorno do elétron em fungdo de Vt no dimero nao-
adiabatico, no caso de relaxacdo vibracional rapida (I'/V = 5-10%): para x/V = 4,1,
ap6s o ponto de transi¢do dindmica, p; segue inicialmente a funcao dn[(xt/2)|(4V/x)],
caracteristica do comportamento adiabético; posteriormente a probabilidade converge
para o valor do estado estacionario no dimero adiabatico.

naturezas diferentes: uma transicdo “estatica” em torno de x = 2V e uma transigdo
“dinamica” em torno de xy = 4V.

A transicdo estética se apresenta no limite de tempo longo, para qualquer valor de I':
para x < 2V a probabilidade de localizacao do elétron esté igualmente distribuida entre
os dois sitios, e para y > 2V assume um dos valores ${1 = [1 — (2V/x)]'/?} em cada
sitio (ver Figura 2.9). Estas sao precisamente as probabilidades do estado estacionario
do dimero adiabatico.

O que determina se a probabilidade de retorno sera {1+[1—(2V/x)]*/2} ou ${1—[1—
(2V/x)]*/?} € o valor de T; a medida que varia o valor de T, o limite da probabilidadade

de retorno varia entre esses dois valores (ver Figura 2.10).
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Figura 2.9: Estudo da transicdo estatica para pi, que ocorre em y = 2V. Pode-se
observar que para x < 2V o limite assintético no tempo de p; vale 0,5. Para y > 2V,
ocorre uma transicao e o limite passa a diferir de 0,5, diminuindo mais & medida que x
¢ ampliado. Neste caso, consideramos I'/V = 2. Retirado da Ref. [22].

A transigao dindmica se configura em valores suficientemente grandes de I' (relaxagao
vibracional répida) para o comportamento inicial da evolu¢ao do dimero, que segue a

dindmica da transicdo de self-trapping do caso adiabatico: em valores de y < 4V, a

xt 4V)
X

Atencdo especial deve ser dada para a evolucdo no caso em que 2V < x < 4V:

probabilidade de retorno segue cn(2Vt]4X ), e para x > 4V segue dn(

inicialmente, as oscilagbes na probabilidade de retorno sao amortecidas para o valor
%, aparentemente se estabilizando nesse valor. Entretanto, se levarmos a simulagdo a
periodos de tempo suficientemente longos, o retorno se estabiliza definitivamente em um

dos valores previstos inicialmente para a transicao estatica (ver Figura 2.11).
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Figura 2.10: Estudo do limite assintético de p; para xy > 2V em funcao dos tempos
caracteristicos de relaxagao vibracional 1/I". No regime de x apoés a transicao estética,
o limite de p; pode assumir alternadamente os valores {1 + [1 — (2V/x)]/2} ou {1 —
[1 - (2V/x)]"/?}, a medida que I varia. Retirado da Ref. [22].

Portanto, este sistema simples composto por um dimero ja demonstra que a dindmica
eletronica pode apresentar um comportamento muito rico na presenca de nao-linearidade
no regime nao-adiabéatico. No préximo capitulo, noés iremos extender essa analise para o

estudo das propriedades de transporte eletrénico e cadeias longas.
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Figura 2.11: Quando temos 2V < x < 4V, devemos ter o cuidado de levar a simulagio
numérica do dimero a tempos suficientemente longos, sob risco de obtermos conclusoes
equivocas acerca do limite final de p;. Nesta figura, fizemos I'/V = 0,2 e x/V = 2,5.

2.6 Auto-focalizacao

Uma gama de importantes fendmenos ondulatérios podem ser modulados por equagoes

nao-lineares de Schrodinger, seja em sua forma discreta (2.1) ou em sua forma continua

0w 2, _

Um destes fendmenos, usualmente descrito em estudos de 6ptica nao-linear, é a auto-
focaliza¢do, também chamado de self-focusing, identificado com a distorcao da frente de
onda de um feixe de luz por si mesma ao atravessar um meio ndo-linear, como uma lente
auto-induzida [45].

Um exemplo de natureza continua é o caso de um feixe laser de perfil Gaussiano
incidindo sobre um meio com indice de refracio n = ng + An(|E|?); como o centro do
feixe possui intensidade maior que as bordas, este enxergard um indice de refragdo maior

devido & parcela An(|E|?) dependente da intensidade, e se deslocars com uma velocidade
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menor. O efeito resultante é a distorcao da frente de onda do laser, que se assemelha ao
efeito de uma lente.

Um exemplo de natureza discreta em Optica nao-linear surge no estudo de guias
de ondas acoplados. Neste caso, a auto-focalizacdo é identificada com solugdes cuja
intensidade da luz apresenta um perfil soliténico, concentrada em torno de um dos guias
de onda [46].

Equacoes nao-lineares de Schrédinger, entretanto, servem de protétipo matematico
para fenémenos ondulatérios em outros contextos, como acistica ndo-linear, condensados
de Bose-Einstein, hidrodindmica e na dindmica de polarons. Como consequéncia, tém
surgido estudos sobre efeitos andlogos em capos distintos como, por exemplo, a relagio

6 e a instabilidade modulacional [47].

entre as rogue waves

Em nosso trabalho, utilizamos essa mesma terminologia de 6ptica nao-linear para
descrever o fendmeno em que a funcdo de onda do elétron, uma vez delocalizada, torna-
se localizada em torno de uma regifio especifica do sistema. E importante distinguir o
efeito de auto-focalizacao do fenémeno de auto-armadilhamento (self-trapping): os dois
casos tratam da localizacdo do pacote de onda eletréonico, mas no primeiro a funcao de

onda se espalha por todo o sistema antes da focalizagdo; no segundo caso, a funcdo de

onda do elétron ndo chega a se espalhar pelo sistema, e este fica armadilhado.

5 Rogue waves sio ondas gigantes que surgem em alto mar e nio estdio relacionadas a terremotos,
como as tsunamis.
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Capitulo 3

Dinamica eletronica em cadeias
unidimensionals nao-lineares

discretas

3.1 Metodologia

Neste capitulo apresentaremos os resultados do nosso estudo da localizacao de estados
eletronicos em cadeias unidimensionais ndo-lineares discretas. A nédo-linearidade do nosso
modelo refere-se & interagao entre o elétron e os ions dos sitios da rede (interagao elétron-
fonon), e foi estudada nos limites adiabético e nao-adiabéatico.

A evolugdo temporal do pacote de onda eletrénico, no limite adiabatico da intera-
cdo elétron-fonon, foi modelada matematicamente pela equacao nao-linear discreta de

Schrédinger (DNLSE) (2.1)
i(ij = V(CL]‘_H + aj_l) - X \aj\Zaj ; (31)
no caso do limite ndo-adiabatico da interacao elétron-fénon, a cadeia é modelada pelo
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conjunto de equagoes acopladas do tipo (2.57) e (2.62)

idj=V(ajp +aj1) +Exja; (3.2)
. € j X
zj+ 7] =5 laj|* (33)

Nas equacoes acima, a; representa a amplitude de probabilidade de localizar o elétron no
sitio j, z; representa o grau de liberdade vibracional desse mesmo sitio, x parametriza
a interacao elétron-fonon nao-linear, V' é o elemento de matriz entre primeiros vizinhos,
E é um pardmetro de energia da interacdo elétron-fénon e 7 é o tempo caracteristico
de relaxacao das vibracoes da rede. As equagoes de ambos casos foram discutidas no
capitulo 2, nas secoes 2.2 e 2.5. No trabalho concentramo-nos em cadeias com condicoes

periodicas de contorno (cadeias circulares),

aN+1 = aip , (34)

(ZN+1 - éLl . (35)

A estratégia adotada para estudar a localizagdo do pacote eletronico foi acompanhar a
evolucao, nos limites adiabético e nao-adiabatico com 7 = 1, da probabilidade de retorno
4 origem p1(t) = |a1(t)|?, da funcdo participacdo ¢ e, em alguns casos, da probabilidade de
localizac@o do elétron no sitio mais distante do inicial (sitio “oposto”) p,(t) = |a%+1(t)|2.
Foram analisadas diversas séries temporais para tentar caracterizar a influéncia da nao-
linearidade x sobre o comportamento de longo prazo (quando o sistema j& estivesse
relaxado) das quantidades acima citadas. As simulagoes foram feitas para cadeias de 50,
100, 200 e 400 sitios.

Este trabalho foi realizado através de integragdo numérica das equagoes da dindmica
eletronica pelo método Runge-Kutta de quarta ordem [12; 13]. Utilizamos como con-

digoes iniciais o elétron localizado no primeiro sitio — |a1(0)[* = 1 e |a;(0)[* = 0 para
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Jj # 1 — e todos os sitios inicialmente na posi¢ao de equilibrio — z;(0) = 0 para todos
j.
Cabe aqui uma breve explicagdo sobre a func¢io participagdo. A fungdo participagio,

ou razao participacao [48], é definida como
) (3.6)

e ¢ uma medida do grau de localizagdo da funcao de onda de uma particula. Em nosso
estudo sobre o elétron, a funcdo de onda é normalizada e o numerador da expressao
(3.6) é igual a 1. Consideremos duas situacoes instrutivas sobre o conceito da funcao

participagao:
e Seja um elétron localizado em um tnico sitio m. Assim, temos |a,|? =1 e

1
f=— =1
1+0+0+---
e Seja um elétron cuja funcao de onda se estende por todos os N sitios da cadeia, com

amplitude de probabilidade a; idénticas em cada sitio. Dessa forma, a condigao de

normalizagao da funcdo de onda implica que |aj| =1/V N e

1

“soane Y

Portanto, £ mede aproximadamente o nimero de sitios em que as amplitudes a; sao
diferentes de zero. Para funcoes de onda localizadas em uma certa regiao do espago, & é

finito no limite termodinamico [48].
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3.2 Limite adiabatico

No caso em que as interacoes elétron-fonon sdo adiabéticas, as simulacoes para quaisquer
tamanhos da rede ndo relaxam até um estado bem definido, por mais longo que seja o
tempo de simulagao, como pode ser visto na Figura 3.1.

50 T

401

w
o

~

participacao

N
o

10

| | | | | | | | |
O0 20000 40000 60000 80000 le+0t
Vit

Figura 3.1: Participacao versus tempo V¢, no caso adiabético, para uma cadeia com 50
sitios com nao-linearidade x = 1. O grau de localizagdo do pacote eletrénico permanece
oscilando por uma zona razoavelmente definida em torno de N/2 = 25, sem no entanto

relaxar até um valor definido. Padrao semelhante ocorre para cadeias com 100, 200 e 400
sftios.

A estratégia adotada para essa situacao foi tomar um tempo de simulagdo bastante
longo (Vt ~ 10%), para que o sistema evoluisse até alcancar o regime de equilibrio assin-
totico e calcular valores médios em um periodo de tempo menor (Vt ~ 10%), ji dentro

deste regime, da participagdo e da probabilidade de retorno.
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Figura 3.2: Participacao assintética versus nao-linearidade y, no caso adiabatico, para
cadeias com 50, 100, 200 e 400 sitios. Em torno de xy = 3,5 ocorre uma transi¢do entre a
fase metalica e a fase isolante da cadeia.

Um resumo dos valores assint6ticos para a participagao e da probabilidade de retorno
a origem pode ser observado nas Figuras 3.2 e 3.3. Podemos definir trés regimes de

localizagdo, a depender de .

(i) Para nao-linearidade variando pela faixa 0 < y < 3, o pacote de onda se espalha
por todos os sitios da rede, com a razao de participacao oscilando por volta de N/2
(ver Figura 3.2). Nota-se também que a probabilidade de retorno é inversamente
proporcional ao tamanho da rede (ver Figura 3.3), o que concorda com o fato de o

pacote estar espalhado por toda a rede.

(ii) Quando a nao-linearidade est& no intervalo de 3 < x < 3,5, ha comportamentos
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Figura 3.3: Probabilidade de retorno assintética versus nao-linearidade y, no caso adia-
bético, para cadeias com 50, 100, 200 e 400 sitios. Nota-se que um aumento de y além de
3,5 induz uma localizagao de self-trapping do elétron, impedindo que o pacote de onda
se espalhe pela rede.

(iii)

distintos para cadeias curtas (50 e 100 sitios) e longas (200 e 400 sitios). Em
cadeias curtas o pacote de onda inicialmente se espalha pela rede para, em seguida,
focalizar em torno de alguma regido da cadeia (ver Figura 3.4). Essa focalizacao
do elétron, entretanto, ndo é estavel por longos periodos de tempo, o que explica a

instabilidade da probabilidade de retorno na Figura 3.3.
Em cadeias longas, ocorre uma extensao do comportamento do regime (i), do in-

tervalo 0 < y < 3.

Para nao-linearidade x > 3,5 a interacdo entre o elétron e a rede é tao intensa que

o pacote de onda nao consegue se espalhar, ficando preso ao redor do sitio inicial
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Figura 3.4: Participacao versus tempo V¢, no caso adiabatico, para uma cadeia com
50 sitios com nao-linearidade xy = 3,5. Nota-se inicialmente um padrao estendido
da funcdo de onda eletronica. Em torno de Vit = 20.000 ocorre uma queda da razao
participacao, o que indica uma focalizacao (localizagdo) da fungdo de onda.

(ver Figura 3.5). Este é o mesmo fenomeno de self-trapping que estudamos para o

caso dos dimeros, nas secoes 2.3 e 2.5.

Em resumo, identificamos que no limite adiabatico uma interacao elétron-fénon sufi-
cientemente intensa, em nosso modelo para x > 3,5, pode induzir uma transi¢ao metal-
isolante através do fénomeno de self-trapping, em cadeias unidimensionais. Observamos
que, em todos os casos estudados, a funcao de onda eletrénica permanece oscilando por

toda a cadeia, sem alcancar estados estacionérios.
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Figura 3.5: Participagao versus tempo V¢, no caso adiabatico, para uma cadeia
com 50 sitios com ndo-linearidade xy = 4,5. A participagdo nao supera o valor
5, o que indica uma forte localizacdo do pacote de onda eletronico induzida pela
interacao elétron-fonon.

3.3 Limite nao-adiabatico

No caso em que as interagoes elétron-féonon sao nao-adiabdaticas, encontramos em nossas
simulacoes que apds um longo periodo de tempo o sistema relaxa até um estado bem
definido. Isso se explica por termos adicionado um termo dissipativo na equacao das
vibragoes da rede, que faz com que as oscilagoes dos dtomos (que sdo responsaveis pelo
grau de liberdade vibracional) de cada sitio da rede sejam amortecidas até alcancar uma

posicao determinada.

Foi adotada a mesma estratégia do caso adiabatico para caracterizar a localizagao
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Figura 3.6: Participagdo assintética versus nao-linearidade x, no caso nao-adiabéatico,
para cadeias com 50, 100, 200 e 400 sitios. Em torno de xy = 0,4 ocorre uma transigao
entre a fase metéalica e a fase isolante da cadeia. Acima de x = 3 ocorre a transicao de
self-trapping.

eletronica, registrando valores médios assintoticos para longas séries temporais da fungao
participacao (Figura 3.6) e da probabilidade de retorno a origem (Figura 3.7). Além
dessas duas quantidades, fez-se necessério o acompanhamento da probabilidade de loca-
lizagdo do elétron no sitio mais distante da origem (Figura 3.8), que chamamos de sitio
“oposto” (inspirado na caracteristica circular da cadeia).

No caso nao-adiabatico, podemos definir cinco regimes de localizagao do elétron, em

funcao do pardmetro de nao-linearidade y.

(i) Para uma nao-linearidade x < 0,4, o pacote de onda do elétron se espalha por toda

a rede, de forma semelhante ao caso adiabédtico com nao-linearidade fraca. Nota-se
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Figura 3.7: Probabilidade de retorno assintética versus nao-linearidade y, no caso nao-
adiabatico, para cadeias com 50, 100, 200 e 400 sitios. No intervalo 0,4 < x < 3 observa-se
que o elétron pode focalizar completamente na origem, no sitio oposto (ver Figura 3.8),
ou miltiplas regioes. Para x além de 4 é induzida uma localizagdo de self-trapping do
elétron, impedindo que o pacote de onda se espalhe pela rede.
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Figura 3.8: Probabilidade assintética de localizagao no sitio oposto versus nao-linearidade
X, no caso nao-adiabdatico, para cadeias com 50, 100, 200 e 400 sftios. No intervalo
0,4 < x < 4 observa-se que o elétron pode focalizar completamente na origem (ver
Figura 3.7), no sitio oposto, ou em miultiplas regioes.
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que o pacote se espalha, no maximo, por um nimero de sitios da ordem de 5N/8,
com excessao do caso de cadeias muito curtas (50 sitios) em que o pacote se espalha

por completo.

No intervalo de 0,4 < x < 3, de ndo-linearidade média, obtivemos trés comportamen-

tos bastante distintos daqueles encontrados no caso adiabético.

(i)

(iii)

Para todos os tamanhos de rede foi observado que, na primeira metade do intervalo
de x, a funcao de onda eletronica se espalha por toda rede e, em seguida, se focaliza
(Figura 3.9a); essa focalizacdo pode se concentrar em dois lugares: ou no sitio
inicial ou no sitio oposto. Essa focalizagdo ao redor de xy = 0,4 corresponde a uma

transicao metal-isolante.

Na cadeia de 50 sitios a funcao participacao segue uma curva suave, indicando
que a focalizacao se concentra integralmente ou no sitio inicial ou no oposto mas,
quando aumentamos o tamanho da rede, a funcido participacdo passa a apresentar
valores acima da curva suave esperada em determinadas “janelas” no intervalo de
X (ver Figura 3.6). No caso de 400 sitios, observa-se também uma regiao de “janela
sobre janela”, ou uma janela de segundo nivel. Estas janelas na funcao participacao

configuram localizacoes miltiplas e equidistantes do pacote eletronico.

No caso de janelas simples, o pacote apresenta uma combinagdo dos comportamen-
tos anteriores: ela se concentra no sitio inicial e no sitio oposto (ver Figuras 3.10a
e 3.11). No caso de janelas de segundo nivel das cadeias de 400 sitios, o pacote
apresenta uma tripla localizacdo em regides equidistantes da cadeia circular (Fi-
gura 3.10b): os picos se concentram por volta dos sitios N ~ 67, N ~ 200 (sitio
oposto) e N ~ 333. Pode-se especular a existéncia de outras janelas corresponden-

tes a multiplas localizacGes para tamanhos de rede superiores a 400 sitios.

Ja no intervalo de 3 < x < 4 foi observado que a interacao era suficientemente forte

para impedir a focalizagdo da fungdo de onda em outra regido que nao o sitio inicial,
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mas ainda assim o pacote se espalhava por uma regido consideravel da cadeia antes

da focalizacao.

(v) O ultimo regime ocorre para x > 4 e corresponde ao regime de nao-linearidade
forte do caso adiabatico. Nessa configuracdo, a interacdo elétron-fonon é muito
intensa e o pacote eletréonico permanece preso proximo & origem, sem conseguir se
espalhar pela rede (ver Figura 3.9a). Esse valor caracteriza uma segunda transicao,

equivalente ao self-trapping estudado no capitulo 2.

Em resumo, observamos que no limite ndo-adiabéatico a interacio elétron-féonon pode
dar origem a duas transi¢bes: uma transicao metal-isolante independente do self-trapping,
para um pardmetro de nao-linearidade por volta de x = 0,4, e uma transicao de self-
trapping em torno de x = 4. Também identificamos que a focalizacdo que ocorre entre as
duas transicoes pode se dar de trés formas: integralmente no sitio inicial, integralmente
no sitio oposto, ou em regides miltiplas e equidistantes, a depender da intensidade da

interacdo nao-linear e do tamanho da rede.
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Figura 3.9: Participacao versus tempo Vt, no caso nao-adiabatico, para uma cadeia
com 100 sitios com nao-linearidade (a) x = 2,5 e (b) x = 4. Em (a) o pacote de
onda eletrénico inicialmente se espalha pelos sitios da rede, mas posteriormente o
sistema relaxa para um estado localizado do pacote de onda. Ja em (b) a interacao
elétron-fonon é tao intensa que o pacote de onda eletrénico nao consegue se espalhar

pela rede, ficando retido nas proximidades do sitio inicial (self-trapping).
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Figura 3.10: Distribuicao de probabilidades assintéticas por sitio, no caso nao-
adiabatico, para multiplas localizacoes com (a) 100 sitios e x = 2,5 e (b) 400 sitios
x = 2,1. Em (a) percebemos uma localizagdo dupla em torno dos sitio inicial e
oposto. Em (b) percebemos uma localizacdo tripla.
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Figura 3.11: Probabilidades (a) de retorno e (b) de localizac¢ao no sitio oposto para
uma cadeia de 100 sitios, com y = 2,5, no caso nao-adiabéatico.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho analisamos a influéncia das interagdes entre os elétrons e as vibragoes da
rede no grau de localizagdo dos estados eletronicos, em cadeias unidimensionais e discre-
tas de 50, 100, 200 e 400 sitios. As interacdes foram estudadas no limite adiabatico, em
que os elétrons movem-se muito mais velozmente que os ions da rede e, portanto, rela-
xam instantaneamente para a configuracao de menor energia, e no limite ndo adiabatico
com tempo de retardo 7 = 1, com dissipacao introduzida por um termo de arrasto nas
equagdes de movimento da rede. Consideramos em nosso estudo cadeias periédicas, sem
desordem, e desprezamos a interagao elétron-elétron em nosso modelo, para garantir que
nao houvesse interferéncia das localizacoes de Anderson e de Mott em nossos resultados.
O sistema, com a interagao elétron-fonon, foi descrito pelo Hamiltoniano molecular (2.4)
introduzido por Holstein [18].

Observamos que a interacao elétron-fonon pode efetivamente desencadear uma tran-
sicdo metal-isolante por meio do fenémeno de self-trapping, tanto no limite adiabatico
como no nao-adiabatico.

No caso de interacoes adiabéticas, percebemos que a interacdo elétron-fonon dé ori-
gem a trés regimes de comportamento assintético do pacote de onda eletrénico. No

primeiro regime, caracteristico de nao-linearidade fraca (0 < x < 3), o pacote de onda é
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espalhado pela rede (estado metalico), e observa-se que a funcao participacao oscila ao re-
dor de N/2. Em cadeias de tamanho curto (entre 50 e 100 sitios) e para nao-linearidades
médias (3 < x < 3,5), foi observado um segundo regime do pacote de onda: inicialmente
ele se espalha pela rede para, em seguida, focalizar em torno de alguma regido. Entre-
tanto, essa focalizacdo nao é estavel e, em periodos de tempo suficientemente longos, o
pico do pacote de onda se desloca para outras regides da cadeia. O terceiro regime ocorre
para nao-linearidade forte (y > 3,5), e se caracteriza pela forte localizagao do pacote de
onda eletrénico ao redor do sitio inicial (estado isolante). Essa localizacdo ¢ identificada
com o fenémeno de self-trapping. Observamos que, em todos os casos com intera¢ao adi-
abatica estudados, a funcdo de onda eletronica permanece oscilando por toda a cadeia,
sem alcancar estados estacionarios.

No limite nao-adiabatico das interagoes, entretanto, observamos que as oscilacoes do
sistema relaxam até a fun¢@o de onda do elétron atingir um estado definido, devido ao
fato do sistema ser dissipativo (caso semelhante a um oscilador harmoénico amortecido).
A interacao elétron-fénon, nesse caso, dé origem a cinco regimes de comportamento as-
sintético do pacote de onda do elétron. O primeiro ocorre para nao-linearidade fraca
(x < 0,4), e ¢é caracterizado pelo espalhamento do pacote de onda pela rede (estado
metalico). O segundo e terceiro regimes ocorrem no intervalo de nao-linearidade média
(0,4 < x < 3) e correspondem a estados localizados (isolantes). No segundo regime,
observado na primeira parte do intervalo e em todos os comprimentos de rede estudados,
o pacote de onda se espalha por toda a rede e posteriormente se focaliza completamente,
ou em volta do sitio inicial, ou em volta do sitio oposto. No terceiro regime, que acontece
para cadeias de comprimentos maiores (100 sitios em diante) na segunda metade do inter-
valo de nao-linearidade média, observamos a ocorréncia de “janelas” de nao-linearidade
que favorecem localizacdo em dois ou trés pontos equidistantes, com um ndmero cres-
cente de janelas para maiores comprimentos da rede. No quarto regime, observado para

nao-linearidade média-forte (3 < x < 4), o pacote eletronico também se espalha pela
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rede, mas a maior intensidade da interacdo elétron-fénon impede a formacado de esta-
dos localizados fora da origem. Este estado pode ser falsamente identificado como um
self-trapping. O quinto e ultimo regime acontece para ndo-linearidade forte (x > 4) e é
similar ao regime de self-trapping correspondente no caso adiabatico.

O estudo de cadeias com comprimentos superiores a 400 sitios pode ser alvo de novas
investigacoes, que podem ajudar a compreender as miltiplas focalizagbes no terceiro
regime, no limite ndo-adiabatico das interagoes elétron-fonon, e talvez revelar a existéncia
de focalizacbes em quatro ou mais regides. Também seria interessante investigar os
regimes de resposta rapida (7 < 1) e lenta (7 > 1). Outras perspectivas futuras sdo
o teste condicbes de contorno abertas para a cadeia, além de investigar os efeitos da
inclusdao de desordem na energia e correlagées entre os elétrons no Hamiltoniano do
problema. Esperamos que o presente trabalho possa estimular futuras contribui¢oes ao

longo destas linhas.
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