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Resumo

Diferentemente da légica booleana (cldssica), onde tem como caracteristica princi-
pal a exatidao, a logica fuzzy é caracterizada pela incerteza, pela divida. Nesse sentido,
nosso trabalho se utiliza desse aspecto da logica fuzzy para implementar uma nova possi-
bilidade para avaliagoes escolares, visto que existem diferentes tipos de avaliagoes e dentre
estes, existem as avaliacoes objetivas, onde é minimizado ou até desconsiderado todo o
raciocinio empregado pelo estudante até a marcagao de determinada alternativa, obser-
vando apenas o resultado final de sua resposta. Esse fato nos motivou a criar uma técnica
onde as avaliagoes objetivas nao perdessem essa parte do conhecimento tao importante
para o desenvolvimento dos alunos e, mesmo sem a necessidade de uma dissertacao do

assunto referido, observe-se a capacidade de organizagao e resolucao das questoes.

Palavras-chave: Fuzzy, duvida, avaliacoes, raciocinio, objetivas.



Abstract

Unlike boolean logic (classical), where fuzzy logic is characterized by uncertainty,
it is characterized by accuracy. In this sense, our work uses this aspect of fuzzy logic to
implement a new possibility for school evaluations, since there are different types of evalu-
ations and among these, there are objective evaluations, where all the reasoning employed
by the student is minimized or even disregarded the marking of a certain alternative, ob-
serving only the final result of its response. This fact motivated us to create a technique
where the objective evaluations did not lose that part of the knowledge so important for
the development of the students and, even without the necessity of a dissertation of the

referred subject, observe the capacity of organization and resolution of the questions.

Keywords: Fuzzy, doubt, evaluation, reasoning, objective.
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Introducao

A légica booleana (clssica) é famosa por definir claramente a pertinéncia de de-
terminado elemento a algum conjunto, tendo como caracteristica principal a exatidao.
Numa linha oposta a essa esta a légica fuzzy (também chamada de 1égica nebulosa), que
estd baseada no tratamento de termos onde, principalmente nas fronteiras dos conjuntos,
existe duvida, incerteza sobre a pertinéncia de algum elemento a um conjunto.

Na educacao podemos ressaltar o principio da logica fuzzy nos métodos avaliativos
do processo de ensino e aprendizagem, uma vez que a avaliagao escolar é ponto de bastante
atencao por parte de professores e pesquisadores da educacao, principalmente no conflito
entre avaliacoes objetivas, como prova escrita, na forma de julgar a capacidade do aluno
e avaliacoes mais subjetivas como o desenvolvimento e participacao do aluno na sala de
aula. Nesse segundo ponto podemos observar a existéncia do conceito fuzzy, ja que a
participacao e desenvolvimento de um aluno sao termos bastante subjetivos e nao sao
bem definidos. Ja as avaliacoes objetivas possuem critérios mais rigidos em relagao a
certo ou errado, sendo criticado por muitos pedagogos e pensadores da educacgao pelo
fato de ignorar qualquer fase cognitiva do aluno no processo de desenvolvimento de suas
respostas, assim, é esse ponto que tomamos para tentar flexibilizar a avaliacao e minimizar
esse aspecto rigido advindo da légica classica.

No primeiro capitulo deste trabalho vamos falar sobre a légica fuzzy, comegando
pela diferenca em relagao a légica classica (booleana), posteriormente definindo um sub-
conjunto fuzzy, operagoes com conjuntos fuzzy, além de todos os contetidos considerados
importantes para a construcao do nosso trabalho, como o principio de extensao de Zadeh,
operagoes aritméticas com numeros fuzzy, relacoes fuzzy e sistemas baseados em regras
fuzzy. Ao fim deste apanhado tedrico que serd fundamental para nossa intervencao, trou-
xemos uma secao com aplicagoes utilizando tudo que se passou no capitulo.

O segundo capitulo traz a nossa intervencao pedagogica no ambito das avaliagoes
presenciais, utilizando as teorias contempladas no primeiro capitulo para criar um novo
modelo de avaliar questoes objetivas de multipla escolha, considerando, além da resposta
final, a quantidade de certeza que o aluno tem para fazer tais afirmacoes.

Seguindo o mesmo raciocinio, o terceiro capitulo trabalha questoes de multipla
escolha observando a quantidade de certeza do aluno, porém em um ambiente virtual de
aprendizagem, que remete ao conceito da educacao a distancia.

E por fim, trazemos um quarto capitulo com algumas consideragoes finais a cerca
de tudo que foi trabalhado nos capitulos anteriores, o objetivo do trabalho e sua finalidade.

Apos as referéncias bibliograficas, o leitor encontrara no Apéndice A uma atividade

proposta ao 7° ano do ensino fundamental, junto com a formacao das porcentagens de
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cada alternativa, com a finalidade de verificar o método proposto no segundo capitulo
deste trabalho, e no Apéndice B, uma planilha para normalizacao das notas dadas pela

plataforma Moodle no sistema fuzzy utilizado no AVA.



1 Conjunto Fuzzy

1.1 Um Pouco de Histéria

Tradicionalmente, quando falamos em légica, somos tentados a considerar as coisas
sob o ponto de vista da logica booleana, onde conseguimos distinguir com certa facilidade
a pertinéncia dos elementos aos conjuntos, e ainda temos que, ou um elemento pertence
a um determinado conjunto ou nao pertence a esse conjunto, nao havendo uma terceira
opgao (principio do terceiro excluido), uma perspectiva intimamente ligada com o conceito
de verdadeiro ou falso.

Por exemplo, consideramos um conjunto formados apenas por moedas de 10 cen-
tavos. Entao temos que uma moeda de 10 centavos pertence a esse conjunto, enquanto
duas moedas de 5 centavos nao pertencem a esse conjunto.

Por outro lado, existem alguns conjuntos cuja pertinéncia ou nao de um elemento a
eles nao é tao precisa, principalmente nas fronteiras desses conjuntos, como sao exemplos
os conjuntos das pessoas altas, do frio, da distancia, entre outros. Visualizando esse tipo
de conjunto, com suas imprecisoes, que foi idealizada a logica fuzzy. E foi a partir dessa
caracteristica de imprecisao que se deu o nome fuzzy, que do inglés significa nebuloso,
obscuro, impreciso, incerto, vago, confuso, entre outros sinonimos.

Nesse sentido, a logica fuzzy é baseada em termos vagos, onde a pertinéncia de
seus elementos nao é totalmente clara e objetiva, fazendo com que a légica booleana nao
seja tao precisa em seu tratamento e haja a necessidade de uma complementacao para
uma possivel correcao nesse déficit.

Para melhor visualizar a diferenca no tratamento dos dados, vamos inserir o se-
guinte exemplo que serd colocado de duas maneiras, uma para cada ponto de vista logico

(booleana e fuzzy).

Exemplo 1.1 Consideramos o conjunto dos homens brasileiros de estatura alta, os quais
estao pertencentes a esse conjunto os homens de altura igual ou superior a 1,80 metros.

Primeiramente observando sob o ponto de vista da légica booleana, vemos que
esta estritamente definido o conjunto dos homens brasileiros altos e sabemos diferenciar
facilmente a pertinéncia ou nao a esse conjunto, ou seja, um homem que mede 1,80 metros
ou mais pertence ao conjunto, enquanto outro homem que mede 1,79 metros ou menos
nao pertence ao mesmo conjunto.

Porém, se for observado visualmente, lado a lado, os dois elementos, um me-
dindo 1,80 metros e outro medindo 1,79 metros, vamos acabar por transferir ambos ao

mesmo conjunto, pois a diferenga visual é tdo pouca ou até desprezivel (a depender dos
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individuos) que acabamos por considerar de mesma altura, ou consideramos ambos no
mesmo conjunto com graus de pertinéncia diferentes entre eles. Este segundo ponto de
vista é exemplo do que acontece na perspectiva da logica fuzzy, encontrando os padroes
de melhor para definir algo, observando sob uma ética mais humana, criando uma flexi-
bilidade na teoria dos conjuntos.

Podemos encontrar exemplos de incerteza em diferentes campos das ciéncias exa-
tas, como os Principios de Incerteza e as Incertezas de Medicao observadas tanto na
Quimica, quanto na Fisica. A Matematica ainda estd dando seus primeiros passos acerca
das incertezas, no sentido proveniente da aleatoriedade de eventos, e uma boa literatura
adicional no sentido das aplicagoes da légica fuzzy ¢ [1].

O conceito de légica fuzzy foi introduzido pelo matematico americano azerbaijano
Lotfi Aliasker Zadeh[[] (1921 - 2017) em 1965 com a publicagio do artigo “fuzzy sets” (con-
juntos difusos), cuja finalidade foi dar um tratamento matematico a termos linguisticos
subjetivos. Dando, dessa maneira, o primeiro passo em relagao a inserir conceitos vagos
em computadores, tornando possivel a produgao de calculos com informagoes imprecisas
ou vagas, a exemplo do que fazem os seres humanos. Nasce dessa forma a teoria da légica

fuzzy e consigo os primeiros estudos sobre inteligéncia artificial.

Com o intuito da utilizagao dos conceitos de conjunto fuzzy, légica fuzzy e suas
aplicacoes, faremos a seguir a apresentacao de tais conceitos basicos que serao utilizados

com frequeéncia ao longo do texto.

1.2 Conjuntos Classicos e Incertezas

Para fazer a formalizacao da teoria dos conjuntos fuzzy, Zadeh utilizou o fato de
que qualquer conjunto classico pode ser descrito através de uma funcao caracteristica,

como podemos ver na seguinte definicao.

Definigao 1.1 Sejam U um conjunto universo e A um subconjunto de U. A fungao

caracteristica que descreve os elementos de A é dada por:

1, se z€A,

xa(r) =
0, se z¢A.

Dessa forma, a funcao y4 possui como dominio o universo U e sua imagem é o
conjunto {0, 1}, onde y4(x) = 1 indica que o elemento x pertence ao subconjunto A e

Xa(x) = 0 indica que o elemento x nao pertence a A. Assim, podemos observar que a

1 Zadeh foi um matemaético, engenheiro eletrénico e cientista da computacio estadunidense, ele foi

professor de Ciéncia da Computacao na Universidade da Califérnia.
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fungao x4 descreve (caracteriza) completamente o conjunto A, uma vez que essa fungao
indica quais sao os elementos do universo U que também pertencem ao conjunto A. E

temos a seguinte representacao grafica para x 4.

Lf

Figura 1 — Funcao caracteristica de um conjunto classico.

Porém, podem existir casos em que a pertinéncia de elementos a um conjunto nao
é precisa, assim, nao é possivel definir com exatidao se o elemento pertence ou nao ao

conjunto. Nesse sentido, vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 1.2 Diante do conjunto A = {x € A < x € alto}, verificar se um jogador de
basquete de 2,13 metros, uma girafa de 4,4 metros e um prédio de 9 metros de altura

pertencem a tal conjunto.

Note que nao é simples definir se os elementos apresentados pertencem ou nao ao
conjunto em questao, pois o termo “alto” é bastante subjetivo, pelo fato de nao sabermos
qual o referencial utilizado no tratamento de tal termo. O que podemos definir com maior
exatidao é que o prédio é mais alto que a girafa, que por sua vez é mais alta que o jogador
de basquete.

Por conta de casos deste tipo que surge a necessidade de uma formalizacao ma-
tematica dos conceitos da logica fuzzy, que iniciaremos a seguir com o conceito de sub-

conjunto fuzzy.

1.3 Subconjuntos Fuzzy

E importante, antes de iniciar os conteidos relativos a secao, lembrarmos que na
teoria classica, sempre que nos referimos a um conjunto A, na verdade estamos consi-
derando um subconjunto de algum conjunto universo U, mas por simplicidade dizemos
apenas conjunto A, mesmo A sendo um subconjunto. No caso fuzzy acontece o mesmo com

o uso desses dois termos, por isso utilizaremos ambos indistintamente no nosso trabalho.
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Como a ideia do conjunto fuzzy esta relacionada com a imprecisao, resultados com
niveis de aproximacao, a ideia de Zadeh consiste em observar o conjunto imagem de uma
funcao caracteristica nao como um conjunto discreto formado apenas por dois elementos
(0 e 1), mas consiste em observar o conjunto imagem desta fun¢do como um intervalo
[0,1], tendo assim uma infinidade de possibilidades para a imagem de um elemento, e
por consequéncia, podemos ter dois elementos com suas imagens tao proximas quanto se

queira, o que vem a ser caracterizado da seguinte maneira.

Definicao 1.2 Dado um conjunto universo U, um subconjunto fuzzy F de U € caracte-
rizado pela fun¢ao
22 U— [07 1]7

pré-fivada, a qual chamaremos de fung¢ao de pertinéncia do subconjunto fuzzy F.

Figura 2 — Funcao pertinéncia de um conjunto fuzzy

Neste caso, é possivel perceber que o valor pp(x) € [0,1] indica o grau de per-
tinéncia em que o elemento x € U esta incluso em relacao ao subconjunto fuzzy F', onde
wr(z) = 0 indica que o grau de pertinéncia do elemento x ao conjunto F' é zero, enquanto
¢r(z) = 1 indica a pertinéncia completa de x ao conjunto fuzzy F.

Verificada a Definigao 1.2, podemos observar também uma outra maneira de

denotar um subconjunto fuzzy com a definicao a seguir.

Definicao 1.3 Dado subconjunto F' de um universo U, definimos F' como o conjunto dos

pares ordenados da forma
F={(z,pr(r));z € U}.

Podemos enfim constatar que a definicao do conjunto fuzzy foi dada ampliando
o conjunto imagem da funcao caracteristica de um conjunto classico. Nesse sentido, ¢é

possivel concluir que o conjunto classico é um caso particular do conjunto fuzzy.
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De acordo com a légica fuzzy, um conjunto classico é denominado como conjunto
CTisp.

Para conseguirmos ilustrar melhor a diferenca entre conjunto fuzzy e o conjunto
crisp, vamos apresentar o seguinte exemplo, que sera trabalhado a partir dos dois modelos

separadamente.

Exemplo 1.3 Dado um conjunto universo de algumas pessoas do sexo masculino, dessas

sao consideradas altas todas as que tiverem altura iqual ou superior a 1,70 metros.

Se o interesse for descrever o conjunto sob o ponto de vista classico, teremos que

o conjunto crisp C' que indica as pessoas altas é dado por:

1, se x>1,70
0, se z<1,70.

Xo(r) =

Porém, se a intencao for descrever o conjunto sob o ponto de vista fuzzy, teremos
que, uma das possibilidades de descrever um conjunto fuzzy F' que indica as pessoas do

sexo masculino que sao altas é:

1, se x>1,70,
orp(r) =10z — 16, se 1,60<z<1,70,
0, se r < 1,60.

1.4 Operacdes com Conjuntos Fuzzy

Pelo fato de estarmos trabalhando com conjuntos e subconjuntos, entao devemos
definir com clareza as operacoes bésicas entre conjuntos fuzzy, como uniao, intersecgao e
complementacao, que é exatamente o que faremos nesta secao. Devemos lembrar também
que todo subconjunto é também um conjunto, assim as operagoes que mostraremos a
seguir sao validas tanto para conjuntos, quanto para subconjuntos.

Sejam A e B dois subconjuntos fuzzy de um universo U. Dizemos que A é um
subconjunto fuzzy de B se p4(z) < ¢p(x), para todo = € U, e este fato é denotado com

a mesma simbologia utilizada nos conjuntos crisp, ou seja, A C B.

Observacgao 1.1 Perceba que a funcao pertinéncia do conjunto vazio é dada por g = 0,
e de forma andloga, a funcao de pertinéncia do conjunto universo U € dada por ¢y = 1.

Com efeito disso, podemos concluir que @ C A C U, para todo A.

Como ja foi dito anteriormente, Zadeh utilizou ideias advindas dos conjuntos crisp

como base para definicoes dos conjuntos fuzzy, o que nao foi diferente no momento de
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fazer defini¢oes formais de suas operagoes. Com isso, para a definicao da uniao entre

subconjuntos fuzzy, Zadeh utilizou o seguinte fato:

1,se xreAouzxeB

max{xa(z), xp(z)} =
0O,se ¢ Aex ¢ B

1 se xre AUB
0 se x¢ AUB
= Xun)(z), Vz e U.
E dai segue a defini¢ao:

Definigao 1.4 (Uniao). A uniao de dois subconjuntos fuzzy A e B de um universo

U é um subconjunto fuzzy de U e sua func¢ao de pertinéncia é dada por

Praup) (2) = max{pa(z), pp(x)}.

Seguindo por raciocinio andlogo, chegamos a definicao de interseccao.

Defini¢ao 1.5 (Interseccao). A intersec¢ao de dois subconjuntos fuzzy A e B de

um universo U € um subconjunto fuzzy de U e sua func¢do de pertinéncia é dada por

Panm) () = min{pa(e), op(@)}-

Outra definigao importante é a de complementagao, que no caso do conjunto fuzzy

nao ¢ dificil de verificar que:

Definigao 1.6 (Complementar). O complementar de um subconjunto fuzzy F € U

¢ o subconjunto fuzzy F' € U tal que sua funcdo de pertinéncia € dada por
pr(z) =1—¢p(z), Yz el

Vistas as defini¢oes, para melhor ilustrar os casos de uniao, interseccao e comple-
mentagao enttre conjuntos fuzzy, podemos observar na Figura 3 as ilustracoes de tais

operacoes, onde A e B sao conjuntos fuzzy.

Na sequéncia pretendemos explorar algumas peculiaridades apresentadas na com-

plementagao de um conjunto fuzzy, e para isso segue um exemplo.
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Figura 3 — Ilustracao das operacoes de uniao, interseccao e complementacao.

Exemplo 1.4 (Conjunto fuzzy do calor). Para esse exemplo, devemos ter clareza na
observacao de que o conjunto fuzzy C do calor reflete uma situacdo oposta da verificada
no conjunto fuzzy F do frio, quando estamos considerando a temperatura temporal em
certo ambiente habitdvel. Podemos ainda notar que a fun¢ao pertinéncia do conjunto
do calor deve ser crescente, enquanto a funcdo pertinéncia do conjunto do frio deve ser
decrescente, dessa maneira, podemos dizer ainda que uma € a complementacao da outra,

dessa maneira, uma possibilidade para descrever a funcao pertinéncia de C €

pc(r) =1 —pp(),

onde pp(x) € a fungao pertinéncia do conjunto do frio. A partir dai, vamos adotar a

sequinte func¢do para descrever a pertinéncia:

0, se x <10

xz — 10
20 7
1, se x > 30.

se 10 <z <30

po(r) =1—pp(z) =

E a representacao grdfica para esse modelo apresentado pode ser a sequinte:

0.5

10 30 7

Figura 4 — Grafico fuzzy da temperatura.
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Perceba que a operacao de complementacao permuta seus graus de pertinéncia
dos subconjuntos fuzzy C' e F', fazendo com que, enquanto ¢¢ indica o grau de com-
patibilidade dos graus (z) no requisito “calor”, seu complementar ¢ indica o grau de
incompatibilidade dos graus (z) no mesmo requisito. Esta, entdo, é uma propriedade que
caracteriza os conjuntos fuzzy.

Uma curiosidade apresentada com relacao aos conjuntos fuzzy é que ha uma in-
terseccao entre um conjunto fuzzy e seu complementar. Podemos observar no exemplo
anterior que a temperatura de 20° C estd contida com mesmo grau de pertinéncia (0,5)
tanto no conjunto fuzzy do calor, quanto no conjunto fuzzy do frio. Este é um fato co-
mum aos conjuntos fuzzy, uma vez que esse expressa a duvida, assim, quanto maior for o
grau de duvida na pertinéncia de um elemento a um conjunto, mais proximo esse grau se
encontrara de 0, 5.

Porém, é importante deixar claro que a funcao descrita em cada exemplo é ex-
pressa segundo a compreensao de cada item pelo seu autor, assim sendo, existem outras
fungoes que poderiam representar o mesmo exemplo. Além disso, apesar dos termos “ca-

9

lor” e “frio” terem significados reconhecidamente opostos em termos linguisticos, nao é
necessario que sejam colocados como complementares, ficando a critério do autor faze-lo
ou nao, pode-se tranquilamente expressa-los isoladamente, retratando sua caracteristica

de forma isolada da outra, veja:

0, se x <10
() = LxQ—ix+1 se 10 <z <30
e 100" " 207w =
1, se x > 30.
e
1, se x> 10
1 3 9
or(z) = @xz_?o“i’ se 10 <z <30
0, se x > 30.

A seguir introduziremos um exemplo onde serao observadas ao operagoes de uniao,
interseccao e complementacao entre subconjuntos fuzzy, faremos isso com o proposito de

melhorar a visualizagao de tais conceitos.

Exemplo 1.5 Um estudante pegou cinco objetos e os enumerou de 1 a 5, em sequida
realizou uma fuzziﬁcagdﬂ desses objetos observando dois subconjuntos como base, G e
P, grandes e pesados, respectivamente. Colocou seus dados em uma tabela e em sequida

realizou as operacgoes de uniao, intersec¢ao e complementacao entre os dois conjuntos

2 Fugzzificacdo: Transformacdo de varidveis do problema em valores fuzzy.
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para verificar a relagao entre a massa e o tamanho de cada objeto. Veja a sequir a tabela

encontrada pelo estudante:

Objeto | Grande: G | Pesado: P | GUP |GNP | ¢ | GUG | GNGE
1 0,2 0,1 02 | 01 |o08] 08 0,2
2 0,7 1,0 1,0 0,7 0,3 0,7 0,3
3 0,3 0,4 0,4 0,3 0,7 0,7 0,3
4 1.0 1.0 10 | 10 00| 10 0,0
) 0,8 1,0 1,0 0,8 0,2 0,8 0,2

De acordo com a tabela encontrada pelo estudante, é possivel verificar o grau de
inclusao de cada objeto nos subconjuntos G, P, GUP, GNP, (G,
G UG, GNGE, respectivamente, e com isso, podemos também fazer a observacao das

operagoes citadas anteriormente.

Definicao 1.7 Dizemos que dois subconjuntos fuzzy, A e B sdo iguais quando suas
fungoes de pertinéncia sio coincidentes em todo universo U, ou seja, pa(x) = ¢p(z),

para todo x € U.

Na sequéncia, faremos a exibi¢ao das principais propriedades envolvidas nas operacoes

que definimos durante esta secao.

Proposicao 1.1 Sejam A, B e C trés subconjuntos fuzzy quaisquer e U o conjunto uni-
verso. Temos que as operacoes entre subconjuntos fuzzy satisfazem as propriedades a

Sequir:
1. AUg=A e ANg=a.

2. AUU=U e ANU=A.

3. (Idempoténcia) AUA=A e ANA=A

W

. (Involugao) (A’) = A.
5. (Comutatividade) AUB=BUA e ANB=BnNA.

6. (Associatividade) AU(BUC)=(AUB)UC e
ANn(BNnC)=(AnB)nC.
7. (Distributividade) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) e
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

oo

. (Leis de DeMorgan) (AUB) =A'NB" e (ANB)=AUDB.
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Demonstracao.

Para fazer a demonstracao dos oito pontos desta proposi¢ao, consideremos ¢ 4(),
vp(7), po(xr) como as fungdes pertinéncias associadas aos subconjuntos fuzzy A, B e
C, respectivamente, e ainda, para a demonstracao do tépico 8. (Leis de DeMorgan), é
necessario que lembremo-nos das seguintes propriedades relativas ao maximo e ao minimo
entre funcoes:
max[p(2), ¢(2)] = 5 [p(z) + 6(x) + p(z) — d(z)]] e
min[p(z), ¢(z)] = 1 [p(2) + ¢(z) — |p(z) — ¢(z)|], onde () e $(x) sdo fun-¢des com suas
imagens em R. Visto isso, seguem as demonstragoes:

1. AU@ = max{pa(z), pz(r)} = max{pa(x),0} = pa(z) = A

(S

AN@ =min{pa(z), pz(r)} = min{pa(x),0} =0 = pu(z) = @.

2. AUU = max{pa(z), py(x)} = max{pa(z),1} =1=py(z) =U

€

ANU =min{pa(z), pu(r)} = min{pa(z), 1} = pa(r) = A.

3. AUA =max{pa(x),pa(z)} = palzr) =A

€

ANA=min{pa(r), pa(r)} = palr) = A.

4 (A) = [1— (1 - pa(@))] = pale) = A.

5. AU B = max{pa(x), pp(r)} = max{pp(z),pa(r)} = BUA

AN B =min{pa(x), pp(x)} = min{pp(x),pa(z)} = BN A.

AU(BUC) = max{pa(z), max{pvp(z), pc(r)}}
= max{pa(z), vp(x),pc(z)}

= max{max{pa(z), ()}, oc(x)}
= (AuB)ucC



Capitulo 1. Conjunto Fuzzy 18

AN(BNCO) = min{pa(r), min{pp(r), po()}}
= min{pa(z), ¢p(z), pc(x)}
= min{min{ps(z), vp()}, vc(z)}

= (AnB)NnC.
7.
AUu(BNC) = max{pa(z),min{pp(z), pc(r)}}
— min{max{pa(2), ¢()}, max{pa(@), ge(x)})
— (AUB)N(AUC)
AN(BUC) = min{pa(z), max{pp(z), ¢c(r)}}
= max{min{pa(z), pp()}, min{pa(z), eo(z)}}
= (ANB)UANCQO).
8.
(AUBY =1- max{pa(s), ¢(x)}
=15 [pa(@) + ¢p(2) +|pale) — ¢a(2)]]
=3 2= (pa(@) + ¢5(2) +|pa(z) — ¢5(2)])]
— 1[(1 - pa@) + (1 - pp(a)) - or(o) — pa)]
=min{l — pa(x),1l —pp(x)} = A NB

(ANB)" =1-min{pa(z) ¢p(x)}
=1—3[pa(@) + ¢p(2) = [pa(z) — pp(2)]]
=52 (pal@) + ¢B(2) = lpa(z) — pp(@)])]
=5 [(1 = pa(2) + (1 — wp(x)) + [pa(r) — pp(2)]]
=max{l —pa(z),l —pp(z)} = A UB.

1.5 Suporte e a-nivel

Agora vamos estudar uma classe especial de conjuntos crisp que possui relagao
direta com os subconjuntos fuzzy. Esses conjuntos indicam o principio das incertezas
representadas nos conjuntos fuzzy.

A seguir veremos uma defini¢ao de um subconjunto crisp que é bastante importante

no estudo da légica fuzzy.

Definicao 1.8 Dado o universo U e um subconjunto fuzzy F, um subconjunto cldssico

denominado suporte de F' é definido por
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suppl’ = {z € U;pr(z) > 0}

Apoés esta definicao dada, vamos observar o seguinte exemplo para melhorar a

compreensao de tal conceito.

Exemplo 1.6 Considerando os subconjuntos fuzzy B, M e A, que representam os con-
ceitos das estaturas baixa, mediana e alta, respectivamente, em centimetros nas pessoas
de nacionalidade brasileira e de sexo masculino.

Agora consideremos as sequintes funcoes de pertinéncia que definem cada um dos
subconjuntos, para isso, admitiremos como conjunto universo, ou dominio da fung¢ao, o
intervalo [100,250]:

1, se x < 165,
ep(r) =4 —-0,20+34, se 165 <z <170,
> 0, se x > 170.
0, se r <165 ou x > 181,
0,2x — 33, se 165 < x < 170,
eu(z) =
1, se 170 < x < 176,
K—O, 204+ 36,2, se 176 < x < 181.
.
0, se r < 176,
pa(r) =40,20+352, se 176 <z <181,
\ 1, se x > 181.

Dessa maneira, temos que os conjuntos suportes de cada conjunto fuzzy B, M e

A sao:

suppB = {x € [100,250]; 2 < 170} = [100, 170),
suppM = {z € [100,250]; 165 < = < 181} = (165, 181)
suppA = {z € [100,250];x > 176} = (176, 181]

Uma maneira comum e bastante usual de denotar um subconjunto fuzzy F', quando

tem suporte finito é a seguinte
F = pp(x1)/o1 + orp(x2) /22 + ..+ op(en) /20 = Z or(r:)/ ;.
i=1

E importante fazer uma observacao de que a notacdo pp(2;)/2; ndo indica uma
divisdo e sim, indica apenas uma forma de visualizar o elemento do conjunto (x;) com
seu respectivo grau de pertinéncia (pp(x;)). Da mesma maneira, os simbolos “4” néo
indica soma e “Y"” nao indica somatdério, sdo apenas conectivos que servem para unir os

elementos de U que estao em F' com seus respectivos graus.
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Da mesma forma, quando o conjunto suporte de F' nao for finito, mas for enu-

meravel, podemos denotéd-lo como a seguir

F = pp(z1)/z1 + pp(22) /2 + .. ZSOF )/ i

Um outro conceito bem interessante que veremos em seguida e que sera bastante
importante para a continuacao deste trabalho é o de a-nivel.

Seja F' um subconjunto fuzzy contido num universo U, tal que seus elementos
possuam uma certa ordem que pode ser observada através de graus. Assim, um elemento
qualquer x € U estd em uma determinada classe se seu grau de pertinéncia for maior que
algum valor limite ou nivel o que define tal classe. O conjunto classico de tais elementos

é chamado de a-nivel de F, e é denotado por [F]*.

Defini¢ao 1.9 (a-nivel) Seja F' um subconjunto fuzzy contido num universo U e

a € [0,1]. O a-nivel de F' € o subconjunto cldssico de U definido por
[F]* ={z € U;pp(z) > a} para 0 <a<1.
Vejamos o exemplo:

Exemplo 1.7 Seja F um subconjunto fuzzy representado por

5
F =Y op(w;)/a;=0,4/140,1/240,9/3+ 1,0/4 4 0,6/5.
i=1
Entao,
5
F'=> 1= pp(a)]/z; = 0,6/1+0,9/2+0,1/3+0,0/4+0,4/5.
i=1
Com isso podemos verificar, por exemplo, que o 0,22-nivel de F' e de seu comple-

mento (F') sdo, respectivamente
[F]% = {1,3,4,5} e [F]"* ={1,2,5}.

Uma observacao importante é a do nivel zero de um subconjunto fuzzy F, que
¢ definido como sendo o menor subconjunto crisp fechado de U que contém o conjunto
suporte de F. Em uma linguagem matematica, temos que [F|° é o fecho do suporte de F

e é indicado por SuppF.

Exemplo 1.8 Seja U = [0,10] e F' um subconjunto fuzzy de U com a sequinte relagdo de
pertinéncia:
0, se r <1,
or(x) = %(—xQ +8x—17), se 1<ax<T,

0, se x>T.
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Nesse caso, temos:

[F]*=[a+1,7—a] para 0 <a<1 e [F]°=11,7].

10
[F]° ¢

Figura 5 — a-nivel

Facilitando os calculos: Um fato interessante sobre os a-niveis é que se a fungao
pertinéncia que descreve um subconjunto fuzzy A for descrita através de um (ou mais)
segmento de reta (com coeficiente angular diferente de zero), os a-niveis desta funcao
podem ser obtidos, em sua forma simplificada, tomando dois pontos distintos deste seg-
mento, mudando a ordem de suas coordenadas e calculando a equacgao da reta que passa

por esses novos pontos obtidos.

Exemplo 1.9 Dada uma func¢do pertinéncia (pa(x)) de um subconjunto fuzzy A com a

sequinte caracteristica:

lx, se 0<zx<5h
goA(a:): 2—137, se b<z<10

0, se x > 10.

Nao desenharemos o grafico desta fun¢ao, mas nao € dificil para que o leitor o faga,
verifiquemos apenas que nesse caso temos dois segmentos de reta (com coeficiente angular
diferente de zero) compondo o grifico da funcao, claramente, no primeiro deles, dois
pontos identificados sdo (0,0) e (5,1); e no outro segmento de reta, os pontos identificados
sao (5,1) e (10,0). Portanto, para encontrarmos os a-niveis desta fun¢ao, basta mudar
a ordem das coordenadas de cada ponto e calcular a equacao das retas obtidas, assim,
[A]* = [ba, 10 — 5a.

Dado o conceito de a-nivel e relembrando a Definicao 1.7, da igualdade de con-

juntos fuzzy, podemos propor o seguinte teorema:
Teorema 1.1 Sejam A e B subconjuntos fuzzy de um universo U. Temos que
A = B <= [A]* = [B]|* para todo « € [0,1].

Demonstracao.



Capitulo 1. Conjunto Fuzzy 22

Perceba que o caso A = B = [A]* = [B]* com « € [0,1] decorre imediatamente
da Definigdo 1.7. Portanto nos resta mostrar apenas que para qualquer a € [0, 1],
temos [A]* = [B]* = A = B, e para isso faremos [A]* = [B]* para todo « € [0,1] com
A # B. Pelo fato de A # B, entao existe x € U tal que pa(x) # ¢p(x), dessa maneira
podemos ter p4(z) > ¢p(x) ou wa(x) < pp(x). Vamos utilizar o caso pa(z) > ¢p(x) e
tomar o outro caso como andlogo, assim, temos que x € [A]¥4(®) e z ¢ [B]*4® portanto
[A]#4(®) £ [B]#4(®) o que contradiz a hipétese de que [A]* = [B]* para qualquer « € [0, 1].
Logo concluimos que, se [A]* = [B]* para todo a € [0,1] = A= B.

Definicao 1.10 Dado um subconjunto fuzzy nao vazio F de um conjunto parcialmente
ordenado C. O menor dos limites superiores de F' é denominado supremo de F e é

denotado por sup F'.

Temos como consequéncia do Teorema 1.1 a relagao existente entre a funcao de
pertinéncia de um subconjunto fuzzy e as func¢oes caracteristicas de seus a-niveis. A partir
dai, fazendo algumas verificagoes, nao é dificil observar que uma fungao de pertinéncia de
um subconjunto fuzzy F' (¢r) pode ser expressa em termos de fungoes caracteristicas de

seus a-niveis, ou seja, em notagao matematica temos que
_ 1, se x € [F]*

¢p(r) = sup minfa, x(pe ()], onde X(pe(z) =
ael0,1] 0, se z¢l[F]~

Defini¢ao 1.11 (Nudmero Fuzzy) Um subconjunto fuzzy é chamado de nimero fuzzy
quando sua fungdao de pertinéncia (pr) estd definida em todo dominio R e satisfaz as

condigoes:
e Todos os a-niveis de F' sao nao vazios, com 0 < a < 1;
e Todos os a-niveis de F' sao intervalos fechados de R;

o suppl' = {x € R; pp(x) > 0} € limitado.

1.6 O Principio de Extensdo de Zadeh

Agora vamos ver uma definicao de grande importancia na teoria dos conjuntos
fuzzy. Trata-se do Principio de Fxtensao de Zadeh, que é utilizado na obtencao da imagem
de conjuntos fuzzy com o auxilio de uma funcao classica. Caso o leitor deseje se aprofundar

no caso, sugerimos a leitura de [3].
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Defini¢ao 1.12 (Principio de Extensao de Zadeh). Sejam dados um subconjunto
fuzzy F' de X, e uma funcio f : X — Y. A Extensdo de Zadeh de f ¢ a funcao
f: X — Y que, quando aplicada a F obtém-se o subconjunto fuzzy ]?(F) de Y, cuja

funcao de pertinéncia € dada por

sup pr(z), se fl(y) # 9,
()pf(F)(y) = fﬁl(y)
0, se [Yy)=o.

Onde [~ = {x; f(x) =y}, e € denominada a pré-imagem de y.
E possivel observar que se a funcao f for bijetiva, entao temos a seguinte igualdade

{z; f(z) =y} ={/"' (W)},

onde f~! agora é vista como funcao inversa de f.
A partir dai, observamos que se I’ é um subconjunto fuzzy de X e a funcao f for

~

bijetiva, entao a funcdo de pertinéncia do subconjunto f(F') pode ser descrita como
vimy) = sup pr(r)= sup  pr(r) =r(f (1))
{z;:f(x)=y} {zef~1(y)}
Por outro lado, é possivel que consideremos f : X — Y uma funcao injetiva e F’

um subconjunto fuzzy de X enumeravel (ou finito), e dessa forma terfamos

F= ngp(:v,)/xl

Com efeito dos fatos supracitados, conseguimos que, pelo Principio de Extensao

-~

de Zadeh, f(F') é um subconjunto fuzzy de Y, dai chegamos a seguinte igualdade

f(F) = J?(Z @F(l’z‘)/xi) = Z@F(%)/%-

Portanto, a imagem de F' por f pode ser deduzida com o conhecimento das imagens
de z; por f. E o grau de pertinéncia de y; = f(z;) em f(F) ¢ o mesmo que x; em F.
Na Figura 6, podemos observar um subconjunto fuzzy a partir do Principio de

Extensao de Zadeh.

Proposicao 1.2 Sejam dados F, um subconjunto fuzzy de X e uma funcdao continua
f: X — Y, com a-niveis compactos e nao vazios. Dessa forma, para todo a € [0, 1]

temos

[FR)]" = f4).

O resultado obtido nesta proposicao nos mostra que os a-niveis do conjunto fuzzy,
encontrados através do Principio de Extensao de Zadeh, coincidem com as imagens dos

a-niveis obtidos pela fungao crisp.
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Figura 6 — Principio de Extensao de Zadeh

Exemplo 1.10 Consideremos o subconjunto fuzzy A de nimeros reais tal que sua func¢ao

de pertinéncia seja dada por

4(x —2?), se x€[0,1],
0, se x ¢1[0,1].

Os a-niveis de A podem ser representados através dos intervalos

Loz m),%mm)

4 = |5

Considere agora a funcio real f(x) = x? com x > 0. Logo, temos que f € continua,

portanto, pela Proposicao 1.2

F(A) =[f GQ-vI-a).fGL+vVI-a)]
=[1(1-V1-a)i1+V1-a)?
(

:[ A)]a.

Na figura a seguir, temos a ilustracao do subconjunto fuzzy f(A).

=

)

~~

Qfia)

Figura 7 — Subconjunto f(A)
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1.7 Operacdes Aritméticas com Nimeros

Fuzzy

As operacoes aritméticas com nimeros fuzzy sao referenciadas fortemente por
operagoes aritméticas entre intervalos. Por esse motivo torna-se fundamental a presenca

da definicao a seguir.

Definicao 1.13 (Operagoes Intervalares) Sejam A\ um nimero real e A = [ay, as]

e B = [by, bo] dois intervalos fechados. Temos as sequintes relagdes:

i. A soma entre A e B € dada por

A+B: [a1+bl,a2+b2].

ii. A diferenca entre A e B € dada por

A—B= [a1 —bl,CLQ —bQ]
1i. A multiplicagao de um escalar X por um intervalo A é

A [Aai, Aas], se A >0,

[Aag, Aai], se A <O.
w. A multiplicacao entre A e B €
A - B = [min P, max P],
onde P = {ayby, a1by, asby, ashs}.

v. A divisio de A por B, se 0 ¢ B, é

A e[
B—a17a2 b27b1 :

E importante observar que essas operacdes apresentadas para intervalos sio exten-
sivas a numeros reais. Para isso, basta que fagamos um ntmero real como um intervalo
de extremos iguais.

Unindo esse fato ao Principio de Extensao de Zadeh, realizando alguns calculos
(ndo tao simples) e fazendo algumas observagoes, é possivel verificar que podemos obter
as fungoes caracteristicas de cada um dos intervalos diretamente das respectivas operagoes
para numeros reais. Por conta desse fato que surge a possibilidade de realizar operagoes

aritméticas com ntumeros fuzzy.
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Teorema 1.2 (Principio de Extensdo para intervalos da reta) Sejam A e B
dois intervalos fechados de R, xa(x) e xp(x) suas respectivas funcgoes caracteristicas, e

® uma operacao aritmética qualquer entre numeros reais. Portanto

Xaep(r) =  sup  min[xa(y), x5(z)].
{(y,2);y®@z=x}

Demonstracao.

Para tal demonstragao, primeiramente note que

1, se ye A e z€ B,
0, se y¢ A ou z¢ B.

min(xa(y), x5(2)) =

Ap6s isso, vamos verificar a soma (® = +), 0s casos restantes sao analogos.

) 1, se z€ A+ B,
sup  min [xa(y), x5(2)] =
{(w,2)iy+z=a} 0, se ¢ A+ B.

As operagoes aritméticas com nimeros fuzzy podem ser observadas como casos
particulares do Principio de Extensao, onde as fungoes estendidas sao as operacgoes tra-
dicionais com numeros reais. Porém, como forma de reduzir os calculos e minimizar a
necessidade de tanta teoria realizacao, as operagoes aritméticas com ntumeros fuzzy serao

apresentadas com a utilizacao apenas do conceito de a-nivel.

Defini¢ao 1.14 (Operagoes Aritméticas com Nimeros Fuzzy) Sejam A e B nimeros

fuzzy e @ uma operacdao aritmética para intervalos fechados. O niumero fuzzy A Q@ B €

definido de modo que
[A® B]* = [A]" @ [B]*
para todo o € [0, 1].

Como [A]* e [B]® sao intervalos fechados, entao [A]*®[B]* também é um intervalo
fechado.

Vejamos alguns exemplos de operacoes com numeros fuzzy.

Exemplo 1.11 Realizar as operacoes de soma, subtracao, multiplicacao e divisao entre

0s numeros fuzzy

o

0, se r<—1ou3d<uz, , se r<1oubd<uz,

A: z+1 se _1§gj§1’ eB: 5 se ]_SIL‘SB,

z—1
2
3_7"”, se 1<z <3. 5_733, se 3 <x<h.



Capitulo 1. Conjunto Fuzzy 27

Solucao.

Primeiramente vamos encontrar os intervalos de [A]* e [B]® (ja foi mostrado como
encontrar na pagina 20), onde obtemos [A]* = [2a — 1,3 — 2a] e [B]* = [2a + 1,5 — 2q]
com « € [0, 1], daf utilizaremos a defini¢ado das operagoes aritméticas com nimeros fuzzy

para cada operacao desejada, assim,
o [A+ B|* = [4a,8 — 4a] Ya € [0, 1];
o [A—B|*=da —6,2 — 4a] Va € [0, 1];

[—4a? + 12a — 5,4a% — 16+ 15], se a € [0; 0,5],

o [A-B]* =
[4a? —1,40® — 16a + 15], se a€(0,5; 1];
. [4]° [Serts atd) s se a€[0;0,5],
(3250 5a5] se a€(0,55 1),

Dai, fazendo « variar no intervalo [0, 1] chegamos aos seguintes resultados,

0, se x<0ou8<u,
A+B= % se 0<ux<d4,
\STTOC, se 4<z<8.
.
0, se < —6ou?2<uz,
A—-B= ‘”T%, se —6<x< -2
kij’”, se —2<x<2.
(
0, se < —douldb<uz,
4.5 3724%, se —H<ux<,
L se 0< 2 <3,
K4_V21+$, se 3<z<15.
.
0, se r<—1loud<uz,
) Zlose —1<2<0,
EZ
gi—i;, se 0<ux<i,
| 23rf2, se % <z <3.

Esses numeros fuzzy podem ser observados através dos graficos a seguir, e que
foram retirados de [L3].
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1.8 Relagoes Fuzzy

As relagoes fuzzy nos informam se dois subconjuntos possuem algum tipo de

relacao e, em caso afirmativo, nos mostra o grau de relagao que possuem.

Definicao 1.15 Uma relagao fuzzy R, aplicada sobre um produto cartesiano Uy X Uy X
. XUy, € qualquer subconjunto fuzzy deste produto cartesiano, dessa maneira, uma relacao
fuzzy R € definida pela fungdo de pertinéncia pr : Uy X Uy X ... x U, — [0,1]. Se o
produto cartesiano for formado apenas por dois conjuntos, Uy X Us, a relagao € chamada
fuzzy binaria sobre Uy x Us. Temos ainda que pr(z1,...,x,) indica o grau com que 0s
elementos da n-upla (1, ..., x,) se relacionam através de R.

Outra definicao que serd importante para o futuro do nosso trabalho é a de produto

cartesiano entre subconjuntos fuzzy.

Definicao 1.16 O produto cartesiano dos subconjuntos fuzzy Ay, As, ..., A, de Uy, Us, ..., U,,
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¢ a relacao fuzzy Ay X Ay X ... X A, cuja funcao de pertinéncia € dada por

DAy x Apxox A (T1, T2,y ooy T) = P4, (T1) A @ay(@2) A oo Apa, (zn),

onde N representa o minimo.
De posse dessas defini¢oes de relacoes entre subconjuntos fuzzy, é possivel resolver

problemas como o exemplo a seguir, onde ¢é ilustrada a aplicagao do produto cartesiano.

Exemplo 1.12 No diagndstico de um paciente, o médico sempre leva em conta 0s sin-
tomas do mesmo, que sdao caracteristicas de cada doenca. Para a gripe, por exemplo, sdao
verificadas como caracteristicas febre e dores no corpo. Dados alguns pacientes de um

hospital, mede-se o quadro para febre e dores no corpo, como seque a tabela:

Paciente | Febre (F) | Dores no corpo (D)
1 0,2 0,1
2 0.7 1,0
3 0,3 0.4
y 1,0 1,0
5 0,8 1,0

Para indicar o quadro de um individuo com gripe, vamos analisar o grau de per-
tinéncia que o mesmo estd nos conjuntos de febre e de dores no corpo.

Sequndo a tabela, observamos que o paciente 1 tem grau de pertinéncia no in-
dicador de febre pp(x) = 0,2 e o grau de pertinéncia ao conjunto de dores no corpo

wp(x) =0,1. Dessa forma, o diagndstico de gripe do paciente 1 € dado por:

@gm’p@@f) = @FxD(x> = SOF(x) A (pD(SC) =0,2A0,1=0,1.

Esse numero pode dar suporte para que o profissional da drea tome a melhor decisdo
quanto ao procedimento a ser adotado.

E wvdlido observar que, sequndo a tabela mostrada, somente o paciente 4 tem a
indicagao explicita de gripe (pgripe = 1,0).

Alguns conectivos sao de extrema importancia no estudo de operagoes com ntimeros
fuzzy, tais operadores generalizam as condi¢oes de uniao e interseccao entre conjuntos

fuzzy. Trata-se das normas triangulares, chamadas de t-norma e t-conorma.
Definigao 1.17 (t-norma). O operador

A [0,1] x [0,1] — [0, 1], A(z,y) = xAy,
¢ uma t-norma se satisfaz as condigcoes sequintes:

1. elemento neutro: A(1,z) = 1Ax = x;
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2. comutativa: A(z,y) = zAy = yAz = Ay, x);

3. associativa: xA(yAz) = (xAy)Az;

4. monotonicidade: se x < u e y < v, entao rAy < ulAv.

A operagao t-norma estende o operador A que modela o conectivo “e”.
Exemplo 1.13 Considere o operador
A(z,y) = min{z,y} =z A y.
Observe que o operador do Exemplo 1.13 descreve a tabela verdade de A.
Definigao 1.18 (t-conorma) O operador
VvV :10,1] x [0,1] — [0,1], V(z,y) = 2Vy

¢ uma t-conorma se satisfaz as condigoes sequintes:

1. elemento neutro: V(0,z) = 0Vz = x;

[N}

. comutativa: V(x,y) =xVy =yVr =V(y,x);
3. associativa: zV(yVz) = (zVy)Vz;
4. monotonicidade: se x < u ey < v, entao xtVy < uVw.

A operagao t-conorma estende o operador V que modela o conectivo “ou”.
Exemplo 1.14 Considere o operador
V(z,y) = max{z,y} =z Vy.

Observe que o operador do Exemplo 1.14 descreve a tabela verdade de V.

Uma outra forma de inferéncia fuzzy é através de termos linguisticos. Alguns ter-
mos imprecisos nao sao bem tratados na logica classica, assim podemos utilizar premissas
imprecisas em diregao as possiveis solucoes.

Por exemplo, se vemos uma fruta onde a casca mostra uma coloracao vermelha
e lustrosa, ja inferimos que esta fruta se encontra madura. Mesmo partindo de uma
premissa incerta, chegamos a uma possivel solucao.

A seguir vamos ver com maior precisao a definicdo desses termos:



Capitulo 1. Conjunto Fuzzy 31

Definigao 1.19 (Varidveis linguisticas) Uma varidvel linguistica é uma varidvel cujo
valor é expresso qualitativamente por termos linguisticos (que fornmece um conceito a
varidvel) e quantitativamente por uma fung¢ao de pertinéncia, assim, os valores assumidos
pela varidvel sao subconjuntos fuzzy.

Intuitivamente, observando sintaticamente as variagoes das palavras, observamos
que uma variavel linguistica é um substantivo, enquanto seus valores sao adjetivos, que
sao representados por subconjuntos fuzzy. Por exemplo, “gripe” é uma variavel linguistica
que pode assumir os atributos “forte” ou “fraca”. Sentencas em que aparecem variaveis
linguisticas juntamente com seus valores subjetivos (atributos) sao comumente chamadas
de proposicoes fuzzy. Porém, é mais interessante o caso em que os valores das variaveis

sao numeros fuzzy em que se tem como universo o conjunto dos ntimeros reais.

1.9 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

Um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) é composto por quatro compo-
nentes que trabalham em conjunto, formando uma espécie de méaquina, transformando
dados cléssicos (nimeros reais) em dados fuzzy e depois convertendo o resultado (fuzzy)
novamente em numero real: O médulo de fuzzificacao é responsavel por processar os
dados de entrada (dados crisp) e fuzzifica-los; uma cole¢ao de regras fuzzy chamada de
base de regras que, em conjunto com o médulo de inferéncia fuzzy sao responsaveis pelas
operacoes fuzzy com os dados obtidos na entrada; e o médulo de defuzzificacao, que é
responsavel por transformar os resultados obtidos pelas bases de regras e pelo médulo de

inferéncia fuzzy (resultados fuzzy) novamente em um nimero crisp.

e Moddulo de Fuzzificagao: E nesse estagio que as entradas do sistema sao mode-
ladas por conjuntos fuzzy com seus respectivos dominios. Por isso é importante a
presenca de um especialista na area do problema a ser modelado, para que haja

maxima precisao na colocacao dos niveis de pertinéncia de cada elemento.

e Base de Regras: Este componente é composto por sentencas da forma: Se...
entdo...; A base de regras descreve relagoes entre as varidveis linguisticas e sao

processadas pelo médulo de inferéncia fuzzy.

e Modulo de Inferéncia Fuzzy: Nesse estagio cada proposicao fuzzy é processada
matematicamente por meio das técnicas da légica fuzzy. Os operadores matematicos
serao selecionados para definir a relacao fuzzy que modela a base de regras. Desta
forma, o Médulo de Inferéncia Fuzzy tem tanta importancia quanto a Base de Regras

no sucesso do sistema fuzzy, ja que fornece a saida a partir de cada entrada fuzzy.
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Figura 8 — Sistema Baseado em Regras Fuzzy

e Modédulo de Defuzzificagao: A defuzzificagdo é um processo que permite repre-
sentar um conjunto fuzzy por um numero real. Com efeito, devemos escolher um

método para defuzzificar a saida e obter um valor real que a represente.

A base de regras é modelada matematicamente por uma relacao fuzzy R, a partir
dos conjuntos fuzzy que a compode e da logica fuzzy adotada no processo. A funcao

pertinéncia de R é obtida por
or(z,u) = V(pg,(z,u)), com 1<i<r,

onde V é uma t-conorma e R; é um conjunto de relagoes fuzzy obtidas a partir de cada
regra 7, cuja funcao de pertinéncia ¢p, pode ser obtida de diferentes modos no formato
“Pamplica Q.

A inferéncia é dada através de uma regra de composicao de inferéncia do tipo
B = R(A), onde B é um controle dado a um estado A, e sua funcao de pertinéncia é dada

por:

(1) = sup(pr(@, u)Apa(r)),

onde A é uma t-norma.

De acordo com [5], um método realizado no médulo de inferéncia fuzzy que se
sobressai dentre os outros e possui destaque especial no assunto é o de Mamdani, que
se mostra bem eficiente na referéncia do raciocinio humano, isso ocorre pelo fato de
formalizar o conhecimento de um especialista e sintetizar esse conhecimento dentro de

um conjunto de regras linguisticas, “se, entao”.
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O método de inferéncia Mamdani foi criado pelo professor Ebrahim Mamdani e
propoe uma relacao fuzzy binaria M entre x e y para modelar matematicamente a base
de regras.

Uma regra do tipo Se (antecedente), entdo (consequente) é definida pelo produto
cartesiano fuzzy dos conjuntos fuzzy que compoe antecedente e consequente da regra.
O método de Mamdani consiste em agregar as regras através dos operadores “e” (A,
minimo) e “ou” (V, mdximo), e estd baseada na regra de composigao de inferéncia max-
min, indicando assim uma relacao fuzzy binaria para modelar regras fuzzy.

A relacao binaria fuzzy M é o subconjunto fuzzy X x U cuja funcao de pertinéncia
¢é dada por

Pz, u) = max (op, (2, u)) = max[pa, () A g, (u)],

onde x € X eu € U, r é a quantidade de regras que compoe a base de regras e A; e B; sao
os subconjuntos fuzzy da regra i. Cada um dos valores @y, (z) e ¢p,(u) sdo interpretados
como sendo os graus com que x e u estao nos subconjuntos A; e B;, respectivamente,
de maneira que M nada mais é que a uniao dos produtos cartesianos fuzzy entre os
antecedentes e os consequentes de cada regra.

A seguir vamos exemplificar na forma de figura o método de Mamdani, fazendo uso
da regra de composi¢ao max-min. Para isso, tomaremos as seguintes regras de entrada:

Regral: Sex é Ay eué By, entio z é Cf;

Regra 2 : Sex é Ay e u é By, entdo z é (s,
uma saida real z de um sistema de inferéncia do tipo Mandani, a partir de duas entradas

(também reais) x e u, com uma regra de composi¢do max-min.

min

FM=Clucy

Figura 9 — Método de Mamdani com regra de composi¢cao max-min.
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1.10 Aplicagoes

Aplicagao 1. Considere que uma viagem de 6nibus de Arapiraca-AL a Macei6-AL esteja

sujeita as seguintes consideracoes:
e A distancia entre as cidades é de aproximadamente 140 km;
e A velocidade nao deve exceder 120 km/h;
e O transito é geralmente intenso, por isso a velocidade tende a ser reduzida;
e O oOnibus sai quase sempre atrasado, mas nunca ocorreu com mais de meia hora.

Pergunta: Qual o tempo (7") gasto numa viagem de Arapiraca a Macei?
Solugao.

E facil perceber que a resposta para este problema nao é exata, pois as informacoes
que constam na pergunta sao bastante vagas e imprecisas. Portanto, para isso, descreve-

remos algumas fungoes fuzzy para cada informacao imprecisa dada.

e Como a informagao dada sobre a distancia (D) entre as duas cidades foi de forma
aproximada (aproximadamente 140km), vamos considerar essa distancia como sendo
um numero perto de 140. Uma forma de se fazer isso é com a seguinte funcao de
pertinéncia:

0, se x <130 ou x > 150

¢p(r) = £ —13, se 130 <z < 140

15 — 5o, se 140 <z < 150,
cujos a-niveis sao descritos por [D]* = [10a + 130, 150 — 10a/].
e A incerteza quanto a velocidade (V') do 6nibus pode ser descrita seguindo o mesmo
raciocinio da distancia, contudo, analisando que a velocidade nunca ultrapasse 120

km/h e que havera momentos da viagem em que a velocidade sera bastante baixa,

a partir dai, faremos a funcao pertinéncia de V da seguinte maneira:

0, se x<30o0uxz>120
oy (x) = %x—%, se 30<x<80

3— 5, se 80 << 120,

cujos a-niveis sdo descritos por [V]* = [50a + 30,120 — 40a].
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O fato do 6nibus sair sempre com atrasado, acrescenta um tempo de espera (77) do
passageiro no ponto, tempo esse que nao ultrapassa meia hora. Com isso, vamos

denotar a fungao pertinéncia deste tempo de espera como:

1—2z, se 0<x<0,5
SDTI('I):
0, se x>0,5
l—«

cujos a-niveis sao descritos por [71]* = [0, -5%]. Para o tempo percorrido na estrada

(T3), temos que Ty = %, e pela Definicao 1.13 aplicada aos a-niveis, temos que os

a-niveis de Ty sao:

1 1
(0% — 1 — . .
[72]" = [10c + 130,150 — 10a] {120 — 400’ 500 + 30}

Logo, o tempo total (T') é dado, na forma de a-nivel, por

l—« a+13 15—«
TOé:TOé TOé:
1% = [11]* + [12)] {07 5 } {12—404’5044—3}

Portanto, a resposta fuzzy para este problema é dada por

a+13 1—a+15—a
12 —4a’ 2 o+ 3

Fazendo, por fim, uma andalise da resposta final, podemos observar que o tempo

de viagem deve ter uma variacao méxima (« = 0) de 1 hora e 5 minutos até 5 horas e 30

minutos, onde o tempo com maior possibilidade de acontecer (o« = 1) é o de 1 hora e 45

minutos.

Aplicagao 2. Esta aplicacao foi retirada de [7] e se trata de uma estimativa para o risco

de desenvolvimento de cancer de pulmao. Segundo o texto, os principais fatores para o

desenvolvimento da doenca sao: tabagismo, poluicao, histérico de doencas pulmonares,

histoérico familiar e contato com agentes quimicos.

Para a elaboracao deste modelo foram descritos os dados da seguinte maneira:

Tabagismo - Nunca fumou e nio é fumante passivo = NAO RISCO; até 1 ano de
fumo ou fumante passivo = POUCO RISCO; acima de 1 ano de fumo = RISCO.

Polui¢ao - Até nivel 4 = NAO RISCO:; do nivel 5 em diante = RISCO.
Histérico de doencas pulmonares - Sim = RISCO; ndo = NAO RISCO.

Histérico familiar - Nao = NAO RISCO; parentesco de 2° grau = MEIO RISCO;
parentesco de 1° grau = RISCO.
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e Contato com agentes quimicos - Nao = NAO RISCO; sim = RISCO.

As tabelas que definem cada uma das variaveis de entrada do sistema de inferéncia

e sao responsaveis por determinar a pertinéncia em relagao a cada fator sao dadas através

dos graficos que seguem.

niupanie fumante
1 [n]

Mamenassvo

Grau de Pertinéncia

Figura 10 — Tabagismo.

A varidvel fuzzy Tabagismo é definida pelos subconjuntos fuzzy {nao fumante,

fumante passivo, fumante}.

pouca muita

i]

3

inencia

=
tn
L

Graude pe

0 1 2 3 4 5 L T B 8 10

Figura 11 — Poluicao.

A varidvel fuzzy Poluigao é definida pelos subconjuntos fuzzy {pouca, muita}.
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Figura 12 — Historico de doengas pulmonares.

A variavel fuzzy Histérico de Doencas Pulmonares é definida pelos subconjuntos

crisp {sim, nao}.
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Figura 13 — Histérico familiar.

A varidvel fuzzy Histérico Familiar é definida pelos subconjuntos fuzzy {sim, nao}.



Capitulo 1. Conjunto Fuzzy 38

J’_ T F L] L] T L] L] T

nag sim
® O p i
¥
=
=
=
2,
@ 03 1
=
=]
o
L]

ID Il L L L I L L L L :

0 0.1 02 03 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1

Figura 14 — Contato com agentes quimicos.

A variavel fuzzy Contato com Agentes Quimicos é definida pelos subconjuntos

crisp {sim nao}.

O texto cita a existéncia de 32 bases de regras, mas sé disponibiliza as duas que
seguem:

R, : Se (tabagismo é nao fumante) e (polui¢do é pouca) e (histérico de doengas
pulmonares é nao) e (histérico familiar é nao) e (contato com agentes quimicos é sim),
entao (chance alta).

R, : Se (tabagismo é fumante) e (polui¢ao é muita) e (histérico de doengas pul-
monares ¢ sim) e (histérico familiar é sim) e (contato com agentes quimicos é sim), entao
(chance alta).

Para a solucao deste exemplo foi adotado o modelo de inferéncia de Mamdani e
para a defuzzificacao foi utilizado o centro de gravidade do gréfico gerado. A partir dai,

considere um individuo que:

e Fuma a mais de 30 anos;

e Mora em uma cidade grande e poluida;

Possui historico de doencas pulmonares;

Possui parentes de 1° grau com a doenca;

J& esteve em contato com agentes quimicos.

Observando a situagao apresentada pelo individuo e fazendo a relacao com cada

conjunto dado sobre cada um dos fatores apresentados, foram atribuidas as notas:

e Tabagismo (quantidade de anos) = 40;

e Grau de poluigao que estd exporto diariamente (0 a 10) = 10;
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e Histérico de doengas pulmonares (0 ou 1) = 1;
e Histérico familiar (Nao é 0, 2° grau é 1 e 1° grau ¢é 2) = 2;
e Contato com agentes quimicos (0 ou 1) = 1.

Efetivando a relacao max-min de Mamdani e defuzzificando a partir do centro de
gravidade do grafico obtido, o sistema detecta que o risco deste paciente sofrer de cancer
de pulmao é de 0,8817.
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2 Avaliacao Escolar numa Perspectiva Fuzzy

A aprendizagem é um processo cognitivo, inerente ao ser humano, porém nao é
possivel medir seu nivel de uma forma direta. Para avalida-la é preciso que se dé visibi-
lidade a ela. Esse é o papel dos instrumentos de avaliagao, como as provas, trabalhos e
testes escolares, que servem como estimulos cujo objetivo é provocar respostas que sejam
demonstracoes das aprendizagens e manifestacao dos conhecimentos e habilidades que a
constituem.

A prova, muitas vezes, é objeto de panico entre os estudantes que se sentem pres-
sionados a obter resultados satisfatorios numa espécie de medicao do conhecimento, que
eventualmente serve como uma forma de classificacao entre “bons” e “maus” alunos.
Porém nao é tarefa facil fazer essa desmitificagao do termo prova, ja que a mesma se faz
necessaria no contexto escolar, tornando visivel o conhecimento adquirido durante deter-
minado periodo e sobre algum assunto preestabelecido entre professor e aluno, contudo,

para maiores detalhes deixamos como sugestao [11].

2.1 A Avaliacao

Um ponto fundamental no processo de ensino aprendizagem é, sem duvida, os
métodos avaliativos a serem aplicados como forma de identificar as lacunas deixadas ou
no ensino por parte do professor, ou na aprendizagem por parte dos estudantes. Existem
varios métodos avaliativos que sao comumente adotados por professores para a atribuicao
de notas, como atividades realizadas em sala, comportamento, organizagao, participagao,
trabalhos, apresentacoes, provas subjetivas e provas objetivas. Em todos esses métodos,
¢ importante ser levado em consideracao a singularidade de cada aluno, quanto ao seu
modo de pensar e desenvolvimento até chegar a solugao.

Pensamos que o uso de determinado método avaliativo vai além de direcionar uma
metodologia, observado que quando se avalia, devem ser considerados todos os aspectos
cognitivos, psicolégicos e sociais dos discentes.

Nesse sentido, talvez o maior desafio seja observado em provas e avaliagoes com
questoes objetivas (questdes fechadas), onde o aluno marca uma opgao (escolhida como
correta) e nao necessariamente necessita de uma contextualizagdo para chegar a resposta,
assim, a correcao se resume a certo ou errado, desconsiderando qualquer parte do ra-
ciocinio do aluno e ignorando, assim, seus meios individuais de chegar as solugoes. A

exemplo do que é feito em provas de maiores proporcoes como vestibulares, concursos
publicos, SAEB, ENEM, Prova Brasil, entre outras.
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E importante que deixemos claro que provas de “ambito maior” como as citadas
anteriormente desprezam as capacidades sociais e psicologicas dos estudantes, pelo simples
fato de nao ter um acompanhamento periédico. Portanto, a tinica saida para esse tipo de

avaliagao é a andlise qualitativa através de um método de avaliagao objetivo.

2.2  Questdes Objetivas

Os itens que compoem uma avaliacao, em geral, sao produzidos com base nos
descritores relacionados com o contetido abordado, contendo alternativas para a andlise
de veracidade, na maioria das vezes apenas uma das alternativas corresponde a resposta
verdadeira (correta) e as demais alternativas correspondem a respostas falsas (erradas),
que sao denominadas distratores.

Os contetdos associados a competéncias e habilidades desejaveis para cada ano do
ensino basico e para cada disciplina sao divididos em pequenos blocos, cada um especi-
ficando o que os itens das provas devem medir - estas unidades sao denominadas “des-
critores”. Esses, por sua vez, traduzem uma associacao entre os conteidos curriculares
e as operagoes mentais desenvolvidas pelos alunos. Os descritores, portanto, especificam
o que cada habilidade implica e sao utilizados como base para a construcao dos itens de
diferentes disciplinas. Para um aprofundamento no tema, sugerimos [4] e [6].

A linguagem utilizada no enunciado de cada item deve ser clara e deve atender a
norma culta da lingua, nao pode induzir a resposta correta, tampouco a resposta incorreta
(pegadinha). E possivel que haja algum tipo de suporte para o item em questao, como
grafico, figura, texto auxiliar ou algo do tipo, nesse caso o suporte deve ser adequado ao
nivel de escolarizacao de quem esta sendo avaliado e deve ser bem legivel e nitido para
que nao venha a prejudicar a compreensao da questao. O suporte, se utilizado, deve ser
colocado apenas com sentido de ajuda e nunca com sentido de duvida.

Das alternativas, é indicado que haja uma alternativa correta (gabarito) e o res-
tante (3 ou 4) que nao estejam completamente corretas (distratores). Todas devem ter
aproximadamente a mesma extensao, nao é aconselhavel que haja alguma alternativa mais
atrativa, a primeira vista, que outra e todas devem ser claras e objetivas.

Os distratores, além de indicar a alternativa incorreta, tém a missao de ludibriar
quem esta por ser avaliado, isto é, deve aparentar ser a opgao correta para aqueles que nao
desenvolveram completamente a habilidade em questao, nesse sentido, é comum que o0s
distratores possuam erros comuns das situagoes de ensino aprendizagem. E indispensavel
que esses distratores sejam colocados de forma plausivel em relacao ao enunciado e a
habilidade que esta sendo avaliada, tomando um cuidado extra para evitar o acerto da
questao por exclusao.

Uma boa leitura adicional sobre o conceito de distrator seria em [2].



Capitulo 2. Awaliagdo Escolar numa Perspectiva Fuzzy 42

2.3 Abordagem Fuzzy para Avaliacoes

Aqui introduziremos um método avaliativo que pode ser aplicado juntamente com
avaliagoes de multipla escolha com cardter objetivo (o que nao impossibilita a aplicagao
do mesmo em avaliagoes subjetivas). Tal método tem a finalidade de reduzir o cardter
objetivo das avaliagoes (nao excluindo totalmente essa possibilidade), abrindo uma nova
possibilidade para os alunos expressarem seu grau de conhecimento sobre cada questao,
mesmo sem a necessidade de dissertar sobre ela.

A construgao da estrutura do pensamento foi baseada em [I2]. Considerando
um questionario de multipla escolha onde o aluno deve escolher dentre quatro ou cinco
alternativas qual a tinica correta. Muitas vezes existe divida na marcacgao sobre qual seria
a opcao certa, mesmo que o aluno desenvolva um raciocinio correto durante grande parte
da formulagao de sua resposta, tendo assim uma certa chance de errar mesmo sabendo a
maior parte dos conhecimentos explorados pela questao.

Observando essa situagao, pensamos na possibilidade de o aluno marcar mais de
uma alternativa, porém colocando “graus de certeza” para cada resposta dada. Esses
graus de certeza inseridos pelos alunos em cada op¢ao marcada, representam o quanto
de certeza este aluno tem em dar determinada resposta. Para o aluno, esses graus de
certeza dariam a possibilidade de marcar as alternativas que estivessem causando suas
duvidas, e para os professores serviriam como forma de identificar quais os distratores
mais atrapalham esse aluno em determinadas situacoes.

Para ser utilizado esse método, nao ha necessidade do aluno ter conhecimento
sobre légica fuzzy e/ou conjuntos fuzzy, basta que ele seja informado que pode distribuir
um grau de certeza 1,0 (se o professor preferir, pode ser substituido por porcentagem) do
jeito que preferir dentre as alternativas que ele marcar, podendo assim marcar mais de
uma alternativa.

Por parte do professor, pode ser utilizado o modelo de inferéncia que sera exibido
aqui para composicao dos resultados das avaliagoes. Com ele, podemos inserir as respos-
tas dos alunos, junto com os graus de certeza aplicados, e o modelo denota o grau de

conhecimento do aluno sobre cada item.

2.4 Construcdo das Regras para Avaliacao

Pelo que foi observado no capitulo anterior, para a construcao de um sistema
baseado em regras fuzzy, devemos primeiramente criar as regras de entrada do nosso
modulo de inferéncia, que serd a base padrao para os modelos de correcao das avaliagoes.

Para tal processo utilizaremos o método de inferéncia de Mamdani (pag. 34), pelo fato
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de ser o mais comumente utilizado em trabalhos deste tipo.

Sob a hipotese de estarmos observando uma questao com cinco alternativas onde
somente uma delas estd completamente correta e, consequentemente, quatro possuem
algum erro ocasionado por algum distrator. O aluno tem a possibilidade de marcar
quantas alternativas achar necessario, dando a cada uma delas um “nivel de certeza” em
relacao a sua marcagao, de forma que a soma dos niveis de certeza inseridos deve totalizar
1(100%), que constitui o conjunto universo U da certeza. Sobre os niveis de certeza,
consideramos os conceitos: MB (muito baixo), B (baixo), I (intermediario), A (alto) e P
(pleno), e a partir dai, criamos as seguintes fungoes de pertinéncia para o grau de certeza

dado pelo aluno:

1, se r<0,15,
$MB = 4—-20x, se 0,15<2x<0,2,
\O, se x> 0,2.
(
0, se x<0,150ouz>0,4,
200 —3, se 0,15<x<0,2,
¥YB =
1, se 0,2<2<0,35,
\8—20x, se 0,35 <x<0,4.
.
0, se £<0,350ouz>0,6,
206 —7, se 0,35<x<0,4,
Yr =
1, se 0,4<z<0,55,
\12—201’, se 0,95 <z <0,6.
(
0, se r<0,9ouz>0,8,
20x — 11, se 0,55 <x<0,6,
YA =
1, se 0,6 <x<0,75,
\16—2090, se 0,75 <x<0,8.
.
0, se x<0,75,
pYp = 20x — 15, se 0,75 <z<0,8,
1, se x>0,8.

Com isso, observamos o seguinte gréfico.
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Figura 15 — Grau de Certeza.

O fato de estarmos trabalhando questoes de multipla escolha com a intencao de en-
tender o raciocinio dos alunos até a marcacao de cada alternativa, faz com que o professor
deva ter um cuidado extra na escolha de cada alternativa (certa ou errada) contemplada
na questao, observando os possiveis distratores que podem levar a marcacao destas alter-
nativas por parte dos alunos. Nesse sentido, além de inserir as alternativas, ¢ interessante
que o professor atribua uma porcentagem da nota total para as alternativas que nao es-
tejam completamente corretas, observando a proximidade do raciocinio empregado com
0 que seria o raciocinio ideal, assim, mesmo a alternativa nao estando completamente
certa, ela ainda valera alguma porcentagem da pontuacao total da questao. E importante
destacar que o professor fica responsavel em verificar a porcentagem mais justa para cada
alternativa, de acordo com o que ele julgar ser um raciocinio significativo em busca do
acerto. Com relagdo ao tipo de resposta possivel para a marcacao, fizemos a seguinte
classificacao: SA (sem aproveitamento), PA (pouco aproveitamento), Al (aproveitamento
intermedidrio), BA (bom aproveitamento) e TA (total aproveitamento). A partir dai

criamos as seguintes fungoes de pertinéncia para as possiveis respostas:

1, se x <0,05,
psa = 2—20x, se 0,0b<z<0,1,
\O, se x>0,1.
(
0, se x<0,000uzxz>0,3,
200 —1, se 0,06<x<0,1,
Ypa = A
1, se 0,1<x<0,25,
k6—20x, se 0,25 <x<0,3.
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.
0, se
200 — 5, se
YA =
1, se
| 12 — 20z, se
(
0, se
200 — 11, se
¥BA =
1, se
\ 18 — 20x, se
.
0, se
pYra = 20x — 17, se
1, se
\

r<0,250uz>0,6,
0,25 <2 <0,3,
0,3<2<0,55,
0,55 <z <0,6.

r<0,550ux>0,9,
0,55 <x<0,6,
0,6 <z <0,85,
0,85 <z <0,9.

xr<0,85,
0,86 <2<0,9,
z>0,9.

1 PsAa PYra WPAI YBA PTA
0,8
0,6
04
0,2
L
o 005 01 0,25 03 05 06 08 09 1

Figura 16 — Nivel da resposta.

De acordo com o grau de certeza e a classificacao referente a cada uma das alter-

nativas marcadas pelo aluno, podemos levantar algumas hipoteses a cerca de seu conhe-

cimento sobre o conteido abordado na questao e através disso conseguir chegar a uma

nota mais justa para esse aluno, tal que reflita com maior precisao o grau de conheci-

mento obtido e demonstrado por ele no desenvolvimento de seu raciocinio até chegar a

sua resposta. A nota de uma questao (dentro de uma prova ou avaliacdo) representa o

grau de conhecimento observado no aluno ao responde-la, nesse sentido, a classificacao

do conhecimento do aluno é primordial para o sucesso na tentativa da insercao de uma

nota mais justa no processo de ensino-aprendizagem. Com isso, o conhecimento foi clas-
sificado como: IN (inexistente), B (baixo), PAR (parcial), A (alto) e P (pleno), e para

sua modelagem foram criadas as seguintes fungoes pertinéncias (do conhecimento):
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1, se
YIN = 2 —20x, se
0, se
.
0, se
20z — 1, se
¥YB =
1, se
6 — 20z, se
\
4
0, se
200 — 5, se
PPAR =
1, se
>12 — 20z, se
0, se
20z — 11, se
YA =
1, se
18 — 20z, se
\
4
0, se
Yp = 20x — 17, se
1, se

2<0,05,
0,056<z<0,1,

x> 0,1.

rz<0,0bouzxz>0,3,
0,06 <x<0,1,
0,1<2<0,25,
0,25 <z <0,3.

r<0,250uz>0,6,
0,25 <2 <0,3,
0,3 <2<0,55,
0,55 <z <0,6.
r<0,950ouzxz>0,9,
0,55 <x<0,6,
0,6 <x<0,85,
0,8 <z <0,9.

z<0,85,
0,85<2<0,9,

x>0,9.

Que sao observadas através do seguinte grafico:

1 PYIiN ¥YB YPAR 0a pp
0.8
0,6
0,4
0,2
0| 005 01 0,25 0,3 055 0,6 085 09 1

Figura 17 — Classificagao do conhecimento.
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De posse desses resultados preliminares que foram obtidos através de observagoes
de avaliagoes e atividades que acompanharam o desenvolvimento dos alunos, criamos a
seguinte base de regras que sera responsavel por trabalhar os termos e notas a fim de

chegar a um resultado satisfatério para nosso trabalho.

Ry : Se o aluno deu um grau de certeza muito baixo e sua resposta foi sem
aproveitamento, entao o conhecimento do aluno é INEXISTENTE.

Ry : Se o aluno deu um grau de certeza baixo e sua resposta foi sem aproveita-
mento, entao o conhecimento do aluno é INEXISTENTE.

R3 : Se o aluno deu um grau de certeza intermediario e sua resposta foi sem
aproveitamento, entao o conhecimento do aluno é INEXISTENTE.

R4 : Se o aluno deu um grau de certeza alto e sua resposta foi sem aproveitamento,
entao o conhecimento do aluno é INEXISTENTE.

Rs5 : Se o aluno deu um grau de certeza pleno e sua resposta foi sem aproveita-
mento, entao o conhecimento do aluno é INEXISTENTE.

Rg : Se o aluno deu um grau de certeza muito baixo e sua resposta foi pouco
aproveitamento, entao o conhecimento do aluno é BAIXO.

R; : Se o aluno deu um grau de certeza baixo e sua resposta foi pouco aproveita-
mento, entao o conhecimento do aluno é BAIXO.

Rg : Se o aluno deu um grau de certeza intermediario e sua resposta foi pouco
aproveitamento, entao o conhecimento do aluno é INEXISTENTE.

Ry : Se o aluno deu um grau de certeza alto e sua resposta foi pouco aproveita-
mento, entao o conhecimento do aluno é INEXISTENTE.

R1o : Se o aluno deu um grau de certeza pleno e sua resposta foi pouco aprovei-
tamento, entao o conhecimento do aluno é INEXISTENTE.

Ry1 : Se o aluno deu um grau de certeza muito baixo e sua resposta foi aproveita-
mento intermedidrio, entao o conhecimento do aluno é BAIXO.

R15 : Se o aluno deu um grau de certeza baixo e sua resposta foi aproveitamento
intermediario, entao o conhecimento do aluno é PARCIAL.

Ry3 : Se o aluno deu um grau de certeza intermediario e sua resposta foi aprovei-
tamento intermediario, entao o conhecimento do aluno é PARCIAL.

Ry4 : Se o aluno deu um grau de certeza alto e sua resposta foi aproveitamento
intermediario, entao o conhecimento do aluno é PARCIAL.

R15 : Se o aluno deu um grau de certeza pleno e sua resposta foi aproveitamento
intermediario, entao o conhecimento do aluno é PARCIAL.

Ris : Se o aluno deu um grau de certeza muito baixo e sua resposta foi bom
aproveitamento, entao o conhecimento do aluno é BAIXO.

Ry7 : Se o aluno deu um grau de certeza baixo e sua resposta foi bom aproveita-

mento, entao o conhecimento do aluno é PARCIAL.
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Rig : Se o aluno deu um grau de certeza intermedidrio e sua resposta foi bom
aproveitamento, entao o conhecimento do aluno é ALTO.

R19 : Se o aluno deu um grau de certeza alto e sua resposta foi bom aproveita-
mento, entao o conhecimento do aluno é ALTO.

Ry : Se o aluno deu um grau de certeza pleno e sua resposta foi bom aproveita-
mento, entao o conhecimento do aluno é ALTO.

Ry @ Se o aluno deu um grau de certeza muito baixo e sua resposta foi total
aproveitamento, entao o conhecimento do aluno é BAIXO.

Ry5 : Se o0 aluno deu um grau de certeza baixo e sua resposta foi total aproveita-
mento, entao o conhecimento do aluno é PARCIAL.

Ro3 : Se o aluno deu um grau de certeza intermedidrio e sua resposta foi total
aproveitamento, entao o conhecimento do aluno é ALTO.

Ro4 : Se o aluno deu um grau de certeza alto e sua resposta foi total aproveita-
mento, entao o conhecimento do aluno é ALTO.

Ry5 : Se o aluno deu um grau de certeza pleno e sua resposta foi total aproveita-

mento, entao o conhecimento do aluno é PLENO.

Produzida a base de regras do tipo “Se, entao”, estamos no caminho para a uti-
lizacao do modelo de inferéncia de Mamdani, que sera realizado no formato max-min, ou
seja, na observagao das pertinéncias do grau de certeza e da classificacao da resposta,
serd considerada a menor delas para a pertinéncia do conhecimento do aluno. Apds isso,
serd considerado o maior grau de conhecimento observado para a composi¢ao da nota do
aluno na referida questao.

Porém, a classificagao do conhecimento é dada através de um controlador fuzzy,
isso significa que sua pertinéncia em cada subconjunto fuzzy ainda é um nimero fuzzy.
Para que a nota de cada aluno seja dada através de valores crisp, a saida final do contro-
lador devera passar por um médulo de defuzzificacao, que neste caso, vamos considerar

que:

e Se o grau de pertinéncia do conhecimento do aluno for maior que zero no subconjunto
INEXISTENTE, entao a nota do aluno vai variar entre 0% e 10%, a depender da

pertinéncia no subconjunto.

e Se o grau de pertinéncia do conhecimento do aluno for maior que zero no subconjunto
BAIXO, entao a nota do aluno vai variar entre 15% e 30%, a depender da pertinéncia

no subconjunto.

e Se o grau de pertinéncia do conhecimento do aluno for maior que zero no subcon-
junto PARCIAL, entao a nota do aluno vai variar entre 35% e 65%, a depender da

pertinéncia no subconjunto.
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e Se o grau de pertinéncia do conhecimento do aluno for maior que zero no subconjunto
ALTO, entao a nota do aluno vai variar entre 70% e 85%, a depender da pertinéncia

no subconjunto.

e Se o grau de pertinéncia do conhecimento do aluno for maior que zero no subcon-
junto PLENO, entao a nota do aluno vai variar entre 90% e 100%, a depender da

pertinéncia no subconjunto.

Outro fato que vale ser ressaltado é que, como o aluno marca mais de uma alter-
nativa, entao isso vai gerar mais de uma nota (diferentes ou nao) para a mesma questao.
Para resolver esse fato, neste trabalho sera considerada a maior nota obtida, porém esse
fato deve ser resolvido a critério do professor e uma outra solucao plausivel seria considerar

a média aritmética entre todas as notas obtidas.
2.5 Aplicacao

Vamos tomar como exemplo a seguinte questao.

1. (ENEM - 2017) Um gargom precisa escolher uma bandeja de base retangular para,
servir quatro tagas de espumante que precisam ser dispostas em uma tnica fileira,
paralela ao lado maior da bandeja, e com suas bases totalmente apoiadas na bandeja.

A base e a borda superior das tagas sao circulos de raio 4 cm e 5 cm, respectivamente.

A bandeja a ser escolhida devera ter uma area minima, em centimetros quadrados,

igual a
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Esta questao foi retirada de [8] e foi observado que as possiveis respostas sao
solucoes de diferentes raciocinios a cerca do problema. Claramente um professor pode
utilizar essa questao como forma de avaliagao em suas aulas ou até mesmo como exercicio
para seus alunos.

Trazendo essa questao para a nossa perspectiva fuzzy, é necessario que seja feita
uma avaliacao dos possiveis raciocinios utilizados para chegar a cada uma das respostas
disponiveis e, a partir dai, faca-se a classificacao de cada uma dessas respostas, dando
a elas as devidas porcentagens do total da questdao (classificacdo da resposta) antes de
passar para seus alunos.

Primeiramente, vamos resolver a questao, como as tacas estarao enfileiradas, a
largura da bandeja deve ter o tamanho igual ao diametro da base das tagas (8 cm),
ja seu comprimento deve levar em consideracao que as bordas das tagas sao maiores
que as bases, assim, para que as tagas estejam apoiadas sobre a bandeja é necessério
observar que as duas tacas centrais necessitam de um espaco igual ao diametro de sua
borda (10 cm cada uma), ja as tacas dos extremos necessitam de espago igual ao raio da
borda mais o raio da base (9 cm cada uma), pois o lado da borda nao adjacente a outra
taca nao necessariamente deve estar sobre a bandeja. Assim a area desta bandeja é de
8- (10+10+9+9) =8-38 =304 cm?.

Fizemos a andlise de cada alternativa desta questao e distribuimos da seguinte
maneira o aproveitamento observado em cada uma: O item (a) foi considerado sem apro-
veitamento e foi atribuido nota 0 para a marcacao desta alternativa, pois julgamos estar
muito aquém do raciocinio esperado para a solugao desta questao; O item (b) foi julgado
com pouco aproveitamento, pois nao observou bem os dados oferecidos pelo problema
e a ele foi atribuido 0,2 do raciocinio ideal; O item (c) estd correto, tendo total apro-
veitamento, a nota atribuida a essa alternativa é 1; O item (d) foi classificado por bom
aproveitamento, sendo atribuida nota 0,8 para essa alternativa, pois o raciocinio empre-
gado na marcacao desta alternativa difere do ideal por uma pequena anélise; E por fim,
o item (e) foi classificado por bom aproveitamento, tendo ainda uma distancia consi-
deravel do raciocinio correto, porém utilizando bem alguns conceitos para chegar nesta
alternativa, dessa forma foi atribuida nota 0,6 para a marcacao desta alternativa.

Feita a classificacao das possiveis respostas dos alunos, partimos para a observagao
das respostas dadas por eles, para assim iniciarmos o processo de inferéncia com esses
resultados.

Para as respostas dos alunos, vamos supor algumas situagoes com alunos ficticios
e vamos buscar os resultados de cada uma delas.

Aluno 1: O aluno 1 marcou item (a) dando 0,6 de certeza e item (b) dando 0,4
de certeza.

Aluno 2: O aluno 2 marcou item (c) com 0,7 de certeza, item (d) com 0,2 e item
(e) dando 0,1 de certeza.
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3: O aluno 3 marcou o item (c) dando 1 de certeza para esse item.
Aluno 4: O aluno 4 marcou o item (a) com 0,5 de certeza e o item (c¢) com 0,5

de certeza.

Neste ponto, ja temos as respostas dadas pelos alunos com seus graus de certeza
e temos também a classificagao das respostas, feita pelo professor. Portanto, o préximo
passo ¢ procurar a qual base de regras cada situacao se encaixa e posteriormente resolver
a inferéncia correspondente.

Aluno 1:
Marcacao 1, @(grau de certeza A) = 1;

¢(classificacao da resposta SA) = 1.

vr, = [¢(grau de certeza A) A p(classificagdo da resposta SA)| = [1 A 1] = 1.

Marcacao 2, @(grau de certeza I) = 1;
p(classificagao da resposta PA) = 1.

YR, = [@(grau de certeza I) A p(classificagao da resposta PA)] = [1 A 1] = 1.

Ambas respostas dadas pelo aluno 1 levaram a um conhecimento inexistente de

grau 1, ou seja, a nota deste aluno nesta questao é 10% da nota total da questao.

Aluno 2:
Marcacao 1, ¢(grau de certeza A) = 1;

¢(classificagao da resposta TA) = 1;
YR, = [p(grau de certeza A) A ¢(classificagao da resposta TA)] = [1 A 1] = 1.

Marcagao 2, ¢(grau de certeza B) = 1;

¢(classificacao da resposta BA) = 1;

YR, = [p(grau de certeza B) A ¢(classificacao da resposta BA)] = [1 A 1] = 1.

Marcacao 3, @(grau de certeza MB) = 1;
¢(classificacao da resposta BA) = 1;

©Yr,s = [p(grau de certeza MB) A p(classificacao da resposta BA)| =
1AL =1.

As trés respostas dadas pelo aluno 2 levaram a conhecimentos alto, parcial e baixo,
todos com grau 1. Como foi colocado, consideraremos a maior destas notas, logo é quando

o conhecimento é alto, assim a nota do aluno 2 é 85% da nota da questao.

Aluno 3:
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Marcacao 1, @(grau de certeza P) = 1;
¢(classificacao da resposta TA) = 1;

VR, = [p(grau de certeza P) A p(classificacao da resposta TA)] = [1 A 1] = 1.

A respostas dada pelo aluno 3 leva a um conhecimento pleno do conteido com

grau 1, assim a nota do aluno é 100% da nota desta questao.

Aluno 4:
Marcagao 1, ¢(grau de certeza I) = 1;

¢(classificacao da resposta SA) = 1;

YR, = [p(grau de certeza 1) A ¢(classificagdo da resposta SA)] = [L A 1] = 1.

Marcagao 2, @(grau de certeza I) = 1;

¢(classificacao da resposta TA) = 1;

YR, = [p(grau de certeza I) A p(classificagdo da resposta TA)] = [1 A 1] = 1.

As respostas dadas pelo aluno 4 levaram a conhecimentos inexistente e alto, ambos
com grau 1. Mais uma vez lembrando que consideraremos a maior destas notas, portanto
¢ quando o conhecimento é alto, assim a nota do aluno 4 é 85% do valor da nota da

questao.
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3 Avaliacao Fuzzy no AVA

Neste capitulo vamos trabalhar com uma ferramenta do Ambiente Virtual de
Aprendizagem - AVA que se assemelha bastante com o método de avaliacao exposto no
capitulo anterior que, a proposito, foi o que nos inspirou para a realizagao deste trabalho.
Utilizaremos essa ferramenta juntamente com questionarios de multipla escolha, porém
ela também pode ser habilitada em outros formatos de questionéarios. Para a realizacao
destas atividades utilizamos o ambiente Moodle da UFAL, aberto para alunos dos cursos
a distancia da UAB/UFAL, porém o moodle é um software livre de apoio & aprendizagem
que pode ser baixado e instalado por qualquer pessoa que queira utilizar os servicos online
na educacao. E para quem tem interesse em se aprofundar no assunto de avaliagdes no
AVA, indicamos a leitura de [9].

O AVA é uma espécie de sala de aula virtual onde os professores inserem contetdos,
apostilas, videos, entre outros materiais para seus alunos estudarem, discutirem e tirarem
suas duvidas. Geralmente o AVA ¢ utilizado em cursos a distancia ou semipresenciais,
assim, ¢ imprescindivel a presenca de avaliagoes neste ambiente, as quais sao produzidas
de acordo com a necessidade do professor em cada situacao.

A utilizacao do AVA requer uma atengao maior ao publico que sera atingido com
essa aprendizagem, uma vez que se espera que sejam lidos os contetidos disponiveis e/ou
assistido a algum possivel video sobre o contetido dentro de um prazo determinado, porém
com flexibilidade dos horarios de estudo. Dessa maneira, vamos supor a total adaptabili-
dade do publico a essa plataforma de ensino e vamos propor uma avaliacao com questoes
de multipla escolha onde os alunos deverao assinalar apenas uma alternativa, marcando
também o grau de certeza que cada um tem ao dar suas respostas, para assim interpre-

tarmos o grau de aprendizagem que o aluno tem sobre determinado conteido.

3.1 Sobre a Avaliacio no AVA

No ambiente virtual (quando se tem acesso como professor) é possivel editar a
pagina da disciplina para inserir algum tipo de atividade ou recurso, como conteudos,
videos, entre outros. Ao clicar em “Adicionar uma atividade ou recurso” abre-se varias
possibilidades de atividades a serem utilizadas, dentre elas o recurso do “Questionario”.
Neste recurso é possivel criar questoes de multipla escolha, verdadeiro ou falso, corres-
pondéncia, resposta curta, entre outras. Além disso, o professor pode permitir que o
questionario tenha multiplas tentativas, onde as questoes sao embaralhadas ou selecio-

nadas aleatoriamente a partir de um banco de questoes, onde cada tentativa é corrigida
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automaticamente, com excecao das questoes dissertativas. Para uma observagao mais
detalhada de todas as possibilidades, indicamos [10].

Ao ser selecionado o recurso do questionario, abre-se uma nova pagina onde devem
ser colocados o nome do questiondrio e sua descricao. Aqui também devem ser coloca-
das algumas informacoes adicionais sobre o questionario, como a duracao, nota, layout,
comportamento da questao, opgoes de revisao, aparéncia, restricoes extras nas tentativas,
feedback geral, configuragoes comuns de médulos e marcadores.

Um ponto importante para a realizacao deste trabalho encontra-se em “Com-
portamento da questao”, pois nesse ponto é possivel estabelecer a maneira com que os
alunos vao interagir com as perguntas do questiondrio. Dessa forma, o comportamento
da questao que nos interessa é “Feedback adiado com CBM” ou “Feedback imediato com
CBM?”. No primeiro, o feedback relacionado a cada questao aparece apenas quando todo
o questiondrio é finalizado, enquanto no segundo, o feedback aparece imediatamente apds
a conclusao de cada questdo, e em ambos os casos, a marcacio CBM (Certainly-based
marking) faz com que o aluno escolha entre trés opgoes predefinidas (< 67%, > 67% ou
> 80%) para determinar o grau de certeza que possui ao dar sua resposta.

Apés finalizar as identificacoes dos recursos do questionario partiremos para a
criacao das questoes, as quais utilizaremos, dentre os varios tipos predeterminados, as
questoes de multipla escolha, pois é esse tipo de questao que utilizaremos ao decorrer
deste trabalho com a justificativa de melhoria do ensino com base nos erros dos alunos
em relacao aos descritores da educacao em cada nivel.

Todos os dados das respostas dadas pelos alunos, assim como as notas obtidas
por eles, sao registradas no livro de notas do curso, assim, quando forem finalizadas
todas as atividades, suas notas ja estarao devidamente registradas numa espécie de didrio

eletronico dentro da prépria plataforma do moodle.

3.2 Fuzzificando a Avaliacdo do AVA

Como pudemos observar, encontramos uma ferramenta muito semelhante a que
utilizamos no capitulo anterior, onde o aluno marca a porcentagem de certeza que tem ao
responder uma questao. Portanto a utilizaremos neste capitulo com o mesmo objetivo,
porém voltado a educacao a distancia.

Para que seja realizada a avaliagdo no AVA da maneira mais parecida possivel com
o que fizemos no capitulo anterior, ou seja, com o aluno podendo marcar o grau de certeza
sobre cada questao, ainda é necessario que fagamos algumas adaptagoes importantes no

questiondrio, as quais mostraremos no passo a passo a seguir.

1. Deve-se “Ativar edicao” na pagina da disciplina e “Adicionar uma atividade ou

recurso’ .
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2. Escolheremos a opcao “Questionario” e clicaremos em “Adicionar”.

3. Na péagina do questiondrio, vamos dar atencao especial ao item “Comportamento
da questao”, os demais ficam a critério do professor. Ao clicar nele para abrir suas
opcoes, vamos escolher “Feedback adiado com CBM” ou “Feedback imediato com
CBM?”, as demais opc¢oes também ficam a critério do professor. Feito isso, podemos

salvar a pagina com uma das opgoes “Salvar e voltar ao curso” ou “Salvar e mostrar”.

4. Na pagina do questionario, devemos clicar em “Editar questionario”, em seguida
“Adicionar” e escolher a op¢ao “uma nova questao” (a menos que ja tenha alguma

questao pronta num banco de questoes).

5. Dentre as opgoes de questoes que aparecerao, vamos escolher “Muiltipla escolha” e

“Adicionar”.

6. O nome da questao, assim como seu texto e suas alternativas sao produzidas ao
modo do professor, com a possibilidade de dar um feedback geral ou para cada

alternativa produzida.

7. Devemos ter um cuidado a mais com a opc¢ao “Uma ou mais respostas”, uma vez
que queriamos que o aluno pudesse marcar mais de uma alternativa, porém nao
obtivemos bons resultados nesse formato, logo tivemos que limitar a marcacao para
uma unica alternativa por questao, assim, deve ser marcada com “Apenas uma
resposta”’. E na opgao “Nota”, perceberemos que existem algumas porcentagens
predefinidas, nao sendo possivel inserir uma porcentagem diferente destas, além

disso é obrigatério que haja pelo menos uma alternativa com nota 100%.

8. Apéds concluir essa parte, a questao estara completa no formato fuzzy. Basta clicar

no botao “Salvar mudancgas”.

9. Para inserir mais alguma questao ao questionario, basta clicar para entrar no ques-
tionario, dai aparecera uma aba ao lado com o nome “Administracao”, entao clica-se
em “Editar questionario”, “Adicionar” e “uma nova questao”, entao o processo se

repete.

Com relacao ao modo como o Moodle atribui as notas com a funcao CBM ativada,

vamos notar que nao é de uma maneira convencional. Vejamos:

e Se a alternativa marcada tiver qualquer grau de correta, ou seja, a alternativa
marcada possui porcentagem de nota > 0%, entdo a nota dada para a questao é

obtida da seguinte maneira:
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— Dado um grau de certeza < 67%, a nota serd dada multiplicando a porcentagem

da alternativa por 1.

— Dado um grau de certeza > 67%, a nota serd dada multiplicando a porcentagem

da alternativa por 2.

— Dado um grau de certeza > 80%, a nota serd dada multiplicando a porcentagem

da alternativa por 3.

e Se a alternativa marcada tiver grau zero de correta, ou seja, a alternativa marcada
possui porcentagem de nota < 0%, entao a nota dada para a questao ¢é obtida da

seguinte maneira:

— Dado um grau de certeza < 67%, a nota serd dada multiplicando o valor total

da questao por 0.

— Dado um grau de certeza > 67%, a nota serd dada multiplicando o valor total

da questao por -2.

— Dado um grau de certeza > 80%, a nota serd dada multiplicando o valor total

da questao por -6.

Notando tanto o impacto negativo que uma questao errada pode proporcionar,
quanto a extrapolacao da nota por uma questao correta, acreditamos que seja necessario
refazer os calculos das notas. Para isso, sugerimos a produgao de uma planilha para a
conversao desta nota em uma nota mais aceitavel, onde a pontuagao minima seja regis-
trada como zero e a maxima como 100% da nota relativa a questao (Consultar Apéndice
B).

Uma outra maneira de avaliacao da aprendizagem por meio da logica fuzzy pode

ser encontrado em [14].
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4 Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho é oferecer uma nova possibilidade para os professores
compreenderem as dificuldades de seus alunos em relacao a avaliagoes e, com isso, obterem
uma nova ferramenta na preparacao dos mesmos para provas objetivas, nao so escolares,
mas também provas e avaliacoes externas que se utilizam deste método, como sao os
casos dos vestibulares, do ENEM, Prova Brasil, Prova Alagoas, entre outros. Ferramenta
essa que auxilia na compreensao dos pontos que mais desviam a atencao de seus alunos
(distratores), possibilitando uma intervencao antecipada de erro futuro, minimizando a
deficiéncia em certos pontos e dando a oportunidade do professor fazer uma revisao para
aparar as arestas equivocadas do conhecimento.

Acreditamos que com o passar dos anos, a demanda de alunos tende a aumentar,
fazendo com que oa lagos entre professor e aluno sejam cada vez menores, ocasionando
uma perda da interpessoalidade entre os envolvidos e dificultando o aproveitamento da
singularidade de cada estudante no modo de pensar. Nesse ponto, pensamos que um
método préatico que possibilite enxergar o processo cognitivo do aluno no desenvolvimento
de seu raciocinio, que permita maior velocidade na correcao das atividades, otimizando o
tempo do professor, seria uma bela saida para esse possivel problema.

Talvez o tempo de formulagao e organizacao de questionarios no modelo fuzzy
acabe sendo um tanto maior que no modelo tradicional, porém uma excelente saida para
esse problema seria a criagao, por parte do professor, de um banco de questoes, onde
naturalmente seria alimentado a sua maneira e nao lhe traria exaustao de tempo no
momento escolhido para a realizacao de alguma atividade.

Entendemos que fica a critério do professor a utilizacao do método apresentado
aqui em quaisquer fases de ensino, seja fundamental, médio, superior ou pés-graduacao,
cada uma com uma perspectiva singular em relagao a avaliagao, porém nao menos im-
portante, ja que o método se mostra eficaz na producao de uma nota justa em relacao ao

conhecimento desenvolvido e apresentado em questao.
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Apéndice A

Aqui exibiremos uma atividade que foi aplicada na escola municipal Joao Batista
Pereira da Silva, localizada no municipio de Arapiraca, ao 7° ano do ensino fundamental.
Esta atividade consta de duas questoes de muiltipla escolha, onde o aluno pode marcar

quantas alternativas deseja, dando a cada uma o grau de certeza que tem ao marca-la.
ATIVIDADE

1°) Clara estava resolvendo a seguinte expressao:
—324+4-(6 - (—2)*).

Qual valor Clara devera encontrar para acertar a questao?

a) -70 Certeza: ( )
b) -22 Certeza: ( )
c) 1 Certeza: ( )
d) 47 Certeza: ( )
e) 65 Certeza: ( )

3
2°) Angélica pagou R$ 6,30 por n de um bolo, e Rodrigo comprou o resto do bolo.
Quanto Rodrigo pagou?

a) R$ 9,00 Certeza: ( )
b) R$ 10,30 Certeza: ( )
c) R$ 14,70 Certeza: ( )
d) R$ 18,90 Certeza: ( )
e) R$ 21,00 Certeza: ( )

Para a producao das alternativas destas questoes foram analisados os possiveis
erros dos alunos ao tentar responde-las, e com base nesses erros é que criamos as porcen-

tagens relativas a cada alternativa para aplicar a andlise fuzzy.
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e Vejamos como foram montadas as alternativas e suas porcentagens para a primeira

questao.
Para marcar o item a), o aluno poderia resolver a questao da seguinte maneira:

—9+4-(648) =
—94+4-14 =
~5-14 = —70.

Considerando que o aluno resolveu as potenciagoes corretamente, resolveu o que estava

nos parénteses primeiro, consideramos que sua marcacao valeria 50% da nota total.

Para a marcagao do item b), a resolucao poderia ser a seguinte:

—94+4-(6+8) =
~5-6+8
—304+8  =-22

Considerando que o aluno acertou as potenciagoes, mas nao soube resolver a expressao,

determinamos que 30% da nota para a marcacao desta alternativa.

A resolucao para chegar a marcacao do item c¢) pode ser realizadas

9+4-(6—8) =
9+4.(-2) =
9—8 =1.

Nessa resolucgao, o erro na resolugao das duas potenciagoes, portanto a porcentagem para

a marcacao desta alternativa é de 0%.

No item d) trazemos a resposta correta, portanto a porcentagem dada a marcagao
dele é de 100% da nota total.

E no item e), a resolucao pode ser feita da maneira a seguir:

9+4-(6+8) =
9+4-14 =
9+ 56 = 65.

Observando que o aluno errou a primeira potenciacao por se confundir com a falta dos
parénteses, mas acertando o restante da questao, atribuimos 60% da nota total da questao

para a marcacao desta alternativa.

e Agora veremos como foram montadas as alternativas da segunda questao, junta-

mente com suas porcentagens.
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Para marcar o item a), o aluno poderia ter resolvido da seguinte maneira:

6,30-10 =63 — 63+7=09.

e
10

tamente, com isso determinamos que a marcacao dessa alternativa valerd 35% da nota

E com isso, observado o complementar da fatia retirada ( ), porém nao resolveu corre-

total da questao.

Uma raciocinio possivel para a marcagao do item b) seria a observagao da fracao
1% e fazendo alguma relacao com a alternativa que mostra R$10,30. Para essa marcacao

atribuimos 0% da nota total da questao.

O item c) traz a resposta correta, portanto sua marcagao vale 100% da nota da

questao.

Para chegar a marcagdo do item d), o aluno poderia simplesmente multiplicar

6,30 -3 = 18,90. Para essa marcacao também é dada 0% da nota total da questao.

E para a marcacao do item e), o aluno pode efetuar os seguintes célculos:
6,30-10 =63 — 63+ 3 =21.

Observando que este é o valor total do bolo e que o aluno esqueceu de retirar a quantidade
que ja havia sido comprada, determinamos 20% da nota total da questao para a marcacao

desta questao.

Feito isso, a atividade estd pronta para ser entregue para os alunos responder.
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Apéndice B

Uma possibilidade para a normalizagao das notas geradas pelo Moodle serd dada
a seguir, porém a decisao final de como fazer essa normalizagao é sempre do professor
responsavel pela turma ou pela avaliagao.

Na planilha a seguir, as notas nao positivas sao normalizadas e consideradas como

zero e somente recebem pontuacao as questoes que possuirem notas positivas.

Planilha de normalizaco de notas do Moodle - Excel

Inserir  LayoutdaPagina  Férmulss  Dados  Revisio  Bibir  Ajuda Diga-me o que vocé descja fazer

'“D é;" Arial -2 < A A ==|_ #- 2 QuebrarTexto Automaticamente | Geral - g) Q Eﬂﬂ EX @ Z: "Z\Y
e Nras e oear sl= B Bt - (Som [ [ ety e e o 7 gy
Area de Transf... Fonte I Alinhamento I Nimero 7] Estilos Células Edicio
C15 X e
A B (€ D E
1 | VALOR DA QUESTAO VALOR MiNIMO VALOR MAXIMO VALOR DO MOODLE NOTA NORMALIZADA
2 1 -6 3 1 0,333333333333333
3 2 -12 6 4 1,33333333333333
4 3 -18 9 3 0,999999999999999
5 4 -24 12 10 3,33333333333333
6 5 =30 15 14 4,66666666666666
7 6 -36 18 5 1,66666666666666
8 7 -42 21 -42 0
9 8 -48 24 0 0
10 9 =54 27 20 6,66666666666666
11 10 -60 30 25 8,33333333333333
12

Figura 18 — Planilha de notas por questao.

A Figura 4.1 mostra a visao da planilha com questoes de pontuacoes diversas,
produzidas com valores ficticios com o intuito de mostrar a variedade de possibilidades.

A seguir teremos a base de formagao de cada coluna.

e A coluna VALOR DA QUESTAO exibe qual é a nota que o professor atribuiu
para o acerto daquela questao. Portanto esta coluna deve ser preenchida manual-

mente com o valor desejado.

e Para a produzir a segunda coluna, VALOR MINIMO, foi digitado o seguinte
comando na célula especifica: =IMPROD (-6;A2).

B2 ™ S || =IMPROD(-6;A2)
. A B
1 | VALOR DA QUESTAO VALOR MINIMO
2 1 | -6 |
3 | 2 12

Figura 19 — Valor Minimo.
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e A producao da coluna VALOR MAXIMO foi feita através do comando: =IMPROD(3;A2).

c2 X Je =IMPROD(3;A2)
| .A . B ] ] &
1 LOR DA QUEST VALOR MINIMO ___ VALOR MAXIMO
2 | 1 6 | 3 |
3 2 12 6

Figura 20 — Valor Maximo.

e Na coluna VALOR DO MOODLE colocamos a nota gerada pelo Moodle, por

esse motivo esta coluna deve ser preenchida manualmente pelo professor.

e E por fim, na coluna NOTA NORMALIZADA aparecera a nota final que o aluno
atingiu nesta questao, esta nota ja aparece defuzzificada, da maneira que desejamos

inicialmente. Esta lacuna foi preenchida da seguinte maneira:

=SE(D2<=0;"0";SE(D2>0; IMPROD(0,333333333333333;D2))).

E2 - e || =SE(D2<=0;"0";SE(D2>0;IMPROD(0,333333333333332;D2)))

A B C D E F G
1 |DA QL.OR MINILOR MAXDR DO MOC_NOTA NORMALIZADA |
B 1 5 3 1 [ 0,333333333333333 |

Figura 21 — Nota normalizada.

E importante observar que as colunas descritas foram produzidas em uma planilha
Excel nas colunas A, B, C, D e E do programa, respectivamente, e ainda quando escreve-
mos, por exemplo A2, indica que estamos observando o que se passa na coluna A e linha
2 desse programa.

Podemos, por fim, expressar a normalizagao da nota dada pelo Moodle através do

grafico a seguir.

e

Normalizada

-2
Moodle

Figura 22 — Grafico das notas normalizadas.

Onde o eixo das abscissas tras as notas do Moodle, enquanto o eixo das ordenadas

tras os valores das notas normalizados.



