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RESUMO 

 

No presente trabalho são apresentadas extensões tridimensionais da formulação paramétrica 

da Teoria de Volumes Finitos (TVF) para homogeneização térmica e termoelástica de 

materiais compósitos multifásicos com microestrutura periódica de arquitetura generalizada. 

As formulações micromecânicas propostas e implementadas visam, primordialmente, a 

avaliação da condutividade térmica, das propriedades elásticas e dos coeficientes de dilatação 

térmica efetivos dos citados materiais periódicos heterogêneos. Para verificar e validar as 

formulações, variados casos de compósitos reforçados por fibras longas, fibras curtas e 

partículas cúbicas são analisados e discutidos. Em particular, o trabalho enfatiza a presença de 

interfases localizadas entre a matriz e as inclusões, uma vez que as mesmas, 

comprovadamente, podem exercer uma grande influência sobre o comportamento 

macroscópico dos compósitos reais. As análises incluem investigações a respeito das 

influências que diversos fatores exercem sobre a condutividade térmica e as propriedades 

termoelásticas dos materiais compósitos. Como fatores considerados, podem ser citados: a 

fração volumétrica de inclusões, razão de aspecto de fibras, tamanho de inclusões, 

propriedades físicas e espessura das interfases. Os resultados dessas avaliações são 

comparados com outros obtidos por formulações analíticas baseadas em séries de Fourier, 

modelos de homogeneização que utilizam o Método dos Elementos Finitos e, quando 

disponíveis, ensaios experimentais. Essas comparações de resultados demonstram um bom 

desempenho das formulações desenvolvidas e reforçam a conclusão, já enaltecida em 

trabalhos anteriores, de que a Teoria de Volumes Finitos, em sua versão paramétrica, se 

apresenta como uma excelente ferramenta numérica para a descrição do comportamento de 

materiais heterogêneos e como uma simples e versátil alternativa ao tradicional Método dos 

Elementos Finitos. Vale também destacar que as análises aqui efetuadas para os diferentes 

casos de compósitos contribuem para um melhor conhecimento das relações entre os seus 

comportamentos macroscópicos e suas correspondentes características microestruturais.  

 

Palavras-Chave: Compósitos periódicos; Interfase; Condutividade térmica efetiva; 

Propriedades termoelásticas efetivas; Teoria de volumes finitos tridimensional. 
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ABSTRACT 

 

This work presents three-dimensional expansions of the parametric Finite Volume Theory 

(FVT) for thermal and thermoelastic homogenization of multiphasic composites with periodic 

microstructure of generalized architecture. The proposed and implemented micromechanical 

formulations look for, especially, the evaluation of thermal conductivity, elastic properties 

and thermal expansion coefficients of the mentioned periodic heterogeneous materials. To 

verify and validate the formulations, some cases involving composites reinforced by long 

fibers, short fibers and cubic particles are analyzed and discussed. In particular, the work 

emphasizes the presence of interphases located between the matrix and inclusions, because 

such interphases can strongly influence the macroscopic behavior of actual composites. The 

analyses involve investigations with respect to the influences of several factors on the thermal 

conductive and thermoelastic properties of composite materials. Among these factors, it can 

be cited: volume fraction of inclusions, fiber aspect ratio, inclusion size, physical properties 

and thickness of the interphases. The results of these evaluations are compared with others 

obtained by analytical formulations based on Fourier series, homogenization models that 

utilize Finite Element Method and, when available, experimental tests. These comparisons 

demonstrate a good performance of the developed formulations and strengthen the conclusion 

that, as already established in previous works, the Parametric Finite Volume Theory consists 

in an excellent numerical tool for the description of the behavior of heterogeneous materials, 

as well as, is a simple and versatile alternative to the traditional Finite Element Method. Also, 

it is worthwhile mentioning that the results of the analyses of the different cases of 

composites, here carried out, contribute to a best understanding about the relations between 

the macroscopic behaviors and the corresponding microstructural characteristics.  

 

Keywords: Periodic composites; Interphase; Effective thermal conductivity; Effective 

thermoelastic properties; Three-dimensional finite volume theory. 
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𝑑 Comprimento do lado da inclusão cúbica 

𝑇+ Temperatura na interface no lado da matriz 

𝑇− Temperatura na interface no lado da fibra 

ℎ Espessura da interfase 

𝑘𝑚 Condutividade térmica da matriz 

𝑘𝑓  Condutividade térmica da fibra 

𝑘𝑖 Condutividade térmica da interfase 

𝑞𝑛 Fluxo de calor normal à interface 

�̃�+ Temperatura flutuante na interface no lado da matriz 

�̃�− Temperatura flutuante na interface no lado da fibra 

〈�̃�2〉, 〈�̃�1〉 Temperaturas flutuantes médias nas faces adjacentes à interface 

〈𝑞𝑛〉 Fluxo de calor normal médio através da interface 

〈𝑞𝑛〉
(1), 〈𝑞𝑛〉

(2) Fluxo de calor médio nas faces adjacentes à interface 

𝑲𝑖 Matriz de condutividade térmica da interface 
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𝜐𝑖
(𝑘)

 Fração volumétrica do subvolume k da interfase 

𝑢𝑖
(𝑘)

 
Campo de deslocamento global dentro do subvolume k para a 

direção i 

𝜀�̅�𝑗 Deformações macroscópicas 

�̃�𝑖
(𝑘)

 
Campos flutuantes de deslocamentos locais no interior do 

subvolume k para a direção i 

𝑊𝑖(𝑚𝑛)
(𝑘)

 Coeficientes a determinar na direção i para o subvolume k 

𝑡𝑖
(𝑘)

 Tensão na direção i do subvolume k 

Δ𝑇 Variação de temperatura 

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
(𝑘)

 Componente da matriz constitutiva do subvolume k 

𝜎𝑖𝑗
th(𝑘)

 Componentes de tensões associadas à variação de temperatura 

𝛼𝑘𝑙
(𝑘)

 Coeficientes de dilatação térmica do subvolume k 

〈�̃�𝑖〉
(𝑝) Deslocamentos flutuantes médios na face p na direção i 

𝐶𝑖𝑗 
Componentes da matriz de rigidez elástica do material 

relacionadas com as tensões normais 

𝐺𝑖𝑗 
Componentes da matriz de rigidez elástica do material 

relacionadas com as tensões de cisalhamento 

〈𝜀𝑖𝑗〉
(𝑝) Deformações médias na face p do subvolume 

𝑵 Matriz dos vetores normais às faces do subvolume 

𝑪 Matriz de rigidez elástica do material 

𝑲 Matriz de rigidez do subvolume 

𝑲𝐺 Matriz de rigidez da célula unitária 

Δ𝑪 
Matriz constituída pelas diferenças entre as matrizes de rigidez 

local de subvolumes adjacentes 

Δ𝜞 Vetor associado às tensões térmicas 

𝑨(𝑘) Matriz de concentração de deformação de Hill do subvolume k 

𝑪∗ Matriz de rigidez homogeneizada 

𝜶∗ Vetor dos coeficientes de condutividade térmica efetivos 
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𝜞∗ Tensor efetivo térmico 

𝜺(𝝃) 
Coeficientes da série de Fourier que representa as deformações do 

EVR 

𝜺∗(𝒙) Eigenstrain 

𝜺∗(𝝃) Coeficientes da série de Fourier que representa a eigenstrain 

𝑪𝑓, 𝑪𝑚 Matrizes constitutivas da inclusão e da matriz 

〈𝜺∗〉 Médio volumétrica da eigenstrain 

𝑰(𝑛) Matriz identidade de ordem n 

𝜆, 𝜇 Constantes de Lamé 

[𝑻] Matriz de transformação de coordenadas 

[𝑲𝑒] Matriz de rigidez do elemento de interface imperfeita 
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1 INTRODUÇÃO  

 

 

As atuais demandas do setor de materiais exigem que os mesmos possuam 

características e desempenho cada vez mais avançados e, neste contexto, os compósitos têm 

encontrado um reconhecido lugar de destaque. Aplicações desses materiais incluem a 

indústria aeronáutica, aeroespacial e automobilística, a área militar, a construção civil e 

estruturas offshore destinadas à exploração de petróleo e gás.  

No setor da construção civil os compósitos têm sido utilizados como reforço 

estrutural, onde se destaca o uso de Matriz Cimentícia Reforçada com Tecido ou Fabric-

Reinforced Cementitious Matrix (FRCM). Esses compósitos são formados por malhas de 

fibras e um agente cimentício que serve como matriz e ligante (AWANI; EL-MAADDAWY; 

ISMAIL, 2017). A utilização de compósitos FRCM como reforço é uma técnica viável para 

regiões com risco de deterioração severa das estruturas de concreto, tais como locais com alto 

risco de incêndio e zonas costeiras (EBEAD et al., 2017).  

Compósitos de matriz polimérica e fibras de carbono, amplamente utilizados na 

indústria aeroespacial, também são utilizados na confecção de risers para águas profundas 

devido às suas características de elevada relação resistência/peso, resistência à corrosão e à 

fadiga (TOH et al., 2018). Na área militar, compósitos poliméricos reforçados com fibras 

naturais têm sido testados para utilização em coletes de proteção balística (ROHEN et al., 

2015; MONTEIRO et al., 2016). 

Os compósitos são criados pela combinação de dois ou mais materiais formando um 

produto com fases distintas e desempenho diferente daqueles exibidos pelos seus constituintes 

individualmente. Esses materiais são formados por uma fase contínua, chamada de matriz, e 

pela fase dispersa ou inclusões. A função da matriz é envolver as inclusões, mantendo-as nas 

posições definidas em projeto e protegendo-as dos efeitos do ambiente. Por sua vez, as 

inclusões são responsáveis pelas propriedades desejáveis do compósito pois, em geral, 

possuem características significantemente melhores do que a matriz. Em geral, as inclusões 

utilizadas na fabricação de compósitos são fibras ou partículas e, em casos especiais, poros.  

Os compósitos podem ser classificados em periódicos e randômicos de acordo com a 

forma de distribuição de suas inclusões. Na Figura 1.1 são mostrados alguns tipos comuns de 

materiais compósitos, classificados de acordo com o tipo de inclusões e sua distribuição. 
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Figura 1.1 - Exemplos de materiais compósitos com (a) partículas distribuídas randomicamente; 

(b) fibras curtas com orientação aleatória; (c) fibras contínuas periódicas unidirecionais; (d) 

fibras curtas alinhadas distribuídas periodicamente; (e) tecido formado por fibras contínuas 

com distribuição periódica. 

 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Quando materiais com propriedades diferentes são combinados para a criação de um 

novo produto é inevitável o surgimento de uma região de transição entre os mesmos. Para fins 

de modelagem de materiais compósitos, a região de transição pode ser tratada como uma 

interfase ou como uma interface. 

Interface pode ser definida como a superfície formada pela fronteira entre reforço e 

matriz. Esta superfície mantém a ligação entre os materiais e possui propriedades físicas e 

mecânicas diferentes da matriz e do reforço. Por sua vez, considera-se como interfase a região 

de volume finito entre reforço e matriz onde as propriedades químicas, físicas e mecânicas 

podem variar continuamente ou de maneira discreta entre aquelas da matriz e do reforço 

(KIM; MAI, 1998). A Figura 1.2 mostra as regiões de interfase e interface em um compósito 

com fibras cilíndricas.  
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Figura 1.2 - Interfase e interfaces em compósito. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

A influência de interfases sobre o comportamento efetivo do compósito depende de 

vários fatores físicos e geométricos, incluindo a fração volumétrica e as dimensões de suas 

inclusões. Por exemplo, interfases altamente condutivas podem aumentar significativamente a 

condutividade efetiva do compósito quando o tamanho da inclusão diminui e a fração 

volumétrica é mantida constante, demonstrando significante efeito de tamanho (LE QUANG; 

PHAN; BONNET, 2011). A rigidez e a espessura da interfase influenciam, por exemplo, o 

comportamento macroscópico de compósitos particulados com distribuição randômica 

(HASSANZADEH-AGHDAM; MAHMOODI; ANSARI, 2016). Como demonstrado em Liu 

e Bian (2018), as propriedades da interfase e a razão de aspecto das inclusões influenciam as 

propriedades macroscópicas dos compósitos. Comparando resultados numéricos e 

experimentais, Riaño et al. (2018) perceberam uma melhora na predição do comportamento 

mecânico de um compósito quando a presença de interfase é levada em consideração. Devido 

à possibilidade de os materiais compósitos serem projetados, uma interfase apropriadamente 

construída pode melhorar de maneira efetiva a resistência, tenacidade e comportamento de 

amortecimento (XIAO; XU; ZHANG, 2018).  

Com base no exposto anteriormente, os efeitos de interfase ou de interface sobre o 

comportamento de compósitos podem ser de extrema importância e, consequentemente, 

precisam ser incluídos nas formulações que visem proporcionar predições consistentes e 

realísticas. Isto constitui uma interessante e atual área de pesquisa de importância crucial para 

os avanços e desenvolvimento de novos materiais.   
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1.1 Revisão bibliográfica 

 

As propriedades efetivas dos compósitos podem ser determinadas por técnicas 

analíticas e numéricas. Esses métodos de homogeneização auxiliam o desenvolvimento de 

novos materiais por contribuírem para a redução da quantidade de experimentos laboratoriais 

ao longo do processo de projeto dos compósitos, assim como melhoram a compreensão do 

comportamento efetivo dos mesmos.  

O principal objetivo da micromecânica é predizer as propriedades efetivas do 

compósito em função das propriedades, distribuição e frações volumétricas dos seus 

constituintes. Diversos modelos micromecânicos desenvolvidos para atender esse objetivo são 

baseados na teoria de campos médios de Eshelby (1957).  

Eshelby (1957) considerou um corpo homogêneo, elástico e infinito contendo uma 

pequena região elipsoidal 𝛺 do mesmo material. Ele admitiu a região 𝛺 submetida a uma 

transformação geométrica tal que, na ausência de material circundante, corresponde a uma 

deformação arbitrária 𝜺∗. O estudo comprovou que, sob a mencionada transformação 

geométrica, o campo de deformação resultante é constante dentro daquela região do corpo. 

Baseando-se neste resultado, Eshelby propôs um procedimento conhecido como método da 

inclusão equivalente, o qual tem servido de base para a construção de muitos modelos de 

homogeneização de materiais compósitos. Para o caso particular de um compósito com uma 

única inclusão elipsoidal, pequena em relação ao volume total do material, o modelo de 

homogeneização proposto por Eshelby é conhecido na literatura inglesa como Dilute 

Suspension. Considerando a condição de uma só inclusão empregada para sua dedução, o 

modelo Dilute Suspension somente produz resultados satisfatórios para homogeneização de 

compósitos com pequena fração volumétrica de inclusões, onde as interações entre as mesmas 

podem ser desprezadas. 

Visando contornar a citada limitação do Dilute Suspension, diferentes procedimentos 

analíticos têm sido concebidos para levar em conta as interações entre inclusões, dando 

origem a uma variedade de modelos para homogeneização de materiais compósitos. Dentre 

estes, podem ser destacados os modelos tradicionais Auto-Consistente (HILL, 1965), Mori-

Tanaka (MORI; TANAKA, 1973) e Esquema Diferencial (HASHIN, 1988).  

Por sua vez, esses modelos micromecânicos tradicionais têm servido de base para a 

construção de muitos procedimentos de homogeneização analíticos deduzidos para casos de 

compósitos com diferentes comportamentos constitutivos (MOLINARI, 2002; MA; LIU; HU, 

2006), assim como têm sido estendidos para homogeneização de outras propriedades físicas, 
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tais como, térmicas (CAO et al., 1990; CHEN; WANG, 1996), elétricas (WHITEHOUSE; 

WARWICK; CLYNE, 1991; TAYA, 1995) e piezoelétricas (DUNN; WIENECKE, 1997; 

BING; DAINING; KEHCHIH, 1997). Destaca-se o trabalho de Hatta e Taya (1986) no qual 

foi desenvolvida uma analogia do método da inclusão equivalente para o caso de 

condutividade térmica efetiva. Vale ressaltar que todos estes modelos analíticos, baseados na 

teoria micromecânica de campos médios introduzida por Eshelby (1957), têm como 

fundamento a existência de um volume elementar representativo, isto é, de um volume finito 

cujas propriedades macroscópicas sejam equivalentes àquelas exibidas pelo material que o 

constitui (HILL, 1963). 

Dentre as técnicas numéricas mais utilizadas para a formulação de modelos para 

avaliação de propriedades efetivas de materiais compósitos encontra-se o Método dos 

Elementos Finitos (MEF). Como exemplo, Islam e Pramila (1999) aplicaram um modelo 

micromecânico que utiliza o MEF para predição de condutividade térmica efetiva de 

compósitos periódicos, comparando seus resultados numéricos com outros obtidos 

experimentalmente. Matt e Cruz (2008) também utilizaram um procedimento de 

homogeneização que emprega o MEF para calcular a condutividade térmica efetiva de 

compósitos com microestrutura constituída por esferas, elipsoides e cilindros curtos, 

considerando o efeito de resistência térmica interfacial. Jiang et al. (2014), por sua vez, 

avaliaram o comportamento mecânico efetivo de compósitos reforçados por fibras contínuas 

unidirecionais, considerando a presença de interfaces imperfeitas.  

No caso de compósitos reforçados por fibras curtas alinhadas, Matt e Cruz (2006) 

verificaram as condições em que a capacidade de condução de calor do compósito é 

aumentada de maneira significativa. Utilizando o MEF, os autores avaliaram parâmetros de 

controle tais como a fração volumétrica de fibras e a condutividade das mesmas, assim como 

a razão de aspecto da fibra e do elemento de volume representativo. Para esse mesmo tipo de 

reforço, Shokrieh e Moshrefzadeh-Sani (2016) apresentaram um elemento de volume 

representativo otimizado para homogeneização empregando um modelo que utiliza o MEF 

como ferramenta numérica. 

Yang e Qin (2004) empregaram um modelo micromecânico que utiliza o Método dos 

Elementos de Contorno (MEC) para determinar as propriedades mecânicas efetivas de 

compósitos reforçados por inclusões circulares rígidas. Araújo e Gray (2008) também 

aplicaram um procedimento de homogeneização que emprega o MEC para determinar as 

propriedades mecânicas efetivas de compósitos reforçados por nano-tubos de carbono. 

Rodrigues et al. (2017) utilizaram o MEC com uma solução fundamental anisotrópica 
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tridimensional para a análise elástica de compósitos reforçados por fibras curtas. Por sua vez, 

Fernandes et al. (2019), propuseram uma formulação em elementos de contorno para modelar 

o comportamento constitutivo de materiais heterogêneos considerando fenômenos 

dissipativos. 

O método dos volumes finitos é uma técnica numérica muito utilizada para a solução 

de problemas da Mecânica dos Fluidos (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007). De acordo 

com Cavalcante, Pindera e Khatam (2012), este método tem sido utilizado como alternativa à 

abordagem em elementos finitos nos problemas de mecânica dos sólidos devido à sua 

simplicidade e estabilidade. Três versões dessa técnica têm sido desenvolvidas ao longo dos 

últimos 30 anos. Duas versões são utilizadas para modelagem de estruturas de materiais 

homogêneos (FRYER et al., 1991; DEMIRDZIC; MUZAFERIJA, 1994; FALLAH, 2004), 

enquanto a terceira tem evoluído de forma independente para a aplicação em materiais 

heterogêneos com microestrutura periódica e com gradação funcional (BURYACHENKO, 

2007; BIRMAN; BYRD, 2007).  

A Teoria de Volumes Finitos (TVF) estrutural teve origem na High-Order Theory for 

Functionally Graded Materials (HOTFGM) cujo desenvolvimento está apresentado 

resumidamente em Aboudi, Pindera e Arnold (1999). A versão de homogeneização desta 

técnica foi chamada inicialmente de High-Order Theory for Periodic Multiphase Materials 

(ABOUDI; PINDERA; ARNOLD, 2001) e, em seguida, renomeada como High-Fidelity 

Generalized Method of Cells (HFGMC) como apresentado em Aboudi, Pindera e Arnold 

(2002).  

A técnica HFGMC sofreu diversas modificações ao longo dos anos e passou a ser 

denominada Finite-Volume Direct Averaging Micromechanics Theory (FVDAM). O processo 

de criação do FVDAM pode ser acompanhado em Bansal e Pindera (2003; 2005; 2006), 

Zhong, Bansal e Pindera (2004) e Pindera e Bansal (2007). Nesta nova versão, a discretização 

da microestrutura dos materiais é feita com subvolumes retangulares. Em Cavalcante, Pindera 

e Khatam (2012) é apresentado um estudo comparativo detalhado entre HFGMC e FVDAM.  

A discretização do domínio em subvolumes quadrilaterais foi introduzida na versão 

estrutural da Teoria de Volumes Finitos por Cavalcante (2006) e Cavalcante, Marques e 

Pindera (2007a; 2007b). Por sua vez, Gattu et al. (2008) incorporaram o mapeamento 

paramétrico no FVDAM. Esta forma de discretização possibilita uma modelagem mais 

eficiente de microestruturas complexas.  

A modelagem realizada com a versão paramétrica do FVDAM gera resultados 

comparáveis com aqueles obtidos com o Método dos Elementos Finitos como apresentado em 
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Cavalcante, Marques e Pindera (2008) e, muitas vezes, com mais eficiência computacional. 

Para discretizações da estrutura ou da microestrutura com alta fidelidade, o tempo de 

montagem da matriz de rigidez global, etapa que consome o maior tempo de processamento, é 

muito menor para FVDAM em comparação com o MEF (CAVALCANTE; MARQUES; 

PINDERA, 2008). 

Visando contornar alguns problemas decorrentes da aplicação da versão paramétrica 

standard, a formulação generalizada da teoria FVDAM foi deduzida (CAVALCANTE; 

PINDERA, 2014a; 2014b). Nesta versão da teoria impõe-se continuidade de deslocamentos, 

rotações, curvaturas e tensões nas faces em comum de subvolumes adjacentes melhorando a 

conformidade entre os mesmos e permitindo a obtenção de uma distribuição de tensões mais 

suave com relação à representação do campo de deslocamentos usada na versão anterior 

(CAVALCANTE; PINDERA, 2014a; 2014b; 2016).  

Para fins de homogeneização, as versões standard e generalizada da teoria FVDAM 

apresentam resultados similares em geral. Logo, devido à maior complexidade e custo 

computacional da versão generalizada, a técnica standard pode ser mais interessante para a 

obtenção das propriedades macroscópicas dos compósitos (CAVALCANTE; MARQUES, 

2014).  

Extensões da versão paramétrica do FVDAM foram desenvolvidas por Cavalcante e 

Marques (2014) e Escarpini Filho e Marques (2016) para determinar os módulos de relaxação 

e funções de fluências efetivos de compósitos periódicos reforçados por fibras unidirecionais 

de material viscoelástico linear. Vale também ressaltar o emprego da mencionada teoria para 

homogeneização de compósitos com fases elastoplásticas (KHATAM; PINDERA, 2009a; 

CAVALCANTE; PINDERA, 2016). 

Uma versão tridimensional do FVDAM para compósitos periódicos particulados foi 

desenvolvida por Chen et al. (2016b) e, para compósitos reforçados por tecidos, por Chen et 

al. (2017). Mais recentemente, uma versão paramétrica tridimensional da teoria FVDAM foi 

apresentada por Chen, Wang e Chen (2018) para determinar os módulos elásticos efetivos de 

compósitos reforçados com fibras alinhadas e, também, de compósitos com poros esféricos. E 

mais recentemente, Ye et al. (2018) avaliaram os módulos elásticos efetivos de compósitos 

particulados com interfase por meio da versão paramétrica tridimensional da FVDAM. 

Em diversas aplicações, os materiais compósitos estão sujeitos a variações 

significativas de temperatura, como escudos térmicos (GORI; CORASANITI, 2014) e 

dispositivos eletrônicos (BURGER et al., 2016), tornando essencial o conhecimento do 

processo de transferência de calor nesses materiais. A condução de calor nos compósitos 
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depende fundamentalmente de sua condutividade térmica efetiva. Para compósitos 

poliméricos, os principais fatores que afetam essa propriedade são a condutividade do reforço, 

sua fração volumétrica e geometria, além da adesão entre a matriz e o reforço e das 

propriedades da interfase (CHEN et al., 2016a).  

A condutividade térmica efetiva de compósitos considerando a presença de interfases 

pode ser determinada por métodos analíticos (DASGUPTA; BHANDARKAR, 1992; 

BONFOH; SABAR, 2018; XIAO; XU; ZHANG, 2018) e numéricos, tais como o Método dos 

Elementos Finitos (PATHAK, 2013; YANG et al., 2014; YVONNET; HE; TOULEMONDE, 

2008) e a Teoria de Volumes Finitos (ESCARPINI FILHO; MARQUES, 2014).  

Dasgupta e Bhandarkar (1992) obtiveram as propriedades termoelásticas efetivas de 

compósitos reforçados por fibras considerando a presença de interfases degradadas e 

interfases com variação radial de suas propriedades. O modelo utilizado nas análises é 

baseado em um modelo de três fases proposto por Benveniste, Dvorak e Chen (1989). Xiao, 

Xu e Zhang (2018) avaliaram os efeitos do tamanho das fibras, do revestimento das mesmas, 

assim como da condutividade do revestimento, na condutividade térmica de nano compósitos, 

utilizando o método auto-consistente generalizado com um modelo composto por quatro 

cilindros concêntricos.  

Pathak (2013) quantificou a condutividade térmica da interface entre matriz e fibra de 

uma série de compósitos de fibra de carbono utilizando o software ANSYS. Yvonnet, He e 

Toulemonde (2008) utilizaram o Método dos Elementos Finitos Estendidos para avaliar 

compósitos com interface imperfeita e altamente condutora.  

Considerando o problema térmico, as interfaces entre matriz e fibra são consideradas 

perfeitas quando existe continuidade de temperatura e fluxo de calor normal às mesmas. No 

contexto da elasticidade, em uma interface perfeita os campos de deslocamentos e tensões são 

contínuos através da mesma. Qualquer interface onde estas condições não são satisfeitas é 

chamada de imperfeita (HASHIN, 2001; HASHIN, 2002). 

Hashin (2001) demonstrou que uma interfase fina com condutividade térmica muito 

menor que a condutividade das outras fases pode produzir uma descontinuidade finita na 

temperatura entre a matriz e a fibra. Por outro lado, uma descontinuidade finita no fluxo de 

calor normal pode ser produzida quando a interfase possui condutividade muito maior que as 

outras fases. Hashin (2001) modela a interfase como uma interface imperfeita sem restrição 

de magnitude da condutividade térmica. Dessa forma, as condições de interface apresentam 

descontinuidade de temperatura e fluxo de calor normal.   
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O modelo de interface imperfeita desenvolvido por Hashin (2002) considera 

descontinuidade de deslocamentos e tensões, permitindo a avaliação de compósitos dotados 

de interfases com qualquer rigidez, desde muito pequena até muito grande.  

Benveniste (2006) desenvolveu um modelo geral de interface que fornece expressões 

para as descontinuidades de temperatura e fluxo de calor normal, no caso de condução, e de 

deslocamentos e tensões, no caso de elasticidade. 

Considerando a presença de descontinuidade de deslocamentos na interface partícula-

matriz, Yanase e Ju (2012) desenvolveram versões do método de Mori-Tanaka (MORI; 

TANAKA, 1973), do método alto consistente (HILL, 1965) e do esquema diferencial 

(HASHIN, 1988). Dessa forma, foi possível analisar os efeitos de escorregamento e separação 

interfacial na degradação das propriedades mecânicas efetivas de compósitos reforçados por 

partículas esféricas.  

Wang e Quin (2015) investigaram o efeito de interfase no comportamento micro e 

macro mecânico de compósitos reforçados por fibras unidirecionais. A interfase foi modelada 

como uma fina camada de recobrimento na superfície da fibra, cujo propósito é resistir à 

expansão térmica radial e circunferencial. Estes últimos autores desenvolveram um elemento 

recobrimento/fibra que dispensa a discretização do domínio da interfase e da fibra. 

Para levar em consideração os efeitos de uma interfase imperfeita nas propriedades 

mecânicas do compósito, Hosseini Kordkheili e Toozandehjani (2014) utilizaram um 

parâmetro de degradação da rigidez, dado em termos das propriedades da matriz e da 

interfase, em conjunto com o método da inclusão equivalente. 

 

1.2 Objetivos 

 

O presente trabalho tem como objetivo geral o desenvolvimento de formulações para 

homogeneização da condutividade térmica e das propriedades termoelásticas efetivas de 

compósitos com microestrutura periódica que levem em consideração a influência de 

interfases. 

Os objetivos específicos deste trabalho são os seguintes: 

a) Desenvolver uma extensão tridimensional da formulação paramétrica da Teoria 

de Volumes Finitos para homogeneização térmica de compósitos periódicos; 

b) Incorporar efeitos térmicos na formulação paramétrica tridimensional da Teoria 

de Volumes Finitos para homogeneização termoelástica de compósitos 

periódicos reforçados por fibras longas ou curtas; 
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c) Avaliar a influência de interfases na condutividade térmica efetiva de 

compósitos com partículas cúbicas, fibras longas ou fibras curtas alinhadas, 

periodicamente distribuídas; 

d) Avaliar os efeitos de interfases nas propriedades termoelásticas macroscópicas 

de compósitos com fibras longas ou curtas distribuídas periodicamente. 
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2 HOMOGENEIZAÇÃO TÉRMICA DE COMPÓSITOS PERIÓDICOS  

 

 

Neste capítulo é apresentada uma expansão tridimensional da formulação paramétrica 

da Teoria de Volumes Finitos para a determinação da condutividade térmica efetiva de 

materiais compósitos multifásicos com microestrutura periódica de arquitetura generalizada. 

A predição das propriedades efetivas de compósitos pode ser feita a partir de uma 

porção do volume do material que representa o comportamento efetivo do mesmo. Materiais 

com microestrutura estatisticamente homogênea em uma escala apropriada e compósitos 

periódicos podem ser representados por um Elemento de Volume Representativo (EVR). No 

caso de compósitos periódicos, o EVR é formado por um agrupamento de células unitárias de 

repetição (CUR). A Figura 2.1 apresenta exemplos dos dois tipos de microestrutura. 

 

Figura 2.1 - (a) Microestrutura estatisticamente homogênea caracterizada por um EVR e (b) 

microestrutura periódica caracterizada por uma CUR. 

 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

As propriedades efetivas de compósitos periódicos podem ser obtidas por meio da 

análise de uma célula unitária de repetição. Para que a resposta da CUR corresponda àquela 

do EVR submetido a condições de contorno homogêneas, as condições de contorno aplicadas 

à célula unitária devem ser periódicas (DRAGO; PINDERA, 2007). 

Neste trabalho são estudados compósitos periódicos multifásicos representados por 

células unitárias de repetição. No caso de compósitos com fibras curtas é comum a utilização 

de células unitárias paralelepipédicas como apresentado na Figura 2.2 onde são mostradas as 

dimensões da CUR e da fibra cilíndrica. Compósitos com partículas cúbicas podem ser 

representados por uma CUR cúbica como mostrado na Figura 2.3.  
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Figura 2.2 - Célula unitária de repetição de compósito reforçado por fibra curta. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Figura 2.3 - Célula unitária de repetição de compósito reforçado por partícula cúbica. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

2.1 Formulação paramétrica tridimensional da Teoria de Volumes Finitos 

 

Considere um elemento de volume representativo com volume 𝑉 e limitado por uma 

superfície 𝑆 sujeito à seguinte condição de contorno homogênea em temperatura: 

 

𝑇0(𝒙) = 𝑮0𝒙 (2.1) 

 

na qual 𝑮0 = 𝜕𝑇0 𝜕𝒙⁄  é constante e 𝒙 representa as coordenadas de um ponto sobre o 

contorno 𝑆.  
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Considere agora que o material compósito possui distribuição periódica de inclusões, 

podendo ser representado por uma célula unitária de repetição. Com base em considerações 

da teoria micromecânica, pode-se concluir que a resposta efetiva do EVR sob condições de 

contorno homogêneas em temperatura coincide com a resposta de uma CUR sob adequadas 

condições de contorno periódicas, como mostrado em Escarpini Filho e Marques (2014). 

O campo de temperatura de uma CUR pode ser representado pela seguinte expressão 

envolvendo duas diferentes escalas: 

 

𝑇(𝒚) = 𝑇0(𝒙) + �̃�(𝒚) (2.2) 

 

na qual 𝑇0 e �̃� são, respectivamente, as parcelas macroscópica e flutuante da temperatura. As 

coordenadas locais 𝒚 são utilizadas na escala da CUR, enquanto as coordenadas globais 𝒙 são 

empregadas na escala do EVR.  

  Pela Teoria de Volumes Finitos 3D, desenvolvida neste capítulo para avaliação da 

condutividade térmica efetiva do compósito, a célula unitária de repetição deve ser 

discretizada em subvolumes hexaédricos. O desenvolvimento da formulação envolve um 

mapeamento de um cubo de referência em um sistema de coordenadas paramétricas (𝜁 − 𝜂 −

𝜉) para cada subvolume hexaédrico no espaço cartesiano (𝑦1 − 𝑦2 − 𝑦3) como mostrado na 

Figura 2.4.  

 

Figura 2.4 - Mapeamento do cubo de referência para o subvolume hexaédrico da microestrutura 

real. 

 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Um ponto de coordenadas (𝜁, 𝜂, 𝜉) no cubo de referência é mapeado para o ponto 

cartesiano (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) no subvolume hexaédrico da microestrutura discretizada da seguinte 

maneira: 

 

𝑦𝑖(𝜁, 𝜂, 𝜉) =∑𝑁𝑗(𝜁, 𝜂, 𝜉)𝑦𝑖
(𝑗)

8

𝑗=1

 (2.3) 

 

com i = 1,2,3 e  

 

𝑁1(𝜁, 𝜂, 𝜉) =
1

8
(1 + 𝜁)(1 − 𝜂)(1 − 𝜉) 

(2.4) 

𝑁2(𝜁, 𝜂, 𝜉) =
1

8
(1 + 𝜁)(1 + 𝜂)(1 − 𝜉) 

𝑁3(𝜁, 𝜂, 𝜉) =
1

8
(1 − 𝜁)(1 + 𝜂)(1 − 𝜉) 

𝑁4(𝜁, 𝜂, 𝜉) =
1

8
(1 − 𝜁)(1 − 𝜂)(1 − 𝜉) 

𝑁5(𝜁, 𝜂, 𝜉) =
1

8
(1 + 𝜁)(1 − 𝜂)(1 + 𝜉) 

𝑁6(𝜁, 𝜂, 𝜉) =
1

8
(1 + 𝜁)(1 + 𝜂)(1 + 𝜉) 

𝑁7(𝜁, 𝜂, 𝜉) =
1

8
(1 − 𝜁)(1 + 𝜂)(1 + 𝜉) 

𝑁8(𝜁, 𝜂, 𝜉) =
1

8
(1 − 𝜁)(1 − 𝜂)(1 + 𝜉) 

 

sendo as Equações (2.4) funções de forma também utilizadas no Método dos Elementos 

Finitos. 

 

2.1.1 Matriz de condutividade térmica efetiva de um subvolume 

 

As componentes de fluxo de calor local em um subvolume homogêneo são definidas 

pela lei de Fourier:  
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𝑞𝑖 = −𝑘𝑖𝑗
𝜕𝑇

𝜕𝑦𝑗
 (2.5) 

 

onde 𝑘𝑖𝑗 são as condutividades térmicas do material. Substituindo o campo de temperatura 

representado pela Equação (2.2) em (2.5), as componentes de fluxo de calor podem ser 

apresentadas pela expressão: 

 

𝑞𝑖 = −𝑘𝑖𝑗𝐺𝑗
0 − 𝑘𝑖𝑗

𝜕�̃�

𝜕𝑦𝑗
 (2.6) 

 

na qual 𝐺𝑗
0 são as componentes do gradiente de temperatura macroscópico. 

Na versão paramétrica tridimensional da Teoria de Volume Finitos, o campo de 

temperatura flutuante presente na Equação (2.2) é aproximado pela seguinte expansão 

polinomial de segunda ordem de Legendre usando as coordenadas paramétricas: 

 

�̃�(𝜁, 𝜂, 𝜉) = �̃�000 + 𝜁�̃�100 + 𝜂�̃�010 + 𝜉�̃�001 +
1

2
(3𝜁2 − 1)�̃�200

+
1

2
(3𝜂2 − 1)�̃�020 +

1

2
(3𝜉2 − 1)�̃�002 

(2.7) 

 

onde �̃�𝑚𝑛𝑝 são coeficientes a determinar. 

Os valores médios do campo de temperatura em cada face do subvolume são definidos 

e calculados da seguinte forma: 

 

〈�̃�〉(1,2) =
1

4
∫ ∫ �̃�(𝜁, 𝜂, 𝜉 = ∓1)𝑑𝜁𝑑𝜂 = �̃�000 ∓ �̃�001 + �̃�002

1

−1

1

−1

 

(2.8) 〈�̃�〉(3,5) =
1

4
∫ ∫ �̃�(𝜁, 𝜂 = ∓1, 𝜉)𝑑𝜁𝑑𝜉 = �̃�000 ∓ �̃�010 + �̃�020

1

−1

1

−1

 

〈�̃�〉(4,6) =
1

4
∫ ∫ �̃�(𝜁 = ±1, 𝜂, 𝜉)𝑑𝜂𝑑𝜉 = �̃�000 ± �̃�100 + �̃�200

1

−1

1

−1
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nas quais os índices indicam as faces do subvolume conforme a Figura 2.4. 

Por sua vez, os gradientes de temperatura nas faces do subvolumes são determinados 

com as seguintes expressões: 

 

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜁
〉(1,2) =

1

4
∫ ∫

𝜕�̃�

𝜕𝜁
𝑑𝜁𝑑𝜂 = �̃�100

1

−1

1

−1

 

(2.9) 〈
𝜕�̃�

𝜕𝜁
〉(3,5) =

1

4
∫ ∫

𝜕�̃�

𝜕𝜁
𝑑𝜁𝑑𝜉 = �̃�100

1

−1

1

−1

 

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜁
〉(4,6) =

1

4
∫ ∫

𝜕�̃�

𝜕𝜁
𝑑𝜂𝑑𝜉 = �̃�100 ± 3�̃�200

1

−1

1

−1

 

 

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜂
〉(1,2) =

1

4
∫ ∫

𝜕�̃�

𝜕𝜂
𝑑𝜁𝑑𝜂 = �̃�010

1

−1

1

−1

 

(2.10) 〈
𝜕�̃�

𝜕𝜂
〉(3,5) =

1

4
∫ ∫

𝜕�̃�

𝜕𝜂
𝑑𝜁𝑑𝜉 = �̃�010 ∓ 3

1

−1

1

−1

�̃�020 

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜂
〉(4,6) =

1

4
∫ ∫

𝜕�̃�

𝜕𝜂
𝑑𝜂𝑑𝜉 = �̃�010

1

−1

1

−1

 

 

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜉
〉(1,2) =

1

4
∫ ∫

𝜕�̃�

𝜕𝜉
𝑑𝜁𝑑𝜂 = �̃�001 ∓ 3

1

−1

1

−1

�̃�002 

(2.11) 〈
𝜕�̃�

𝜕𝜉
〉(3,5) =

1

4
∫ ∫

𝜕�̃�

𝜕𝜉
𝑑𝜁𝑑𝜉 = �̃�001

1

−1

1

−1

 

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜉
〉(4,6) =

1

4
∫ ∫

𝜕�̃�

𝜕𝜉
𝑑𝜂𝑑𝜉 = �̃�001

1

−1

1

−1

 

 

Os gradientes médios de temperatura flutuante na face p de um subvolume no sistema 

de referência podem ser relacionados com os gradientes no sistema de coordenadas da 

microestrutura real pela média volumétrica da matriz Jacobiana inversa: 
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{
  
 

  
 〈
𝜕�̃�

𝜕𝑦1
〉

〈
𝜕�̃�

𝜕𝑦2
〉

〈
𝜕�̃�

𝜕𝑦3
〉
}
  
 

  
 
(𝑝)

= 〈�̅�〉

{
  
 

  
 〈
𝜕�̃�

𝜕𝜁
〉

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜂
〉

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜉
〉
}
  
 

  
 
(𝑝)

 (2.12) 

 

sendo a obtenção da matriz Jacobiana e de sua inversa mostrada no Apêndice A. 

O valor médio do fluxo de calor na face p do subvolume é obtido a partir da Equação 

(2.6) juntamente com a Equação (2.12): 

 

{

〈𝑞1〉

〈𝑞2〉

〈𝑞3〉
}

(𝑝)

= �̅� {

𝐺1
0

𝐺2
0

𝐺3
0

} + �̅�〈�̅�〉

{
  
 

  
 〈
𝜕�̃�

𝜕𝜁
〉

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜂
〉

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜉
〉
}
  
 

  
 
(𝑝)

 (2.13) 

 

na qual 

 

�̅� = − [

𝑘11 𝑘12 𝑘13
𝑘21 𝑘22 𝑘23
𝑘31 𝑘32 𝑘33

] (2.14) 

 

A Equação (2.13) mostra que o fluxo de calor total médio na face p do subvolume 

possui uma parte macroscópica, constante e dependente dos valores de 𝑮0, e uma parcela que 

depende dos gradientes médios de temperatura flutuante cujos valores são a determinar. 

A componente do fluxo de calor médio normal à face p pode ser obtida por meio da 

expressão: 
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〈𝑞𝑛〉
(𝑝) = 𝒏(𝑝)�̅� {

𝐺1
0

𝐺2
0

𝐺3
0

} + 𝒏(𝑝)�̅�〈�̅�〉

{
  
 

  
 〈
𝜕�̃�

𝜕𝜁
〉

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜂
〉

〈
𝜕�̃�

𝜕𝜉
〉
}
  
 

  
 
(𝑝)

 (2.15) 

 

onde 𝒏(𝑝) = [𝑛1 𝑛2 𝑛3](𝑝), sendo 𝑛1, 𝑛2 e 𝑛3 as componentes do vetor normal unitário que 

aponta para fora da face p do subvolume. 

Utilizando as expressões (2.9) a (2.11) e (2.15), o vetor que reúne os fluxos de calor 

médios nas faces do subvolume pode ser escrito como  

 

{
  
 

 
 
 
〈𝑞𝑛〉

(1)

〈𝑞𝑛〉
(2)

〈𝑞𝑛〉
(3)

〈𝑞𝑛〉
(4)

〈𝑞𝑛〉
(5)

〈𝑞𝑛〉
(6)}
  
 

 
 
 

=

{
 
 

 
 
𝒏(1)

𝒏(2)

𝒏(3)

𝒏(4)

𝒏(5)

𝒏(6)}
 
 

 
 

�̅� {

𝐺1
0

𝐺2
0

𝐺3
0

} +

{
 
 

 
 
𝝊(1)

𝝊(2)

𝝊(3)

𝝊(4)

𝝊(5)

𝝊(6)}
 
 

 
 

{
  
 

  
 
�̃�100
�̃�010
�̃�001
�̃�200
�̃�020
�̃�002}

  
 

  
 

 (2.16) 

 

na qual  

 

𝝊(𝑝) = 𝒏(𝑝)�̅�〈�̅�〉𝒂(𝑝) (2.17) 

 

com 

 

𝒂(1,2) = [
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 ∓3

] 

(2.18) 𝒂(3,5) = [
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 ∓3 0
0 0 1 0 0 0

] 

𝒂(4,6) = [
1 0 0 ±3 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

] 

 

Para se obter uma relação entre os coeficientes da expansão polinomial (2.7) e os 

valores médios das temperaturas flutuantes nas faces do subvolume, a equação de balanço de 
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energia deve ser utilizada. Para isto, as derivadas segundas do campo de temperatura 

flutuantes serão determinadas, como mostrado a seguir: 

 

𝜕2�̃�

𝜕𝜁2
= 3�̃�200 

(2.19) 

𝜕2�̃�

𝜕𝜂2
= 3�̃�020 

𝜕2�̃�

𝜕𝜉2
= 3�̃�002 

𝜕2�̃�

𝜕𝜁𝜕𝜂
=
𝜕2�̃�

𝜕𝜂𝜕𝜁
= 0 

𝜕2�̃�

𝜕𝜉𝜕𝜂
=
𝜕2�̃�

𝜕𝜂𝜕𝜉
= 0 

𝜕2�̃�

𝜕𝜁𝜕𝜉
=
𝜕2�̃�

𝜕𝜉𝜕𝜁
= 0 

 

Usando a inversa da matriz Jacobiana, as derivadas segundas do campo de temperatura 

flutuante em relação às coordenadas cartesianas podem ser expressas como  

 

𝜕2�̃�

𝜕𝑦1
2 = 3[�̃�200(𝐽1̅1)

2 + �̃�020(𝐽1̅2)
2 + �̃�002(𝐽1̅3)

2] 

(2.20) 
𝜕2�̃�

𝜕𝑦2
2 = 3[�̃�200(𝐽2̅1)

2 + �̃�020(𝐽2̅2)
2 + �̃�002(𝐽2̅3)

2] 

𝜕2�̃�

𝜕𝑦3
2 = 3[�̃�200(𝐽3̅1)

2 + �̃�020(𝐽3̅2)
2 + �̃�002(𝐽3̅3)

2] 

 

Considerando a equação de balanço de fluxo de calor e assumindo que o material do 

subvolume é transversalmente isotrópico, ou seja, 𝑘11 = 𝑘𝐿 , 𝑘22 = 𝑘33 = 𝑘𝑇 e 𝑘13 = 𝑘31 =

𝑘12 = 𝑘21 = 𝑘23 = 𝑘32 = 0, obtém-se a seguinte expressão: 

 

−𝑘𝐿
𝜕2�̃�

𝜕𝑦1
2 − 𝑘𝑇 (

𝜕2�̃�

𝜕𝑦2
2 +

𝜕2�̃�

𝜕𝑦3
2) = 0 (2.21) 
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a qual, pela substituição das Equações (2.20) em (2.21), torna-se 

 

−3𝑘𝐿[�̃�200(𝐽1̅1)
2 + �̃�020(𝐽1̅2)

2 + �̃�002(𝐽1̅3)
2]

− 3𝑘𝑇[�̃�200{(𝐽2̅1)
2 + (𝐽3̅1)

2} + �̃�020{(𝐽2̅2)
2 + (𝐽3̅2)

2}

+ �̃�002{(𝐽2̅3)
2 + (𝐽3̅3)

2}] = 0 

(2.22) 

 

A partir das Equações (2.8) são obtidos os valores dos coeficientes �̃�200, �̃�020 e �̃�002 

em função da temperatura média flutuante nas faces do subvolume por meio das expressões: 

  

�̃�200 =
1

2
(〈�̃�〉(4) + 〈�̃�〉(6)) − �̃�000 

(2.23) �̃�020 =
1

2
(〈�̃�〉(3) + 〈�̃�〉(5)) − �̃�000 

�̃�002 =
1

2
(〈�̃�〉(1) + 〈�̃�〉(2)) − �̃�000 

 

O coeficiente independente da expansão polinomial �̃�000 pode, então, ser obtido com a 

substituição da Equação (2.23) em (2.22) pela relação:  

 

�̃�000 =
1

𝜆
[𝜆1(〈�̃�〉

(1) + 〈�̃�〉(2)) + 𝜆2(〈�̃�〉
(3) + 〈�̃�〉(5)) + 𝜆3(〈�̃�〉

(4) + 〈�̃�〉(6))] (2.24) 

 

na qual 

 

𝜆 = 2[𝑘𝐿{(𝐽1̅1)
2 + (𝐽1̅2)

2 + (𝐽1̅3)
2}

+ 𝑘𝑇{ (𝐽2̅1)
2 + (𝐽2̅2)

2 + (𝐽2̅3)
2 + (𝐽3̅1)

2 + (𝐽3̅2)
2 + (𝐽3̅3)

2}] 

(2.25) 𝜆1 = 𝑘𝐿(𝐽1̅3)
2 + 𝑘𝑇{(𝐽2̅3)

2 + (𝐽3̅3)
2} 

𝜆2 = 𝑘𝐿(𝐽1̅2)
2 + 𝑘𝑇{(𝐽2̅2)

2 + (𝐽3̅2)
2} 

𝜆3 = 𝑘𝐿(𝐽1̅1)
2 + 𝑘𝑇{(𝐽2̅1)

2 + (𝐽3̅1)
2} 

 

Substituindo-se a Equação (2.24) em (2.8) obtém-se a seguinte relação entre os 

coeficientes do polinômio de aproximação e as temperaturas médias nas faces do subvolume: 
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{
  
 

  
 
�̃�100
�̃�010
�̃�001
�̃�200
�̃�020
�̃�002}

  
 

  
 

= 𝑩

{
  
 

  
 
〈�̃�〉(1)

〈�̃�〉(2)

〈�̃�〉(3)

〈�̃�〉(4)

〈�̃�〉(5)

〈�̃�〉(6)}
  
 

  
 

 (2.26) 

 

onde  

 

𝑩 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 −1 2⁄ −

𝜆1
𝜆
⁄ −

𝜆1
𝜆
⁄

1

2
(
𝜆 − 2𝜆1
𝜆

)

0 0 1
2⁄ −

𝜆1
𝜆
⁄ −

𝜆1
𝜆
⁄

1

2
(
𝜆 − 2𝜆1
𝜆

)

0 −1 2⁄ 0 −
𝜆2
𝜆
⁄ −

1

2
(
2𝜆2 − 𝜆

𝜆
) −

𝜆2
𝜆
⁄

1
2⁄ 0 0 −

1

2
(
2𝜆3 − 𝜆

𝜆
) −

𝜆3
𝜆
⁄ −

𝜆3
𝜆
⁄

0 1
2⁄ 0 −

𝜆2
𝜆
⁄ −

1

2
(
2𝜆2 − 𝜆

𝜆
) −

𝜆2
𝜆
⁄

−1 2⁄ 0 0 −
1

2
(
2𝜆3 − 𝜆

𝜆
) −

𝜆3
𝜆
⁄ −

𝜆3
𝜆
⁄

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑇

 (2.27) 

 

Para se determinar a relação entre o fluxo de calor médio e as temperaturas médias 

flutuantes nas faces do subvolume, substitui-se a Equação (2.26) em (2.16), resultando  

 

{
  
 

  
 
〈𝑞𝑛〉

(1)

〈𝑞𝑛〉
(2)

〈𝑞𝑛〉
(3)

〈𝑞𝑛〉
(4)

〈𝑞𝑛〉
(5)

〈𝑞𝑛〉
(6)}
  
 

  
 

=

{
 
 

 
 
𝒏(1)

𝒏(2)

𝒏(3)

𝒏(4)

𝒏(5)

𝒏(6)}
 
 

 
 

�̅� {

𝐺1
0

𝐺2
0

𝐺3
0

} +

{
 
 

 
 
𝝊(1)

𝝊(2)

𝝊(3)

𝝊(4)

𝝊(5)

𝝊(6)}
 
 

 
 

𝑩

{
  
 

  
 
〈�̃�〉(1)

〈�̃�〉(2)

〈�̃�〉(3)

〈�̃�〉(4)

〈�̃�〉(5)

〈�̃�〉(6)}
  
 

  
 

 (2.28) 

 

que pode ser escrita de forma compacta: 

 

〈𝒒𝑛〉
(𝑝) = 𝑵�̅�𝑮0 + 𝑲𝐿〈�̃�〉 (2.29) 
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na qual KL é a matriz de condutividade térmica do subvolume, dada por 𝑲𝑳 = 𝑽𝑩. Por sua 

vez, a matriz 𝑽 = [𝝊(1)𝑇 𝝊(2)𝑇 𝝊(3)𝑇 𝝊(4)𝑇 𝝊(5)𝑇 𝝊(6)𝑇], sendo o superíndice T 

indicativo de vetor transposto. 

 

2.1.2 Matriz de condutividade térmica global 

 

Uma vez obtida a matriz de condutividade térmica dos subvolumes, monta-se um 

sistema de equações globais que inclui uma matriz de condutividade térmica global 𝑲𝐺. Na 

construção da matriz 𝑲𝐺, as matrizes 𝑲𝐿 são agrupadas de acordo com as condições de 

compatibilidade de temperatura flutuante e fluxo de calor normal médios nas faces.  

As faces de cada subvolume possuem uma numeração global, sendo que as faces 

internas de subvolumes adjacentes possuem o mesmo número. As faces externas dos 

subvolumes localizados no contorno da CUR são numeradas de acordo com as condições de 

periodicidade. Aplicando condições de contorno periódicas, o seguinte sistema de equações 

globais é obtido: 

 

𝑲𝐺�̃�𝐺 = 𝑸𝐺
0  (2.30) 

  

na qual o vetor �̃�𝐺 é composto pelas temperaturas flutuantes médias desconhecidas das faces, 

enquanto o vetor 𝑸𝐺
0  é constituído pelas resultantes dos fluxos normais médios macroscópicos 

nas interfaces dos subvolumes adjacentes. 

 

2.1.3 Matriz de condutividade térmica homogeneizada 

 

Na escala macroscópica, a lei de Fourier para materiais compósitos relaciona o fluxo 

de calor efetivo 𝑸∗ com o gradiente de temperatura macroscópico 𝑮0:   

 

𝑸∗ = −𝑲∗𝑮0 (2.31) 

 

na qual 𝑲∗ é matriz de condutividade térmica efetiva do material. Para uma célula unitária 

com volume Ω composta por 𝑁 fases distintas, o fluxo de calor efetivo é definido como 
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𝑸∗ =
1

Ω
∑∫ 𝒒(𝒚)𝑑Ω𝛼

Ω𝛼

𝑁

𝛼=1

 (2.32) 

 

onde Ω𝛼 representa o volume da fase 𝛼 e 𝒒 indica o fluxo local de calor. Considerando que 

cada fase 𝛼 da célula unitária é discretizada em 𝑁𝛼 subvolumes, a Equação (2.32) pode ser 

aproximada da seguinte forma: 

 

𝑸∗ = −∑∑𝒌𝛼

𝑁𝛼

𝑟=1

�̅�𝛼
(𝑟)〈𝑮𝛼〉

(𝑟)

𝑁

𝛼=1

 (2.33) 

 

na qual 𝒌𝛼 representa a matriz de condutividade térmica da fase 𝛼, �̅�𝛼
(𝑟)

 é a fração volumétrica 

do r-ésimo subvolume com relação ao volume total da célula unitária e 〈𝑮𝛼〉
(𝑟) é o gradiente 

médio de temperatura para o subvolume mencionado.  

Definindo 𝑯𝛼
(𝑟)

 como a matriz de concentração de gradiente de temperatura para o r-

ésimo subvolume, o gradiente médio de temperatura se relaciona com o gradiente de 

temperatura macroscópico pela relação  

 

〈𝑮𝛼〉
(𝑟) = 𝑯𝛼

(𝑟)𝑮0 (2.34) 

 

onde, finalmente, substituindo a Equação (2.33) em (2.31), juntamente com a expressão 

(2.34), obtém-se a matriz de condutividade térmica homogeneizada do material: 

 

𝑲∗ =∑∑�̅�𝛼
(𝑟)𝒌𝛼

𝑁𝛼

𝑟=1

𝑯𝛼
(𝑟)

𝑁

𝛼=1

 (2.35) 

 

As matrizes de concentração de gradiente de temperatura 𝑯𝛼
(𝑟)

 podem ser calculadas por 

meio da aplicação de gradientes macroscópicos de temperatura unitários. A primeira coluna 

da matriz é calculada com a aplicação de 𝑮0 = [1 0 0]𝑇, enquanto a segunda e terceira 

colunas são determinadas com 𝑮0 = [0 1 0]𝑇 e 𝑮0 = [0 0 1]𝑇, respectivamente. Para 

cada valor adotado de 𝑮0 as temperaturas médias flutuantes são calculadas com a Equação 

(2.30), o que possibilita o cálculo do gradiente de temperatura em cada subvolume e, então, os 
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vetores 〈𝑮𝛼〉
(𝑟). Conhecidos os gradientes médios de temperatura em cada subvolume, a 

Equação (2.34) é utilizada para a montagem das colunas da matriz 𝑯𝛼
(𝑟)

. 

 

2.2 Caso particular da homogeneização térmica de compósitos periódicos com fibras 

longas unidirecionais  

 

Para avaliar a condutividade térmica de compósitos periódicos reforçados por fibras 

longas unidirecionais, pode-se reduzir o problema para o caso bidimensional. Logo, utiliza-se 

a versão paramétrica bidimensional da Teoria de Volumes Finitos e considera-se o elemento 

de volume representativo, assim como a célula unitária de repetição, apresentados na Figura 

2.5. Nesta seção são apresentados os principais pontos a respeito da formulação paramétrica 

bidimensional da Teoria de Volumes Finitos para o problema térmico que pode ser encontrada 

de forma completa em Escarpini Filho (2015). 

 

Figura 2.5 - Elemento de Volume Representativo e Célula Unitária de Repetição. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

  A célula unitária de repetição é discretizada usando subvolumes quadrilaterais. Na 

formulação paramétrica da Teoria de Volumes Finitos é feito o mapeamento de um quadrado 

de referência em um sistema de coordenadas paramétricas (𝜂 − 𝜉) para um subvolume 

quadrilateral no plano cartesiano (𝑦2 − 𝑦3) (CAVALCANTE; MARQUES; PINDERA, 

2007a), como mostrado na Figura 2.6. 
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Figura 2.6 - Mapeamento do quadrado de referência para o subvolume quadrilateral da 

microestrutura real. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

O campo de temperatura flutuante é aproximado por uma expansão polinomial usando 

as coordenadas paramétricas: 

 

�̃�(𝜂, 𝜉) = �̃�00 + 𝜂�̃�10 + 𝜉�̃�01 +
1

2
(3𝜂2 − 1)�̃�20 +

1

2
(3𝜉2 − 1)�̃�02 (2.36) 

 

na qual �̃�𝑚𝑛 são coeficientes a determinar. Considera-se o campo de temperatura 

independente de y1. 

 A partir da Equação (2.36) são calculadas as temperaturas médias e os gradientes 

médios de temperatura nas faces dos subvolumes. Os gradientes médios em uma face p do 

subvolume no sistema de referência podem ser relacionados com o sistema de coordenadas da 

microestrutura real pela média volumétrica da inversa da matriz Jacobiana 〈�̅�〉.  

 O fluxo de calor normal médio em cada face p do subvolume é calculado a partir 

Equação (2.6) que reescreve a lei de Fourier considerando o campo de temperatura em duas 

escalas: 

 

[
 
 
 
 
〈𝑞𝑛〉

(1)

〈𝑞𝑛〉
(2)

〈𝑞𝑛〉
(3)

〈𝑞𝑛〉
(4)]
 
 
 
 

= [

𝒏(1)

𝒏(2)

𝒏(3)

𝒏(4)

] �̅�𝑮0 + [

𝝂(1)

𝝂(2)

𝝂(3)

𝝂(4)

]

[
 
 
 
 
�̃�10
�̃�01
�̃�20
�̃�02]
 
 
 
 

 (2.37) 

 

onde 𝑮0 é o vetor dos gradientes de temperatura macroscópicos, 𝒏(𝑝) = [𝑛2 𝑛3](𝑝), sendo n2 

e n3 as componentes do vetor normal unitário que apontam para fora da face p do subvolume,  
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�̅� = − [
𝑘22 𝑘23
𝑘23 𝑘33

] (2.38) 

 

e 

 

𝝂(𝑝) = 𝒏(𝑝)�̅�〈�̅�〉𝒂(𝑝) (2.39) 

 

com 

 

𝒂(1,3) = [
1 0 0 0
0 1 0 ∓3

] 

(2.40) 

𝒂(2,4) = [
1 0 ±3 0
0 1 0 0

] 

 

Para subvolumes de material isotrópico, os coeficientes a determinar �̃�𝑚𝑛 são 

calculados pela seguinte expressão: 

  

[
 
 
 
 
�̃�10
�̃�01
�̃�20
�̃�02]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 0 1

2⁄ 0 −1 2⁄

−1 2⁄ 0 1
2⁄ 0

−𝜔 1
2⁄ − 𝜆 −𝜔 1

2⁄ − 𝜆

1
2⁄ − 𝜔 −𝜆 1

2⁄ − 𝜔 −𝜆 ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
〈�̃�〉(1)

〈�̃�〉(2)

〈�̃�〉(3)

〈�̃�〉(4)]
 
 
 
 

= 𝑩

[
 
 
 
 
〈�̃�〉(1)

〈�̃�〉(2)

〈�̃�〉(3)

〈�̃�〉(4)]
 
 
 
 

 (2.41) 

 

onde  

 

𝜆 =
〈𝐽〉̅11

2 + 〈𝐽〉̅21
2

2(〈𝐽〉̅11
2 + 〈𝐽〉̅12

2 + 〈𝐽〉̅21
2 + 〈𝐽〉̅22

2 )
 

(2.42) 

𝜔 =
〈𝐽〉̅12

2 + 〈𝐽〉̅22
2

2(〈𝐽〉̅11
2 + 〈𝐽〉̅12

2 + 〈𝐽〉̅21
2 + 〈𝐽〉̅22

2 )
 

 

Substituindo a Equação (2.41) em (2.37), chega-se a uma relação entre o fluxo de 

calor normal nas faces e as temperaturas médias flutuantes: 

 

〈𝒒𝑛〉
(𝑝) = 𝑵�̅�𝑮0 + 𝑲𝐿〈�̃�〉 (2.43) 
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na qual KL é a matriz de condutividade térmica local, sendo 𝑲𝑳 = 𝑽𝑩. Por sua vez, 𝑽 =

[𝝂(1)𝑇 𝝂(2)𝑇 𝝂(3)𝑇 𝝂(4)𝑇]
𝑇. 

 Uma vez obtida a matriz de condutividade térmica dos subvolumes, monta-se um 

sistema de equações globais que inclui uma matriz de condutividade térmica global 𝑲𝐺. Na 

construção da matriz 𝑲𝐺, as matrizes  𝑲𝐿 são agrupadas de acordo com as condições de 

compatibilidade de temperatura flutuante e fluxo de calor normal médios nas faces. A solução 

do sistema com a aplicação de condições de contorno periódicas fornece os valores de 

temperatura flutuante em todas as faces que, por sua vez, permitem o cálculo dos gradientes 

médios de temperatura.  

 Com os gradientes médios de temperatura nos subvolumes podem ser montadas as 

matrizes de concentração de gradiente de temperatura de Hill 𝑯
( )

, associadas a cada uma 

das fases, necessárias para o cálculo da matriz de condutividade térmica efetiva pela seguinte 

expressão:  

 

𝑲∗ =∑𝑘𝑚

𝑁𝑚

𝑟=1

�̅�𝑚
(𝑟)𝑯𝑚

(𝑟) +∑𝑘𝑓

𝑁𝑓

𝑞=1

�̅�𝑓
(𝑞)𝑯𝑓

(𝑞) +∑𝑘𝑖

𝑁𝑖

𝑠=1

�̅�𝑖
(𝑠)𝑯𝑖

(𝑠)
 (2.44) 

 

na qual 𝑘𝑚, 𝑘𝑓  e 𝑘𝑖 são a condutividade térmica da matriz, da fibra e da interfase, 

respectivamente. 

 

2.3 Formulação analítica para a determinação da condutividade térmica efetiva  

 

Nesta seção é apresentada uma formulação analítica usada para determinar a 

condutividade térmica efetiva de compósitos periódicos. Tal formulação consiste na extensão 

de uma técnica originalmente proposta para homogeneização elástica de compósitos com 

microestrutura periódica (NEMAT-NASSER e HORI, 1999). A formulação tem como base o 

método da inclusão equivalente (ESHELBY, 1957) e utiliza expansões em séries de Fourier 

para representação dos campos de grandezas periódicas envolvidas no processo de 

homogeneização da célula unitária de repetição. A incorporação desta formulação analítica 

neste trabalho tem como objetivo a geração de resultados que sirvam de comparação com 

aqueles obtidos pela Teoria de Volumes Finitos.  

Considere a célula de repetição mostrada na Figura 2.7, cujo volume é Ω = 8𝑎1𝑎2𝑎3. 

O volume da inclusão é Ω𝑓. 
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Figura 2.7 - Dimensões da célula unitária de repetição. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

O campo de temperatura flutuante presente na Equação (2.2) pode ser escrito na forma 

de série de Fourier devido à sua periodicidade: 

 

�̃�(𝒚) = ∑�̃�(𝝃)𝑒𝑖𝝃
𝑇𝒚

±∞

𝝃

 (2.45) 

 

sendo os coeficientes da série definidos por 

 

�̃�(𝝃) =
1

Ω
∫ �̃�(𝒚)𝑒−𝑖𝝃

𝑇𝒚𝑑Ω
Ω

 (2.46) 

 

na qual 𝝃 = [𝜉1 𝜉2 𝜉3]
𝑇 e 𝒚 = [𝑦1 𝑦2 𝑦3]𝑇.  

As componentes do vetor 𝝃 são calculadas com as seguintes expressões: 

 

𝜉1 =
𝜋𝑛1
𝑎1

         𝑛1 = 0;±1;… ;±∞ 

(2.47) 𝜉2 =
𝜋𝑛2
𝑎2

        𝑛2 = 0;±1;… ;±∞ 

𝜉3 =
𝜋𝑛3
𝑎3

         𝑛3 = 0;±1;… ;±∞ 

 

Derivando a Equação (2.45) em relação às coordenadas cartesianas, obtém-se: 
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�̃�(𝒚) =
𝜕�̃�

𝜕𝒚
=∑𝑖�̃�(𝝃)𝝃𝑒𝑖𝝃

𝑇𝒚

±∞

𝝃

 (2.48) 

 

e considerando que   

 

�̃�(𝝃) = 𝑖�̃�(𝝃)𝝃 (2.49) 

 

a expressão (2.48) pode ser escrita na seguinte forma: 

 

�̃�(𝒚) =∑�̃�(𝝃)𝑒𝑖𝝃
𝑇𝒚

±∞

𝝃

 (2.50) 

 

 No contexto de homogeneização térmica, o método da inclusão equivalente tem como 

base a equivalência entre os dois sistemas mostrados na Figura 2.8, em que o sistema 1 

corresponde à célula unitária real, enquanto que o sistema 2 consiste na célula unitária 

homogênea, constituída somente pelo material da matriz. O problema associado ao método é a 

determinação da função gradiente de transformação 𝑮∗(𝒚) que imposta no domínio da 

inclusão no sistema 2 produza a equivalência dos dois sistemas da Figura 2.8. Tendo em vista 

a periodicidade de 𝑮∗(𝒚), a seguinte expressão pode ser estabelecida:  

 

𝑮∗(𝒚) =∑𝑮∗(𝝃)𝑒𝑖𝝃
𝑇𝒚

±∞

𝝃

 (2.51) 

 

sendo  

 

𝑮∗(𝝃) =
1

𝛺
∫ 𝑮∗(𝒚)𝑒−𝑖𝝃

𝑇𝒚𝑑𝛺
𝛺

 (2.52) 

 

com 𝑮∗(𝒚) = 𝟎 para 𝒚 fora da inclusão. 
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Figura 2.8 - (a) Célula unitária real e (b) célula unitária homogênea. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Para 𝒚 pertencente ao domínio da inclusão, as seguintes expressões podem ser escritas 

para os sistemas 1 e 2:   

 

𝒒(𝒚) = −𝑲𝑓𝑮(𝒚) (2.53) 

 

𝒒(𝒚) = −𝑲𝑚[𝑮(𝒚) − 𝑮
∗(𝒚)] (2.54) 

 

nas quais 𝑲𝑚 e 𝑲𝑓 são as matrizes de condutividade térmica da matriz e da inclusão, 

respectivamente. 

 A equação de consistência estabelecida pelo método da inclusão equivalente é a 

seguinte: 

 

−𝑲𝑓𝑮(𝒚) = −𝑲𝑚[𝑮(𝒚) − 𝑮
∗(𝒚)] (2.55) 

 

que pode ser reescrita como  

 

𝑲𝑓[𝑮
0 + �̃�(𝒚)] = 𝑲𝑚[𝑮

0 + �̃�(𝒚) − 𝑮∗(𝒚)] (2.56) 

 

de onde resulta, explicitando-se a função gradiente de transformação, a expressão a seguir 

 

𝑮∗(𝒚) = (𝑰 − 𝑲𝑚
−1𝑲𝑓)[𝑮

0 + �̃�(𝒚)] (2.57) 

 

A Equação (2.54) pode ser reescrita da seguinte forma: 
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𝒒(𝒚) = −𝑲𝑚[𝑮
0 + �̃�(𝒚) − 𝑮∗(𝒚)] (2.58) 

 

 Substituindo a Equação (2.58) na equação de balanço de fluxo de calor, admitindo a 

ausência de uma fonte interna de calor, e utilizando as derivadas das expressões (2.48) e 

(2.51), obtém-se:   

 

�̃�(𝝃) = −
𝑖𝝃𝑇𝑲𝑚𝑮∗

𝝃𝑇𝑲𝑚𝝃
 (2.59) 

 

a qual é válida para 𝝃 ≠ 𝟎. Logo, a Equação (2.49) assume a forma 

 

�̃�(𝝃) =
𝝃𝑇𝑲𝑚𝑮

∗

𝝃𝑇𝑲𝑚𝝃
𝝃 (2.60) 

 

e, consequentemente,  a expressão (2.50) pode ser escrita como 

 

�̃�(𝒚) =∑𝑷′(𝝃)𝑲𝑚𝑮∗

±∞

𝝃

𝑒𝑖𝝃
𝑇𝒚 (2.61) 

 

em que  

 

𝑷′(𝝃) =
𝝃𝝃𝑇

𝝃𝑇𝑲𝑚𝝃
 (2.62) 

 

 Substituindo a Equação (2.52) em (2.61) é obtida a seguinte expressão: 

 

�̃�(𝒚) =∑𝑷′(𝝃)𝑲𝑚
〈𝑮∗〉

Ω

±∞

𝝃

(∫ 𝑒−𝑖𝝃
𝑇𝒚𝑑Ω𝑓

Ω𝑓

) 𝑒𝑖𝝃
𝑇𝒚 (2.63) 

  

em que se considerou o valor médio da função gradiente de transformação. O uso do valor 

médio da função de transformação consiste em uma simplificação usual, como proposto em 

Nemat-Nasser, Iwakuma e Hejazi (1982) na homogeneização de propriedades elásticas de 
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compósitos periódicos. Ressalta-se que nesta última referência são apresentadas outras 

propostas para avaliação da referida função.  

O valor médio de �̃�(𝒚) no domínio da inclusão é definido pela relação: 

 

〈�̃�(𝒚)〉 =
1

Ω𝑓
∫ �̃�(𝒚)𝑑Ω𝑓
Ω𝑓

 (2.64) 

 

que, considerando a Equação (2.63), resulta em 

 

〈�̃�(𝒚)〉 =
1

Ω𝑓
∫ ∑𝑷′(𝝃)𝑲𝑚

〈𝑮∗〉

𝛀

±∞

𝝃

𝑔0(−𝝃)𝑒
𝑖𝝃𝑇𝒚𝑑Ω𝑓

Ω𝑓

 (2.65) 

 

e pode ser reescrita na forma 

 

〈�̃�(𝒚)〉 =∑𝑷′(𝝃)𝑲𝑚〈𝑮
∗〉

±∞

𝝃

𝑔0(−𝝃)

Ω𝑓

𝑔0(𝝃)

Ω
 (2.66) 

 

em que  

 

𝑔0(𝝃) = ∫ 𝑒𝑖𝝃
𝑇𝒚𝑑Ω𝑓

Ω𝑓

 (2.67) 

  

Sendo 𝑓𝑣 = Ω𝑓 Ω⁄  a fração volumétrica de inclusões, a Equação (2.66) pode ser escrita 

como 

 

〈�̃�(𝒚)〉 =∑𝑓𝑣 [𝑷
′(𝝃)𝑲𝑚

𝑔0(−𝝃)

Ω𝑓

𝑔0(𝝃)

Ω𝑓
] 〈𝑮∗〉

±∞

𝝃

 (2.68) 

 

ou, ainda,  

 

〈�̃�(𝒚)〉 = 𝑷𝑲𝑚〈𝑮
∗〉 (2.69) 
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sendo 

 

𝑷 =∑𝑓(𝝃)𝑷′(𝝃)

𝝃

 (2.70) 

 

e 

 

𝑓(𝝃) = 𝑓𝑣
𝑔0(𝝃)

𝑉Ω

𝑔0(−𝝃)

𝑉Ω
 (2.71) 

 

O somatório da Equação (2.70) inclui todas as combinações de (n1, n2, n3), exceto 

(0,0,0).  

Considerando a condição de consistência em termos médios, tem-se a seguinte 

expressão: 

 

−𝑲𝑓(𝑮
0 + 〈�̃�〉) = −𝑲𝑚(𝑮

0 + 〈�̃�〉 − 〈𝑮∗〉) (2.72) 

 

que, introduzindo a Equação (2.69), resulta em  

 

𝑲𝑓(𝑮
0 + 𝑷𝑲𝑚〈𝑮

∗〉) = 𝑲𝑚(𝑮
0 + 𝑷𝑲𝑚〈𝑮

∗〉 − 〈𝑮∗〉) (2.73) 

 

Usando-se a Equação (2.73), chega-se à seguinte relação: 

 

〈𝑮∗〉 = 𝑲𝑚
−1 [(𝑲𝑚 −𝑲𝑓)

−1
− 𝑷]

−1

𝑮0 (2.74) 

 

 O fluxo de calor efetivo no domínio da célula unitária de repetição é definido pela 

expressão: 

 

𝒒Ω
∗ =

1

Ω
∫ 𝒒(𝒚)𝑑Ω
Ω

 (2.75) 

 

a qual pode ser decomposta na forma 
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𝒒Ω
∗ =

1

Ω
[−∫ 𝑲𝑚𝑮

0𝑑Ω − ∫ 𝑲𝑚�̃�(𝒚)𝑑Ω +
ΩΩ

∫ 𝑲𝑚𝑮
∗(𝒚)𝑑Ω𝑓

Ω𝑓

] (2.76) 

 

na qual a segunda integral é nula devido a periodicidade do gradiente da temperatura 

flutuante. Logo, avaliando-se as integrais, a Equação (2.76) é reescrita da seguinte forma: 

 

𝒒Ω
∗ =

1

Ω
[−𝑲𝑚𝑮

0Ω −𝑲𝑚𝑮
∗Ω𝑓] (2.77) 

 

 Substituindo a Equação (2.31) em (2.77), obtém-se a seguinte expressão: 

 

−𝑲∗𝑮0 = −𝑲𝑚𝑮
0 + 𝑓𝑣𝑲𝑚𝑮

∗ (2.78) 

  

que, considerando a Equação (2.74), assume a forma 

 

−𝑲∗𝑮0 = −𝑲𝑚𝑮
0 + 𝑓𝑣 [(𝑲𝑚 −𝑲𝑓)

−1
− 𝑷(𝝃)]

−1

𝑮0 (2.79) 

 

 A partir da Equação (2.79), a matriz de condutividade térmica efetiva do compósito 

pode ser avaliada pela relação 

 

𝑲∗ = 𝑲𝑚 − 𝑓𝑣 [(𝑲𝑚 −𝑲𝑓)
−1
− 𝑷(𝝃)]

−1

 (2.80) 

  

De acordo com Nemat-Nasser, Iwakuma e Hejazi (1982), o fator geométrico 𝑔0(𝝃) 

para o caso de inclusão cilíndrica pode ser calculado analiticamente pela expressão a seguir: 

 

𝑔0(𝝃)

Ωf
=
2𝐽1(𝜁)

𝜁

𝑠𝑒𝑛 (
1
2𝜒)

1
2𝜒

 (2.81) 

 

em que 𝐽1 é a função de Bessel de primeira espécie. As variáveis 𝜁 e 𝜒 têm a seguinte 

definição:  
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𝜁 = √
4𝜋𝑓𝑣
𝐿𝑓 𝐿⁄

√𝑛2
2 + 𝑛3

2 (2.82) 

 

𝜒 = 2𝜋
𝐿𝑓

𝐿
𝑛1 (2.83) 

 

em que 𝑓𝑣 é a fração volumétrica de fibras, 𝐿𝑓 e 𝐿 representam o comprimento da fibra e da 

célula unitária, respectivamente. No caso de inclusões cúbicas, o fator geométrico é calculado 

da seguinte forma:  

 

𝑔0(𝝃)

Ωf
=
𝑠𝑒𝑛(𝑑𝜉1)𝑠𝑒𝑛(𝑑𝜉2)𝑠𝑒𝑛(𝑑𝜉3)

(𝑑𝜉1)(𝑑𝜉2)(𝑑𝜉3)
 (2.84) 

 

onde 𝑑 representa o comprimento do lado da inclusão (NEMAT-NASSER; YU; HORI, 

1993). 

 

2.4 Elemento de interface imperfeita 

 

O elemento de interface imperfeita utilizado nas análises bidimensionais foi 

apresentado por Escarpini Filho (2015) e tem como base o modelo proposto em Benveniste 

(2006). Nesse modelo, uma interfase fina de espessura ℎ é substituída por uma interface 

imperfeita, localizada na superfície média da interfase como mostrado na Figura 2.9. 

 

Figura 2.9 - Substituição da interfase por uma interface imperfeita. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Na formulação deste elemento de interface considera-se que existe apenas 

descontinuidade de temperatura entre a matriz e a fibra. Hashin (2001) provou que uma 

interfase fina cuja condutividade é muito menor do que a condutividade das outras fases pode 

produzir uma descontinuidade finita no campo de temperatura. Logo, apenas interfases pouco 

condutoras são analisadas com a formulação aqui apresentada. 

A descontinuidade de temperatura na interface é calculada pela seguinte expressão: 

 

𝑇+ − 𝑇− =
ℎ

2
(
1

𝑘𝑚
+
1

𝑘𝑓
−
2

𝑘𝑖
)𝑞𝑛 (2.85) 

 

em que 𝑘𝑚, 𝑘𝑓 e 𝑘𝑖 são as condutividades da matriz, fibra e interfase, respectivamente. 

Considerando a representação em duas escalas do campo de temperatura na CUR (Equação 

(2.2)) e que a descontinuidade da temperatura macroscópica é nula ao longo da interface, a 

Equação (2.85) toma a forma 

 

�̃�+ − �̃�− =
ℎ

2
(
1

𝑘𝑚
+
1

𝑘𝑓
−
2

𝑘𝑖
)𝑞𝑛 (2.86) 

 

a partir da qual resulta 

 

〈�̃�2〉 − 〈�̃�1〉 =
ℎ

2
(
1

𝑘𝑚
+
1

𝑘𝑓
−
2

𝑘𝑖
) 〈𝑞𝑛〉 (2.87) 

 

onde 〈�̃�2〉 e 〈�̃�1〉 são as temperaturas flutuantes médias nas faces adjacentes à interface e 〈𝑞𝑛〉 

é o fluxo de calor normal médio através da interface. Vale observar que para efeito de 

modelagem, a interface é discretizada na forma de segmentos de retas. 

 A relação entre o fluxo de calor médio nas faces adjacentes à interface é a seguinte:  

 

〈𝑞𝑛〉
(1) = −〈𝑞𝑛〉

(2) = −〈𝑞𝑛〉 (2.88) 

 

a qual, considerando a Equação (2.87), fornece 

 

{
〈𝑞𝑛〉

(1)

〈𝑞𝑛〉
(2)
} = [

𝑐 −𝑐
−𝑐 𝑐

] {
〈�̃�1〉

〈�̃�2〉
} (2.89) 
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em que 

 

𝑐 =
2

ℎ

1

1
𝑘𝑚

+
1
𝑘𝑓
−
2
𝑘𝑖

 
(2.90) 

 

Pela Equação (2.87), conclui-se que a matriz de condutividade térmica da interface é 

definida por 

 

𝑲𝑖 = [
𝑐 −𝑐
−𝑐 𝑐

] (2.91) 

 

 Para que a influência da interfase seja computada no cálculo da condutividade térmica 

efetiva, é necessário modificar a Equação (2.44). Logo, considerando uma célula unitária 

composta por matriz, fibra e interface imperfeita, a matriz de condutividade térmica 

homogeneizada é dada pela seguinte relação: 

  

𝑲∗ =∑𝑘𝑚

𝑁𝑚

𝑟=1

�̅�𝑚
(𝑟)𝑯𝑚

(𝑟) +∑𝑘𝑓

𝑁𝑓

𝑞=1

�̅�𝑓
(𝑞)𝑯𝑓

(𝑞) +∑
𝜐𝑖
(𝑙)

2
[(𝑘𝑖 − 𝑘𝑚)𝑯𝑖𝑚

(𝑙) + (𝑘𝑖 − 𝑘𝑓)𝑯𝑖𝑓
(𝑙)]

𝑁𝑖

𝑙=1

 (2.92) 

 

onde 𝑁𝑖 indica o número de elementos de interface e 𝜐𝑖
(𝑙)

 representa a fração volumétrica do l-

ésimo subvolume da interfase.  
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3 EXEMPLOS DE HOMOGENEIZAÇÃO TÉRMICA DE COMPÓSITOS 

PERIÓDICOS  

 

  

3.1 Teste de convergência da formulação em séries de Fourier 

 

Este exemplo tem como objetivo analisar a formulação analítica apresentada na Seção 

2.3 no que diz respeito à convergência de resultados em função do número de termos das 

séries de Fourier empregadas para representação dos campos de grandezas periódicas 

envolvidos no processo de homogeneização térmica. Para isso, a condutividade térmica 

efetiva de um compósito periódico com fibras longas é avaliada para dois valores de 𝑘𝑓 𝑘𝑚⁄ : 

10 e 100, considerando frações volumétricas de fibras (𝑓𝑣) iguais a 10% e 60%. 

O número total de termos de uma série de Fourier truncada é igual a (2𝑁 + 1). Aqui, 

para avaliar a convergência dos resultados são usados os seguintes valores de 𝑁: 10, 20, 50, 

100, 150 e 200.  

De acordo com os resultados apresentados nas Figura 3.1 e Figura 3.2, nota-se que a 

convergência acontece mais rapidamente quando 𝑘𝑓 𝑘𝑚⁄  é igual a 10, ou seja, para o menor 

contraste entre as condutividades das fases. Percebe-se também a influência da fração 

volumétrica de fibras pela diferença entre os valores de 𝑘∗ 𝑘𝑚⁄  para cada 𝑁. Os resultados 

encontrados para os casos analisados sugerem que para N acima de 150 os valores da 

condutividade térmica efetiva apresentam uma satisfatória estabilidade, ou seja, exibem uma 

aceitável convergência. Com base neste resultado, nos exemplos que seguem, adota-se 𝑁 =

150. 
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Figura 3.1 - Condutividade térmica efetiva para fração volumétrica de fibras igual a 10%. 

 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
 

Figura 3.2 - Condutividade térmica efetiva para fração volumétrica de fibras igual a 60%. 

 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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3.2 Exemplos de compósitos com fibras curtas alinhadas 

 

Nesta seção são apresentados exemplos que avaliam a condutividade térmica efetiva 

de compósitos reforçados por fibras curtas alinhadas periodicamente distribuídas. Nos 

exemplos são estudadas as influências da fração volumétrica de fibras, da relação entre a 

condutividade térmica da matriz e da fibra, assim como da razão de aspecto da fibra e do grau 

de anisotropia das mesmas. A influência da presença e das propriedades de interfase entre 

matriz e fibra também é avaliada.  

Nestes exemplos, a relação entre as condutividades térmicas da fibra e da matriz é 

denominada 𝛼 = 𝑘𝑓 𝑘𝑚⁄ . A razão de aspecto da célula unitária é designada por 𝑎 = 𝐿 𝐷⁄ , em 

que 𝐿 e 𝐷 são o comprimento e a largura da CUR, respectivamente. Os dados geométricos 

relativos às malhas tridimensionais de subvolumes hexaédricos são gerados a partir de uma 

malha bidimensional de subvolumes quadrilaterais que é repetida ao longo do eixo 𝑦1. Por 

fim, os resultados são apresentados de forma adimensionalizada com relação à condutividade 

da matriz. 

 

Exemplo 3.2.1 - Influência da razão de aspecto da fibra.  

Neste exemplo calcula-se a condutividade térmica efetiva de um compósito cuja fração 

volumétrica (𝑓𝑣) é igual a 10%. Deseja-se verificar a influência da razão de aspecto da fibra 

𝜌 = 𝐿𝑓 𝑑𝑓⁄ , em que 𝐿𝑓 e 𝑑𝑓 são o comprimento e o diâmetro da fibra, respectivamente.  

Considera-se uma célula unitária de repetição cúbica e dois valores de 𝛼: 2 e 100. Os 

resultados são comparados com aqueles obtidos por Matt e Cruz (2001) que utilizaram uma 

formulação micromecânica baseada no Método dos Elementos Finitos.  

Na Figura 3.3 (a) é mostrada a seção transversal no plano y1-y3 da malha de elementos 

finitos tetraédricos usada em Matt e Cruz (2001) de onde foi retirado o volume referente à 

fibra. Neste caso foram utilizados 106861 elementos finitos. A Figura 3.3 (b) apresenta a 

malha bidimensional de subvolumes quadrilaterais a partir da qual foram gerados os dados 

relativos a uma malha tridimensional com 54756 subvolumes hexaédricos.  

 



60 

 

Figura 3.3 - (a) Seção transversal no plano y1-y3 da malha de elementos finitos tetraédricos e (b) 

Malha bidimensional de subvolumes quadrilaterais. 

 
Fonte: (a) Matt e Cruz, 2001 (b) elaborada pela autora, 2018. 

 

Na Tabela 3.1 são mostrados os valores de condutividade térmica efetiva na direção 

longitudinal das fibras 𝑘𝐿
∗, enquanto a Tabela 3.2 apresenta os valores correspondentes à 

direção transversal 𝑘𝑇
∗ . Como observado, os erros percentuais dos resultados obtidos pela 

TVF em relação àqueles alcançados com o MEF são menores do que 1%. Logo, existe uma 

boa concordância entre os resultados obtidos com as formulações citadas. 

 

Tabela 3.1 - Condutividade térmica efetiva na direção longitudinal 

ρ 
α = 2 α = 100 

MEF TVF Erro (%) MEF TVF Erro (%) 

0,5 1,070 1,069 0,09 1,249 1,241 0,64 

1,0 1,079 1,079 0,00 1,420 1,408 0,85 

2,5 1,095 1,096 0,09 2,913 2,891 0,76 

2,802 1,100 1,100 0,00 10,900 10,873 0,25 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
 

Tabela 3.2 - Condutividade térmica efetiva na direção transversal 

ρ 
α = 2 α = 100 

MEF TVF Erro (%) MEF TVF Erro (%) 

0,5 1,082 1,082 0,00 1,475 1,471 0,27 

1,0 1,077 1,076 0,09 1,338 1,335 0,22 

2,5 1,070 1,070 0,00 1,234 1,234 0,00 

2,802 1,069 1,069 0,00 1,217 1,216 0,08 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Quando a razão de aspecto da fibra é igual a 2,802 as superfícies planas extremas da 

fibra ficam tangentes às faces da célula unitária cúbica. Dessa forma, esse caso corresponde a 

um compósito reforçado por fibras contínuas. 

 Quando 𝛼 vale 2, a condutividade térmica efetiva apresenta pequena variação com o 

aumento da razão de aspecto da fibra. Entre os valores mínimo e máximo adotados para 𝜌, a 

condutividade efetiva aumenta aproximadamente 2,8% na direção longitudinal e diminui 

1,2% na direção transversal.  

  Para 𝛼 igual a 100, ou seja, quando a fibra é muito mais condutiva do que a matriz, a 

condutividade efetiva na direção longitudinal aumenta significativamente com o crescimento 

da razão de aspecto da fibra. Quando 𝜌 passa de 0,5 para 2,5, a condutividade aumenta em 

aproximadamente 130%. Para 𝜌 igual a 2,802, ou seja, quando a fibra passa de curta para 

longa, o crescimento da condutividade é igual a aproximadamente 270%.  Por sua vez, a 

condutividade efetiva na direção transversal varia relativamente pouco, diminuindo seu valor 

em quase 18% no total.  

 Como a fração volumétrica e o raio da fibra se mantêm constantes, o crescimento de 𝜌 

implica no aumento do comprimento da fibra, o que resulta na diminuição da distância entre 

as fibras na direção longitudinal (𝑑𝑙). Com isso, existe menos matriz entre as fibras servindo 

como barreira para a condutividade térmica na direção longitudinal. A Figura 3.4 mostra a 

distância nas direções longitudinal e transversal entre as fibras de células unitárias vizinhas. 

 Para manter a fração volumétrica e o raio da fibra constantes mesmo com o aumento 

do comprimento da mesma, os lados da CUR cúbica precisam ser aumentados. Isso 

corresponde ao crescimento da distância entre as fibras na direção transversal (𝑑𝑡) e, então, 

ao aumento da quantidade de matriz entre as fibras. Dessa forma, cresce a barreira entre as 

fibras e, consequentemente, tende-se a uma diminuição da condutividade térmica na direção 

transversal.  
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Figura 3.4 – Distância nas direções longitudinal (𝒅𝒍) e transversal (𝒅𝒕) entre as fibras de células 

unitárias vizinhas. 

 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
 

Exemplo 3.2.2 - Influência da fração volumétrica de fibras.  

O objetivo deste exemplo é avaliar a influência da fração volumétrica de fibras na 

condutividade térmica efetiva de um compósito com fibras curtas de raio igual a 8 µm e 160 

µm de comprimento. Neste caso é utilizada uma célula unitária de repetição paralelepipédica. 

A fração volumétrica das fibras é admitida variando entre 10% e 60% e são considerados 

valores de 𝛼 iguais a 2 e 100. Os resultados obtidos pela TVF para 𝛼 = 2 são comparados 

com a formulação analítica em séries de Fourier com 𝑁 igual a 150. No caso de 𝛼 = 100, a 

comparação é feita com os resultados apresentados por Matt e Cruz (2006), onde foi utilizada 

uma formulação micromecânica baseada no Método dos Elementos Finitos. 

De acordo com a Figura 3.5, percebe-se que a condutividade efetiva na direção 

longitudinal cresce juntamente com o aumento da fração volumétrica de fibras. Para 𝛼 igual a 

2, a condutividade aumenta 43% no intervalo de 𝑓𝑣 considerado, enquanto que para 𝛼 igual a 

100, o crescimento é de aproximadamente 420%. Os resultados obtidos com TVF são 

coincidentes com aqueles alcançados com formulação analítica e MEF. 
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Figura 3.5 - Condutividade térmica efetiva na direção longitudinal em função da fração 

volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

A condutividade térmica efetiva na direção transversal é mostrada na Figura 3.6 onde 

nota-se seu crescimento com o aumento da fração volumétrica de fibras. Neste caso, a 

condutividade efetiva cresceu no total aproximadamente 40% para 𝛼 igual a 2 e quase 300% 

para 𝛼 igual a 100.  
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Figura 3.6 - Condutividade térmica efetiva na direção transversal em função da fração 

volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
 

Exemplo 3.2.3 - Influência da fração volumétrica de fibras transversalmente isotrópicas.  

 Neste exemplo é investigado o efeito da fração volumétrica de fibras sobre a 

condutividade térmica efetiva de compósitos reforçados por fibras curtas transversalmente 

isotrópicas. A razão entre a condutividade da fibra na direção longitudinal 𝑘𝑓,𝐿 e a 

condutividade na direção transversal 𝑘𝑓,𝑇 é denominada 𝛽 = 𝑘𝑓,𝐿 𝑘𝑓,𝑇⁄ . Os seguintes valores 

de 𝛽 são considerados: 0,1 e 10. O valor adotado para 𝛼 = 𝑘𝑓,𝐿 𝑘𝑚⁄  é igual a 2 e a fração 

volumétrica de fibras é admita variando de 5% a 30%. Os resultados gerados com a TVF são 

comparados com aqueles correspondentes à formulação em séries de Fourier na qual 𝑁 é 

igual a 150. 

A condutividade térmica efetiva na direção longitudinal praticamente não é afetada 

pela mudança de 𝛽 pois apenas o valor de 𝑘𝑓,𝑇 é alterado. De acordo com os resultados 

mostrados na Figura 3.7, 𝑘𝐿
∗ apresenta crescimento total de aproximadamente 22% e as duas 

técnicas utilizadas apresentam boa concordância. 
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Figura 3.7 - Condutividade térmica efetiva na direção longitudinal em função da fração 

volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
 

 Na Figura 3.8 é mostrado como a condutividade térmica efetiva na direção transversal 

é fortemente afetada pela variação de 𝛽. Quando 𝛽 vale 10, 𝑘𝑇
∗  diminui na medida em que 

decresce a fração volumétrica, pois, nesse caso, a condutividade da fibra na direção 

transversal é menor do que a condutividade da matriz. Para 𝛽 igual a 0,1, 𝑘𝑇
∗  aumenta devido 

ao fato de a condutividade da fibra ser maior do que a matriz. Os resultados numéricos e 

analíticos apresentam boa concordância nesse caso, independentemente da fração volumétrica 

de fibras. 
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Figura 3.8 - Condutividade térmica efetiva na direção transversal em função da fração 

volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 3.2.4 - Influência do grau de anisotropia da fibra.  

 O objetivo deste exemplo é avaliar a influência do grau de anisotropia da fibra na 

condutividade térmica do compósito. A fração volumétrica de fibras é igual a 15%, o valor de 

𝛼 é igual a 2 e a razão de aspecto da fibra vale 5. Consideram-se os seguintes valores de 𝛽: 

0,01; 0,1; 1; 10 e 100.  

 Como mostrado na Figura 3.9, a condutividade térmica efetiva na direção longitudinal 

não é afetada pela mudança no grau de anisotropia da fibra pois apenas o valor de 𝑘𝑓,𝑇 varia. 

A condutividade térmica efetiva na direção transversal apresenta simetria de resultados com 

relação à condutividade da matriz. Para 𝛽 igual a 0,01 e 0,1, 𝑘𝑓,𝑇 é maior do que 𝑘𝑚, logo a 

condutividade efetiva aumenta para esses casos. Quando os valores de 𝛽 são 10 e 100, 𝑘𝑇
∗  

diminui, pois, a condutividade da fibra na direção transversal é menor do que a condutividade 

da matriz.  
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Figura 3.9 - Condutividade térmica efetiva em função do grau de anisotropia da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 3.2.5 - Influência da condutividade da interfase.  

Neste exemplo é avaliada a influência da condutividade da interfase na condutividade 

térmica efetiva de um compósito cuja fração volumétrica de fibras é igual a 25%. Considera-

se que a fibra tem 80 µm de comprimento, 10 µm de raio e que a interfase tem espessura igual 

a 0,3 µm. A célula unitária utilizada é paralelepipédica com razão de aspecto igual a 3 e 𝛼 

vale 10. 

A interfase representa uma camada de revestimento da fibra e são considerados dois 

casos. O primeiro caso é representado na Figura 3.10 e consiste em uma fibra que não possui 

interfase nas faces planas. O segundo, mostrado na Figura 3.11, trata-se de fibra inteiramente 

revestida por interfase. 

 

Figura 3.10 - Caso a: fibra sem interfase nas faces planas. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Figura 3.11 - Caso b: fibra totalmente revestida por interfase. 

 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

 Na Figura 3.12 é mostrada a condutividade térmica efetiva na direção longitudinal 

para os dois casos de revestimento da fibra em função da condutividade da interfase. O 

comportamento dos dois tipos de fibras é similar quando a interfase é altamente condutiva. A 

condutividade efetiva sofre aumento total de aproximadamente 17% no caso a de 

revestimento e 21%, no caso b.  

No caso de interfase com baixa condutividade, 𝑘𝐿
∗ diminui juntamente com 𝑘𝑖, sendo 

esta influência maior quando a fibra é inteiramente revestida (caso b). Neste caso, a 

diminuição total de 𝑘𝐿
∗ é aproximadamente igual a 20%. Quando a fibra não possui 

revestimento nas faces planas (caso a) o decréscimo de 𝑘𝐿
∗ vale quase 8%.  
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Figura 3.12 - Condutividade térmica efetiva na direção longitudinal em função da condutividade 

da interfase. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

A condutividade térmica efetiva na direção transversal é mostrada na Figura 3.13. 

Considerando a direção transversal, os casos (a) e (b) são praticamente idênticos, resultando 

em condutividade efetiva quase coincidente. Quando 𝑘𝑖 é maior que 𝑘𝑚, a condutividade 

efetiva sofre aumento máximo de aproximadamente 6% com relação ao caso 𝑘𝑖 𝑘𝑚 = 1⁄ , ou 

seja, à situação sem interfase. No caso de interfase com baixa condutividade, 𝑘𝑇
∗  diminui 

juntamente com o decréscimo de 𝑘𝑖, chegando a uma diminuição máxima de 60%. 
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Figura 3.13 - Condutividade térmica efetiva na direção transversal em função da condutividade 

da interfase. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 3.2.6 - Influência da razão de aspecto da fibra considerando a presença de interfase. 

 Neste caso estuda-se como a razão de aspecto da fibra influencia a condutividade 

efetiva do compósito com interfase de 1 µm de espessura. A fração volumétrica de fibras é 

igual a 20% e 𝛼 vale 10 e 100. 

As dimensões da célula unitária, assim como o comprimento da fibra para cada caso 

avaliado, são mostradas na Tabela 3.3. A razão de aspecto da CUR é mantida constante e 

igual a 3 e o raio da fibra é fixado em 10 µm.   

 

Tabela 3.3 - Dimensões da CUR e da fibra (μm). 

𝝆 Comprimento da fibra Largura da CUR Comprimento da CUR 

1,5 30 25,04 75,13 

2,5 50 29,69 89,08 

3,5 70 33,22 99,65 

4,5 90 36,12 108,36 

5,5 110 38,62 115,86 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Na Figura 3.14 é mostrada a condutividade térmica efetiva na direção longitudinal em 

função da razão de aspecto da fibra, observando-se o aumento da condutividade efetiva com o 

crescimento da razão de aspecto da fibra apesar da fração volumétrica permanecer constante. 

Quando se considera fibra sem interfase nas faces planas (Figura 3.10), a condutividade da 
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interfase passa a interferir na condutividade efetiva para valores de ρ acima de 3,5. No caso de 

fibra totalmente revestida por interfase (Figura 3.11), a condutividade da interfase é mais 

relevante principalmente para o maior valor adotado para ρ. 

 

Figura 3.14 - Condutividade térmica efetiva na direção longitudinal para os casos (a) e (b) de 

revestimento em função da razão de aspecto da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

A Figura 3.15 apresenta a condutividade térmica efetiva na direção transversal em 

função da razão de aspecto da fibra considerando os dois tipos de recobrimento da fibra. 

Nota-se que a condutividade efetiva diminui com o aumento da razão de aspecto da fibra e 

sofre pouca influência da interfase, principalmente para maiores valores de ρ. 
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Figura 3.15 - Condutividade térmica efetiva na direção transversal para os casos (a) e (b) de 

revestimento em função da razão de aspecto da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

  

 Considerando os dados apresentados na Tabela 3.3 percebe-se que à medida que 𝜌 

cresce, diminui a distância longitudinal entre as fibras, reduzindo o volume de matriz que atua 

como barreira para 𝑘𝐿
∗. Por outro lado, quando 𝜌 aumenta, cresce também a distância entre as 

fibras na direção transversal, causando diminuição de 𝑘𝑇
∗ . 

  

Exemplo 3.2.7 - Influência do raio da fibra. 

Neste exemplo verifica-se a influência do raio da fibra sobre a condutividade efetiva 

de compósitos com fibras curtas considerando a presença de uma interfase com 1 μm de 

espessura entre a matriz e a fibra. Os resultados são comparados com o caso de compósito 

sem interfase. 

A célula unitária utilizada é paralelepipédica com razão de aspecto igual a 2. A razão 

de aspecto da fibra é igual a 2 e sua fração volumétrica vale 30%. A condutividade térmica 

dos materiais que formam o compósito é apresentada na Tabela 3.4. 
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Tabela 3.4 - Condutividade térmica das fases. 

Material Condutividade Térmica (W/mK) 

Matriz epóxi 0,19 

Fibra de Carbono 11 

Interfase 5,595 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

A Figura 3.16 apresenta a condutividade térmica efetiva na direção longitudinal para 

os raios considerados, enquanto a Figura 3.17 mostra os resultados na direção transversal. Em 

ambos os casos, nota-se que quando não existe interfase, a variação do raio não afeta a 

condutividade efetiva do compósito. Por outro lado, quando o compósito apresenta uma 

interfase entre matriz e fibra, a variação do raio altera a condutividade efetiva do material. 

 

Figura 3.16 - Condutividade térmica efetiva na direção longitudinal em função do raio da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Mantendo-se a fração volumétrica constante, quanto maior o raio da fibra menor o 

volume total de interfase, diminuindo sua influência na condutividade efetiva. Dessa forma, 

fibras com raios menores apresentam 𝑘∗ mais dependente de 𝑘𝑖. Este fato pode ser notado 

tanto na Figura 3.16 quanto na Figura 3.17, pois na medida em que o raio cresce, os 

resultados para o caso com interfase se aproximam da resposta do compósito sem interfase. 
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Figura 3.17 - Condutividade térmica efetiva na direção transversal em função do raio da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

3.3 Exemplos de compósitos com partículas cúbicas 

 

Os exemplos desta seção tratam da determinação da condutividade térmica efetiva de 

compósitos reforçados por partículas cúbicas com e sem a presença de interfase. Nos 

exemplos são avaliados os efeitos da fração volumétrica e do tamanho da inclusão, assim 

como a influência da condutividade da interfase. As células unitárias utilizadas nesta seção 

são cúbicas e contêm uma única inclusão.  

 

Exemplo 3.3.1 - Influência da fração volumétrica de inclusão em compósitos sem interfase. 

Neste caso, a condutividade térmica efetiva de um compósito com partículas cúbicas é 

calculada em função da fração volumétrica de inclusões. A inclusão possui condutividade 

duas vezes maior que a matriz e seus lados têm 10 µm de comprimento.  

Na Figura 3.18 é mostrada a condutividade térmica efetiva calculada com TVF e com a 

formulação analítica em séries de Fourier.  
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Figura 3.18 - Condutividade térmica efetiva de compósito reforçado com partículas cúbicas sem 

a presença de interfase em função da fração volumétrica. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

 De acordo com Figura 3.18, a condutividade efetiva do compósito aumenta juntamente 

com a fração volumétrica de inclusões. Nota-se, também, boa concordância entre os 

resultados numéricos e analíticos. 

 

Exemplo 3.3.2 - Influência da condutividade da interfase. 

 Neste exemplo é investigado o efeito de uma interfase com 50 nm de espessura na 

condutividade efetiva do compósito. A inclusão cúbica possui 10 µm de lado e sua fração 

volumétrica vale 30%. A relação entre as condutividades da inclusão e da matriz vale 2. 

 A condutividade efetiva é apresentada na Figura 3.19 para valores de 𝑘𝑖 𝑘𝑚⁄  que 

variam de 0,001 até 1000. 
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Figura 3.19 - Condutividade térmica efetiva do compósito com inclusões cúbicas em função da 

condutividade da interfase. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

 Conforme apresentado na Figura 3.19, a condutividade da interfase afeta diretamente a 

condutividade efetiva do compósito. Para 𝑘𝑖 𝑘𝑚⁄  igual a 0,001, 𝑘∗ é aproximadamente 48% 

menor em comparação com o caso sem interfase. Por outro lado, quando 𝑘𝑖 𝑘𝑚⁄  vale 1000, 𝑘∗ 

sofre aumento de aproximadamente 78% em relação ao caso de 𝑘𝑖 = 𝑘𝑚. 

 

Exemplo 3.3.3 - Influência do tamanho da inclusão considerando a presença de interfase. 

 Este exemplo consiste na verificação do efeito de tamanho da inclusão quando se 

considera a presença de uma interfase com 50 nm de espessura. Neste caso, a relação entre a 

condutividade da matriz e da fibra é igual a 2, enquanto 𝑘𝑖 𝑘𝑚⁄  assume dois valores: 0,1 e 10. 

A fração volumétrica de inclusão é igual a 30%. O comprimento do lado da inclusão cúbica d 

é admitido variando de 2 µm a 12 µm.  

 A condutividade térmica efetiva em função do tamanho da inclusão é mostrada na 

Figura 3.20, onde nota-se o efeito da presença de uma interfase. Quanto maior o tamanho da 

inclusão menor é o volume total de interfase e, consequentemente, menor sua influência na 

condutividade efetiva.  
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Figura 3.20 - Condutividade térmica efetiva em função das dimensões da partícula. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Percebe-se na Figura 3.20 que, na medida em que as dimensões da inclusão 

aumentam, os resultados para os casos com interfase convergem para o caso sem interfase. 

Por outro lado, quando não há interfase, 𝑘∗ não é influenciado pelo tamanho da inclusão. 

  

3.4 Exemplos de compósitos com fibras longas unidirecionais 

 

 Nesta seção são apresentados exemplos que avaliam a condutividade térmica efetiva 

de compósitos reforçados por fibras longas unidirecionais com e sem a presença de interface 

ou interfase. Nos exemplos são estudadas as influências da fração volumétrica de fibras, da 

relação entre a condutividade da matriz e da fibra e da espessura da interfase. 

 

Exemplo 3.4.1 - Influência da fração volumétrica de fibras em compósitos sem interfase. 

Este caso trata de um compósito unidirecional de duas fases, com distribuição 

periódica de fibras e interface perfeita entre matriz e fibra. O objetivo é investigar a influência 

da fração volumétrica de fibras na condutividade térmica efetiva, considerando diferentes 

relações entre a condutividade da fibra 𝑘𝑓 e da matriz 𝑘𝑚. O modelo utilizado consiste em 

uma célula de repetição unitária quadrada.  

A condutividade térmica da matriz é igual a 300 W/(mK) e a fibra possui raio de 10 

µm. Considerou-se a presença de fibras mais condutoras do que a matriz com fração 

volumétrica variando de 5% a 70%.  
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Na Figura 3.21 é apresentada a condutividade térmica efetiva para fibras com 

condutividades iguais a 10𝑘𝑚, 100𝑘𝑚 e 1000𝑘𝑚. Nesta figura são mostrados os resultados 

obtidos com a formulação paramétrica bidimensional da teoria de volumes finitos e com a 

formulação analítica baseada em séries de Fourier. 

  

Figura 3.21 - Condutividade térmica efetiva para diferentes kf/km. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

De modo geral, a condutividade térmica efetiva do compósito aumentou com o 

acréscimo de fibras, devido à presença de reforço mais condutivo do que a matriz. Para 

frações volumétricas até 40%, aumentar a condutividade da fibra de 10𝑘𝑚 para 100𝑘𝑚 gera 

um aumento máximo na condutividade efetiva de aproximadamente 15%. Para a fração 

volumétrica máxima considerada, esse acréscimo é aproximadamente 40%.  

Para o caso de aumentar a condutividade da fibra de 100𝑘𝑚 para 1000𝑘𝑚, o acréscimo 

na condutividade efetiva é menor do que 2% para frações volumétricas até 40%. Para a fração 

volumétrica de 70%, esse acréscimo é aproximadamente 7%.  

Com base na Figura 3.21, percebe-se que a formulação analítica em séries de Fourier 

apresenta resultados coincidentes com aqueles obtidos por TVF para fração volumétrica de 
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fibras até aproximadamente 40%. Exceto para o caso onde 𝑘𝑓 𝑘𝑚 = 10⁄ , onde os resultados 

são coincidentes até a fração volumétrica de 50%. Nota-se que os resultados divergem mais 

quanto maior o contraste entre as condutividades das fases. Essa divergência pode ser 

atribuída à simplificação adotada para a função gradiente de transformação na Equação 

(2.63).  

 Dessa forma, considerando o intuito de obter um compósito condutivo, percebe-se que 

para o caso em estudo não é necessário o uso de fibras com condutividade muito maior do que 

a matriz para obter ganhos significativos na condutividade efetiva. 

  

Exemplo 3.4.2 - Influência da fração volumétrica de fibras em compósitos com interfase.  

Neste caso é analisado um compósito unidirecional de três fases, distribuição periódica 

de fibras, interface perfeita entre matriz e interfase assim como entre interfase e fibra. O 

modelo utilizado consiste em uma célula de repetição unitária quadrada (Figura 3.22).  

 

Figura 3.22 - Célula unitária de repetição de um compósito de três fases discretizada em 

subvolumes quadrilaterais. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

O objetivo do exemplo é verificar a influência da fração volumétrica de fibras na 

condutividade térmica efetiva considerando a presença de uma interfase de 20 nm de 

espessura. Considerou-se que a fração volumétrica varia de 5% a 60%. 

A condutividade térmica da matriz é igual a 0,3 W/(mK), a fibra tem 10 µm de raio e 

sua condutividade térmica vale 300 W/(mK). No primeiro caso analisado, a interfase possui 

condutividade 𝑘𝑖 menor do que a matriz 𝑘𝑚, apresentando os seguintes valores:  0,1𝑘𝑚, 

 0,01𝑘𝑚 e 0,001𝑘𝑚. No segundo, a condutividade da interfase possui alta condutividade e são 

considerados os seguintes valores:  10𝑘𝑚, 100𝑘𝑚 e 1000𝑘𝑚. 
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A condutividade térmica efetiva dos compósitos cujas interfases são pouco condutivas 

é apresentada na Figura 3.23, enquanto os compósitos com interfases altamente condutivas 

tem sua condutividade efetiva mostrada na Figura 3.24. 

  

Figura 3.23 - Condutividade térmica efetiva de compósitos com interfase de baixa 

condutividade. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

  

Como mostrado na Figura 3.23, a condutividade térmica efetiva aumenta juntamente 

com a fração volumétrica para os casos em que 𝑘𝑖 é igual a  0,1𝑘𝑚 e  0,01𝑘𝑚. Mesmo com a 

presença de uma interfase pouco condutiva, a alta condutividade térmica da fibra permitiu um 

aumento na condutividade efetiva.  

 Apesar do ganho de condutividade efetiva, nota-se a influência da interfase no fato de 

𝑘∗ aumentar de forma menos acentuada para 𝑘𝑖 igual a 0,01𝑘𝑚. Na média, a condutividade 

efetiva aumenta 17% menos quando 𝑘𝑖 passa de  0,1𝑘𝑚 para  0,01𝑘𝑚. 

 Para o caso de interfase com condutividade extremamente baixa, 𝑘𝑖 igual a  0,001𝑘𝑚, 

a condutividade efetiva diminui mesmo com a presença de fibras altamente condutivas.  

Percebe-se que quanto maior a fração volumétrica de fibras, maior é a influência da 

interfase na condutividade efetiva do compósito.  
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Figura 3.24 - Condutividade térmica efetiva de compósitos com interfase de alta condutividade. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Neste exemplo, o raio da fibra é constante, então o crescimento da fração volumétrica 

implica em aumento da proporção interfase/matriz. Logo, a presença de interfases com 

condutividade maior do que a matriz causa o aumento da condutividade térmica efetiva em 

conjunto com a fração volumétrica, como mostrado na Figura 3.24. Para o caso de interfase 

altamente condutiva, percebe-se que 𝑘∗ independe da relação 𝑘𝑖/𝑘𝑚. 

 

Exemplo 3.4.3 - Influência do tamanho da inclusão.  

Neste exemplo é estudado um compósito unidirecional de duas fases, distribuição 

periódica de fibras e interfase entre matriz e fibra. Para as análises foi utilizada uma célula de 

repetição unitária quadrada.  

O objetivo do exemplo é avaliar a influência do tamanho da inclusão na condutividade 

térmica efetiva levando em conta a presença de uma interfase fina pouco condutora. Os 

resultados são comparados com os obtidos por Escarpini Filho (2015) com o Método dos 

Elementos Finitos.  

O raio da fibra varia de 0,05 µm a 10 µm e a condutividade térmica da mesma é igual 

a 300 W/(mK). A condutividade térmica da matriz é igual a 178 W/(mK). A interfase tem 20 

nm de espessura e condutividade térmica igual a 2,918 W/(mK). 
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Figura 3.25 - Influência do raio da fibra na condutividade térmica efetiva. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

 Como mostrado na Figura 3.25, os resultados obtidos com TVF e com MEF são 

idênticos. A condutividade térmica efetiva cresce com o aumento do raio da fibra, sendo que 

este crescimento é mais acentuado para raios menores. 

 

Exemplo 3.4.4 - Influência do raio da fibra variando a condutividade da interfase.  

Neste exemplo é investigada a influência do raio da fibra na condutividade térmica 

efetiva do compósito considerando a presença de uma interfase com 20 nm de espessura. São 

considerados dois casos para a interfase: a) altamente condutiva com condutividade térmica 

igual a  100𝑘𝑚 W/(mK) e b) fracamente condutiva com condutividade térmica de  0,01𝑘𝑚 

W/(mK). 

A condutividade térmica da fibra é igual a 3,5 W/(mK), o raio da mesma varia de 0,05 

µm a 10 µm e a fração volumétrica vale 30%. Por sua vez, a condutividade térmica da matriz 

vale 0,19 W/(mK).  

Considerando a Figura 3.26, percebe-se que o raio da fibra não tem influência na 

condutividade efetiva quando não se considera a presença de interfase. Por outro lado, 

observa-se claramente o efeito de tamanho da fibra quando se considera a presença da 

interfase. No caso em estudo, a condutividade efetiva cresce na medida em que aumenta o 

raio da fibra, pois a interfase possui condutividade menor que a matriz. Isso acontece porque, 

mantendo-se a fração volumétrica constante, quanto maior o raio da fibra menor o volume 
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total de interfase, diminuindo sua influência na condutividade efetiva. O efeito da 

dependência do tamanho da inclusão na condutividade térmica efetiva é conhecido como 

efeito Kapitza (KAPITZA, 1941). 

 

Figura 3.26 - Influência do raio da fibra com diferentes interfases. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Para o compósito com interfase altamente condutiva, percebe-se que a condutividade 

efetiva diminui com o aumento do raio da fibra. A condutividade efetiva do compósito com 

interfase altamente condutiva se aproxima mais rapidamente da condutividade efetiva do 

compósito sem interfase, na medida em que cresce o raio, do que no caso onde o compósito 

tem interfase com baixa condutividade.  

 

Exemplo 3.4.5 - Substituição da interfase por uma interface imperfeita.  

Neste exemplo são consideradas as mesmas propriedades dos constituintes 

apresentadas no Exemplo 3.4.3. O objetivo é verificar o desempenho da metodologia que 

busca substituir a interfase entre matriz e fibra por uma interface imperfeita.  

A condutividade térmica efetiva foi calculada usando um modelo com três fases e um 

modelo com duas fases e interface imperfeita. Como pode ser visto na Figura 3.27, os 

resultados obtidos com os dois modelos coincidem a partir de raio igual a 0,5 µm. 
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Figura 3.27 - Influência do raio da fibra na condutividade térmica efetiva. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

   

Para os raios iguais a 0,05 µm e 0,25 µm, os resultados obtidos com os dois modelos 

divergem, ou seja, não é mais possível substituir a interfase por uma interface. Isso acontece 

porque nesses dois casos não é atendida a hipótese de interfase fina adotada na formulação da 

interface imperfeita.  

  

Exemplo 3.4.6 - Avaliação da condição de interfase fina.  

Como mencionado na Seção 2.4, a formulação da interface imperfeita adota a hipótese 

de a interfase ser fina. O objetivo deste exemplo é verificar até qual espessura uma interfase 

pode ser considerada fina para a formulação apresentada. 

Para esse fim, calculou-se a condutividade térmica efetiva com um modelo de três 

fases e com um modelo de duas fases com interface imperfeita. Mantendo fixo o valor do raio 

da fibra (R) e variando a espessura da interface (h), foram obtidos os resultados mostrados na 

Figura 3.28.  
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Considerando a formulação apresentada na Seção 2.4 e para este caso, percebe-se que 

uma interfase pode ser substituída por uma interface imperfeita se a relação h/R for menor do 

que 0,04.  

Figura 3.28 - Verificação da hipótese de interfase fina. 

 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 3.4.7 - Verificação da condição de descontinuidade de temperatura e continuidade 

de fluxo de calor normal. 

No desenvolvimento da formulação da interface imperfeita foi considerada somente a 

descontinuidade de temperatura. Neste exemplo verifica-se a validade dessa consideração 

para o caso de interface pouco condutiva, comparando os resultados com outros obtidos com 

uma formulação que considera descontinuidade de temperatura e do fluxo de calor normal. Os 

resultados também são confrontados com os obtidos com um modelo de três fases. 

Para realizar a mencionada verificação foi desenvolvida uma nova matriz de 

condutividade térmica para o elemento de interface, apresentada no Apêndice B. 

Como mostrado na Figura 3.29, desconsiderar a descontinuidade de fluxo de calor 

normal à interface, praticamente, não influencia a condutividade efetiva para interfaces pouco 

condutoras.  
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Figura 3.29 - Verificação da condição de descontinuidade de temperatura. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 3.4.8 - Influência de interfases espessas. 

Neste exemplo investiga-se a influência da espessura da interfase na condutividade 

térmica efetiva de compósito com matriz epóxi. Foram considerados dois tipos de fibra, 

carbono e vidro, cujas propriedades são mostradas na Tabela 3.5. A fração volumétrica de 

fibra é 10% e a condutividade térmica da matriz é igual a 0,19 W/mK. 

 

Tabela 3.5 - Propriedades térmicas das fibras e da interfase. 

Tipo de Fibra Raio (µm) 
Condutividade Térmica 

da Fibra (W/mK) 

Condutividade Térmica 

da Interfase (W/mK) 

Carbono 3,5 11 5,595 

Vidro 10 1,3 0,745 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

São comparados os resultados apresentados por Wang e Qin (2015) com aqueles 

obtidos com TVF considerando um modelo de três fases.  

Para avaliar a influência da interfase nas propriedades térmicas efetivas de compósitos, 

Wang e Qin (2015) desenvolveram um elemento revestimento/fibra a partir do método 

híbrido de elementos finitos baseado em solução fundamental (HFS-FEM). Considerando a 
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solução fundamental para fibra circular imersa em matriz infinita, o elemento criado dispensa 

a discretização do domínio da interfase e da fibra.  

Considerando a Figura 3.30, nota-se uma boa concordância entre os resultados para 

ambos os tipos de fibras. Percebe-se que a condutividade efetiva aumenta juntamente com a 

espessura da interfase, visto que esta possui condutividade maior do que a matriz. 

 

Figura 3.30 - Condutividade térmica efetiva x espessura da interfase. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Também foi avaliada a influência da condutividade térmica da interfase 𝑘𝑖 variando 

sua espessura. Para o compósito reforçado com fibras de carbono foram avaliadas interfases 

com 0,35 µm, 0,7 µm e 1,05 µm. Variando a relação 𝑘𝑖 𝑘𝑚⁄  de 0,001 a 1000, foram obtidos 

os resultados mostrados na Figura 3.31. 

Para interfase com alta condutividade, ou seja, para 𝑘𝑖 variando de 10𝑘𝑚 a 1000𝑘𝑚, 

percebe-se que não ocorre aumento significativo de condutividade efetiva. Nessa faixa de 

valores de 𝑘𝑖, o acréscimo de condutividade térmica efetiva foi de aproximadamente 2,5% 

para a interfase mais espessa e de menos de 1% para a interfase mais fina.  

Comparando o caso de interfase altamente condutora com aquele sem interfase, ou 

seja, 𝑘𝑖 igual 𝑘𝑚, o compósito com interfase de espessura igual a 1,05 µm apresenta o maior 

acréscimo de condutividade efetiva, aproximadamente de 13%. O compósito cuja interfase 
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tem 0,7 µm de espessura apresenta aumento de 9% na condutividade efetiva, 

aproximadamente o dobro do caso em que a interfase tem 0,35 µm. 

Para o caso de interfase com baixa condutividade, alterações mais significativas na 

condutividade térmica efetiva são verificadas. O compósito cuja interfase possui 1,05 µm de 

espessura e condutividade térmica igual a 0,1𝑘𝑚 apresenta condutividade térmica efetiva 40% 

menor comparado com o compósito sem interfase. Para o compósito com interfase de 0,7 µm 

de espessura, a condutividade efetiva diminui 32%. Por sua vez, o compósito cuja interfase é 

igual a 0,35 µm apresenta condutividade efetiva 20% menor. 

A medida que a condutividade térmica da interfase diminui, a diferença entre a 

condutividade térmica efetiva dos compósitos avaliados decresce. Esse fato demonstra que, 

para interfases muito pouco condutoras, a espessura das mesmas deixa de ser um fator 

importante, sendo mais preponderante o valor da condutividade da interfase. 

 

Figura 3.31 - Compósito reforçado por fibra de carbono. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Para o compósito reforçado com fibras de vidro foram avaliadas interfases com 1 µm, 

3 µm e 5 µm. Variando a relação 𝑘𝑖 𝑘𝑚⁄  de 0,001 a 1000, foram obtidos os resultados 

mostrados na Figura 3.32. 

 



89 

 

Figura 3.32 - Compósito reforçado por fibra de vidro. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

O compósito com interfase de espessura igual a 5 µm apresenta a maior variação de 

condutividade térmica efetiva quando a condutividade da interfase é modificada. 

Considerando interfases altamente condutivas, esse compósito apresenta um acréscimo de 

26% na condutividade efetiva. Para o caso de interfase com baixa condutividade, o 

decréscimo é igual a 45%.  

 No caso do compósito cuja interfase tem 3 µm, a condutividade térmica efetiva 

aumenta em 18% quando 𝑘𝑖 = 1000𝑘𝑚 e diminui em 38% para 𝑘𝑖 = 0,001𝑘𝑚. 

Por fim, o compósito com interfase de espessura igual a 1 µm apresenta as menores 

variações na condutividade efetiva em comparação com o compósito sem interfase. Para o 

caso de interfase com baixa condutividade, o decréscimo na condutividade térmica efetiva é 

igual a 32%. Para interfase altamente condutiva, a condutividade efetiva aumenta 8%. 

 

Exemplo 3.4.9 - Condutividade térmica de compósitos com fibras vegetais. 

Neste exemplo é estudada a condutividade térmica efetiva transversal de compósitos 

reforçados por fibras vegetais unidirecionais por meio de métodos numéricos e analíticos. Os 

resultados obtidos são confrontados com experimentos realizados por Liu et al. (2012b). 

As fibras vegetais são geralmente ocas, sendo os espaços vazios denominados lúmen. 

A Figura 3.33 mostra um feixe de fibras de abaca onde é destacada a região sólida e o lúmen. 
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Figura 3.33 - Feixe de fibras de abaca. 

 
Fonte: LIU; TAKAGI; YANG, 2011 (adaptada). 

 

Liu et al. (2012b) determinaram experimentalmente a condutividade térmica de dois 

tipos de compósitos, um reforçado com fibras de abaca e outro com fibras de bambu, ambos 

com matriz epóxi. A condutividade térmica da região sólida das fibras, assim como da matriz 

são apresentadas na Tabela 3.6. 

 

Tabela 3.6 - Condutividade térmica dos materiais para o modelo trifásico. 

Material Condutividade Térmica (W/mK) 

Matriz epóxi 0,298 

Fibra de Abaca 0,430 

Fibra de Bambu 0,350 

Lúmen (ar) 0,026 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Os feixes de fibras de abaca e bambu apresentam diferença significativa com relação à 

quantidade e tamanho do lúmen (Figura 3.34). Liu et al. (2012b) representam a fração 

volumétrica de lúmen com relação ao feixe de fibras (𝜈𝑙) com o coeficiente 𝛼 = 𝑟𝑙 𝑟𝑓 = √𝜈𝑙⁄  , 

onde 𝑟𝑙 e 𝑟𝑓 são os raios do lúmen e da região sólida, respectivamente. Para a fibra de abaca, 

𝛼 = 0,67 e para a fibra de bambu, 𝛼 = 0,12. 
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Figura 3.34 - Seção transversal de feixe de fibras de (a) abaca e (b) bambu. 

 
Fonte: Liu et al., 2012b (adaptada). 

 

Para possibilitar o cálculo da condutividade térmica efetiva do compósito por meio da 

TVF é necessário escolher uma CUR adequada. A Figura 3.35 mostra a seção transversal do 

compósito (a) e sua representação simplificada com distribuição periódica dos feixes de fibra 

(b). Desta distribuição periódica é escolhida uma célula de repetição unitária (c) cujo feixe de 

fibras apresenta diversos lúmens. Esta célula pode ser transformada em um modelo 

equivalente (d) onde os lúmens são agrupados, formando assim um modelo trifásico. 

 

Figura 3.35 - Obtenção do modelo de três fases: (a) seção transversal do compósito (b) 

representação da distribuição periódica de feixes de fibra (c) CUR (d) modelo equivalente da 

CUR. 

 
Fonte: Liu et al., 2012a (adaptada). 

 

 Um modelo de duas fases foi utilizado para determinar a condutividade térmica efetiva 

com a formulação analítica apresentada na Seção 2.3. Dessa forma, a CUR é formada pela 

matriz e por um feixe de fibras (Figura 3.36).  
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Figura 3.36 - Modelo de duas fases. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

A condutividade térmica dos feixes, formados pelas fibras e pelo lúmen, foi 

determinada por Liu et al. (2012b) e são apresentadas na Tabela 3.7. 

 

Tabela 3.7 - Condutividade térmica dos materiais para o modelo bifásico. 

Material Condutividade Térmica (W/mK) 

Matriz epóxi 0,298 

Feixe de Fibras de Abaca 0,185 

Feixe de Fibras de Bambu 0,345 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Na Figura 3.37 são mostrados os resultados obtidos para o compósito reforçado com 

fibras de abaca, considerando frações volumétricas de feixe de fibras iguais a 13%, 23%, 34% 

e 47%. O raio da região sólida da fibra é igual a 93 μm e o raio do lúmen, 62 μm. 

Percebe-se uma boa concordância dos resultados numéricos e analíticos com os 

experimentais. A condutividade térmica efetiva diminui com o aumento da fração volumétrica 

de fibras. Esse comportamento se deve a presença do lúmen que atua como uma barreira para 

a transmissão de calor. 
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Figura 3.37 - Fibras de abaca. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

A Figura 3.38 apresenta os resultados obtidos para o compósito reforçado com fibras 

de bambu, considerando frações volumétricas de feixe de fibras iguais a 7%, 14% e 30%. O 

raio da região sólida da fibra é igual a 102 μm e o raio do lúmen, 12,24 μm. Os resultados 

numéricos e analíticos também coincidiram com os experimentais para esse caso. 

Como mostrado na Figura 3.34, as dimensões do lúmen da fibra de bambu são 

pequenas, logo não influenciam de forma significativa a condutividade térmica efetiva do 

compósito. Dessa forma, há um pequeno acréscimo de condutividade com o aumento da 

fração volumétrica.  
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Figura 3.38 - Fibras de bambu. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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4 HOMOGENEIZAÇÃO TERMOELÁSTICA DE COMPÓSITOS PERIÓDICOS 

REFORÇADOS POR FIBRAS 

 

 

 Neste capítulo é apresentada uma extensão da formulação paramétrica tridimensional 

da Teoria de Volumes Finitos para problemas elásticos na qual foram incorporados os efeitos 

térmicos.  

  

4.1 Formulação Paramétrica Tridimensional da Teoria de Volumes Finitos 

 

Nesta seção, a versão paramétrica tridimensional elástica da Teoria de Volumes 

Finitos apresentada em Chen; Wang e Chen (2018) é estendida com a incorporação dos 

efeitos térmicos.  

Considera-se um elemento de volume representativo submetido a uma condição de 

contorno homogênea em deslocamento (Figura 4.1). A célula unitária de repetição obtida a 

partir deste EVR tem sua microestrutura discretizada em subvolumes hexaédricos como 

descrito na Seção 2.1. O campo de deslocamentos em cada subvolume (k) é representado por 

uma expansão em duas escalas que envolve componentes macroscópicas e flutuantes 

 

𝑢𝑖
(𝑘)
= 𝜀�̅�𝑗𝑥𝑗 + �̃�𝑖

(𝑘)
 (4.1) 

 

em que 𝜀�̅�𝑗 são as deformações macroscópicas. 

 

Figura 4.1 - Elemento de Volume Representativo submetido a uma condição de contorno 

homogênea. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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 Na versão paramétrica da Teoria de Volumes Finitos, as componentes do campo de 

deslocamentos flutuantes �̃�𝑖
(𝑘)
 são aproximadas por uma expansão polinomial de segunda 

ordem de Legendre nas coordenadas paramétricas  

 

�̃�𝑖
(𝑘)
= 𝑊𝑖(000)

(𝑘)
+ 𝜁𝑊𝑖(100)

(𝑘)
+ 𝜂𝑊𝑖(010)

(𝑘)
+ 𝜉𝑊𝑖(001)

(𝑘)
+
1

2
(3𝜁2 − 1)𝑊𝑖(200)

(𝑘)

+
1

2
(3𝜂2 − 1)𝑊𝑖(020)

(𝑘)
+
1

2
(3𝜉2 − 1)𝑊𝑖(002)

(𝑘)
 

(4.2) 

 

em que 𝑊𝑖(𝑚𝑛)
(𝑘)

 são coeficientes a determinar.  

As equações de equilíbrio para o subvolume são dadas pela seguinte expressão 

 

𝜕𝜎𝑖𝑗
(𝑘)

𝜕𝑦𝑗
= 0 (4.3) 

 

enquanto a equação de Cauchy é representada pela relação: 

 

𝑡𝑖
(𝑘)
= 𝜎𝑗𝑖

(𝑘)
𝑛𝑗
(𝑘)

 (4.4) 

 

Assumindo que o material do subvolume é elástico linear submetido a uma variação 

de temperatura Δ𝑇, as tensões se relacionam com as deformações por meio da lei de 

constitutiva termoelástica de Duhamel-Neumann 

 

𝜎𝑖𝑗
(𝑘)
= 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

(𝑘)
𝜀𝑘𝑙
(𝑘)
− 𝜎𝑖𝑗

th(𝑘)
 (4.5) 

 

em que as componentes de tensões associadas à variação de temperatura são dadas por 

 

𝜎𝑖𝑗
th(𝑘)

= 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙
(𝑘)
𝛼𝑘𝑙
(𝑘)
Δ𝑇 ≡ 𝛤𝑖𝑗

(𝑘)
Δ𝑇 (4.6) 

 

sendo 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 o tensor de rigidez do material e 𝛼𝑘𝑙 os coeficientes de dilatação térmica.   

Por meio da Equação (4.1), obtém-se a seguinte expressão relacionando as 

deformações do subvolume com os deslocamentos flutuantes:  
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𝜀𝑖𝑗
(𝑘)
= 𝜀�̅�𝑗 +

1

2
(
𝜕�̃�𝑖

(𝑘)

𝜕𝑦𝑗
+
𝜕�̃�𝑗

(𝑘)

𝜕𝑦𝑖
) (4.7) 

 

 Como será visto adiante, os deslocamentos flutuantes da célula unitária de repetição 

são determinados por meio de uma matriz de rigidez global que é construída pela combinação 

de matrizes de rigidez locais. A montagem da referida matriz deve garantir as condições de 

continuidade de deslocamentos e tensões médias, assim como as condições de periodicidade. 

 

4.1.1 Matriz de rigidez do subvolume 

 

 Considerando a Equação (4.2), os deslocamentos flutuantes médios nas faces de cada 

subvolume (Figura 2.4) são definidos e avaliados pelas seguintes relações: 

 

〈�̃�𝑖〉
(1,2) =

1

4
∫ ∫ �̃�𝑖(𝜁, 𝜂, 𝜉 = ∓1)𝑑𝜁𝑑𝜂 =

1

−1

1

−1

𝑊𝑖(000) ∓𝑊𝑖(001) +𝑊𝑖(002) 

(4.8) 〈�̃�𝑖〉
(3,5) =

1

4
∫ ∫ �̃�𝑖(𝜁, 𝜂 = ∓1, 𝜉)𝑑𝜁𝑑𝜉 = 𝑊𝑖(000) ∓ 𝑊𝑖(010) +𝑊𝑖(020)

1

−1

1

−1

 

〈�̃�𝑖〉
(4,6) =

1

4
∫ ∫ �̃�𝑖(𝜁 = ±1, 𝜂, 𝜉)𝑑𝜂𝑑𝜉 = 𝑊𝑖(000) ± 𝑊𝑖(100) +𝑊𝑖(200)

1

−1

1

−1

 

 

 A partir das equações (4.8), os coeficientes 𝑊𝑖 de primeira e segunda ordem podem ser 

escritos em função dos deslocamentos médios nas faces e dos coeficientes de ordem zero pela 

expressão: 

 

{
  
 

  
 
𝑊𝑖(100)

𝑊𝑖(010)

𝑊𝑖(001)

𝑊𝑖(200)

𝑊𝑖(020)

𝑊𝑖(002)}
  
 

  
 

=
1

2

[
 
 
 
 
 
0 0 0 1 0 −1
0 0 −1 0 1 0
−1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 

{
 
 
 

 
 
 
〈�̃�𝑖〉

(1) −𝑊𝑖(000)

〈�̃�𝑖〉
(2) −𝑊𝑖(000)

〈�̃�𝑖〉
(3) −𝑊𝑖(000)

〈�̃�𝑖〉
(4) −𝑊𝑖(000)

〈�̃�𝑖〉
(5) −𝑊𝑖(000)

〈�̃�𝑖〉
(6) −𝑊𝑖(000)}

 
 
 

 
 
 

 (4.9) 
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 Representando por 𝐶𝑖𝑗 e 𝐺𝑖𝑗 as componentes da matriz de rigidez elástica do material 

relacionadas com as tensões normais e de cisalhamento, respectivamente, as seguintes 

equações locais de equilíbrio podem ser escritas: 

 

𝐶11
𝜕2�̃�1
𝜕𝑦1

2 + 𝐺12
𝜕2�̃�1
𝜕𝑦2

2 + 𝐺31
𝜕2�̃�1
𝜕𝑦3

2 + (𝐶12 + 𝐺12)
𝜕2�̃�2
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

+ (𝐶13 + 𝐺31)
𝜕2�̃�3
𝜕𝑦1𝜕𝑦3

= 0 
 

 

𝐺12
𝜕2�̃�2
𝜕𝑦1

2 + 𝐶22
𝜕2�̃�2
𝜕𝑦2

2 + 𝐺23
𝜕2�̃�2
𝜕𝑦3

2 + (𝐶12 + 𝐺12)
𝜕2�̃�1
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

+ (𝐶23 + 𝐺23)
𝜕2�̃�3
𝜕𝑦2𝜕𝑦3

= 0 (4.10) 

 

𝐺31
𝜕2�̃�3
𝜕𝑦1

2 + 𝐺23
𝜕2�̃�3
𝜕𝑦2

2 + 𝐶33
𝜕2�̃�3
𝜕𝑦3

2 + (𝐶13 + 𝐺31)
𝜕2�̃�1
𝜕𝑦1𝜕𝑦3

+ (𝐶23 + 𝐺23)
𝜕2�̃�2
𝜕𝑦2𝜕𝑦3

= 0 
 

 

Os coeficientes de ordem zero 𝑊𝑖(000) podem ser calculados substituindo-se as 

derivadas segundas do campo de deslocamentos (4.2) nas equações (4.10) juntamente com a 

expressão (4.9). Dessa forma, os coeficientes 𝑊𝑖(000) são escritos em função dos 

deslocamentos médios nas faces dos subvolumes. Substituindo-se as expressões de 𝑊𝑖(000) na 

Equação (4.9), obtém-se: 

 

{
𝑾1

𝑾2

𝑾3

} = �̅�

{
  
 

  
 
〈�̃�〉(1)

〈�̃�〉(2)

〈�̃�〉(3)

〈�̃�〉(4)

〈�̃�〉(5)

〈�̃�〉(6)}
  
 

  
 

 (4.11) 

 

em que 𝑾𝑖 = [𝑊𝑖(100) 𝑊𝑖(010) 𝑊𝑖(001) 𝑊𝑖(200) 𝑊𝑖(020) 𝑊𝑖(002)]𝑇  e 〈�̃�〉(𝑖) =

[〈�̃�1〉
(𝑖) 〈�̃�2〉

(𝑖) 〈�̃�2〉
(𝑖)]𝑇. A matriz �̅� é calculada com as componentes da matriz de rigidez 

elástica do material e da matriz Jacobiana inversa média, porém não está descrita aqui em 

detalhes devido ao tamanho dos seus elementos.  

 As deformações médias nas faces dos subvolumes podem ser obtidas a partir da 

Equação (4.7), considerando que as derivadas parciais das componentes de deslocamentos 

flutuantes com relação às coordenadas (y1 – y2 – y3) estão relacionadas com as derivadas 

parciais com relação às coordenadas (ζ – η – ξ) pela média da matriz Jacobina inversa 〈�̅�〉. 
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Dessa forma, o vetor que reúne as deformações médias na face p de um subvolume genérico é 

dado por 

 

[
 
 
 
 
 
 
〈𝜀11〉

〈𝜀22〉

〈𝜀33〉

〈𝛾23〉

〈𝛾31〉

〈𝛾12〉]
 
 
 
 
 
 
(𝑝)

=

[
 
 
 
 
 
𝜀1̅1
𝜀2̅2
𝜀3̅3
�̅�23
�̅�31
�̅�12]
 
 
 
 
 

+ �̅� [

〈�̅�〉 𝟎 𝟎

𝟎 〈�̅�〉 𝟎

𝟎 𝟎 〈�̅�〉

] [
𝑨(𝑝) 𝟎 𝟎
𝟎 𝑨(𝑝) 𝟎
𝟎 𝟎 𝑨(𝑝)

] [
𝑾1

𝑾2

𝑾3

] 

 

(4.12) 

sendo 

 

�̅� =

[
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 

 (4.13) 

 

e onde as matrizes 𝑨(𝑝) são calculadas da seguinte forma: 

 

𝑨(1,2) = [
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 ∓3

]  

 

𝑨(3,5) = [
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 ∓3 0
0 0 1 0 0 0

] (4.14) 

 

𝑨(4,6) = [
1 0 0 ±3 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

]  

  

Com base na Equação (4.4), as componentes de tensões médias nas faces dos 

subvolume podem ser determinadas pela seguinte expressão: 
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[

〈𝑡1〉

〈𝑡2〉

〈𝑡3〉
]

(𝑝)

= 𝒏(𝑝)

[
 
 
 
 
 
 
〈𝜎11〉

〈𝜎22〉

〈𝜎33〉

〈𝜎23〉

〈𝜎31〉

〈𝜎12〉]
 
 
 
 
 
 
(𝑝)

= [
𝑛1 0 0 0 𝑛3 𝑛2
0 𝑛2 0 𝑛3 0 𝑛1
0 0 𝑛3 𝑛2 𝑛1 0

]

(𝑝)

[
 
 
 
 
 
 
〈𝜎11〉

〈𝜎22〉

〈𝜎33〉

〈𝜎23〉

〈𝜎31〉

〈𝜎12〉]
 
 
 
 
 
 

(𝑝)

 (4.15) 

 

onde 𝑛1, 𝑛2 e 𝑛3 são as componentes do vetor normal unitário que apontam para fora da face p 

do subvolume. 

 Fazendo-se uso das Equações (4.5) e (4.12), o vetor das tensões médias na face p do 

subvolume pode ser avaliado pela relação: 

 

[
 
 
 
 
 
 
〈𝜎11〉

〈𝜎22〉

〈𝜎33〉

〈𝜎23〉

〈𝜎31〉

〈𝜎12〉]
 
 
 
 
 
 
(𝑝)

= 𝑪

[
 
 
 
 
 
𝜀1̅1
𝜀2̅2
𝜀3̅3
�̅�23
�̅�31
�̅�12]
 
 
 
 
 

+ 𝑪�̅� [

〈�̅�〉 𝟎 𝟎

𝟎 〈�̅�〉 𝟎

𝟎 𝟎 〈�̅�〉

] [
𝑨(𝑝) 𝟎 𝟎
𝟎 𝑨(𝑝) 𝟎
𝟎 𝟎 𝑨(𝑝)

] [
𝑾1

𝑾2

𝑾3

] −

[
 
 
 
 
 
 
〈𝜎11

th〉

〈𝜎22
th〉

〈𝜎33
th〉

0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 
(𝑝)

 

 

(4.16) 

em que  

 

𝑪 =

[
 
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13 0 0 0
𝐶12 𝐶22 𝐶23 0 0 0
𝐶13 𝐶23 𝐶33 0 0 0
0 0 0 𝐺23 0 0
0 0 0 0 𝐺31 0
0 0 0 0 0 𝐺12]

 
 
 
 
 

  (4.17) 

 

Substituindo-se a Equação (4.16) em (4.15), a seguinte expressão para o vetor das 

tensões médias nas seis faces do subvolume pode ser prontamente obtida:  

 

{
  
 

  
 
〈𝒕〉(1)

〈𝒕〉(2)

〈𝒕〉(3)

〈𝒕〉(4)

〈𝒕〉(5)

〈𝒕〉(6)}
  
 

  
 

= 𝑵𝑪�̅� + �̅�𝑾−𝑵〈𝝈th〉 (4.18) 
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onde 〈𝒕〉(𝑖) = [〈𝑡1〉
(𝑖) 〈𝑡2〉

(𝑖) 〈𝑡3〉
(𝑖)]𝑇, 𝑵 = [𝒏(1) 𝒏(2) 𝒏(3) 𝒏(4) 𝒏(5) 𝒏(6)]

𝑇, �̅� =

[𝜀1̅1 𝜀2̅2 𝜀3̅3 �̅�23 �̅�31 �̅�12]𝑇 e a matriz �̅� está detalhada no Apêndice C. 

Finalmente, a substituição da Equação (4.11) na (4.18) resulta na seguinte expressão: 

 

〈𝒕〉 = 𝑵𝑪�̅� + 𝑲〈�̃�〉 − 𝑵〈𝝈th〉 (4.19) 

 

em que 〈𝒕〉 = [〈𝒕〉(1) 〈𝒕〉(2) 〈𝒕〉(3) 〈𝒕〉(4) 〈𝒕〉(5) 〈𝒕〉(6)]𝑇, e a matriz de rigidez do 

subvolume 𝑲 é dada pelo produto das matrizes �̅� e �̅�. 

 

4.1.2 Matriz de rigidez global 

 

 Considerando as condições de continuidade de deslocamentos e componentes de 

tensão nas faces comuns a subvolumes adjacentes, juntamente com as condições de 

periodicidade, a partir da Equação (4.19) é gerado o seguinte sistema de equações globais: 

 

𝑲𝐺〈�̃�〉 = Δ𝑪�̅� + Δ𝜞Δ𝑇  (4.20) 

 

em que 𝑲𝐺 é a matriz de rigidez global da CUR. A matriz Δ𝑪 é constituída pelas diferenças 

entre as matrizes de rigidez local de subvolumes adjacentes, enquanto o vetor Δ𝜞 está 

associado aos coeficientes de dilatação térmica dos subvolumes.  

 

4.1.3 Matrizes homogeneizadas 

 

 A solução do sistema de equações (4.20) fornece os deslocamentos médios nas faces 

dos subvolumes. A partir destes deslocamentos médios, pode-se calcular as deformações 

médias e, então, montar as matrizes de concentração de Hill 𝑨(𝑘) para cada subvolume 𝑘 

utilizando a seguinte expressão: 

 

�̅�(𝑘) = 𝑨(𝑘)�̅� (4.21) 

 

na qual as colunas da matriz 𝑨(𝑘) são determinadas pela aplicação de deformações 

macroscópicas devidamente escolhidas. Por exemplo, para a montagem da primeira coluna da 

matriz de concentração de Hill, aplica-se a deformação macroscópica �̅� =
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[1 0 0 0 0 0]𝑇 e calculam-se os deslocamentos flutuantes nas faces dos subvolumes 

〈�̃�〉 usando-se a Equação (4.20). Tais deslocamentos são usados para calcular os coeficientes 

𝑾 que, por sua vez, são utilizados para calcular as deformações médias nas faces dos 

subvolumes. Introduzindo-se as deformações médias calculadas e a deformação macroscópica 

adotada na Equação (4.7), ficam determinadas as deformações no subvolume. Esse resultado 

aplicado na Equação (4.21) fornece os elementos da primeira coluna da matriz 𝑨(𝑘).  

 A equação constitutiva macroscópica para o material compósito pode ser escrita da 

seguinte forma: 

 

〈𝝈〉 = 𝑪∗〈𝜺〉 − 𝜞∗Δ𝑇 (4.22) 

 

em que 𝑪∗ é a matriz de rigidez homogeneizada e 

 

𝜞∗ = 𝑪∗𝜶∗ (4.23) 

 

sendo as matrizes homogeneizadas 𝑪∗ e 𝜞∗ obtidas por meio das seguintes equações: 

 

𝑪∗ =∑𝜐(𝑘)𝑪(𝑘)
𝑁𝑘

𝑘=1

𝑨(𝑘) (4.24) 

 

𝜞∗ =∑𝜐(𝑘)[𝑨(𝑘)]
T
𝜞(𝑘)

𝑁𝑘

𝑘=1

 
(4.25) 

 

onde 𝑁𝑘 é o número de subvolumes e 𝜐(𝑘) é a fração volumétrica do k-ésimo subvolume.  

Após a obtenção das matrizes homogeneizadas, os coeficientes de dilatação térmica 

efetivos são calculados com a Equação (4.23). 

 

4.2 Caso particular da homogeneização termoelástica de compósitos periódicos com 

fibras longas unidirecionais  

 

Para avaliar as propriedades termoelásticas efetivas de compósitos periódicos 

reforçados por fibras longas unidirecionais pode-se utilizar a versão paramétrica 
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bidimensional da Teoria de Volumes Finitos. A formulação apresentada sucintamente nesta 

seção pode ser encontrada de forma mais detalhada em Khatam e Pindera (2009b). No caso 

bidimensional, a microestrutura do compósito é discretizada em subvolumes quadrilaterais 

como mostrado na Seção 2.2. 

 

4.2.1 Matriz de rigidez de um subvolume 

Na versão paramétrica bidimensional da teoria de volumes finitos, as componentes do 

campo de deslocamentos flutuantes �̃�𝑖
(𝑘)
 são aproximadas por uma expansão polinomial de 

segunda ordem de Legendre nas coordenadas paramétricas (η,ξ)  

 

�̃�𝑖
(𝑘)
= 𝑊𝑖(00)

(𝑘)
+ 𝜂𝑊𝑖(10)

(𝑘)
+ 𝜉𝑊𝑖(01)

(𝑘)
+
1

2
(3𝜂2 − 1)𝑊𝑖(20)

(𝑘)
+
1

2
(3𝜉2 − 1)𝑊𝑖(02)

(𝑘)
 

(4.26) 

 

em que 𝑊𝑖(𝑚𝑛)
(𝑘)

 são coeficientes a determinar. Esses coeficientes são relacionados com os 

deslocamentos médios nas faces dos subvolumes por meio de uma matriz �̅�: 

 

{
𝑾1

𝑾2

𝑾3

} = �̅�[〈�̃�〉(1) 〈�̃�〉(2) 〈�̃�〉(3) 〈�̃�〉(4)]𝑇 (4.27) 

 

onde 𝑾𝑖 = [𝑊𝑖(10) 𝑊𝑖(01) 𝑊𝑖(20) 𝑊𝑖(02)]𝑇. 

  Devido à presença das fibras unidirecionais, a deformação 𝜀11
(𝑘)

 é a mesma para ambas 

as fases e é igual à deformação axial macroscópica 𝜀1̅1. As deformações normais e de 

cisalhamento no plano 𝑦2 − 𝑦3 são desacopladas das deformações de cisalhamento fora do 

plano.  

 As deformações médias nas faces dos subvolumes podem ser obtidas a partir da 

Equação (4.7), considerando que as derivadas parciais das componentes de deslocamentos 

flutuantes com relação às coordenadas (y2,y3) estão relacionadas com as derivadas parciais 

com relação às coordenadas (η,ξ) pela média da matriz Jacobina inversa 〈�̅�〉.  

Considerando que material dos subvolumes é ortótropo e que 𝜀11
(𝑘)
= 𝜀1̅1, as tensões 

médias nas faces dos subvolumes são obtidas pela seguinte relação: 

 

[
〈𝜎12〉

〈𝜎13〉
]
(𝑝)

= 𝑪𝑜𝑢𝑡 [
2𝜀1̅2
2𝜀1̅3

] + 𝑪𝑜𝑢𝑡〈�̅�〉𝑨(𝑝)𝑾1 (4.28) 
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[

〈𝜎22〉

〈𝜎33〉

〈𝜎23〉
]

(𝑝)

= [
𝐶12
𝐶13
0

] 𝜀1̅1 + 𝑪𝑖𝑛 [
𝜀2̅2
𝜀3̅3
2𝜀2̅3

] + 𝑪𝑖𝑛�̅� [
〈�̅�〉 𝟎

𝟎 〈�̅�〉
] [
𝑨(𝑝) 𝟎

𝟎 𝑨(𝑝)
] [
𝑾2

𝑾3
] − [

〈𝜎22
𝑡ℎ〉

〈𝜎33
𝑡ℎ〉

0

] (4.29) 

 

em que  

 

𝑪𝑖𝑛 = [
𝐶22 𝐶23 0
𝐶23 𝐶33 0
0 0 𝐶44

] 

(4.30) 

𝑪𝑜𝑢𝑡 = [
𝐶66 0
0 𝐶55

], 

 

�̅� = [
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 1 0

] (4.31) 

e 

𝑨1,2 = [
1 0 ±3 0
0 1 0 0

] 

(4.32) 

𝑨3,4 = [
1 0 0 0
0 1 0 ±3

] 

 

A partir das Equações (4.28) e (4.29), pode-se escrever a equação que segue para o 

vetor de componentes de tensões médias nas faces de cada subvolume na forma 

 

〈𝒕〉 = 𝑵𝑪�̅� + �̅�𝑾 (4.33) 

 

onde 〈𝒕〉 = [〈𝒕〉(1) 〈𝒕〉(2) 〈𝒕〉(3) 〈𝒕〉(4)]𝑇 e 𝑵 = [𝒏(1) 𝒏(2) 𝒏(3) 𝒏(4)]
𝑇.  

Para as componentes de tensão fora do plano 𝑦2 − 𝑦3, 〈𝒕〉(𝑝) = [〈𝑡1〉
(𝑝)], 𝒏(𝑝) =

[𝑛2 𝑛3](𝑝), 𝑪 = 𝑪𝑜𝑢𝑡 e �̅� = [2𝜀1̅2 2𝜀1̅3]
𝑇. Para as componentes no referido plano, 〈𝒕〉(𝑝) =

[〈𝑡2〉
(𝑝) 〈𝑡3〉

(𝑝)]𝑇,  

 

𝜀 = [𝜀1̅1 𝜀2̅2 𝜀3̅3 2𝜀2̅3]
𝑇, 
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 𝒏(𝑝) = [
𝑛2 0 𝑛3
0 𝑛3 𝑛2

]
(𝑝)

e 

 

 𝑪 = [
𝐶12 𝐶22 𝐶23 0
𝐶13 𝐶23 𝐶33 0
0 0 0 𝐶44

]. 

 

A substituição da Equação (4.27) em (4.33) resulta na seguinte expressão: 

 

〈𝒕〉 = 𝑵𝑪�̅� + 𝑲〈�̃�〉 (4.34) 

 

em que a matriz de rigidez local do subvolume 𝑲 é o produto das matrizes �̅� e �̅�.  

 

4.2.2 Matriz de rigidez global 

Considerando as condições de continuidade de deslocamentos e de componentes de 

tensão nas faces comuns a subvolumes adjacentes, juntamente com as condições de 

periodicidade, a partir da Equação (4.34) é gerado um sistema de equações globais: 

 

𝑲𝑜𝑢𝑡
𝐺 〈�̃�𝑜𝑢𝑡〉 = Δ𝑪𝑜𝑢𝑡�̅�𝑜𝑢𝑡 (4.35) 

 

𝑲𝑖𝑛
𝐺 〈�̃�𝑖𝑛〉 = Δ𝑪𝑖𝑛�̅�𝑖𝑛 + Δ𝜞𝑖𝑛Δ𝑇 (4.36) 

 

em que 𝑲𝑜𝑢𝑡
𝐺  e 𝑲𝑖𝑛

𝐺  são matrizes de rigidez global. As matrizes Δ𝑪𝑜𝑢𝑡 e Δ𝑪𝑖𝑛 são geradas pela 

diferença das matrizes de rigidez local de subvolumes adjacentes e o vetor Δ𝜞𝑖𝑛 está 

associado aos coeficientes de dilatação térmica dos subvolumes.  

 

4.2.3 Matrizes homogeneizadas 

A relação constitutiva macroscópica do material é representada pela seguinte 

expressão: 

 

〈𝝈〉 = 𝑪∗〈𝜺〉 − 𝜞∗Δ𝑇 (4.37) 

 

sendo 𝑪∗ a matriz de rigidez homogeneizada e 

 



106 

 

𝜞∗ = 𝑪∗𝜶∗ (4.38) 

  

em que as matrizes 𝑪∗ e 𝜞∗são obtidas por meio das seguintes equações:  

 

𝜞∗ =∑𝜐(𝑘)[𝑨(𝑘)]
T
𝜞(𝑘)

𝑁𝑘

𝑘=1

 (4.39) 

 

𝑪∗ =∑𝜐(𝑘)𝑪(𝑘)𝑨(𝑘)
𝑁𝑘

𝑘=1

 (4.40) 

 

As matrizes de concentração de deformação 𝑨(𝑘) são determinadas com a aplicação de 

deformações macroscópicas devidamente escolhida. O procedimento de montagem dessas 

matrizes é análogo ao apresentado na Seção 4.1.3. Finalmente, uma vez obtidas as matrizes 𝑪∗ 

e 𝜞∗, os coeficientes de dilatação térmica efetivos podem ser calculados com a Equação 

(4.38). 

 

4.3 Formulação analítica para cálculo de propriedades elásticas efetivas 

 

Nesta seção é apresentada resumidamente uma formulação analítica baseada em séries 

de Fourier para homogeneização elástica de compósitos periódicos. A formulação mais 

detalhada pode ser encontrada em Nemat-Nasser, Iwakuma e Hejazi (1982) e Luciano e 

Barbero (1994). No presente trabalho, esta formulação é utilizada para geração de resultados 

que sirvam de comparação com aqueles obtidos pelo modelo de homogeneização baseado na 

Teoria de Volumes Finitos.  

Devido à periodicidade da microestrutura do compósito, as deformações no elemento 

de volume representativo submetido à condição de contorno homogênea podem ser 

representadas em séries de Fourier: 

 

𝜺(𝒚) =∑𝜺(𝝃)𝑒(𝑖𝝃𝒚)
±∞

𝜉

 (4.41) 

 

sendo os coeficientes de Fourier definidos da seguinte forma: 
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𝜺(𝝃) = ∫ 𝜺(𝑦)𝑒(−𝑖𝝃𝒚)𝑑Ω
Ω

 (4.42) 

 

em que os componentes do vetor 𝝃 são definidos pela Equação (2.47). 

De acordo com o método da inclusão equivalente de Eshelby (ESHELBY, 1957), uma 

célula unitária de repetição heterogênea (Figura 4.2-a) pode ser substituída por outra de 

material homogêneo submetida a uma eigenstrain adequada 𝜺∗(𝒚), a qual é nula fora do 

domínio da inclusão (Figura 4.2-b). Esta eigenstrain tem distribuição periódica e pode ser 

representada pela seguinte série de Fourier: 

 

𝜺∗(𝒚) =∑𝜺∗(𝝃)𝑒(𝑖𝝃𝒚)
±∞

𝜉

 (4.43) 

 

em que 

 

𝜺∗(𝝃) = ∫ 𝜺∗(𝒚)𝑒(−𝑖𝝃𝒚)𝑑𝑦
Ω

 (4.44) 

  

Figura 4.2 - (a) Célula unitária de repetição da microestrutura real (b) Célula unitária de 

repetição homogênea. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Em termos de valores médios, a imposição da equivalência dos campos de tensão dos 

dois problemas pode ser representada pela seguinte equação de consistência: 
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𝑪𝑓: (𝜺0 + 𝑷:𝑪𝑚: 〈𝜺
∗〉) = 𝑪𝑚: (𝜺0 + (𝑷: 𝑪𝑚 − 𝑰

(4)): 〈𝜺∗〉) (4.45) 

 

onde 𝑪𝑓 e 𝑪𝑚 são, respectivamente, as matrizes constitutivas da inclusão e da matriz, 𝜺0 é a 

deformação macroscópica na célula unitária, 𝑰(4) representa a matriz identidade de ordem 4. 

No caso em que os materiais da matriz e da inclusão são isotrópicos, 𝑷 pode ser calculada da 

seguinte forma: 

 

𝑷 =
1

𝜇𝑚
∑𝑓(𝝃)(𝑠𝑦𝑚(�̅� ⊗ 𝑰(2)⊗ �̅�) −

1

2(1 − 𝜈𝑚)
(�̅� ⊗ �̅�⊗ �̅� ⊗ �̅�))

±∞

𝜉

 (4.46) 

 

sendo 

 

𝑓(𝝃) = 𝑓𝑣 (
𝑔0(𝝃)

𝑉Ω
)(
𝑔0(−𝝃)

𝑉Ω
) (4.47) 

 

e �̅� = 𝝃 |𝝃|⁄ , 𝑓𝑣 é a fração volumétrica de inclusões, 𝑰(2) representa a matriz identidade de 

ordem 2, 𝜇𝑚 e 𝜈𝑚 são o módulo de elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson da 

matriz, respectivamente.  

De acordo Nemat-Nasser, Iwakuma e Hejazi (1982), a matriz constitutiva efetiva pode 

ser obtida pela equação a seguir: 

 

𝑪∗: 𝜺0 = 𝑪𝑚: (𝜺0 − 𝑓𝑣〈𝜺
∗〉) (4.48) 

 

A partir da Equação (4.45) pode-se determinar a média volumétrica da eigenstrain: 

 

〈𝜺∗〉 = [((𝑪𝑚 − 𝑪𝑓)
−1
− 𝑷)𝑪]

−1

𝜺0 (4.49) 

 

Substituindo-se a Equação (4.49) em (4.48), obtém-se a seguinte expressão para a 

matriz constitutiva efetiva:  

 

𝑪∗ = 𝑪𝑚 − 𝑓𝑣 ((𝑪𝑚 − 𝑪𝑓)
−1
− 𝑷)

−1

 (4.50) 

 



109 

 

A matriz constitutiva efetiva pode ser reescrita com a substituição da expressão (4.46) 

em (4.50) e considerando que os materiais da matriz e da fibra são isotrópicos: 

 

𝑪∗ = 𝜆𝑚𝑰
(2)⊗ 𝑰(2) + 2𝜇𝑚𝑰

(4) − 𝑓𝑣[(𝜆𝑚 − 𝜆𝑓)𝑰
(2)⊗ 𝑰(2) + 2(𝜇𝑚 − 𝜇𝑓)𝑰

(4)]
−1

 

 

−
1

𝜇𝑚
∑𝑓(𝝃) [𝑠𝑦𝑚(�̅� ⊗ 𝑰2⊗ �̅�) −

1

2(1 − 𝜈𝑚)
(�̅� ⊗ �̅�⊗ �̅� ⊗ �̅�)]

−1
±∞

𝜉

 

(4.51) 

 

As expressões para o cálculo dos elementos da matriz constitutiva homogeneizada são 

apresentadas no Apêndice D. 

 

4.4 Elemento de interface imperfeita 

 

O elemento de interface imperfeita utilizado nas análises bidimensionais foi 

apresentado por Escarpini Filho (2015) e teve seu desenvolvimento baseado nos trabalhos de 

Benveniste e Miloh (2001) e Benveniste (2006). O modelo considera uma célula unitária de 

repetição constituída por três fases: fibra, matriz e uma interfase fina de espessura h, como 

ilustrado na Figura 4.3. A estratégia consiste na substituição da região de interfase por uma 

interface imperfeita, ou seja, na transformação do problema trifásico em um bifásico 

equivalente (Figura 4.3). A interface imperfeita, neste caso, é localizada no centro da 

interfase. 

 

Figura 4.3 - Interfase substituída por uma interface. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 



110 

 

Considera-se que as componentes do tensor constitutivo elástico da interfase são muito 

menores do que as componentes do tensor constitutivo das demais fases. Nestas condições, 

pode-se mostrar que a equivalência pode ser aproximadamente alcançada impondo-se uma 

adequada descontinuidade no campo de deslocamento através da interface, mantendo-se como 

contínuo o campo de tensão ao longo da célula unitária (BENVENISTE, 2006). 

A mencionada descontinuidade nos deslocamentos pode ser expressa em termos das 

componentes de tensão pelas seguintes expressões, onde o sinal positivo indica os pontos do 

lado da matriz e o sinal negativo, do lado da fibra: 

 

(𝑢1)+ − (𝑢1)− =
ℎ

𝜇𝑖
𝜎31 (4.52) 

 

(𝑢2)+ − (𝑢2)− =
ℎ

𝜇𝑖
𝜎32 (4.53) 

 

(𝑢3)+ − (𝑢3)− =
ℎ

𝜆𝑖 + 2𝜇𝑖
𝜎33 (4.54) 

 

sendo 𝜆 e 𝜇 as constantes de Lamé.  

 Na formulação paramétrica da Teoria de Volumes Finitos, as interfaces são 

discretizadas em segmentos de retas que são as faces que separam a matriz da fibra. 

Considerando os índices (𝑚) e (𝑓) para as variáveis nas faces do lado da matriz e da fibra, 

respectivamente, a relação entre tensão e deformação é dada pela seguinte expressão: 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑡1

(𝑚)

𝑡2
(𝑚)

𝑡3
(𝑚)

𝑡1
(𝑓)

𝑡2
(𝑓)

𝑡3
(𝑓)
}
 
 
 
 

 
 
 
 

= [𝑻][𝑲𝑳][𝑻]
𝑇

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑢1

(𝑚)

𝑢2
(𝑚)

𝑢3
(𝑚)

𝑢1
(𝑓)

𝑢2
(𝑓)

𝑢3
(𝑓)
}
 
 
 
 

 
 
 
 

 (4.55) 

 

em que [𝑻] é a matriz de transformação, dependente do ângulo 𝜃 entre a normal à interface e 

a direção horizontal e definida por 
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[𝑻] =

[
 
 
 
 
 
−1 0 0
0 −sen(𝜃) −cos (𝜃)
0 cos (𝜃) −sen(𝜃)
1 0 0
0 sen(𝜃) cos (𝜃)
0 −cos (𝜃) sen(𝜃) ]

 
 
 
 
 

 (4.56) 

 

e a matriz [𝑲𝐿] é dada por 

 

[𝑲𝐿] =
1

ℎ

[
 
 
 
 
 
 
1

𝜇
0 0

0
1

𝜇
0

0 0
1

(𝜆 + 2𝜇)]
 
 
 
 
 
 

 (4.57) 

 

Por fim, a matriz de rigidez do elemento de interface imperfeita é obtida pela seguinte 

expressão: 

 

[𝑲𝑒] = [𝑻][𝑲𝐿][𝑻]
𝑇 (4.58) 
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5 EXEMPLOS DE HOMOGENEIZAÇÃO TERMOELÁSTICA DE COMPÓSITOS 

PERIÓDICOS REFORÇADOS POR FIBRAS 

 

 

5.1 Propriedades termoelásticas de compósitos com fibras curtas 

Nesta seção são apresentados exemplos da determinação das propriedades 

termoelásticas efetivas de compósitos reforçados por fibras curtas distribuídas 

periodicamente. Considera-se que o índice 1 das propriedades calculadas representa a direção 

ao longo da fibra, enquanto os índices 2 e 3 indicam as direções transversais à fibra (Figura 

5.1). 

 

Figura 5.1 - Célula unitária de repetição. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 5.1.1 – Propriedades elásticas efetivas de compósitos reforçados por fibras 

contínuas unidirecionais.  

 Neste exemplo são calculados os módulos 𝐸22
∗  e 𝐺23

∗  efetivos de um compósito 

reforçado por fibras longas unidirecionais. Os resultados obtidos com a formulação 

tridimensional da TVF são comparados com aqueles apresentados em Chen, Wang e Chen 

(2018), os quais foram obtidos com uma formulação micromecânica baseada no Método dos 

Elementos Finitos. A célula unitária de repetição utilizada neste exemplo tem forma 

paralelepipédica. 

 As propriedades elásticas da matriz e da fibra são apresentadas na Tabela 5.1. A fração 

volumétrica de fibras é admitida variando de 10% a 60%. 
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Tabela 5.1 - Propriedades elásticas dos materiais. 

Material E (GPa) ν 

Matriz 7,0 0,30 

Fibra 70,0 0,22 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

 Os módulos de elasticidade efetivos 𝐸22
∗  para as frações volumétricas adotadas são 

mostrados na Figura 5.2. Por sua vez, os módulos efetivos 𝐺23
∗  são apresentados na Figura 5.3. 

Em ambos os casos, nota-se uma ótima concordância entre os resultados obtidos com os dois 

diferentes métodos numéricos empregados. Como observado e esperado, as propriedades 

efetivas aumentam à medida que cresce a fração volumétrica de fibras. 

 

Figura 5.2 - Módulo de elasticidade efetivo na direção transversal à fibra em função da fração 

volumétrica. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Figura 5.3 - Módulo de elasticidade transversal efetivo em função da fração volumétrica de 

fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 5.1.2 – Coeficientes de dilatação térmica efetivos de compósitos reforçados por 

fibras contínuas unidirecionais.  

Este exemplo tem como objetivo a obtenção dos coeficientes de dilatação térmica 

efetivos de um compósito com fibras longas unidirecionais. As propriedades dos materiais 

constituintes são mostradas na Tabela 5.2. Os resultados obtidos pela formulação 

tridimensional da TVF, utilizando uma célula unitária cúbica, são comparados com aqueles 

encontrados por Karadeniz e Kumlutaz (2007) usando uma formulação micromecânica 

baseada no MEF.  

 

Tabela 5.2 - Propriedades dos materiais. 

Material E (GPa) G (GPa) ν α 

Matriz Epóxi 3,5 3,89 0,35 5,25∙10-5 

Fibra de Vidro 72,0 40,0 0,20 5,00∙10-6 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

A Figura 5.4 e a Figura 5.5 apresentam as curvas representativas da variação dos 

coeficientes de dilatação térmica efetivos na direção longitudinal e transversal, 

respectivamente, em função da fração volumétrica das fibras do compósito. Como pode ser 

observado, os resultados obtidos pela formulação tridimensional aqui apresentada estão em 

excelente concordância com aqueles obtidos pelo modelo micromecânico baseado no MEF. 
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Figura 5.4 - Coeficiente de dilatação térmica efetiva na direção longitudinal em função da fração 

volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Como o coeficiente de dilatação térmica das fibras é menor do que o da matriz, a 

redução dos coeficientes de dilatação efetivos para as duas direções com o aumento da fração 

volumétrica de fibras é fisicamente consistente (ver Figura 5.4 e Figura 5.5).  

 

Figura 5.5 - Coeficiente de dilatação térmica efetiva na direção transversal em função da fração 

volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Exemplo 5.1.3 – Influência da fração volumétrica de fibras.  

 Analisa-se, neste exemplo, a influência da fração volumétrica de fibras nas 

propriedades termoelásticas efetivas de um compósito periódico reforçado por fibras curtas 

alinhadas. As propriedades das fases que constituem o compósito estão apresentadas na 

Tabela 5.3. Adotou-se uma célula unitária paralelepipédica com razão de aspecto igual a 2. A 

fibra possui raio igual a 8 µm e sua razão de aspecto é mantida igual a 2 em todos os casos 

analisados.  

 

Tabela 5.3 - Propriedades dos materiais. 

Material E (GPa) G (GPa) ν Α 

Matriz de Alumínio 96,5 37,1 0,30 9,25∙10-6 

Fibra de SiC 431,0 172,0 0,25 4,86∙10-6 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Na Figura 5.6 são mostrados os módulos de elasticidade longitudinal efetivos nas 

direções 1 e 2. Os valores de 𝐸11
∗  e 𝐸22

∗  aumentam juntamente com a fração volumétrica de 

fibras devido às propriedades da fibra. Este crescimento também acontece com os módulos 

transversais 𝐺12
∗  e 𝐺23

∗ , apresentados na Figura 5.7. 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Figura 5.6 - Módulo de elasticidade efetivo em função da fração volumétrica fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Figura 5.7 - Módulo de elasticidade transversal efetivo em função da fração volumétrica de 

fibras 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

De acordo com a Figura 5.8, os coeficientes de Poisson efetivos 𝜈12
∗  e 𝜈23

∗  decrescem à 

medida que a fração volumétrica de fibras aumenta. Os coeficientes de dilatação térmica 

efetivos 𝛼𝐿
∗ e 𝛼𝑇

∗ , mostrados na Figura 5.9, apresentam o mesmo comportamento.  

 

Figura 5.8 - Coeficiente de Poisson efetivo em função da fração volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Figura 5.9 - Coeficiente de dilatação térmica efetiva em função da fração volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 5.1.4 – Influência da razão de aspecto da fibra.  

 Neste exemplo é avaliada a influência da razão de aspecto da fibra nas propriedades 

termoelásticas efetivas de um compósito reforçado por fibras curtas com 8 µm de raio. A 

fração volumétrica de fibras (𝑓𝑣) vale 30% e a célula unitária paralelepipédica possui 𝑎 = 2,5.  

 Os limites máximo e mínimo para a razão de aspecto da fibra podem ser calculados 

pelas seguintes expressões, respectivamente: 

 

𝜌𝑚á𝑥 = √
𝜋𝑎2

4𝑓𝑣
 

(5.1) 

𝜌𝑚í𝑛 =
4𝑎𝑓𝑣
𝜋

 

 

Dessa forma, para os valores adotados de fração volumétrica e razão de aspecto da 

célula unitária, a razão de aspecto da fibra pode variar entre 0,95 e 4,05. As propriedades 

termoelásticas efetivas foram calculadas para os seguintes valores de 𝜌: 1,3; 2,5; 3 e 3,8. As 

propriedades dos materiais são apresentadas na Tabela 5.3. 

A Figura 5.10 apresenta as variações dos módulos efetivos 𝐸11
∗  e 𝐸22

∗  para o intervalo 

de 𝜌 adotado. O módulo efetivo na direção 1 apresenta crescimento aproximado de 20% 

quando 𝜌 varia do valor mínimo para o máximo adotados. Esse crescimento pode ser 

explicado pelo aumento do comprimento da fibra na direção longitudinal juntamente com a 
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razão de aspecto da fibra, uma vez que o raio é mantido constante. Por sua vez, o módulo de 

elasticidade 𝐸22
∗  apresenta uma diminuição de aproximadamente 13% entre os extremos do 

intervalo.  

 

Figura 5.10 - Módulo de elasticidade longitudinal efetivo em função da razão de aspecto da 

fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

 As curvas correspondentes às variações dos módulos de elasticidade transversais 

efetivos 𝐺12
∗  e 𝐺23

∗  são apresentadas na Figura 5.11. Como se observa, estes últimos módulos 

efetivos variam pouco no intervalo considerado. O valor de 𝐺23
∗  uma redução na ordem de 

13% enquanto que 𝐺12
∗  se mantém praticamente constante. 
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Figura 5.11 - Módulo de elasticidade transversal efetivo em função da razão de aspecto da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

A Figura 5.12 apresenta como variam os coeficientes de Poisson efetivos do 

compósito ao longo do intervalo adotado para a razão de aspecto da fibra. Assim como os 

módulos de elasticidade transversais efetivos, os mencionados coeficientes efetivos não 

variam muito no intervalo. 

 

Figura 5.12 - Coeficiente de Poisson efetivo em função da razão de aspecto da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Finalmente, na Figura 5.13 são mostrados os coeficientes de dilatação térmica efetivos 

em função da razão de aspecto da fibra. Nota-se que 𝛼𝐿
∗ apresenta pequeno decréscimo, na 
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ordem de 17%, com o aumento de 𝜌. Por outro lado, 𝛼𝑇
∗  cresce aproximadamente 11% na 

mesma situação.  

 

Figura 5.13 - Coeficientes de dilatação térmica efetivos em função da razão de aspecto da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 5.1.5 – Influência do raio da fibra considerando a presença de interfase.  

Neste caso é avaliado como a variação do raio da fibra afeta as propriedades 

termoelásticas efetivas de um compósito reforçado com fibras curtas quando se considera a 

presença de uma interfase. Os resultados são comparados com o caso de compósito sem 

interfase. As propriedades dos materiais utilizados nesse caso são mostradas na Tabela 5.4. A 

razão de aspecto da fibra e da célula unitária são iguais a 2 e a fração volumétrica vale 30%. 

 

Tabela 5.4 - Propriedades termomecânicas das fases. 

Material E (GPa) G (GPa) ν α (/°C) 

Matriz de alumínio 96,5 37,1 0,30 9,25∙10-6 

Fibra de SiC 431 172 0,25 4,86∙10-6 

Interfase de Carbono 34,48 14,34 0,20 3,30∙10-6 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Os resultados apresentados da Figura 5.14 até a Figura 5.21 mostram que as 

propriedades termoelásticas efetivas não são afetadas pela variação do raio da fibra quando 

não há presença interfase.  
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 Quando se considera a presença de uma interfase entre a matriz e a fibra, a variação do 

raio afeta os valores efetivos das propriedades. Quando o raio da fibra cresce e a fração 

volumétrica se mantém constante, o volume total de interfase diminui. Dessa forma, o 

crescimento do raio aproxima o problema de uma fibra com interfase do caso de fibra sem 

interfase. 

De modo geral, os valores das propriedades efetivas aumentaram com o crescimento 

do raio da fibra. Isso acontece devido à diminuição do volume total de interfase, o que implica 

na menor influência de suas propriedades. 

 

Figura 5.14 - Módulo de elasticidade longitudinal efetivo na direção 1 em função do raio da 

fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Figura 5.15 - Módulo de elasticidade longitudinal efetivo na direção 2 em função do raio da 

fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Figura 5.16 - Módulo de elasticidade transversal efetivo no plano 2-3 em função do raio da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Figura 5.17 - Módulo de elasticidade transversal efetivo no plano 1-2 em função do raio da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Figura 5.18 - Coeficiente de Poisson efetivo no plano 2-3 em função do raio da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Figura 5.19 - Coeficiente de Poisson efetivo no plano 1-2 em função do raio da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Figura 5.20 - Coeficiente de dilatação térmica efetivo na direção longitudinal em função do raio 

da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Figura 5.21 - Coeficiente de dilatação térmica efetivo na direção transversal em função do raio 

da fibra. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

5.2 Propriedades termoelásticas de compósitos com fibras longas 

 Nesta seção são apresentados exemplos que avaliam as propriedades termoelásticas 

efetivas de compósitos reforçados por fibras unidirecionais com e sem a presença de interfase.  

 

Exemplo 5.2.1 – Análise das propriedades efetivas de compósitos com duas fases.  

 Neste exemplo são calculadas as propriedades elásticas efetivas de um compósito 

reforçado por fibras unidirecionais cujas propriedades são apresentadas na Tabela 5.5. Os 

resultados obtidos com TVF e com a formulação analítica baseada em séries de Fourier 

apresentada na Seção 4.3 são comparados. 

 

Tabela 5.5 - Propriedades mecânicas dos constituintes. 

Material E (GPa) ν G (GPa) 

Matriz 3,11 0,34 1,16 

Fibra 77 0,2 32,08 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

 Devido às propriedades da fibra escolhida, os módulos de elasticidade efetivos nas 

direções longitudinal e transversal aumentam em conjunto com a fração volumétrica de fibras, 

como visto da Figura 5.22 até a Figura 5.25. Os resultados numéricos e analíticos apresentam 

boa concordância até a fração volumétrica de 50%, exceto pelo módulo 𝐸11
∗ , cujos resultados 

são coincidentes para todas as frações volumétricas calculadas. 
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Figura 5.22 - Módulo de elasticidade efetivo na direção 1 em função da fração volumétrica. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Figura 5.23 - Módulo de elasticidade efetivo na direção 2 em função da fração volumétrica. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Figura 5.24 - Módulo de elasticidade transversal efetivo no plano 1-2 em função da fração 

volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Figura 5.25 - Módulo de elasticidade transversal efetivo no plano 2-3 em função da fração 

volumétrica de fibras. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

 De acordo com a Figura 5.26 e Figura 5.27, os coeficientes de Poisson apresentam 

decréscimo em seu valor efetivo na medida em que a fração volumétrica de fibras aumenta.  
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Figura 5.26 - Coeficiente de Poisson efetivo. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Figura 5.27 - Coeficiente de Poisson efetivo. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 5.2.2 – Avaliação das propriedades efetivas de compósitos com três fases. 

Neste exemplo é investigada a influência de uma interfase fina nas propriedades 

elásticas efetivas de um compósito. Os resultados obtidos usando TVF são comparados com 

aqueles apresentados por Dasguptha e Bhandarkar (1992). 

O modelo apresentado por Dasguptha e Bhandarkar (1992) é uma extensão do modelo 

trifásico proposto por Benveniste, Dvorak e Chen (1989) para avaliar compósitos cujas fibras 

são revestidas. O novo modelo permite a inclusão de múltiplas interfases transversalmente 
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isotrópicas. Além disso, foi proposto um esquema auto-consistente generalizado para calcular 

o módulo de elasticidade transversal efetivo. 

O compósito avaliado possui matriz de alumínio e fibras de carbeto de silício 

recobertas por uma fina camada de carbono. As fibras têm 10 µm de raio e a interfase, 0,13 

µm de espessura. A fração volumétrica de fibras é igual a 40%. As propriedades dos materiais 

constituintes são mostradas na Tabela 5.6.  

 

Tabela 5.6 - Propriedades mecânicas dos constituintes. 

Material E (GPa) G (GPa) ν α (/°C) 

Matriz de alumínio 96,5 37,1 0,3 9,25∙10-6 

Fibra de SiC 431 172 0,25 4,86∙10-6 

Interfase de Carbono 34,48 14,34 0,20 3,30∙10-6 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Na Tabela 5.7 são mostradas as propriedades efetivas considerando duas situações, 

com e sem a presença de interfase. 

 

Tabela 5.7 - Propriedades mecânicas efetivas do compósito. 

 

Propriedades 

 

Sem Interfase Com Interfase 

TVF 
Dasguptha e 

Bhandarkar (1992) 
TVF 

Dasguptha e 

Bhandarkar (1992) 

𝑬𝟏
∗ (GPa) 230,24 230,37 229,52 229,71 

𝑮𝟏𝟐
∗

 (GPa) 63,06 62,91 61,54 61,39 

𝑮𝟐𝟑
∗

 (GPa) 56,36 59,57 55,20 57,99 

𝜶𝑳
∗  (/°C) 6∙10-6 5,99∙10-6 5,99∙10-6 5,98∙10-6 

𝜶𝑻
∗  (/°C) 7,64∙10-6 7,64∙10-6 8,25∙10-6 7,60∙10-6 

Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

 Conforme a Tabela 5.7, o módulo 𝐸1
∗ praticamente não sofre influência da interfase. O 

módulo 𝐺12
∗  apresenta decréscimo de 2,4% devido à presença da interfase considerando os 

dois modelos apresentados. Por sua vez, o módulo 𝐺23
∗  sofre decréscimo de 2,1% de acordo 

com a TVF e de 2,7% de acordo com o modelo de Dasguptha e Bhandarkar (1992). 

 Para o caso no qual não é considerada a presença de interfase entre matriz e fibra, os 

resultados obtidos coincidem com aqueles apresentados por Dasguptha e Bhandarkar (1992). 
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Quando se considera a presença da interfase, os resultados apresentam uma pequena diferença 

no valor do coeficiente de dilatação térmica na direção transversal. 

Considerando os resultados obtidos com TVF, percebe-se que a interfase praticamente 

não tem influência no coeficiente de dilatação térmica efetivo na direção longitudinal. A 

interfase afeta sensivelmente o resultado na direção transversal, aumentando o valor do 

coeficiente de dilatação térmica efetivo nessa direção. 

 

Exemplo 5.2.3 - Influência do módulo de elasticidade e da espessura da interfase. 

 Neste caso avalia-se a influência do módulo de elasticidade da interfase, assim como 

da sua espessura, no módulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson efetivos de um 

compósito. A fibra possui raio de 10 µm e sua fração volumétrica é igual a 10%. As 

propriedades da matriz e da fibra são apresentadas na Tabela 5.6.  

 Considerou-se três diferentes espessuras para a interfase: 1, 3 e 5 µm. O módulo de 

elasticidade da interfase foi tomado proporcional ao da matriz com valores variando de 

0,01𝐸𝑚 a 100𝐸𝑚. Na Figura 5.28 é apresentado o módulo de elasticidade efetivo na direção 

transversal à fibra, enquanto que na Figura 5.29 é mostrado o coeficiente de Poisson efetivo.  

 O módulo de elasticidade efetivo está diretamente relacionado ao módulo de 

elasticidade da interfase. Interfases rígidas proporcionam aumento do módulo efetivo e 

interfases flexíveis causam diminuição. Quanto maior a espessura da interfase, mais 

influencia a mesma possui sobre o módulo efetivo. 

 

Figura 5.28 - Módulo de elasticidade efetivo. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Interfases flexíveis têm pouca influência no coeficiente de Poisson efetivo, causando 

pouca variação dessa propriedade na medida em que o módulo de elasticidade da interfase 

diminui. No caso de interfases rígidas há crescimento do coeficiente de Poisson efetivo com o 

aumento do módulo de elasticidade da interfase. 

 

Figura 5.29 - Coeficiente de Poisson efetivo. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Exemplo 5.2.4 - Influência do raio da fibra e substituição da interfase por uma interface 

flexível.  

Neste exemplo é avaliada a influência do raio da fibra nas propriedades mecânicas de 

um compósito cuja interfase de 20 nm de espessura e módulo de elasticidade igual a 0,01𝐸𝑚. 

Foram usados dois modelos para determinação das propriedades efetivas. O primeiro é 

formado por matriz, interfase e fibra, enquanto no segundo, a interfase é substituída por uma 

interface imperfeita. 

As propriedades dos materiais constituintes são apresentadas na Tabela 5.6 e a fração 

volumétrica de fibras é igual a 30%. O raio da fibra varia de 0,05 µm a 10 µm. 

Na Figura 5.30 é mostrado o módulo de elasticidade efetivo em função do raio para os 

dois modelos utilizados. Percebe-se que o módulo de elasticidade efetivo aumenta na medida 

em que o raio da fibra cresce. Como a fração volumétrica é constante, raios maiores implicam 
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em menor volume de interfase. Logo, o baixo módulo de elasticidade da interfase passa a 

influenciar menos no módulo efetivo quando o raio aumenta. 

 

Figura 5.30 - Módulo de elasticidade efetivo. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Os coeficientes de Poisson efetivos para os raios considerados são apresentados na 

Figura 5.31. Essa propriedade sofre pouca influência do raio da fibra, sendo afetada apenas 

quando o raio é menor do que 1 µm. 

 

Figura 5.31 - Coeficiente de Poisson efetivo. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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Nota-se que a substituição da interfase por uma interface não é eficiente para fibras 

com raios muito pequenos. Nesses casos, a interfase não atende mais a hipótese de ser fina. 

Nesse exemplo, a substituição da interfase por uma interface é eficiente para fibras 

com raios acima de 1 µm para o cálculo do módulo de elasticidade efetivo. No caso de 

determinação do coeficiente de Poisson efetivo, a substituição apresenta bons resultados para 

raios maiores do que 2 µm. 

 

Exemplo 5.2.5 – Avaliação dos coeficientes de dilatação térmica efetivos de compósito sem 

interfase. 

Karadeniz e Kumlutaz (2007) avaliaram o coeficiente de dilatação térmica de 

compósitos reforçados por fibras unidirecionais usando o método dos elementos finitos. Os 

resultados obtidos pelos autores foram comparados com resultados experimentais e 

formulações analíticas, obtendo boa concordância.  

Neste exemplo, os resultados experimentais e analíticos apresentados em Karadeniz e 

Kumlutaz (2007) são comparados com os obtidos com TVF. A formulação analítica 

considerada foi aquela desenvolvida por Schapery (1968) onde o coeficiente de dilatação 

térmica efetivo na direção longitudinal é dado por 

 

𝛼𝑙 =
𝐸𝑓𝛼𝑓𝑓𝑓 + 𝐸𝑚𝛼𝑚𝑓𝑚

𝐸𝑓𝑓𝑓 + 𝐸𝑚𝑓𝑚
 (5.2) 

 

e na direção transversal,  

 

𝛼𝑡 = (1 + 𝜈𝑓)𝛼𝑓𝑓𝑓 + (1 + 𝜈𝑚)𝛼𝑚𝑓𝑚 − 𝛼𝑙(𝜈𝑓𝑓𝑓 + 𝜈𝑚𝑓𝑚) (5.3) 

 

onde 𝛼𝑚 e 𝛼𝑓 são os coeficientes de dilatação térmica da matriz e da fibra, respectivamente. 

As frações volumétricas de matriz e fibra são 𝑓𝑚 e 𝑓𝑓. O compósito considerado é formado 

por matriz epóxi e fibra de vidro, cujas propriedades são mostradas na Tabela 5.8.  
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Tabela 5.8 - Propriedades dos materiais. 

Material E (GPa) G (GPa) ν α (/°C) 

Matriz Epóxi 3,5 3,89 0,35 5,25∙10-5 

Fibra de Vidro 72 40 0,20 5∙10-6 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 

Os resultados obtidos são apresentados na Figura 5.32 e na Figura 5.33. Percebe-se 

uma boa concordância dos resultados numéricos obtidos com TVF e os resultados 

experimentais apresentados em Karadeniz e Kumlutaz (2007), assim como com a formulação 

analítica apresentada. De modo geral, os resultados mostram um decréscimo no valor dos 

coeficientes de dilatação térmica efetivos com o aumento da fração volumétrica de fibras.  

 

Figura 5.32 - Coeficiente de dilatação térmica longitudinal efetivo. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 

 



136 

 

Figura 5.33 - Coeficiente de dilatação térmica transversal efetivo. 

 
Fonte: elaborada pela autora, 2018. 
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6 CONCLUSÕES 

 

 

Neste trabalho foram apresentados procedimentos numéricos e analíticos para 

avaliação da condutividade térmica efetiva e das propriedades termoelásticas efetivas de 

compósitos periódicos multifásicos, enfatizando a influência de interfases.  

Uma extensão tridimensional da versão paramétrica da Teoria de Volumes Finitos foi 

desenvolvida para a avaliação da condutividade térmica efetiva de compósitos periódicos 

multifásicos com microestrutura de arquitetura generalizada. Para fins de comparação de 

resultados, também foi implementada uma formulação analítica para homogeneização térmica 

baseada em séries de Fourier.  

O desempenho da formulação desenvolvida foi verificado e validado por meio de 

exemplos envolvendo a homogeneização térmica de compósitos reforçados por fibras curtas e 

partículas cúbicas. Compósitos com fibras longas também foram analisados e, neste caso, 

optou-se por utilizar a versão bidimensional da TVF devido ao menor esforço computacional 

exigido. Os resultados destes exemplos foram comparados com os obtidos por outros autores 

pelos procedimentos de homogeneização que utilizam o Método dos Elementos Finitos e com 

a formulação analítica em séries de Fourier. No caso de compósitos com fibras vegetais, as 

respostas encontradas foram comparadas também com resultados experimentais.  

A influência das seguintes variáveis sobre a condutividade térmica efetiva foi 

estudada: fração volumétrica de inclusões, relação entre condutividade térmica da matriz e da 

inclusão, razão de aspecto de fibra, grau de anisotropia de fibras e presença de interfase. Nos 

casos onde considerou-se a presença de interfase, avaliou-se os efeitos de sua condutividade e 

espessura. Com base nos exemplos analisados, percebeu-se um bom desempenho da 

formulação desenvolvida. 

 Dentre os resultados obtidos, pode-se citar o efeito de tamanho da inclusão quando se 

considera a presença da interfase. Percebeu-se que inclusões menores apresentam 

condutividade térmica efetiva mais dependente da condutividade da interfase. Evidenciou-se 

também a influência da razão de aspecto da fibra sobre a condutividade efetiva mesmo sem 

alteração da fração volumétrica. Em alguns exemplos, a interfase foi substituída por uma 

interface imperfeita, mostrando que essa estratégia apresenta bons resultados dentro das 

limitações impostas para a construção do modelo. 

A formulação paramétrica tridimensional da Teoria de Volumes Finitos para 

problemas elásticos foi estendida com a incorporação de efeitos térmicos. Uma formulação 
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analítica para homogeneização elástica baseada em séries de Fourier também foi 

implementada.  

A formulação desenvolvida foi utilizada para a avaliação das propriedades 

termoelásticas macroscópicas de compósitos periódicos reforçados por fibras considerando a 

presença de interfase. O desempenho da referida formulação foi verificado comparando-se os 

resultados de casos estudados com aqueles obtidos com formulações micromecânicas 

baseadas no MEF. Vale ressaltar que compósitos com fibras longas foram estudados com uso 

da versão bidimensional da TVF e, nesse caso, as propriedades elásticas obtidas foram 

comparadas com a formulação analítica em séries de Fourier.  

Os casos analisados mostraram como diversos fatores microestruturais influenciam as 

propriedades termoelásticas efetivas de compósitos periódicos, tais como: fração volumétrica 

de fibras, razão de aspecto e tamanho da fibra, assim como a presença de interfase. Destacou-

se o papel da espessura e da rigidez da interfase nas propriedades macroscópicas. 

Demonstrou-se, também, que a interfase pode ser satisfatoriamente substituída por uma 

interface imperfeita dentro de condições apropriadas. Os resultados obtidos demonstraram um 

bom desempenho da formulação desenvolvida quando em comparação com outros 

procedimentos de homogeneização.  

Apresentam-se, a seguir, algumas sugestões para trabalhos futuros: 

• Aplicação da formulação desenvolvida para a análise da condutividade térmica 

efetiva de compósitos com outras microestruturas, tais como partículas 

esféricas e tecidos;  

• Incorporação da influência da temperatura sobre a condutividade térmica 

efetiva; 

• Extensão da formulação tridimensional para outros problemas de condução tais 

como condutividade elétrica e difusão; 

• Substituição de interfases por interfaces imperfeitas em problemas 

tridimensionais; 

• Extensão da formulação paramétrica tridimensional da Teoria de Volumes 

Finitos para homogeneização de compósitos que apresentam não-linearidades 

físicas, tais como plasticidade, viscoelasticidade e viscoplasticidade.  
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APÊNDICES 

 

Apêndice A: Dedução da matriz Jacobiana para o modelo tridimensional 

 

Derivando a Equação (2.3) em relação às coordenadas (𝜁 − 𝜂 − 𝜉) são obtidos os 

elementos da matriz Jacobiana: 

 

𝑱 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑦1
𝜕𝜁

𝜕𝑦2
𝜕𝜁

𝜕𝑦3
𝜕𝜁

𝜕𝑦1
𝜕𝜂

𝜕𝑦2
𝜕𝜂

𝜕𝑦3
𝜕𝜂

𝜕𝑦1
𝜕𝜉

𝜕𝑦2
𝜕𝜉

𝜕𝑦3
𝜕𝜉 ]
 
 
 
 
 
 

 (A.1) 

 

 Admite-se um valor constante para a matriz Jacobiana sendo este valor igual a média:  

 

〈𝑱〉 =
1

8
∫ ∫ ∫𝑱𝑑𝜁𝑑𝜂𝑑𝜉

1

−1

= [
𝐴1 𝐴2 𝐴3
𝐴4 𝐴5 𝐴6
𝐴7 𝐴8 𝐴9

]

1

−1

1

−1

 (A.2) 

 

na qual 

 

𝐴1 =
1

8
(𝑦1

(1) + 𝑦1
(2) − 𝑦1

(3) − 𝑦1
(4) + 𝑦1

(5) + 𝑦1
(6) − 𝑦1

(7) − 𝑦1
(8)) 

(A.3) 

𝐴2 =
1

8
(𝑦2

(1)
+ 𝑦2

(2)
− 𝑦2

(3)
− 𝑦2

(4)
+ 𝑦2

(5)
+ 𝑦2

(6)
− 𝑦2

(7)
− 𝑦2

(8)
) 

𝐴3 =
1

8
(𝑦3

(1) + 𝑦3
(2) − 𝑦3

(3) − 𝑦3
(4) + 𝑦3

(5) + 𝑦3
(6) − 𝑦3

(7) − 𝑦3
(8)) 

𝐴4 =
1

8
(−𝑦1

(1) + 𝑦1
(2) + 𝑦1

(3) − 𝑦1
(4) − 𝑦1

(5) + 𝑦1
(6) + 𝑦1

(7) − 𝑦1
(8)) 

𝐴5 =
1

8
(−𝑦2

(1) + 𝑦2
(2) + 𝑦2

(3) − 𝑦2
(4) − 𝑦2

(5) + 𝑦2
(6) + 𝑦2

(7) − 𝑦2
(8)) 

𝐴6 =
1

8
(−𝑦3

(1) + 𝑦3
(2) + 𝑦3

(3) − 𝑦3
(4) − 𝑦3

(5) + 𝑦3
(6) + 𝑦3

(7) − 𝑦3
(8)) 
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𝐴7 =
1

8
(−𝑦1

(1)
− 𝑦1

(2)
− 𝑦1

(3)
− 𝑦1

(4)
+ 𝑦1

(5)
+ 𝑦1

(6)
+ 𝑦1

(7)
+ 𝑦1

(8)
) 

𝐴8 =
1

8
(−𝑦2

(1) − 𝑦2
(2) − 𝑦2

(3) − 𝑦2
(4) + 𝑦2

(5) + 𝑦2
(6) + 𝑦2

(7) + 𝑦2
(8)) 

𝐴9 =
1

8
(−𝑦3

(1) − 𝑦3
(2) − 𝑦3

(3) − 𝑦3
(4) + 𝑦3

(5) + 𝑦3
(6) + 𝑦3

(7) + 𝑦3
(8)) 

 

 A inversa da matriz Jacobiana é calculada da seguinte forma: 

 

〈𝑱〉−1 = �̅� =
1

𝐴10
[

𝐴5𝐴9 − 𝐴6𝐴8 𝐴3𝐴8 − 𝐴2𝐴9 𝐴2𝐴6 − 𝐴3𝐴5
𝐴6𝐴7 − 𝐴4𝐴9 𝐴1𝐴9 − 𝐴3𝐴7 𝐴3𝐴4 − 𝐴1𝐴6
𝐴4𝐴8 − 𝐴5𝐴7 𝐴2𝐴7 − 𝐴1𝐴8 𝐴1𝐴5 − 𝐴2𝐴4

] (A.4) 

 

na qual  

 

𝐴10 = 𝐴1𝐴5𝐴9 − 𝐴1𝐴6𝐴8 − 𝐴2𝐴4𝐴9 + 𝐴2𝐴6𝐴7 + 𝐴3𝐴4𝐴8 − 𝐴3𝐴5𝐴7 (A.5) 
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Apêndice B: Dedução da matriz de condutividade térmica da interface com 

descontinuidade de temperatura e fluxo de calor normal 

 

De acordo com Benveniste (2006), as descontinuidades de temperatura e fluxo normal 

de calor na interface entre matriz e inclusão são calculadas, respectivamente, pelas seguintes 

expressões: 

 

(𝑇)+ − (𝑇)− =
ℎ

2
(
1

𝑘𝑚
−
1

𝑘𝑖
) (𝑞3)+ +

ℎ

2
(
1

𝑘𝑓
−
1

𝑘𝑖
) (𝑞3)− (B.1) 

 

(𝑞3)+ − (𝑞3)− =
ℎ

2
(𝑘𝑖 − 𝑘𝑚){∆𝑆(𝑇+)} +

ℎ

2
(𝑘𝑖 − 𝑘𝑓){∆𝑆(𝑇−)} (B.2) 

 

Para o caso de interface plana: 

   

∆𝑆𝑇 =
𝜕2𝑇

𝜕𝜐2
2  (B.3) 

 

na qual a coordenada 𝜐2 é mostrada na Figura B.1. 

 

Figura B.1 – Sistema de coordenadas do elemento de interface. 

 

 

 Considerando o sistema de coordenadas mostrado na Figura B.1, são válidas as 

seguintes expressões: 
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𝑑𝑦2 = 𝑑𝜐2sen𝜃 

(B.4) 

𝑑𝑦3 = −𝑑𝜐2cos𝜃 

 Expandindo o segundo termo da Equação (B.3) e utilizando a Equação (B.4), obtém-

se: 

 

𝜕2𝑇

𝜕𝜐2
2 =

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
2 sen

2 𝜃 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑦3
2 cos

2 𝜃 −
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2𝜕𝑦3
sen 2𝜃 (B.5) 

 

A expressão (B.5) pode ser reescrita da seguinte forma:  

 

𝜕2𝑇

𝜕𝜐2
2 = 𝑉1�̃�20 + 𝑉2�̃�02 (B.6) 

 

na qual  

 

𝑉1 = 3(𝐽1̅1
2 sen2 𝜃 + 𝐽2̅1

2 cos2 𝜃 − 𝐽1̅1𝐽2̅1 sen 2𝜃) (B.7) 

 

𝑉2 = 3(𝐽1̅2
2 sen2 𝜃 + 𝐽2̅2

2 cos2 𝜃 − 𝐽1̅2𝐽2̅2 sen 2𝜃) (B.8) 

 

Logo, a Equação (B.2) pode ser escrita da seguinte forma: 

 

∆𝑆𝑇 = (𝑉1𝑩3 + 𝑉2𝑩4)〈�̃�〉 (B.9) 

 

na qual 𝑩3 e 𝑩4 são, respectivamente, a terceira e quarta linhas da matriz B (Eq. (2.41)).  

 Substituindo a Equação (B.9) na (B.2) e considerando a expressão resultante em 

conjunto com a Equação (B.1), obtém-se o seguinte sistema de equações: 

 

{
〈𝑞𝑛〉+
〈𝑞𝑛〉−

} = 𝑲𝐿𝑖 {
〈�̃�+〉

〈�̃�−〉
} (B.10) 
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A matriz de condutividade térmica da interface é a seguinte: 

 

𝑲𝐿𝑖 = 𝑫 − [
𝑑2𝑼+ 𝑑2𝑼−
𝑑1𝑼+ 𝑑1𝑼−

] (B.11) 

 

na qual  

 

𝑫 = [
−𝑑3 0 0 0 0 0 𝑑3 0
𝑑3 0 0 0 0 0 −𝑑3 0

] (B.12) 

 

com 

 

𝑑1 =

1
𝑘𝑚

−
1
𝑘𝑖

1
𝑘𝑚

+
1
𝑘𝑓
−
2
𝑘𝑖

 

(B.13) 𝑑2 =

1
𝑘𝑓
−
1
𝑘𝑖

1
𝑘𝑚

+
1
𝑘𝑓
−
2
𝑘𝑖

 

𝑑3 =
2

ℎ

1

1
𝑘𝑚

+
1
𝑘𝑓
−
2
𝑘𝑖

 

 

 Os vetores U são calculados da seguinte forma: 

 

𝑼+ =
ℎ

2
(𝑘𝑖 − 𝑘𝑚)(𝑉1𝑩3 + 𝑉2𝑩4) 

(B.14) 

𝑼− =
ℎ

2
(𝑘𝑖 − 𝑘𝑓)(𝑉1𝑩3 + 𝑉2𝑩4) 
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Apêndice C: Dedução da matriz �̅� para o modelo tridimensional 

 

 A matriz 𝐴̅ é calculada pela seguinte expressão: 

 

�̅� = �̅��̅�𝑬�̿��̿� C.1 

 

na qual 

 

�̅� = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑵(1) 𝑵(2) 𝑵(3) 𝑵(4) 𝑵(5) 𝑵(6)] C.2 

 

�̅� = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑪 𝑪 𝑪 𝑪 𝑪 𝑪] C.3 

 

𝑬 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[�̅� �̅� �̅� �̅� �̅� �̅�] C.4 

 

�̿� = 𝑑𝑖𝑎𝑔[〈�̅�〉 〈�̅�〉 〈�̅�〉 〈�̅�〉 〈�̅�〉 〈�̅�〉] C.5 

 

�̿� =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑨(1) 𝟎 𝟎
𝟎 𝑨(1) 𝟎
𝟎 𝟎 𝑨(1)

𝑨(2) 𝟎 𝟎
𝟎 𝑨(2) 𝟎
𝟎 𝟎 𝑨(2)

𝑨(3) 𝟎 𝟎
𝟎 𝑨(3) 𝟎
𝟎 𝟎 𝑨(3)

𝑨(4) 𝟎 𝟎
𝟎 𝑨(4) 𝟎
𝟎 𝟎 𝑨(4)

𝑨(5) 𝟎 𝟎
𝟎 𝑨(5) 𝟎
𝟎 𝟎 𝑨(5)

𝑨(6) 𝟎 𝟎
𝟎 𝑨(6) 𝟎
𝟎 𝟎 𝑨(6)]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 C.6 
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Apêndice D – Elementos da matriz constitutiva efetiva 

 

Os elementos da matriz constitutiva efetiva para o caso dos materiais da matriz e da 

fibra serem isotrópicos são calculados pelas seguintes expressões: 

 

𝐶11
∗ = 𝜆𝑚 + 2𝜇𝑚 − 𝑓𝑣

(

  
 

𝑆3𝑆2
𝜇𝑚2

−
𝑆5𝑆3 + 𝑆6𝑆2

𝜇𝑚2 𝑔
−
𝑎(𝑆2 + 𝑆3)

2𝜇𝑚𝑐
+
𝑆6𝑆5 − 𝑆7

2

𝜇𝑚2 𝑔2
+

𝑎(𝑆5 + 𝑆6) + 2𝑏𝑆7
2𝜇𝑚𝑔𝑐

+
𝑎2 − 𝑏2

4𝑐2 )

  
 

𝐷⁄  (D.1) 

 

𝐶12
∗ = 𝜆𝑚 + 𝑓𝑣

(

  
 
(−

𝑆9
𝜇𝑚2 𝑔

+
𝑏

2𝑐𝜇𝑚
) 𝑆3 +

𝑆9𝑆6 − 𝑆8𝑆7
𝜇𝑚2 𝑔2

−

𝑏(𝑆6 − 𝑆7) − 𝑏𝑆8 − 𝑎𝑆9
2𝑐𝜇𝑚𝑔

−
𝑏𝑎 + 𝑏2

4𝑐2 )

  
 

𝐷⁄  (D.2) 

 

𝐶13
∗ = 𝜆𝑚 − 𝑓𝑣

(

  
 
(
𝑆8
𝜇𝑚2 𝑔

−
𝑏

2𝑐𝜇𝑚
) 𝑆2 −

𝑆8𝑆5 − 𝑆9𝑆7
𝜇𝑚2 𝑔2

+

𝑏(𝑆5 − 𝑆7) − 𝑎𝑆8 − 𝑏𝑆9
2𝑐𝜇𝑚𝑔

+
𝑎𝑏 + 𝑏2

4𝑐2 )

  
 

𝐷⁄  (D.3) 

 

𝐶22
∗ = 𝜆𝑚 + 2𝜇𝑚 − 𝑓𝑣

(

  
 

𝑆3𝑆1
𝜇𝑚
2
−
𝑆4𝑆3 + 𝑆6𝑆1

𝜇𝑚
2 𝑔

−
𝑎(𝑆1 + 𝑆3)

2𝜇𝑚𝑐
+
𝑆6𝑆4 − 𝑆8

2

𝜇𝑚
2 𝑔2

+

𝑎(𝑆4 + 𝑆6) + 2𝑏𝑆8
2𝜇𝑚𝑔𝑐

+
𝑎2 − 𝑏2

4𝑐2 )

  
 

𝐷⁄  (D.4) 

 

𝐶33
∗ = 𝜆𝑚 + 2𝜇𝑚 − 𝑓𝑣

(

  
 

𝑆2𝑆1
𝜇𝑚2

−
𝑆4𝑆2 + 𝑆5𝑆1

𝜇𝑚2 𝑔
−
𝑎(𝑆1 + 𝑆2)

2𝜇𝑚𝑐
+
𝑆5𝑆4 − 𝑆9

2

𝜇𝑚2 𝑔2
+

𝑎(𝑆5 + 𝑆4) + 2𝑏𝑆9
2𝜇𝑚𝑔𝑐

+
𝑎2 − 𝑏2

4𝑐2 )

  
 

𝐷⁄  (D.5) 
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𝐶23
∗ = 𝜆𝑚 + 𝑓𝑣

(

  
 
(−

𝑆7
𝜇𝑚2 𝑔

+
𝑏

2𝑐𝜇𝑚
) 𝑆1 +

𝑆7𝑆4 − 𝑆9𝑆8
𝜇𝑚2 𝑔2

−

𝑏(𝑆4 − 𝑆8 − 𝑆9) − 𝑎𝑆7
2𝑐𝜇𝑚𝑔

−
𝑎𝑏 + 𝑏2

4𝑐2 )

  
 

𝐷⁄  (D.6) 

 

𝐶44
∗ = 𝜇𝑚 − 𝑓𝑣 (−

𝑆2
𝜇𝑚

−
𝑆3
𝜇𝑚

+ (𝜇𝑚 − 𝜇𝑓)
−1
+

4𝑆7
𝜇𝑚(2 − 2𝜈𝑚)

)
−1

 (D.7) 

 

𝐶55
∗ = 𝜇𝑚 − 𝑓𝑣 (−

𝑆1
𝜇𝑚

−
𝑆3
𝜇𝑚

+ (𝜇𝑚 − 𝜇𝑓)
−1
+

4𝑆8
𝜇𝑚(2 − 2𝜈𝑚)

)
−1

 (D.8) 

 

𝐶66
∗ = 𝜇𝑚 − 𝑓𝑣 (−

𝑆1
𝜇𝑚

−
𝑆2
𝜇𝑚

+ (𝜇𝑚 − 𝜇𝑓)
−1
+

4𝑆9
𝜇𝑚(2 − 2𝜈𝑚)

)
−1

 (D.9) 

 

nas quais 𝜇𝑚, 𝜆𝑚, 𝜇𝑓 e 𝜆𝑓 são as constantes de Lamé da matriz e da fibra, respectivamente. A 

fração volumétrica de fibras é representada por 𝑓𝑣.  

As séries 𝑆𝑙 são calculadas da seguinte forma: 

 

𝑆1 =∑𝑓(𝝃)�̅�1
2,

±∞

𝜉

 𝑆2 =∑𝑓(𝝃)�̅�2
2,

±∞

𝜉

 𝑆3 =∑𝑓(𝝃)�̅�3
2

±∞

𝜉

 

(D.10) 

 

𝑆4 =∑𝑓(𝝃)�̅�1
4,

±∞

𝜉

 𝑆5 =∑𝑓(𝝃)�̅�2
4,

±∞

𝜉

 𝑆6 =∑𝑓(𝝃)�̅�3
4

±∞

𝜉

 

 

𝑆7 =∑𝑓(𝝃)�̅�2
2�̅�3
2,

±∞

𝜉

 𝑆8 =∑𝑓(𝝃)�̅�1
2�̅�3
2,

±∞

𝜉

 𝑆9 =∑𝑓(𝝃)�̅�1
2�̅�2
2

±∞

𝜉
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O coeficiente 𝐷, presente nas equações D.1 a D.9 é calculado com a seguinte 

expressão:  

  

𝐷

= −
𝑆3𝑆2𝑆1
𝜇𝑚
3 +

3𝑆6𝑆2𝑆1
𝜇𝑚
3 𝑔

+
𝑎(𝑆2𝑆1 + (𝑆1 + 𝑆2)𝑆3)

2𝜇𝑚2 𝑐

+
(𝑆5𝑆4 + 𝑆7

2)𝑆1 + (𝑆6𝑆4 + 𝑆8
2)𝑆2 + (𝑆5𝑆4 + 𝑆9

2)𝑆3
𝜇𝑚
3 𝑔3

−
(𝑎𝑆5 + 𝑎𝑆6 + 2𝑏𝑆7

2)𝑆1 + (𝑎𝑆4 + 𝑎𝑆6 + 2𝑏𝑆8
2)𝑆2 + (𝑎𝑆4 + 𝑎𝑆5 + 2𝑏𝑆9

2)𝑆3
2𝜇𝑚2 𝑔𝑐

+
(𝑏2 − 𝑎2)

4𝜇𝑚𝑐2
(𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3) +

(𝑆5𝑆6 − 𝑆7
2)𝑆4 − 𝑆8

2𝑆5 − 𝑆9
2𝑆6 − 2𝑆8𝑆9𝑆7

𝜇𝑚
3 𝑔3

+

(𝑎𝑆5 + 𝑎𝑆6 + 2𝑏𝑆7)𝑆4 − (𝑎𝑆7 + 2𝑏𝑆8 + 2𝑏𝑆9)𝑆7 + (2𝑏𝑆5 − 𝑎𝑆8 + 2𝑏𝑆9)𝑆8
−𝑎𝑆9

2 + (2𝑏𝑆9 + 𝑎𝑆5)𝑆6
2𝜇𝑚2 𝑔2𝑐

+
𝑎(𝑎(𝑆4 + 𝑆5 + 𝑆6) + 2𝑏(𝑆7 + 𝑆8 + 𝑆9))

4𝜇𝑚𝑔𝑐2

+
𝑑(2(𝑆7 + 𝑆8 + 𝑆9) − (𝑆4 + 𝑆5 + 𝑆6))

4
+
𝑎3 − 3𝑎𝑏3 − 2𝑏3

8𝑐3
 

(D.11) 

na qual  

𝑎 = 𝜇𝑓 − 𝜇𝑚 − 2𝜇𝑓𝜈𝑚 + 2𝜇𝑚𝜈𝑓 (D.12) 

 

𝑏 = −𝜇𝑚𝜈𝑚 + 𝜇𝑓𝜈𝑓 + 2𝜇𝑚𝜈𝑚𝜈𝑓 − 2𝜇𝑓𝜈𝑚𝜈𝑓 (D.13) 

 

𝑐 = (𝜇𝑚 − 𝜇𝑓)(

−𝜇𝑚 + 𝜇𝑓 − 𝜇𝑚𝜈𝑚 − 2𝜇𝑓𝜈𝑚 + 2𝜇𝑚𝜈𝑓 + 𝜇𝑓𝜈𝑓

+ 2𝜇𝑚𝜈𝑚𝜈𝑓 − 2𝜇𝑓𝜈𝑚𝜈𝑓

) (D.14) 

 

𝑑 = 𝑏2 (𝜇𝑚𝑔𝑐
2)⁄  (D.15) 

 

𝑔 = 2(1 − 𝜈𝑚) (D.16) 

 


