MARCIO ANDRE ARAUJO CAVALCANTE

MODELAGEM DO COMPORTAMENTO TERMO-MECANICO
TRANSIENTE DE ESTRUTURAS DE MATERIAIS
COMPOSITOS PELA TEORIA DE VOLUMES FINITOS

MACEIO - AL
Fevereiro de 2006



MARCIO ANDRE ARAUJO CAVALCANTE

MODELAGEM DO COMPORTAMENTO TERMO-MECANICO
TRANSIENTE DE ESTRUTURAS DE MATERIAIS
COMPOSITOS PELA TEORIA DE VOLUMES FINITOS

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pdés-Graduagdo
em Engenharia Civil da Universidade Federal de Alagoas
como requisito parcial para obtencdo do titulo de Mestre

em Engenharia Civil.
Area de concentragdo: Estruturas

Orientador: Prof. Dr. Severino Pereira Cavalcanti Marques

MACEIO - AL
Fevereiro de 2006



Catalogacéo na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca Central

Divisdo de Tratamento Técnico
Bibliotecaria Responsavel: Helena Cristina Pimentel do Vale

C376m Cavalcante, Marcio André Araujo.
Modelagem do comportamento termo-mecanico transiente de estruturas de
materiais compositos pela teoria de volumes finitos / Marcio André Aradjo
Cavalcante. Maceid, 2006.
xxxii, 130 f.: il., grafs.

Orientador: Severino Pereira Cavalcanti Marques.
Dissertacdo (mestrado em Engenharia Civil: Estruturas) — Universidade
Federal de Alagoas. Centro de Tecnologia. Macei6, 2006.

Bibliografia: f. 120-122.
Apéndices: f. 123-130.

1. Ciéncia dos materiais. 2. Materiais compdsitos — Engenharia. 3. Materiais
compdésitos — Propriedades efetivas. 4. Materiais compositos — Analise
termo-elastica. 5. Teoria de volumes finitos. 6. Micromecanica. I. Titulo.

CDU: 624.016




Universidade Federal de Alageoas — UFAL
Centro de Tecnologia — CTEC
Programa de Pés-Graduacgdo de Engenharia Civil - PPGEC
Campus A. C. Simdes
Tabuleiro do Martins — CEP 57072-970 — Maceid — Alagoas
Tel: (82) 32141276 Fax: (82) 32141276
E-mail: ppgec(@ctec.ufal.br

ATA DA DEFESA DE DISSERTACAO DE MESTRADO DO PROGRAMA DE POS-
GRADUACAO EM ENGENHARIA CIVIL/ESTRUTURAS

Em sessdo publica, as quinze horas e doze minutos do dia dez do més de fevereiro do ano de dois mil
€ seis, na Sala de Aula do Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia Civil, foi iniciada a defesa da
dissertagdo de mestrado do aluno MARCIO ANDRE ARAUJO CAVALCANTE tendo como
titulo: “MODELAGEM DO COMPORTAMENTO TERMO-MECANICO TRANSIENTE DE
ESTRUTURAS DE MATERIAIS COMPOSITOS”, como requisito parcial para obtengio do
titulo de MESTRE EM ENGENHARIA CIVIL, na area de concentragio de
ESTRUTURAS. A Banca Examinadora foi constituida pelos seguintes membros: Prof. Dr.
Severino Pereira Cavalcanti Marques (Orientador — CTEC/UFAL), Prof* Dr* Deane de
Mesquita Roehl (PUC/RJ) e Prof. Dr. Adeildo Soares Ramos Junior (CTEC/UFAL). O
candidato fez a apresentagdo da dissertagdo em cingiienta minutos. A defesa foi encerrada as
dezessete horas e vinte e cinco minutos. Apds o encerramento da defesa, em reunido
confidencial, a Banca Examinadora, com base no Regimento Interno, decidiu por APROVAR
a dissertagdo de mestrado, sem restrigdo.
Em 10 de fevereiro de 2006,

Prof. Dr. Severino Pereira Cavalcanti Marques (Orientador)

Prof® Dr* Deane de Mesquita Roehl

Prof. Dr. Adeildo Soares Ramos Junior

144..'»4?—4*%"‘9
rof. Dr, 8everino

Coordenador do PPGEC/UFAL




A memoria de meu pai, Totonho,
a minha mae, Genilda,
e aos meus irmaos, Maria Madalena,

Marcos Antdnio, Marcelino José e Jodo Marlos.



Agradecimentos

Ao Prof. Severino Pereira Cavalcanti Marques, por mais um trabalho concluido sobre sua
orientacéo.

Aos professores Adeildo Soares Ramos Junior, Eduardo Nobre Lages, Jodo Carlos
Cordeiro Barbirato, Severino Pereira Cavalcanti Marques e William Wagner Matos Lira, pelas
aulas ministradas durante o curso de mestrado, indispensaveis & minha formagdo como Mestre
em Engenharia Civil.

Aos professores Viviane Carrilho Ledo Ramos e Eduardo Setton Sampaio da Silveira um
agradecimento especial pelos conselhos e favores prestados durante minha permanéncia na
UFAL.

Aos meus colegas mestrandos, pelas conversas, brincadeiras e troca de experiéncias que
tornaram esta conquista ainda mais prazerosa.

A Universidade Federal de Alagoas, pela minha formacdo, e & Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior, pelo auxilio financeiro.

A minha familia, pelo apoio incondicional, e & Deus, que nos permite viver para alcancar

conquistas como esta.



Resumo

O avanco da ciéncia de materiais tem proporcionado o advento de materiais compositos
com caracteristicas peculiares que asseguram elevado desempenho termo-mecanico, tais como 0s
compdsitos avancados reforcados por fibras e aqueles dotados de microestrutura com variacéo
gradual. Atualmente, muitos modelos computacionais, assim como métodos analiticos, vém
sendo empregados para avaliacdo do comportamento de tais materiais. Uma técnica alternativa,
voltada a andlise termo-mecénica em regime estacionario, na qual o comportamento do material
é analisado considerando-se o0 acoplamento entre microestrutura e macroestrutura, é aquela
originalmente denominada de Higher-Order Theory. Neste trabalho, utiliza-se a mesma base
teorica da Higher-Order Theory, com uma simplificacdo em termos de discretizagcdo e montagem
do sistema de equacdes. Neste sentido, esta teoria apresenta algumas semelhancas em relacao a
técnica de volumes finitos usada em problemas de dindmica dos fluidos, razdo pela qual é
bastante razoavel adotar a denominagéo teoria de volumes finitos para 0 método. Além disso,
como uma contribuicdo deste estudo, apresenta-se uma formulagdo paramétrica que permite uma
maior flexibilidade na geracdo da malha e uma diminuicdo do problema em relacdo ao nimero
de incognitas, particularmente apropriada para analise de estruturas com contorno curvo. A
formulacdo também foi ampliada para possibilitar a execugdo de analises termo-mecéanicas
transientes. No presente estudo, também ¢é utilizada uma formulagéo tridimensional do método
para a determinacdo das propriedades efetivas de materiais compositos reforcados por fibras e
particulados, onde foram realizadas compara¢6es com modelos simplificados da micromecénica
e com aqueles baseados na teoria de campos médios (Auto-consistente, Mori-Tanaka e Esquema
Diferencial). Além disso, ha uma série de aplica¢cbes numéricas em problemas termo-elasticos e
elasticos bidimensionais, onde séo realizadas verificagdes a partir de solucdes analiticas e

comparagdes com o método dos elementos finitos.

Palavras-chave: Ciéncia dos materiais, Materiais compdsitos — Engenharia, Materiais
compdsitos — Propriedades efetivas, Materiais compositos — Analise termo-elastica, Teoria de

volumes finitos, Micromecanica.



Vi

Abstract

The advance of the materials science has motivated the advent of composite materials
with different characteristics that assure high performance thermo-mechanical, such as the
advanced fiber reinforced composites and those that present a gradual variation in its
microstructure. Nowadays, many computational models and analytical methods are being
employed for evaluation of the behavior of such materials. An alternative technique, applied to
the steady-state thermo-mechanical analysis, which considers the coupling between
microstructure and macrostructure behaviors, is that originally denominated of Higher-Order
Theory. In this work is used the same theoretical base of the Higher-Order Theory, with a
simplification in the discretization and assembly of the system of equations. In this way, this
theory presents some similarities in relation to the finite-volume technique used in fluid
dynamics problems, reason for which is enough reasonable to adopt the denomination finite-
volume theory for this method. Besides, as a contribution of this study, it is presented a
parametric formulation that allows a larger flexibility in the mesh generation and a reduction of
the problem in relation to the number of variables, particularly appropriate for analysis of
structures with curved contour. The formulation was also extended for the accomplishment of
transient thermo-mechanical analysis. In the present study, a three-dimensional formulation of
the method is also used for the determination of the effective properties of fiber reinforced
composites and particulate materials, where comparisons were accomplished with
micromechanics simplified models and with those based on the mean field theory (self-
consistent, Mori-Tanaka and differential scheme). Besides, there is a series of numerical
applications in bi-dimensional thermo-elastic and elastic problems, where are accomplished

verifications using analytical solutions and comparisons with the finite element method.

Key-words: Materials science, Composite materials — Engineering, Composite materials —
Effective properties, Composite materials — Thermo-elastic analysis, Finite-volume theory,

Micromechanics.
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de temperatura

Vetor formado pelos coeficientes do campo de deslocamentos das células que compdem o
modelo estrutural

Vetor formado pelos coeficientes do campo de deslocamentos de uma célula genérica (...)

Valor médio da componente do campo de deslocamentos na dire¢do i
Valor médio da componente normal do campo de deformagdes na direcao i
Valor médio da deformacdo angular no plano i-j

Valor médio da componente normal do campo de tensdes na dire¢ao i

Valor médio da tensdo cisalhante atuante no plano i-j

Coordenada paramétrica
Coordenada paramétrica
Coordenada global do modelo estrutural na direcdo horizontal

Coordenada global do modelo estrutural na direcéo vertical
Coordenada horizontal do vértice i

Coordenada vertical do vértice i

Fungdo de forma i

Campo escalar qualquer

Matriz Jacobiana

Parametro auxiliar i utilizado no célculo da matriz Jabobiana

Matriz Jacobiana em termos médios
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Inversa da matriz Jacobiana em termos médios

Versor normal a face i

Componente horizontal do versor normal a face i
Componente vertical do versor normal a face i

Angulo utilizado no célculo das componentes do versor normal & face i
Versor na dire¢do horizontal

Versor na direcdo vertical
Dimens&o da face i

Fluxo de calor na diregcdo X

Fluxo de calor na direcdo Yy
Condutividade térmica na direcdo X
Condutividade térmica na direcdo Yy

Gradiente térmico médio em relagdo & coordenada paramétrica 77 para as faces definidas
por 77 = %1

Gradiente térmico médio em relagdo a coordenada paramétrica & para as faces definidas
por 7 = %1

Gradiente térmico médio em relacdo & coordenada paramétrica 77 para as faces definidas
por & = *1

Gradiente térmico médio em relacdo a coordenada paramétrica & para as faces definidas
por ¢ = *1

Gradiente térmico médio em relacdo a coordenada global X para as faces definidas por
n=4=1

Gradiente térmico médio em relagdo a coordenada global y para as faces definidas por
n=4=1

Gradiente térmico médio em relacdo a coordenada global X para as faces definidas por
E=+1

Gradiente térmico médio em relacdo a coordenada global y para as faces definidas por
E=+1
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Fluxo de calor médio na direcdo X para as faces definidas por 7 = %1
Fluxo de calor médio na direcdo Yy para as faces definidas por 7 = %1
Fluxo de calor médio na direcdo X para as faces definidas por ¢ = £1

Fluxo de calor médio na direcdo y para as faces definidas por ¢ = *1

Matriz formada pelos coeficientes de condutividade térmica
Fluxo de calor médio normal a face i

Matriz que relacione os fluxos de calor médio normais as faces da célula com os
coeficientes do campo de temperatura

Matriz que relaciona os valores médios nas faces dos gradientes térmicos em relacdo as
coordenadas paramétricas com os coeficientes do campo de temperatura

Matriz que relaciona os gradientes térmicos em relacdo as coordenadas globais com os
gradientes térmicos em relagdo as coordenadas paramétricas (médios nas faces)

Matriz que relaciona os fluxos de calor nas dire¢des das coordenadas globais com os
gradientes térmicos em relacdo as coordenadas globais (médios nas faces)

Matriz que relaciona os fluxos de calor nas direcBes normais as faces da célula com os
fluxos de calor nas direcBes das coordenadas globais (médios nas faces)

Temperatura média na face F da célula
Temperatura média nas faces definidas por 7 = *1

+1

Temperatura média nas faces definidas por &

Pardmetro que relaciona o termo independente do campo de temperatura com as
temperaturas médias nas faces 2 e 4 (em analises estacionarias)

Parametro que relaciona o termo independente do campo de temperatura com as
temperaturas médias nas faces 1 e 3 (em analises estacionarias)

Matriz que relaciona os coeficientes do campo de temperatura com as temperaturas médias
nas faces (em analises estacionarias)

Parametro que relaciona o termo independente do campo de temperatura com as
temperaturas médias nas faces 2 e 4 (em analises transientes)

Pardmetro que relaciona o termo independente do campo de temperatura com as
temperaturas médias nas faces 1 e 3 (em anélises transientes)

Parametro utilizado no calculo do termo independente do campo de temperatura em
andlises transientes

Pardmetro auxiliar utilizado no célculo dos pardmetros presentes na expressdo que
determina o termo independente do campo de temperatura em andlises transientes
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Matriz que relaciona os coeficientes do campo de temperatura com as temperaturas médias
nas faces (em andlises transientes)

Matriz de condutividade térmica local
Vetor de fluxo de calor inicial

Matriz de condutividade térmica global

Vetor que representa o balango de fluxo de calor interfacial
Vetor de balanco de fluxo de calor inicial

Vetor formado pelas temperaturas médias nas faces das células que compdem o modelo
estrutural

Matriz diagonal formada pelos coeficientes de convecgao térmica dos varios bordos com a
temperatura do meio envolvente prescrita

Fluxo de calor médio na direcdo X
Fluxo de calor médio na direcéo Yy

Tensdo normal na direcdo X
Tensdo normal na direcdo Yy
Tensdo cisalhante no plano X -y

Forca de corpo na dire¢do X

Forca de corpo na dire¢do Y

Deformacao normal na dire¢do X
Deformacao normal na direcdo Y
Deformacéo angular no plano X-y
Deformacdo angular no plano x-Yy
Deslocamento na direcdo X

Deslocamento na direcdo Yy

Componente da matriz constitutiva que relaciona tensdo normal com deformacéo normal,
ambos na direcdo X

Componente da matriz constitutiva que relaciona tensdo normal com deformacdo normal,
ambos na diregcdo Y

Componente da matriz constitutiva que relaciona tensdo normal na direcdo X com
deformacdo normal na diregdo Yy
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Componente da matriz constitutiva que relaciona tensdo normal na direcdo y com
deformacdo normal na dire¢do X

Tensdo normal na direcdo z
Deformacéo normal na direcdo z

Valor médio da derivada do campo de deslocamento U em relacdo a coordenada
paramétrica 77 para as faces definidas por 7 = 11

Valor médio da derivada do campo de deslocamento U em relagdo a coordenada
paramétrica & para as faces definidas por 7 = £1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento U em relacdo & coordenada
paramétrica 77 para as faces definidas por ¢ = *1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento U em relacdo a coordenada
paramétrica & para as faces definidas por ¢ = *1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento v em relacdo a coordenada
paramétrica 77 para as faces definidas por 7 = 11

Valor médio da derivada do campo de deslocamento vV em relagdo a coordenada
paramétrica & para as faces definidas por 77 = 11

Valor médio da derivada do campo de deslocamento v em relagdo a coordenada
paramétrica 77 para as faces definidas por & =11

Valor médio da derivada do campo de deslocamento vV em relacdo a coordenada
paramétrica & para as faces definidas por ¢ = *1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento U em relagdo a coordenada global X
para as faces definidas por 7 = *1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento u em relacdo & coordenada global y

para as faces definidas por 7 = *1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento U em relacdo a coordenada global X
para as faces definidas por ¢ = £1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento u em relacdo & coordenada global y

para as faces definidas por ¢ = 1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento v em relacdo a coordenada global X
para as faces definidas por 7 = *1
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Valor médio da derivada do campo de deslocamento vV em relagdo a coordenada global y

para as faces definidas por 7 = *1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento v em relacdo a coordenada global X

para as faces definidas por ¢ = 1

Valor médio da derivada do campo de deslocamento vV em relagdo a coordenada global y

para as faces definidas por ¢ = *1

Matriz composta por zeros

Valor médio da deformacdo normal na dire¢cdo X para as faces definidas por 7 =

Valor médio da deformagdo normal na direcdo Yy para as faces definidas por 7 =

Valor médio da deformacdo angular no plano X - y para as faces definidas por 7 = 1

Valor médio da deformagéo normal na direcdo X para as faces definidas por & =

Valor médio da deformagéo normal na direcdo Yy para as faces definidas por ¢ =

Valor médio da deformacdo angular no plano X -y para as faces definidas por ¢ ==l

t

I+

1

Matriz que relaciona as componentes do campo de deformacBes com as derivadas do

campo de deslocamentos em relagdo as coordenadas globais

[+
-

Valor médio da tensdo normal na direcdo X para as faces definidas por 77

Valor médio da tensdo normal na direcdo Yy para as faces definidas por 77 =

[+
-

Valor médio da tenséo cisalhante no plano X -y para as faces definidas por 7 = 1

Valor médio da tenséo normal na direcdo X para as faces definidas por ¢ = *1

Valor médio da tenséo normal na direcdo y para as faces definidas por ¢ = *1

Valor médio da tenséo cisalhante no plano x - y para as faces definidas por ¢ = *1

Valor médio da variagdo do campo de temperatura nas faces definidas por 77

Valor médio da variacdo do campo de temperatura nas faces definidas por ¢
Matriz constitutiva

Componente na dire¢do X do vetor de tragdo média atuante na face i
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Componente na dire¢cdo y do vetor de tracdo média atuante na face i

Matriz que relaciona as componentes dos vetores de tracdo média atuantes nas faces da
célula com os coeficientes do campo de deslocamentos

Matriz que relaciona os valores médios nas faces das derivadas do campo de
deslocamentos em relagdo as coordenadas paramétricas com os coeficientes do campo de
deslocamentos

Matriz que relaciona as derivadas do campo de deslocamentos em relacdo as coordenadas
globais com as derivadas do campo de deslocamentos em relacdo as coordenadas
paramétricas (valores médios nas faces)

Matriz que relaciona as componentes do campo de tensées com as componentes do campo
de deformacGes (valores médios nas faces)

Matriz que relaciona as componentes dos vetores de tracdo atuantes nas faces da célula
com as componentes do campo de tensdes (valores médios nas faces)

Matriz que relaciona as componentes do campo de deformacBes com as derivadas do
campo de deslocamentos em relacéo as coordenadas globais (valores médios nas faces)

Vetor formado pelas variacdes médias do campo de temperatura nas faces

Variacdo de temperatura média na face F da célula

Deslocamento U médio na face F da célula
Valores médios do campo de deslocamento u nas faces definidas por 7 = *1

Valores médios do campo de deslocamento u nas faces definidas por ¢ = 1

Deslocamento v médio na face F da célula
Valores médios do campo de deslocamento v nas faces definidas por 7 = *1

Valores médios do campo de deslocamento v nas faces definidas por ¢ = 1

Gradiente térmico médio em relacdo a coordenada global X

Gradiente térmico médio em relacdo & coordenada global y

Matriz utilizada na expressdo que fornece os termos independentes do campo de
deslocamentos em func¢do dos deslocamentos médios nas faces da célula

Matriz utilizada na expressdo que fornece o0s termos independentes do campo de
deslocamentos em func¢do dos deslocamentos médios nas faces da célula

Vetor utilizado no célculo dos termos independentes do campo de deslocamentos

Matriz que relaciona os coeficientes do campo de deslocamentos com as componentes dos
deslocamentos médios nas faces da célula
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Matriz auxiliar utilizada no calculo da matriz B
Matriz auxiliar utilizada no calculo da matriz B
Matriz auxiliar utilizada no calculo da matriz B e na relacdo entre os coeficientes do

campo de deslocamentos com as forcas de corpo e os efeitos gerados pelos gradientes
térmicos

Matriz de rigidez local
Vetor de tragfes médias iniciais atuantes nas faces da célula

Matriz de rigidez global do modelo estrutural

Vetor que representa o equilibrio das tragdes médias atuantes nas faces das células que
compBem o modelo estrutural

Vetor de equilibrio das tracfes médias iniciais atuantes nas faces das células que compdem
0 modelo estrutural

Componente do vetor de tracdo média atuante no bordo na direcdo X
Componente do vetor de tracdo media atuante no bordo na dire¢éo Yy

Valor médio da componente do campo de deslocamentos do bordo na direcdo X
Valor médio da componente do campo de deslocamentos do bordo na direcdo Y

Vetor formado pelas componentes dos deslocamentos médios nas faces das células que
compdem o modelo estrutural

Deslocamento médio na diregdo X

Deslocamento médio na diregdo Yy

Valor médio da deformacdo normal na dire¢cdo X
Valor médio da deformacdo normal na direcdo Y
Valor médio da deformagédo angular no plano x -y

Valor médio da tensdo normal na dire¢do X

Valor médio da tensdo normal na direcdo Yy
Valor médio da tensdo cisalhante no plano X -y

Valor médio da tensdo normal na dire¢do z

Valor médio da deformacdo normal na direcdo z
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Lista de Simbolos (Capitulo 3)

Maddulo de elasticidade longitudinal na direco i
Coeficiente de Poisson no plano i-j

Modulo de elasticidade transversal no plano i-j

Maddulo de elasticidade longitudinal do material da fibra
Maddulo de elasticidade transversal do material da fibra
Coeficiente de Poisson do material da fibra

Fracdo volumétrica de fibra

Médulo de elasticidade longitudinal do material da matriz
Modulo de elasticidade transversal do material da matriz
Coeficiente de Poisson do material da matriz

Fracdo volumétrica da matriz

Mddulo de elasticidade longitudinal do material da matriz modificado para levar em conta a
maior rigidez do material da fibra em relacdo ao material da matriz

Matriz de rigidez efetiva do compdsito
Matriz de rigidez da incluséo

Matriz de rigidez da matriz

Fracdo volumétrica da fase inclusdo

Matriz correspondente ao tensor de Eshelby

Matriz identidade

Matriz de concentracdo de deformacéo da fase inclusdo do problema Dilute Suspension
Matriz de concentracdo de deformacéo da fase matriz para o0 modelo de Mori-Tanaka

Incremento da fracdo volumétrica da fase inclusdo
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Modulo de elasticidade volumétrico do material efetivo

Moddulo de elasticidade transversal do material efetivo
Médulo de elasticidade volumétrico do material da fase i
Modulo de elasticidade transversal do material da fase i

Fracdo volumétrica da fase i

Médulo de elasticidade longitudinal do material efetivo
Coeficiente de Poisson do material efetivo
Coordenadas do modelo estrutural

Dimensédo da secdo transversal do volume representativo tipico de um material compdsito
Dimenséo transversal da inclusdo

Espacamento entre inclusdes

NUmero de inclusGes em cada diregdo

Comprimento longitudinal do volume representativo

Carregamento uniforme considerado nas simulacGes

Fracdo volumétrica da fase inclusdo

Mddulo de elasticidade longitudinal da fase inclusdo

Coeficiente de Poisson da fase inclusdo

Modulo de elasticidade volumétrico

Médulo de elasticidade transversal

XXIV
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Lista de Simbolos (Capitulo 4)

Coordenada na direcdo horizontal
Coordenada na diregdo vertical

Campo de temperatura
Campo de tensdo normal na direcdo X

Tempo

Parametro utilizado no campo de temperatura do cubo de material homogéneo
Comprimento da aresta do cubo de material homogéneo

Condutividade térmica

Densidade

Calor especifico

Maddulo de elasticidade

Coeficiente de Poisson

Coeficiente de expansdo térmica
Temperatura de referéncia da face superior da placa longa de material com gradacéo funcional

Espessura da placa longa de material com gradacdo funcional
Largura da placa longa de material com gradacgéo funcional

Valor de referéncia da condutividade térmica para a placa longa de material com gradacao
funcional

Valor de referéncia do calor especifico para a placa longa de material com gradagéo funcional
Valor de referéncia da densidade para a placa longa de material com gradacéao funcional

Pardmetro que define a heterogeneidade na direcdo Y relativa as propriedades térmicas para a
placa longa de material com gradacao funcional

Parametro em funcdo do indice n utilizado no campo de temperatura da placa longa de material
com gradacéo funcional

Parametro utilizado no campo de temperatura da placa longa de material com gradagéo funcional
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Valor de referéncia do médulo de elasticidade para a placa longa de material com gradacdo
funcional

Valor de referéncia do coeficiente de Poisson para a placa longa de material com gradacédo
funcional

Valor de referéncia do coeficiente de expansdo térmica para a placa longa de material com
gradacao funcional

Constante que define a heterogeneidade na direcdo Yy relativa ao médulo de elasticidade para a
placa longa de material com gradacao funcional

Constante que define a heterogeneidade na direcdo Yy relativa ao coeficiente de expanséo
térmica para a placa longa de material com gradacgdo funcional

Campo de tenséo normal na direcdo X

Carregamento que anula as deformacgfes na dire¢do do eixo-x da placa longa de material com
gradacéo funcional

Variacdo do campo de temperatura

Termo independente do campo de deformagdes na dire¢do do eixo-x numa secdo média da placa
longa de material com gradacéo funcional

Coeficiente do termo linear do campo de deformacdes na dire¢do do eixo-x numa secdo média da
placa longa de material com gradacdo funcional

Esforco normal resultante do carregamento
Momento fletor resultante do carregamento q

Elemento i-j da matriz que relaciona os coeficientes do campo de deformacdes com as acfes
resultantes do carregamento Q

Pressdo uniforme atuante no bordo externo do tubo de parede grossa de material homogéneo

Temperatura do meio em contato com o bordo externo do tubo de parede grossa de material
homogéneo

Coeficiente de conveccédo térmica do meio em contato com o bordo externo do tubo de parede
grossa de material homogéneo

Pressdo uniforme atuante no bordo interno do tubo de parede grossa de material homogéneo

Temperatura do meio em contato com o bordo interno do tubo de parede grossa de material
homogéneo

Coeficiente de conveccdo térmica do meio em contato com o bordo interno do tubo de parede
grossa de material homogéneo

Temperatura de referéncia do tubo de parede grossa de material homogéneo

Raio interno do tubo de parede grossa de material homogéneo
Raio externo do tubo de parede grossa de material homogéneo

Angulo formado com a horizontal
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Posic¢do radial

Coeficiente do termo logaritmico do campo de temperatura do tubo de parede grossa de material
homogéneo

Termo independente do campo de temperatura do tubo de parede grossa de material homogéneo

Campo de tenséo radial
Campo de tensdo circunferencial
Campo de deformacéo radial

Campo de deformagéo circunferencial

Pardmetro das relacGes constitutivas que relaciona tenséo radial com deformacdo radial e tensdo
circunferencial com deformacéo circunferencial

Pardmetro das relagfes constitutivas que relaciona tenséo radial com deformacéo circunferencial
e tensdo circunferencial com deformacao radial

Parédmetro das rela¢des constitutivas que relaciona tensdo com variacdo de temperatura
Campo de deslocamento radial

Coeficiente do termo linear do campo de deslocamento radial do tubo de parede grossa de
material homogéneo

Coeficiente do termo hiperbélico do campo de deslocamento radial do tubo de parede grossa de
material homogéneo

Fluxo de calor na dire¢do i

Coeficiente de conveccéo térmica na diregdo i

Tensdo na direcédo j atuante no plano normal a dire¢éo i
Fluxo de calor na direcéo radial

Tenséo normal na direcéo radial
Componente horizontal do vetor de tracdo
Componente vertical do vetor de tracdo
Campo de tensdo longitudinal

Pardmetro que define a heterogeneidade na direcdo radial relativa a condutividade térmica para o
tubo de parede grossa de material com gradacédo funcional

Coeficiente do termo dependente de r para o campo de temperatura do tubo de parede grossa de
material com gradacéao funcional

Termo independente do campo de temperatura do tubo de parede grossa de material com
gradacao funcional
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Termos que definem as condigdes de contorno da analise térmica do tubo de parede grossa de

material com gradacdo funcional

Termos que definem as condigdes de contorno da anélise térmica do tubo de parede grossa de
material com gradacéo funcional

Coeficiente de condutividade térmica do bordo interno do tubo de parede grossa de material com
gradacao funcional

Coeficiente de condutividade térmica do bordo externo do tubo de parede grossa de material
com gradacdo funcional

Parametro que define a heterogeneidade na dire¢do radial relativa ao médulo de elasticidade para
0 tubo de parede grossa de material com gradacéo funcional

Pardmetro que define a heterogeneidade na diregdo radial relativa ao coeficiente de expansdo
térmica para o tubo de parede grossa de material com gradacgao funcional

Raizes da equacdo caracteristica relativa a solugcdo da equacdo diferencial homogénea que
governa o problema elastico do tubo de parede grossa de material com gradacgao funcional

Coeficientes da solucdo particular da equacdo diferencial ndo homogénea que governa o
problema elastico do tubo de parede grossa de material com gradacdo funcional

Coeficientes da solucdo da equacdo diferencial homogénea em funcédo das condi¢cfes de contorno
do problema elastico do tubo de parede grossa de material com gradacédo funcional

Termos do sistema de equagdes lineares de ordem 2 utilizado no calculo de B, ,

Temperatura do bordo interno do tubo de parede grossa de material homogéneo
Temperatura do bordo externo do tubo de parede grossa de material homogéneo
Raio interno do tubo de parede grossa de material homogéneo

Raio externo do tubo de parede grossa de material homogéneo

Funcéao de Bessel do primeiro tipo

Funcdo de Bessel do segundo tipo

Parametro utilizado na expressdo do campo de temperatura do tubo de parede grossa de material
homogéneo

Raiz n da equacdo caracteristica que relaciona as funcGes de Bessel do primeiro e segundo tipo
utilizadas na expressdo do campo de temperatura do tubo de parede grossa de material
homogéneo

Constantes presentes nas expressfes do campo de tensfes do tubo de parede grossa de material
homogéneo (calculadas em funcéo das condicdes de contorno do problema)

Campo de deslocamento na diregdo X
Campo de deslocamento na dire¢éo y
Metade da altura da viga engastada

Espessura da viga engastada
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Comprimento da viga engastada
Carga vertical atuante nas extremidades da viga engastada

Momento fletor atuante em uma das extremidades da viga engastada

Campo de tensdo normal na direcdo Yy
Campo de tenséo cisalhante no plano X-y

Modulo de elasticidade transversal
Momento de inércia da secdo transversal

Constantes presentes nas expressdes do campo de deslocamentos da viga engastada (calculadas a
partir da imposicao das condi¢6es de vinculacgao)

Raio interno da viga engastada curva

Raio externo da viga engastada curva
Campo de deslocamento circunferencial
Carga horizontal atuante em uma das extremidades da viga engastada curva

Campo de tensdo radial
Campo de tensdo circunferencial

Campo de tenséo cisalhante

Parametro presente nas expressdes do campo de tensdes da viga engastada curva
Parametro presente nas expressdes do campo de tensdes da viga engastada curva
Pardmetro presente nas expressdes do campo de tensdes da viga engastada curva
Parametro auxiliar utilizado no calculo dos parametros A, B e D

Parametro presente nas expressdes do campo de deslocamentos da viga engastada curva
(calculado a partir da imposigéo das condicdes de vinculagéo)

Pardmetro presente nas expressdes do campo de deslocamentos da viga engastada curva
(calculado a partir da imposigéo das condicdes de vinculagéo)

Pardmetro presente na expressdo do campo de deslocamento circunferencial da viga engastada
curva (calculado a partir da imposicao das condicGes de vinculagdo)



XXX

Sumario

AGradeCimeNTOS ..cccccceeereecisisssnnrrecsssssssssencssssssssssscssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses v
RESUIMIO coccvuuiinnnnnnnnnnnnniiiiiiiiisssssssssssnnsssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses A
ADSEFACE cineenniriiiniinnnnnricisssssnnnneccsssssnnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssss vi
LiSta de FiGUIAS ....ccouiiiiiiniiiiiinniinnisnniinisniicsssssissssssnessssssssssssssessssssssssssssssssssens vii
LiSta de TAaDEIAS ....ueeeiieiiivvnnriiiiisssnneiiccsssssnnsneccsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses X
Lista de ADIreviaturas .........ccocceiecnssniccssnnnicssssnecssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss xi
Lista de SImbolos (Capitulo 2) ....ccccvvveeiicrsssssnnneicsssssnneescsssssssssssssssssssssssssssssssans xii
Lista de SImbolos (Capitulo 3) ...ccocveieerrrericnsssnnicsssaniecssanicssssssscsssssssssssssssssnns xxiii
Lista de SImbolos (Capitulo 4) ........cicovvveiciivrniicnisnicssssnniccsssssicsssassesssssssssnsens XXV
[@F ) 02111 (0 T R 1
1. INErOAUCGAD ..veeeeeieeeiennnnnnnneaeeeesesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssse 1
[@F: ) 1)1 11 (1 30 5
2. Analise Termo-Elastica de COmMPOSItOS ....ccccevvrrnerriccsssssnnriscssssssnsssssssssssssssssces 5
2.1. EQUACOES BASICAS DA TERMO-ELASTICIDADE ...cviiiiiiiiiiieiieeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeaes 5
2.1.1. ANALISE TEIMICA .ieeevvevriieeiiieeeee e e e e e s s et r e e e e e e e e e s s e s snaabbnb b n e e reeeaeeeas 5

2.1.2. Analise MeCANICa EIASHICA ......ccccuvvieieeiiiiiiiie e e e 6

2.2. FORMULACAO TRIDIMENSIONAL DA TEORIA DE VOLUMES FINITOS ........cce..... 9
2.2.1. Analise Térmica Transiente Tridimensional ............ccccvveeriiieeeeenniinnniiiinne, 11

2.2.2. Andlise Mecanica Elastica Tridimensional ..........ccccceeviiiirereeesiiiiieneeeeene, 15

2.3. FORMULACAO BIDIMENSIONAL DA TEORIA DE VOLUMES FINITOS .........c.uv.... 23
2.3.1. Andlise Térmica Transiente Bidimensional ...........ccooevvvviiiiiiiinnnieiiinneeeennnn, 24

2.3.2. Analise Mecanica Elastica Bidimensional ........oceuveeeeeeeeeeeeeeeeeeieeeeneeenneees 28



XXXI

2.4. FORMULACAO PARAMETRICA BIDIMENSIONAL DA TEORIA DE VOLUMES

FINITOS oottt 32
2.4.1. Analise TErMICa TraNSIENLE ...vvvveeeeiirrreeeeesiiiirreeeessirrrreeeessssnrrrreeesssnneeeeas 37

2.4.2. Andlise MeCANICaA EIASHICA ......uvvvrrrriiiiieeeeeiie ittt 47
L@F: 1 1) 1111 (030 SRR 63
3. Avaliacido de Propriedades Efetivas de Materiais Compositos ................... 63
3.1. CONSIDERACOES INICIAIS ...ccoiiiiiiiiiiiiieeeeee it s e e e e e e e e e e a e e e s e aaeees 63
3.2. MODELOS MICROMECANICOS ....ceciutiiiiiiesieeesteeesireessneee e essneessnnessneeesnneens 63

Compositos Reforcados POr FiIas ......uvvveeeeeeeeeeeiiiiiiiiiiiiirrrrrre e e e e e e eanees 63
3.2.2. Modelos Baseados na Teoria Micromecanica de Campos MEdios ................... 64
3.2.3. Limites de Hashin-Shtrikman .........cc.ueeieiiiiiiiiiies i siineee e 66
3.3. APLICACOES NUMERICAS ...cvvvvvrururtrurssssssiiiieiaisssssesssesssssssssssssssssssssmssmsssmsm 66

3.3.1. Determinacao de Modulos de Elasticidade Efetivos de um Compdsito Reforcado

010 o] = TP PPETRRRRRSI 66

3.3.2. Determinacdo do Modulo de Elasticidade Efetivo de um Compdsito Particulado
..................................................................................................................... 72

3.3.3. Determinacdo do Modulo de Elasticidade Efetivo de um Material com Gradacgado
FUNCIONAL ©1tttiiiiee ettt e e e e e e e e e e e s e s s bbb e e e e e aeeee s 74

L @F ) 1) 111 (13 R 79
4. Aplicacoes Numéricas: Analises Termo-Elasticas Bidimensionais ............. 79
4.1. CONSIDERAGOES INICIAIS ..cceiittiiieeeeeiittee e e e e e eitre e e e e s s seiaaee e e e e e s snnaaeeeeessnnnnneeas 79
4.2. EXEMPLOS NUMERICOS .....vviiiiiiiiiiirie sttt 79
4.2.1. Andlise Transiente de um Cubo de Material HOMOQENEO .......vvvvvveiieeeeiiniiinnns 79

4.2.2. Andlise Transiente de uma Placa Longa de Material com Gradagdo Funcional

4.2.3. Analise Estacionaria de um Tubo de Parede Grossa de Material Homogéneo .. 88
4.2.4. Andlise Estacionaria de um Tubo de Parede Grossa de Material com Gradacao

=0 ool o) T | TR 96



XXXIii

4.2.5. Andlise Transiente de um Tubo de Parede Grossa de Material Homogéneo ... 101

4.2.6. Andlise Mecanica de uma Viga ENgastada ............evvvvvrrrmimmniiiiininnnnnneeeeens 105

4.2.7. Analise Mecanica de uma Viga Engastada CUIva ..........cccccvvveeeeeeeeeeeennnnnn 112
CONCIUSDES .ouuueriiiinniiiissnnicssnnncsssnnsncsssssnesssssesssssssessssssessssssssssssssssssssssssssssssssssnss 118
Referéncias Bibliograficas ......cccciicrivniccnneiicsssnicsssnnicsssnnnesssassessssssessssssssssens 120
APECNAICE A ..oouverireiisinniinsniessarissssncssssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssnsss 123
A Matrizes utilizadas no calculo da matriz de condutividade térmica local ......... 123
APENAICE B .ouueieviiinneiiieiininicssnnisssansssssisssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssasssssasssssssss 124
B Matrizes utilizadas no calculo da matriz de rigidez local ............ccccevvuvrevvvuerennnes 124
APENAICE € ..oueverererinsrnressrnrcssaressssrssssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssssas 127
C Solucgao analitica para o campo de tensdoes em uma secio média de uma placa
10NZA A€ FGIM .auuuineiiiiiiniiiniinninsnicssnninsnnisssssssssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssses 127
C.1. CAMPO DE DEFORMAGOES ...uuiiiiiiiiiieiiieeeeeeee ettt seveve bbb 127

C.1. CAMPO DE TENSOES ...ietntieeeeeeee ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e e eeeeeeenaens 128



Capitulo 1

Introducéao

Os avancos da tecnologia tém motivado o aparecimento de uma nova geracdo de
materiais estruturais avangados, manufaturados para atendimento as necessidades dos modernos
setores industriais. Tais materiais, em geral, exibem comportamentos bastante diferentes em
relacdo aos materiais convencionais. Nesta nova geracdo de materiais avancados, destacam-se
aqueles com constituicdo heterogénea, ilustrados na Figura 1.1. A heterogeneidade se caracteriza
por transicOes graduais na microestrutura e composi¢do, como ocorre nos chamados materiais
com gradacdo funcional (Functionally Graded Material — FGM), ou por variacdes bruscas nas
propriedades termo-mecanicas, como acontece nos materiais constituidos por diferentes fases
discretas (laminados, compositos reforgados por fibras, etc.). Como exemplos de modernos
materiais com gradagdo funcional podem ser citados 0s compostos cerdmica/ceramica e
metal/ceramica, adequados para uma série de novas aplicacfes sob severas condi¢es ambientais
de solicitacdo (Suresh e Mortensen, 1997; Miyamoto et al., 1999; Kim e Paulino, 2003; Jin et al.,
2002).

FGM
Laminado

Composito reforgado por fibras

Figura 1.1 — Materiais com constituicdo heterogénea.
Uma grande vantagem dos compdsitos € que, se bem projetados, eles podem exibir as

melhores qualidades de seus constituintes, assim como caracteristicas desejaveis nao

apresentadas por estes Ultimos.



Em 1989, a corporacdo japonesa NKK (Nippon Kokan) iniciou os seus estudos sobre
FGM, visando sua aplicagdo em parte da estrutura de Onibus espaciais. No entanto,
recentemente, varias pesquisas realizadas em diferentes paises apontam um vasto ramo de
aplicacdes de tais materiais com gradacéo funcional (Cho e Oden, 2000).

Os FGMs sdo ideais para estruturas submetidas a altos gradientes térmicos, onde uma
regiao rica em ceramica € exposta a uma alta temperatura, enquanto que a regido rica em metal é
exposta a uma baixa temperatura, com uma gradual transicao entre estes materiais (Figura 1.2).

Na industria aeroespacial ja se aplica uma combinagdo entre a ceramica e o metal,
colando-se placas de ceramica a estrutura metélica, constituindo um laminado, como mostra a
Figura 1.2. No entanto, a diferenca em termos de expansdo térmica destes materiais gera

consideraveis tensdes de cisalhamento na interface, podendo provocar fissuragdo na ceramica ou

delaminagéo.
Fluxo de Calor Fluxo de Calor
Ceramica
|  Metal
Laminado FGM

Figura 1.2 — Placas de laminado e FGM.

Outras aplicagdes de materiais com gradagdo funcional incluem mais recentemente
mecanismos de conversdo de energia solar, implantes dentarios, etc. Além disso, existem
algumas pesquisas que visam investigar o comportamento de materiais com gradacgédo funcional
gue ocorrem na natureza (0ssos, bambu, etc.).

Considerando o desempenho dos citados materiais heterogéneos e o0 conseqliente
interesse do setor industrial nas suas aplicagdes, tem havido nos Gltimos anos um grande esforco
voltado para o entendimento e a descricdo do comportamento dos mesmos e, também, baseando-
se nos resultados de pesquisas ja realizadas, criar novos materiais que apresentem as
caracteristicas especiais exigidas para as novas aplicacdes industriais. Desta forma, o
comportamento termo-mecanico de tais materiais é tema de estudo em muitos centros de
pesquisa. Atualmente, muitos modelos computacionais, assim como métodos analiticos, vém
sendo empregados para avaliagdo do comportamento dos materiais avangados, especialmente dos
compositos. Dentre os modelos utilizados nos estudos de modelagem computacional do
comportamento de tais materiais destacam-se aqueles baseados nos métodos dos elementos

finitos e de elementos de contorno (Fuchiyama e Noda, 1995; Sutradhar et al., 2002). Como base



tedrica da maioria destes modelos, destaca-se a hipotese do meio continuo, permitindo que se
represente um campo no meio material por fungbes continuas, e viabilizando, desta forma, um
tratamento matematico deste campo com base no calculo diferencial (Malvern, 1969). Uma
técnica alternativa, também baseada na hip6tese do meio continuo, na qual o comportamento do
material é analisado considerando-se o acoplamento entre microestrutura e macroestrutura, é
aquela apresentada em Aboudi et al. (1999) e originalmente denominada de Higher-Order
Theory.

Esta técnica utiliza a média volumétrica dos varios campos que definem o
comportamento do material, e impde condi¢bes de contorno e de continuidade em termos
médios, relativas a fluxo de calor e temperatura ou tensdes e deslocamentos, a depender do tipo
de analise, entre o0s sub-volumes (células e sub-células) usados para caracterizar a
microestrutura. As equacdes de balanco de fluxo e de equilibrio sdo satisfeitas utilizando valores
médios no volume. Os campos de temperatura e deslocamentos em cada sub-célula sdo
aproximados por polinémios do segundo grau expressos em coordenadas locais. Esta
aproximacdo com termos quadraticos é necessaria para capturar os efeitos locais gerados pelos
altos gradientes térmicos (Aboudi et al., 1999).

Neste trabalho, utiliza-se a mesma base tedrica da Higher-Order Theory, com uma
simplificacio em termos de discretizacdo e montagem do sistema de equacgdes. Esta
simplificacdo, que ja vem sendo adotada em trabalhos mais recentes, como em Bansal e Pindera
(2003), consiste em utilizar as mesmas expressdes para 0S campos de temperatura e
deslocamentos para um elemento de volume denominado de célula, ndo mais subdividido em
sub-células. Neste sentido, esta teoria apresenta algumas semelhancas em relacdo a técnica de
volumes finitos usada em problemas de dindmica dos fluidos (Versteeg e Malalasekera, 1995),
razdo pela qual é bastante razodvel adotar a denominacdo teoria de volumes finitos para o
método, como proposto em Bansal (2005). A formulacdo também foi ampliada para possibilitar a
execucdo de analises térmicas transientes.

Além disso, como uma nova contribuicdo deste trabalho, apresenta-se uma formulagéo
paramétrica bidimensional, particularmente apropriada para a analise termo-mecanica transiente
de estruturas com contorno curvo. Tal formulacdo permite uma maior flexibilidade na geracao da
malha, eliminando indesejaveis pertubacfes observadas ao longo de bordas curvas quando se
utiliza a tradicional célula com geometria necessariamente retangular. Esta formulacdo
possibilita também uma diminuicdo do problema em relacdo ao nimero de incégnitas, tal como
feito em Bansal e Pindera (2003).



No capitulo 2, inicialmente se apresenta a formulacdo convencional da teoria de volumes
finitos com células retangulares, em sua versao Higher-Order Theory (Aboudi et al., 1999), para
a solucdo de problemas termo-elasticos bi e tridimensionais em regime estacionario e transiente.
Ainda neste capitulo é apresentada a formulagdo paramétrica bidimensional da teoria de volumes
finitos, acima referida.

No capitulo 3, utiliza-se a formulacao tridimensional da teoria de volumes finitos para a
determinacdo das propriedades efetivas de materiais compdsitos reforcados por fibras e
particulados, incluindo o FGM. Neste capitulo sdo realizadas compara¢cBes com modelos
simplificados da micromecéanica e com aqueles baseados na teoria de campos médios (Auto-
consistente, Mori-Tanaka e Esquema Diferencial). Na determinacdo das propriedades efetivas
destes materiais sdo realizadas simulacGes numéricas de experimentos de varios volumes
representativos. Em algumas destas simulacdes € utilizado o método dos elementos finitos, além
da formulacéo tridimensional da teoria de volumes finitos.

No capitulo 4, hd uma série de aplicacdes numéricas em problemas termo-elasticos
bidimensionais, cujos resultados sdo comparados com outros obtidos através de solucbes
analiticas. No final, apresentam-se andlises de dois problemas classicos da elasticidade,
utilizando-se a formulagdo paramétrica da teoria de volumes finitos e 0 método dos elementos
finitos, com o intuito de realizar comparagfes entre 0s mesmos.

Foi utilizada a plataforma MatLab na implementacao dos programas desenvolvidos neste

estudo e na geragdo dos gréficos.



Capitulo 2

Analise Termo-Elastica de Compositos

2.1. Consideracoes Iniciais

Neste capitulo é apresentada a formulacdo empregada neste estudo, a qual se baseia na
Higuer-Order Theory (Aboudi et al., 1999; Bansal e Pindera, 2003). Esta técnica utiliza a média
volumétrica dos varios campos que definem o comportamento do material, e imp&e condicdes de
contorno e de continuidade em termos médios, relativas a fluxo de calor e temperatura ou
tensdes e deslocamentos, a depender do tipo de analise, entre os sub-volumes (células) usados
para caracterizar a microestrutura. Além disso, as equacdes diferenciais que regem os problemas
térmicos e mecanicos sdo satisfeitas em termos medios no volume para cada célula. Os campos
de temperatura e deslocamentos em cada célula sdo aproximados por polinémios do segundo

grau expressos em coordenadas locais.
2.2. Equacdes Basicas da Termo-Elasticidade

2.2.1. Analise Térmica

A Figura 2.1 apresenta um sélido de volume V submetido a um fluxo de calor g, além do
sistema de coordenadas adotado.

P
g
P

qévv

X,

X3

Figura 2.1 — Sélido submetido a um fluxo de calor g.



Para andlise térmica em meios continuos tem-se a equacgdo apresentada abaixo de balango
de fluxo de calor para o regime transiente (Carslaw e Jaeger, 1959), bastando anular o segundo

membro da equacao para a realizacdo de uma analise em regime estacionario:

%4'%4'%:—,0(:8—

! 2.1
X\ X, X ot (21)

onde g; € o fluxo de calor na dire¢cdo i (i=1,20u3), p adensidade, C o calor especifico, T

a temperatura e t o tempo.
Apresenta-se abaixo a Lei de Fourier (Carslaw e Jaeger, 1959) para materiais que

apresentam ortotropia nas diregOes principais 1, 2 e 3:

q =k - 2.2
=k (22)

sendo k; a condutividade térmica na dire¢do i. A repeti¢do dos indices no segundo membro da

equacdo (2.2 ndo representa somatoria.

Para uma analise térmica bi-dimensional no plano 1-2, tem-se a seguinte equacdo de
balanco de fluxo de calor para o regime transiente (Carslaw e Jaeger, 1959):
o4, 0

1+&:_pca_

! 2.3
X X ot (23)

2.2.2. Analise Mecanica Elastica

A Figura 2.2 apresenta um solido de volume V, submetido as forcas de superficie fs e de

corpo b, além do sistema de coordenadas adotado.

Figura 2.2 — Corpo elastico de volume V submetido as forcas de superficie f; e de corpo b.



No caso de uma analise mecanica de meios continuos tém-se as seguintes equacoes

diferenciais de equilibrio (Malvern, 1969):

oo, 00, 00..
%1j | 9% 9% +b; =0 (24)
oX,  OX,  OXg

onde o € o tensor de tensdo e b; (i, j=1, 2 ou 3) sdo as componentes da forga de corpo.

A relacdo constitutiva pode ser expressa pela Lei de Hooke Generalizada

(Malvern, 1969), conforme mostrado a seguir:

oy =Cieq —TAT (2.5)

1

sendo C;,, O tensor constitutivo do material, &, o tensor de pequenas deformacdes, I'; o tensor

térmico e AT a variacdo de temperatura.

A definicéo do tensor de pequenas deformagOes encontra-se na equagdo abaixo, onde u;

é a componente do campo de deslocamentos na dire¢do i:

1oy, oy
as;( . J (26)

Em forma matricial e para materiais ortétropos, em que 1-2, 2-3 e 1-3 sdo planos de

ortotropia, a relacdo constitutiva ( 2.5 ) pode ser expressa como:

oy C, C, C; O 0 0 ||ey AT

O, C, C, C; O 0 0 &y ILAT

Ox _ C, C, C; O 0 0 ||é&s B AT (27)
Oy 0 Cu O 0 |72 0 '
O13 0 0 Cos 0 |7 0

Oy L 0 0 0 Cee_ Y12 0

onde y; = 2¢; € adeformagdo angular e I; =C;«;, com «; indicando o coeficiente de expansado

térmica na direcdo j. A variacdo de temperatura é definida por AT =T -T,_,, sendo T uma

ref ¥

temperatura de referéncia.



Para o0 caso particular de materiais isdtropos, as componentes da matriz constitutiva

podem ser obtidas pelas seguintes expressdes:

EQ-v)

C :C = e E——
HOTETE ) d-2v)

Ev

C,=Cy=C;3=C;=C;=C,, :m

(28)

E
C44 :Css :Ces = 2(1+V)

sendo E o mddulo de elasticidade do material e v o coeficiente de Poisson.
Além disso, no caso de materiais isotropos, tém-se as seguintes expressdes para o vetor

térmico:

[ =T,=0I,=(C, +C, +C3)a=(Cy +C,, +C,)a =(Cy +C;, +Cy)a (29)

onde a € o coeficiente de expansao térmica do material.
Numa analise mecénica bi-dimensional no plano 1-2, utiliza-se as equac@es diferenciais

de equilibrio expressas como segue (Malvern, 1969):

8O-lj+%+b-:0 (2.10)
ox,  ox, ' '

Neste caso, pode-se admitir que o modelo estrutural encontra-se em estado plano de

deformacéo ou de tensdo, onde o indice j pode assumir os valores 1 e 2. A relacdo constitutiva

para materiais isotropos é dada por:

oy C, C, Ollg, TAT
0y =|Cy Cyp 0 &y —TAT (2.11)
oy, 0 0 G|y 0

onde G = € 0 médulo de elasticidade transversal do material.

2(1+v)



Para 0 caso de estado plano de deformacdo, tém-se as seguintes expressdes para as

componentes da matriz constitutiva e para I":

EQl-v)

C,=C,=—" 71 _
T2 @+v)(1-2v)

C.o_C. - Ev (2.12)
TR dv)(1-2v)

['=(C, +Cp)L+v)a=(Cy +Cyp)A+V)a

Para o caso de estado plano de tenséo, as componentes da matriz constitutiva e I' podem

ser calculados da seguinte forma:

E
C11 = sz = 1-12
Ev 2.13
C12 :C21:1 2 ( )
-V

['=(Cy+Cp)a=(Cy+Cp)a

Também pode ser calculada a tenséo ou a deformagdo na direcéo 3, para o caso de estado
plano de deformacdo ou de tenséo, respectivamente, como mostrado nas equacées a seguir:

03 =V(0y, +0,) - EaAT (2.14)

Eas :—é(all+azz)+aAT (2.15)

2.3. Formulag¢ao Tridimensional da Teoria de Volumes Finitos

A formulagdo apresentada a seguir tem como base um modelo numérico para analise
termo-elastica tridimensional de materiais compdsitos, em regime estacionario, apresentado por
Aboudi et al. (1999). Na verséo aqui apresentada, o referido modelo é estendido para permitir a
analise em regime transiente e simplificado por néo utilizar o conceito de sub-células usado na
formulacdo original (Aboudi et al. 1999).

Para a realizacdo da anélise, a estrutura € discretizada em volumes paralepipédicos
denominados células, como mostra a Figura 2.3. A discretizagdo é constituida por NpNgN;

células, onde N,, Nq e N; representam o numero de celulas correspondentes aos intervalos
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0<x, <D, 0<x,<H e 0<x, <L, respectivamente. Assim, através da Figura 2.3, pode-se

observar que:

NP

D=>d® (2.16)
p=1
Nq

H=>)h® (217)
q=1
Nr

L=>11" (2.18)
r=1

sendo d®, h@ e 17 as dimens6es de uma célula genérica (p,q,r) segundo as diregBes X1, X» € Xs,

respectivamente.

1

sz
z L~
z //
ry / ///
® l/&/
: h@ ///
- // /-—>
/ // X
LA

Figura 2.3 — Sistema de coordenadas globais do modelo estrutural.

Os campos de temperatura e de deslocamentos sdo aproximados por polindmios

quadraticos expressos em termos das coordenadas locais X, X, € X,, com origem localizada no

centro geométrico de cada célula ( Figura 2.4 ).



11

dmmmm -

h

e i
\

Figura 2.4 — Sistema de coordenadas locais de uma célula genérica.

2.3.1. Analise Térmica Transiente Tridimensional

Conforme mencionado acima, para realizacdo da analise térmica, a formulacdo admite
como aproximacdo, que o campo espacial de temperatura em cada célula é definido por um

polindmio quadratico expresso em coordenadas locais, como mostrado abaixo:

o = = (., d?
T :T(OOO) + X1T(100) + XzT(010) + XsT(om) +E 3X1 T T(zoo)

2.19
1(,_, h? (., I? ( )
+§ 3)(2 —T T(OZO) +E 3)(3 -— T(OOZ)

4

onde valores T, representam os coeficientes do campo de temperatura a serem determinados.

Utilizando as equacdes (2.2 ) e (2.19), resultam as seguintes equacdes para os fluxos de

calor em fungéo dos coeficientes do campo de temperatura:

oT _
0, =k x =k (T(loO) + 3X1T(200))
1
oT _
d, =k, x =—k, (T(om) + 3X2T(020)) (2.20)
2
oT _
O; =—K;—=-K, (T(om) + 3X3T(002))

ox,
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Logo, usando as equacdes ( 2.20 ), a equacgéo de balanco de fluxo de calor (2.1 ) para o
regime estacionario pode ser expressa em termos dos coeficientes do campo de temperatura da

seguinte forma:

_3k1T(200) _3k2T(ozo) _3k3T(002) =0 (2.21)

A temperatura e o fluxo de calor podem ser avaliados em termos meédios nas faces da

célula, como mostram as equacges abaixo:

1/2 h/2

<q1 %=+d/2 | J-,/ZJ- b2 kl(T(IOO) dT(ZOO)j (2.22)
1/2 d/2 3

<q2 Xo=th/2 dl .[|/2.[ 42 =—Ko| Tiorg) £ hT(020) (2.23)
h/2 d/2 3

<q3 Xo=tl/2 dh _[ h/z.[ 02 =—Ks| Tioo iE”-(ooz) (2.24)
V2 ehj2 _ d d?

(Tly e = ~ j " [ o TO%e0% =Ty %2 Ty + -~ Toon (2.25)
1/2 d/2 h h?

<T %=th/2 — dl Il/zj d/2 1 (000) iE-I-(om) +7T(020) ( 2.26 )
h/2 d/2 dx | |2

<T %=412 g Ih/zj 42 Tioon) £ 2T(001) JrZT(ooz) (2.27)

Além da equacdo de balanco de fluxo (2.21), s@o necessarias outras seis equacdes para a
determinacdo dos coeficientes do campo de temperatura em cada célula. Tais equacfes podem
ser obtidas através da compatibilizagdo dos valores médios da temperatura e do fluxo de calor
nas faces comuns de células vizinhas. Assim, usando as expressfes (2.22) a (2.27), as
seguintes equacdes de compatibilidade podem ser escritas:

(p.a.r) (p-La.r)

<ql %=—d/2 <q1 %=d/2
‘ 3 (p.a.r) 3 (p-La.r) (2.28)
T kl T(100) _EdT(ZOO) =1~ kl T(100) + EdT(ZOO)

(p.g.r) (p.g-Lr)

<q2 %,=—h/2 <q2 X,=h/2
‘ 3 (p.a.r) 3 (p.a-1r) ( 2.29 )
e _kz T(010) _EhT(ozo) = _kz T(010) +§hT(020)
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(0, |(y§i|r/)z =(ds |;§:,?/,;_1)

. 3 (p.q.r) 3 (p.g.r-1) ( 2.30 )
e T ks T(001) _EIT(OOZ) =T k3 T(001) +§|T(002)
(p+Lq.r) (p.a.r)
< |i1:—d/2 - < |¥1:d/2
(p+la.r) (p.a.r) 2.31 )
d d? d d? (
{T(OOO) _ET(loO) + TT(ZOO)} = |:T(000) + ET(IOO) + TT(ZOO):|
(p.g+Lr) (p.g.r)
<T %p=—h/2 :< %,=h/2
h h? (p.a+Lr) h h2 (p.a.r) ( 2.32 )
|:T(OOO) _ET(Olo) + TT(ozo)} = |:T(OOO) + ET(Olo) + TT(ozo)}
(p.q.r+l) (p.a.r)
<T Xa=-1/2 :< %=l/2
| 2 (p.a.r+1) | 12 (p.a.r) (2.33)
|:T(000) ~5 oo +ZT(002)} = |:T(000) +E-I-(om) +ZT(002)}

Para as células pertencentes ao contorno da estrutura, tém-se as seguintes equacdes a

depender das condigdes de contorno do problema:

Bordo Esquerdo (BE):

<Q1 |;f:q_;;2 =0ge

<T |(;:q_;;z =Tee (2.34)
(0", =hge (T2, 1)

Bordo Direito (BD):

<q1 ;::1/2 =0gp
(TS =T (2.35)
(0,747 =g (T[22 720

Bordo Inferior (BI):

<q2 |(p'q;;2 =0

Rp=—

(T, =Ty (2.36)

(@l =T, =72
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Bordo Superior (BS):

(8,172 =,

(TS =Tes (2.37)
(0] "41) = s (T[40 1)

Bordo Posterior (BP):

<q3 |(gs’_q’|r/)2 =0gp

(T, =Tep (2.38)
(o, =T, -7
Bordo Anterior (BA):

<q3 |(ii):ql/r2) =0ga
(TS =Te (2.39)

ol -nrizn 1)

%=lj2 o

onde g, e T, sdo o fluxo de calor e a temperatura do bordo, respectivamente, e h, e T.® sdo o

coeficiente de conveccado térmica e a temperatura do meio envolvente ao bordo, nesta ordem.
Assim, tém-se sete coeficientes do campo de temperatura a se determinar por célula e sete
equacles (2.21) e (2.28)a(2.39), as quais podem ser organizadas matricialmente da seguinte

forma:
KT=1 (2.40)

onde k € uma pseudo-matriz de condutividade térmica global da estrutura, contendo
informacfes da geometria e das condutividades térmicas das células que compdem o modelo
estrutural, T um vetor com as informagGes das condi¢Ges de contorno do problema e T um

vetor formado pelos coeficientes dos campos de temperatura das células, dado por:
T=[T, | Mt | (2.41)
sendo:

(p.ar) _ (p.q.r)
T - [T(OOO) ’T(100) 'T(om) vT(001) 'T(200) 'T(ozo) vT(002) ] (2.42)
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Os resultados da analise podem ser avaliados em termos médios em cada célula,
localizando esta informacdo no centro geométrico da célula. Neste sentido, a temperatura e o

fluxo de calor podem ser calculados para cada célula através das seguintes expressdes:

/2 eh/2 pd/2 i dt — kT
ql dhl -1/2 h/ZJ-d/Z dx; dx,dx; = —k; (100)

12 ¢h/2 ed/2 o
q2 th |/th/2 _d/zqzdxldxzdx3 = —K,To10)

2.43

/2 ch/2 pd/2 0.0 dx.d T ( )
q3 dhl J.'/ZJ-h/ZJ.d/z X 0X,0X5 = —K3 1 (00g)

1/2 ¢h/2 ed/2 iz

th '/2~[h/2J.d/z dx, _T(OOO)

Para a realizagdo de uma analise em regime transiente, pode-se utilizar uma estratégia
incremental no tempo, onde a equacdo de balanco de fluxo de calor (2.1 ) pode ser expressa em
termos dos coeficientes do campo de temperatura por:

k-1
T(000)

-
— 3k Ty — 3K, : Tz — 3K, X oy + P 'C (000 (000 _

A =0 (2.44)

onde At é o incremento de tempo e k representa o passo atual da analise. Nesta equacdo, adota-
se a seguinte aproximagao:
(AT) Ty ~ Toony

ar AT _(aT) (245)
ot At At At

Na equacdo ( 2.44 ), o sobrescrito k-1 dos parametros do material indica que, na execugdo
do passo k da andlise incremental, estes parametros podem ser avaliados com base no campo de
temperatura do passo incremental anterior k-1. Da mesma forma, pode ser realizada uma analise
em regime estacionario considerando a dependéncia das propriedades do material em relacdo a
temperatura. Neste caso, pode-se adotar uma estratégia iterativa que consiste na execucdo de
uma sequéncia de andlises, onde em cada uma delas sdo utilizados os parametros do material
calculados com base no campo de temperatura resultante da analise anterior, até que se atinja a

condicdo de convergéncia dos mesmos.
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2.3.2. Analise Mecanica Elastica Tridimensional

Como mencionado anteriormente, na formulacdo para analise mecénica, 0 campo de
deslocamentos em cada célula é aproximado por polinémios quadraticos nas coordenadas locais,

dados pelas seguintes expressoes:

o = _ 1(,_, d?
u, = U1(000) + X1U1(100) + X2U1(010) + X3U1(001) +E 3X1 R U1(200)

4
(., h oo I
+ §(3X22 - TJUHOZO) + §(3X32 - ZJU 1(002)

_ _ _ 1(,. ., d?
Uy =U 5 000) + XU 20100y + XU 2010) + XU 5001 +§ 3% —— U0

4
1(,_, h? (., I?
"'_(3)(22 _Ijuz(ozo) +§[3X32 _ZJUZ(OOZ)

(2.46)

- = _ (., d?
u; = U3(000) + X1U 3(100) + qu 3(010) + X3U 3(001) + 5(3)(12 _T]U 3(200)
(.., h? 1, I?
"'5(3)(22 _T]U 3(020) +E(3X32 _Z]U 3(002)

onde valores U, , representam os coeficientes do campo de deslocamentos a serem

determinados.
Substituindo-se a equacdo (2.46) em (2.6), obtém-se as seguintes expressdes para as

componentes do campo de deformagdes em termos dos coeficientes do campo de deslocamentos:

ou, o
En=-_= U1(100) + 3X1U1(200)
X,
ou, o
Ep="=U 20010) T 3quz(ozo)
ox,
ou, o
=" = U3(001) + 3X3U 3(002)
0%,
(2.47)
ou, Ou, o o
Vo3 = 2523 =—+—_—=U 20001 T 3X3U 20002) T U3(010) + 3X2U 3(020)
0%, OX,
ou; 0Ou, o o
Y13 = 2513 =—+t__-= U1(oo1) + 3X3U1(002) + U3(100) + 3X1U 3(200)
oX; OX)
ou, au, o o
Y12 = 2512 =—_—t__—== U1(010) + 3X2U1(020) +U 2(100) 3X1U2(200)

X, OX
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Assim, utilizando-se a relacdo constitutiva (2.7 ) e as expressdes ( 2.47 ), as equaces de
equilibrio ( 2.4 ) podem ser escritas, em funcdo dos coeficientes do campo de deslocamentos, na
forma:

3CU 1(200) — r1T(100) + 3C66U1(020) +3C,U 1002) T b, =0
3CeU 2(200) T 3C,,U 2(020) F2T(010) +3C,U 20002) T b, =0 (2.48)

3Cs:U 5200) +3C 40U 5020y +3C33U 3002y — 5T 00y +0; =0

Nas equacdes de equilibrio ( 2.48) foram utilizadas as seguintes aproximacdes para 0s
gradientes térmicos:

ar _[Jer

6x 6x = Tam)

or _Jer

X, <ax> T (249)
ar <aT> oo

ax oX.

As componentes do campo de deslocamentos, dadas pelas equagfes ( 2.46 ), podem ser

avaliadas em termos médios nas faces da célula, resultando nas expressdes abaixo:

V2 e d d?

(u, =2 ™ ) .[|/2Ih/z A%, X5 = U 000 iEUmom +TU|(200)
/2 pd/2 h h? .

<u %y=thj2 dl J.|/2J.d/2 i '(000) * 2Ui(010) +7Ui(020) (i=123) (2.50)
h/2 d/2 dx dx | |?

<U Ry=tl/2 dhjh/z _d/2 U X X |(000)i§Ui(001)+ZUi(002)

Da mesma forma, usando-se as equacOes (2.7 ) e (2.47 ), as componentes do tensor de

tensdes podem ser avaliadas em termos medios nas faces da célula pelas seguintes relacoes:

/2 eh/2
< 1l|xr+d/2 hi I|/2.[h/2 ud

3 (2.51)
= CpUig00) T 2 5 €U 500) +C1oU 5010 + CigU s 0n) — <AT |¥1:id/ 2
1 (/2 eh2 oo
<012 x=td/2 ﬁL/z I—h/Z 010X, 0%, (2.52)

3
C66U1(010) +CgU 2(100) 2 Cest 2(200)
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1 (2 ¢y e
<O'13 |y1=id/2 = HJ.I 2 J.h 2 030X, 0%,

-1/2 J-h/2
.3 (2.53)
C55U1(001) + C55U 3(100) 2 Cs5dU3(200)
/2 pd/2 o
<O-21 X2—+h/2 dl J. |/2J. d/2 21dX1dX3
3 (2.54)
C66U1(010) 2 CeshU1(020) + Cesu 2(100)
/2 pd/2
<Gzz %=:h/2 ~ g j|/2jd/2 20
3 (2.55)
= C12U1(100) +CU 2(010) + Eczzhu 2(020) T C23U 3(001) I, <AT |;2:ih/2
/2 pd/2
<O'23 X=th2 dl J‘I/ZJ-d/Z 20
3 (2.56)
=C,U 2(001) T C,U 3(010) C44hU 3(020)
h/2 pd/2 %
< 31|X3—+|/2 th‘h/ZJ-d/Z adX,dx,
3 (2.57)
= C55U1(001) * ECSSIUl(OOZ) +CgU 3(100)
h/2 ed/2 o
<032 Xg=+l/2 dhjh/zjd/z 0% A%,
3 (2.58)
= C44U 2(001) + E C44| U 2(002) T C44U 3(010)
h/2 pd/2
< 33|X3 =#l/2 dhjh/zjd/z 20
3 (2.59)
= C13U1(100) + Czsu 2(010) T C33U 3(001) + Ecaslus(ooz) - 3 <AT |;3:i| /2

Além das equacdes de equilibrio (2.48 ), sdo necessarias outras dezoito equacdes para a
determinacdo dos vinte e um coeficientes do campo de deslocamentos em cada célula. Estas
equacOes adicionais sdo obtidas compatibilizando-se, em termos médios, as componentes dos
campos de deslocamentos e de tensdes nas faces comuns de células vizinhas. Portanto, usando as

equacOes (2.50) a (2.59), as referidas condi¢des de compatibilidade s&o as seguintes:

(p.q.1)

(p+La.r) _<
T\ Ix=d/2

<ui %=-0/2

d q2 (p+La.r) d q2 (p.q.r) ( 2.60 )
Ui(OOO) _Eui(loo) +7Ui(200) = Ui(OOO) +EUi(100) +7Ui(200)




(s =

" 2 (p.air) " 2 (p.ar)
|:Ui(000) _Einm) +7Ui(020):| = |:Ui(000) JrEui(om) "‘Tui(ozm}

(u [P = ([

| 2 (p.q.r+l) | 2 (p.a.r)
|:Ui(000) _Eui(om) +ZUi(OOZ)} = |:Ui(000) JrEUi(om) +ZUi(ooz)}
< |(p—l,q,r)_< |(p,q,r)
Oulgmgy = \O1lg—u2
_l' ,
| CU 3CdU C,uU C,.U [ (AT e
sl 1 1(100)"'5 11 1(200)"' 12 2(010)+ 13%~3(001) 1< |i1:d/2

(p.g.r)

3
= {Cnu 1(100) E ClldUl(ZOO) + C12U 2(010) + C13U 3(001) Fl <AT

<012

3 (p_lvqrr)
{Ceeu 1010) T C66U 2000) T E CeadU 2(200) }

(p.q.r)

(p-1q.r)
_< 12 [g ——d/2

%=d/2

3 (p.a.r)
= |:066Ul(010) + C66U 2(100) E Cest 2(200) }

<013

3 (p_quvr)
|:C55U1(001) + C55U 3(100) T Ecssdus(zoo)}

(p.a.r)

(p-Lar) <
13 I%=—d/2

%=d/2

3

(p.a.r)
= ‘:C55U 1(001) + C55U 3(100) E Csst 3(200) :l

<O' |(D,q—1,r) _<O_ |(pvq,r)
2llg,=h/2  — \7 21lg,=—h/2

3 (p.g-Lr)
I:C66U1(010) + E CGGhul(OZO) +CgeU 2(100) }

3 (p.a.r)
= I:C66U1(010) - ECGGhUI(OZO) + C66U 2(100)}
<O' |(p,qfl,r) —<O' (p.a.r)
22 |x,=h/2 T \7 22 |x,=—h/2

(p.g-1r)
3
‘:CmU 1(100) + szu 2(010) + E szhU 2(020) + C23U 3(001) 1ﬂz <AT |y2:h/2 }

(p.a.r)
3
= ‘:CHU 1(100) + szu 2(010) — E szhU 2(020) + C23U 3(001) F2<AT x2=h/2}

19

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)
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< (p.a-Lr) _< (p.q.1)
2lg,=hj2  ~ \723x,—h/2

3 (p.g-Lr)
|:C44U 20001) T C44U 3010) T E C44hU 3(020) } (2.68)

3 (p.a.r)
= |:C44U 2000 T C44U 3(010) — E C44hU 3(020) }

<031 |;s:,?/,;_1) = <O'31 |(xs:i|r/)z

3 (p.g.,r-1)
{C55U1(001) +EC55|U1(002) + C55U 3(100)} ( 2.69 )

3 (p.a.r)
= |:C55U1(001) - EC55|U1(002) + C55U 3(100)}

(p.q.1)

(p.a.r-1)
= < 32 [g,—1/2

<U 32 |x3=|/z =\0:

3 (p.g.r-1)
|:C44U 2(001) T 2 CaalU2002) + CaaU3010) :| (2.70)

3

(p.a.r)
= |:C44U 2(001) — E C44| U 2002) T C44U 3(010) }

< (p.a.r-1) _< (p.a.r)
Blgg=ljiz N7 3Blg=-1/2

(p.a,r-1)
3
|:C13U 1(100) + C23U 2(010) + C33U 3(001) + EC33IU3(002) - Fs <AT |X3|/2} ( 271 )

3

(p.a.r)
= {CBU 1(100) + C23U 2(010) + C33U 3(001) E C33I U 3(002) F3<AT |X3__|/2}

Para as células pertencentes ao contorno da estrutura, tém-se as seguintes equacdes a
depender das condigdes de contorno do problema:

Bordo Esquerdo (BE):
< | |(p,q,r) —yBE

ilx=-dp2 ~ i
(2.72)
(p.a.r) _ _BE
< li |i1:—d/2 T
Bordo Direito (BD):
< _ |(p,q,r) _ | BD
i 1%=d/2 i
(2.73)

01032 ="
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Bordo Inferior (BI):

<U- |(p,q,r) _ UABI
I

X,=—h/2 — i
(2.74)
(p.ar) _ _BI
< 2i |i2:—h/2 i
Bordo Superior (BS):
(p.a.r) BS
< i|22:h/2 =U;
(2.75)
(p.a.r) _ _BS
< 2i |§2:h/2 T
Bordo Posterior (BP):
(p.a.r) BP
< i |23:-|/2 =U
(2.76)
(p.a.r) _ _BP
<o-3i Kg=—lj2 — 3
Bordo Anterior (BA):
(p.a.r) BA
< i|23:|/2 =U;
(2.77)
(p.ar) _ _BA
< 3i |¥3:I/2 TS

onde u’ e aﬁ (J=1, 2 ou 3 ) sdo as componentes do campo de deslocamentos e de tensdes,

respectivamente, atuantes no bordo.
Assim, tém-se vinte e um coeficientes do campo de deslocamentos a se determinar por
célula e vinte e uma equac@es (2.48 ) e (2.60) a ( 2.77 ), podendo-se organizar matricialmente o

problema da seguinte forma:

KU=f (2.78)

onde K é uma pseudo-matriz de rigidez global da estrutura, contendo informacdes da geometria
e das propriedades mecéanicas das células que compdem o modelo estrutural, f um vetor com as
informacgdes das condic¢des de contorno do problema e dos efeitos da variacdo de temperatura e

U um vetor formado pelos coeficientes do campo de deslocamentos das células, dado por:
U=|ut gt | (279)
onde:

yran = [U i(000) U i(100) U i(010) U i(001) U i(200) U i(020) U i(002) ](p,q,r) (i=123) (2.80)
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Os resultados da analise mecanica também podem ser avaliados em termos médios em

cada ceélula, localizando estas informagdes no centro geométrico da célula. Neste sentido, os

deslocamentos, as deformacdes e as tensdes podem ser calculados da seguinte forma:

Deslocamentos:

/2 phj2 pd/
‘ dhl .[Ivzz..‘hh/zz.[dd/zz i

Deformagoes:
811 dhl jlszjhrijzjdjjz én
822 ~dnl J.IT/Zz J.hri/zz jdd//zz 2
833 dhl .r|//22 .[hrf/zz .[dd//zz €3

/2 J‘h/z d/2 .

723 dhl L/z h/2 d/27/23

713 dhl Ilsz.[hrijz dd//zz

7’12 dhl .[If/zz.'.hrf/zz —dd//22
Tensdes:

11 dh| III//ZZIZ/ZZ dd//zz
622 dh| J-If/zz.‘-hri/zz dd//zz
633 dhl jlf/zzjhrsz dd//zz

23 dhl J‘If/zz J-hri/zz —dd//zz
0-13 dhl Ilsz J‘hri/zz —dd//zz

0-12 dhl-['/z h/2 d-d/2

=U 20001 T u 3(010)
7,,0% dX,dX,

1(001) +U 3(100)

7120% 0%, 0% = U, 510y +U 5109

0y, d%dx, Y = C11U1(100) + C12U2(01o) +CU 3(001)
0, 0% dX, 7 = C21U1(100) +CU 2(010) T CxU 3(001)

03,0%,dX,dX,
00%,dX,dX; =C,, (U 20001 T U 3(010) )

0,,0%,dX,dX; = Cyg (U 1001 T u 3(100) )

2 ohj2 ed/2 o
'[ I 0,d%,dX,dX; = Cse(Ul(om) +U2(100))

= C31U 1000) T C32U 20010y T C33U 3(001) F3<AT>

(2.81)
(2.82)
[(AT)
I,(AT)
(2.83)
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2.4. Formulac¢ao Bidimensional da Teoria de Volumes Finitos

A formulagédo apresentada a seguir tem como base um modelo numérico para analise
termo-elastica bidimensional de materiais compaositos, em regime estacionario, apresentado por
Aboudi et al. (1995). Na versao aqui apresentada, o referido modelo € estendido para permitir a
analise em regime transiente e simplificado por ndo utilizar o conceito de sub-células usado na
formulacéo original (Aboudi et al. 1995).

Para realizacao da analise, a estrutura é discretizada em células retangulares, como ilustra
a Figura 2.5. A discretizacdo é constituida por NyNgy células, onde N, e Ny representam os

nameros de células correspondentes aos intervalos 0<x, <D e 0<x, <H, respectivamente,

com dimensdes definidas pelas equacbes (2.16 ) e (2.17).

X, A
A
a
hiq}
drw
v Y/
’
< D // > X,

X, I_._

X

célula
Figura 2.5 — Sistema de coordenadas globais e locais da estrutura discretizada.

Os campos de temperatura e de deslocamentos sdo aproximados por polinbmios
quadraticos expressos em termos das coordenadas locais X, e X,, com origem localizada no

centro geométrico da celula ( Figura 2.5).
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2.4.1. Analise Térmica Transiente Bidimensional

Conforme mencionado acima, para realizacdo da analise térmica, a formulagdo admite
como aproximacdo, um campo espacial de temperatura em cada célula definido por um

polinbmio quadréatico expresso nas coordenadas locais, dado por:

d? 1(,2 h°
T =Ty + X Ty + X, Tiopy += 5 (3x1 —T]T(zo) - E(3x§ - TJT(OZ) (2.84)
onde valores T, representam os coeficientes do campo de temperatura a serem determinados.

Utilizando as equacdes (2.2) e (2.84 ), resultam as seguintes expressdes para os fluxos

de calor em funcéo dos coeficientes do campo de temperatura:

oT _
0, =k x = _kl(T(lO) + 3X1T(20))
1
- (2.85)
d, =k, 87 =—k, (T(01) + 3721-(02))
2

Logo, usando as equagdes ( 2.85), a equagéo de balanco de fluxo de calor ( 2.3 ) para o
caso de uma analise em regime estacionario pode ser expressa em termos dos coeficientes do

campo de temperatura da seguinte forma:

—3K,T o0 — 3K, T = O (2.86)

A temperatura e o fluxo de calor podem ser avaliados em termos meédios nas faces da

célula, resultando nas relagdes abaixo:

Ll 3
<ql| =402 | .[_h/z a,dx, =k [ ot dT(ZO)j

1 d2 _ 3
<q2 |XZ:ih/2 = q a2 q,dx, = _kz(T(on J—rEhT(oz)j

(2.87)
h2 . d d?
x1—+d/2 —h h/ZTd Ty * 2 - Tao * TT(zo)
1 a2 h h?
<T |i2:ih/2 = EL,/ZTXm =T(oo) iz (01) JrT-r(oz)
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Além da equacdo de balanco de fluxo (2.86), sdo necessarias outras quatro equacdes
para a determinacdo dos cinco coeficientes do campo de temperatura em cada célula. Tais
equacdes podem ser obtidas atraves da compatibilizacdo, em termos médios, da temperatura e do
fluxo de calor nas faces comuns de células vizinhas. Assim, usando as expressdes ( 2.87 ), as

seguintes equacdes de compatibilidade podem ser escritas:

(p.a) (p-10)
<ql %,=—d/2 = <q1|21=d/2
3 (p.0) 3 (p-La) (2.88)
{— kl(T(m) - E dT(ZO) H = {— kl(T(lo) + E dT(20) ﬂ
r) (p.a-1)
<q2 |22:_h/2 - <q2 |¥2:h/2
3 (p.a) 3 (p.a-1) (2.89)
{— k2 [T(on — E hT(oz) H = |:— k2 [T(m) + E hT(OZ) H
(p+1.0) (p.0)
<T %=d/2 < %=d/2
(p+Lq) (p.9) 2.90 )
d d’ d d? (
{T«m - ET(lo) + TT(zo) } = {T(om + 5 o) + TT(zo) }
(p.a+) (p.)
<T Sp=-h/2 < %,=h/2
(p.g+1) (p.a) 2.91)
h h? h h? (
{T(OO) - ET(Ol) + TT(oz) } = {T(OO) + ET(Ol) + TT(oz) }

Para as células pertencentes ao contorno da estrutura, tém-se as seguintes equacdes a

depender das condigdes de contorno do problema:

Bordo Esquerdo (BE):

(p.9)
<q1 ;jd/z = Oge
(p.a)
<T %=—d/2 =Tee (2.92)

(@0, =hee (T2, ~77)

Bordo Direito (BD):

<q1|(;:3;2 = Oeo
(TS, =Teo (2.93)

oo =TI, 1)

%=d/2

(o
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Bordo Inferior (BI):

<q2 |;§;q_)h/2 = (g

(T, =Ta (2.94)

X,=—h/2
<q2 |§’(s;q_)h/2 = hBI (<T |(yj;q_)h/2 _TooBI )

Bordo Superior (BS):

(p.a)

<q2 |Yf:c:1/2 = Oss
(p.a)

<T X,=h/2 = TBS ( 295 )

(@l =hTL -77)

onde g, e T, sdo o fluxo de calor e a temperatura do bordo, respectivamente, e h, e T2 sdo o

coeficiente de conveccédo térmica e a temperatura do meio envolvente, nesta ordem.
Assim, tém-se cinco coeficientes do campo de temperatura a se determinar por célula e
cinco equacdes (2.86) e (2.88) a (2.95), as quais podem ser organizadas matricialmente da

seguinte forma:

kKT=1 (2.96)
onde k € uma pseudo-matriz de condutividade térmica global da estrutura, contendo
informacgBes da geometria e da condutividade térmica das células que compdem o modelo

estrutural, T um vetor com as informacGes das condi¢es de contorno do problema e T um

vetor formado pelos coeficientes do campo de temperatura das células, dado por:
T=[reo, T (2.97)
sendo:

, (p.a)
T = [T(OO) ’T(lO) 1T(01) ’T(20)7T(02)] P (2.98)
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Os resultados da andlise podem ser avaliados em termos médios em cada célula,
localizando estas informacGes no centro geométrico da célula. Neste sentido, a temperatura e o

fluxo de calor podem ser calculados através das seguintes expressoes:

h2 ed/2
l dh J.h/Zvl.d/Z le(lO)
h/2 d/2
h/Zj d/2 = KTy, (2.99)
h2 ed2 _
2 _[ d/ZTXmdX2 =T

Para a realizagdo de uma analise em regime transiente, pode-se utilizar uma estratégia
incremental no tempo, onde a equacdo de balanco de fluxo de calor (2.3 ) pode ser expressa em

termos dos coeficientes do campo de temperatura por:

k k-1
T(OO) B T(OO)

0 (2.100)

= 3K, Ty — 3K, "Tpiy + PFCH

onde At é o incremento de tempo e k representa o passo atual da anélise. Nesta equacdo, adota-

se a seguinte aproximagao:

aT AT <AT> _ T(EO) —T(Ec?)l

_ (2.101)
At At At

Na equacdo (2.100), assim como acontece na analise tridimensional, o sobrescrito k-1
dos parametros do material indica que, na execucdo do passo k da analise incremental, estes
parametros podem ser avaliados com base no campo de temperatura do passo incremental
anterior k-1. Da mesma forma, pode ser realizada uma andlise em regime estacionério
considerando a dependéncia das propriedades do material em relagdo a temperatura. Neste caso,
pode-se adotar uma estratégia iterativa que consiste na execugdo de uma seqiéncia de analises,
onde em cada uma delas séo utilizados os parametros do material calculados com base no campo
de temperatura resultante da anélise anterior, até que se atinja a condigdo de convergéncia dos

mesmaos.
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2.4.2. Analise Mecanica Elastica Bidimensional

Como mencionado anteriormente, na formulagdo para analise mecénica, 0 campo de
deslocamentos em cada célula é aproximado por polinémios quadraticos nas coordenadas locais,

dados pelas seguintes expressoes:

o = 1(, , d? 1(.., h?
u, = U1(00) + X1U1(10) + X2U1(01) +E 3X1 _T U1(20) +E 3Xz _I Ul(02)
(2.102)
- = 1(,, d? 1(,_, h?
u, = U2(00) + X1U 2(10) + X2U 2(01) +§[3X12 _TJU 2(20) +§[3X22 _TJU 2(02)

onde valores U, , representam os coeficientes do campo de deslocamentos a serem

determinados.
Substituindo-se as equagdes ( 2.102 ) em ( 2.6 ), obtém-se as seguintes expressdes para as

componentes do campo de deformacdes em termos dos coeficientes do campo de deslocamentos:

ou, _
&y =—=U, +3XU
11 ox, 1(10) 1~ 1(20)
ou o
Ep = a__z =U 201 T 3X2U2(02) (2.103)
X,
ou, au, o o
V. =2-¢ :T—'—__:U +3x,U +U +3x,U
12 12 ox, | ox, 1(01) 2 1(02) 2(10) 1Y 2(20)

Assim, utilizando-se a relacdo constitutiva ( 2.11) e as expressdes ( 2.103 ), as equacdes
de equilibrio (2.10) podem ser escritas, em funcdo dos coeficientes do campo de

deslocamentos, na forma:

3011U1(20) - rlT(lO) + 3GU1(02) + b1 =0

(2.104)
3GU, 40 +3Co U500 ~ T oy +b, =0

Nas equacdes de equilibrio (2.104 ) foram utilizadas as seguintes aproximacgdes para 0s

gradientes térmicos:

oT oT
— =) =T
ox, \0X,

(2.105)
ot [T\ _+
X, \oX, o)
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As componentes do campo de deslocamentos, dadas pelas equagdes ( 2.102 ), podem ser

avaliadas em termos médios nas faces da célula, resultando nas relacdes abaixo:

1z d d?
<ui |¥1:1rd/2 :Fj-h/zui X, =Vio0) iEui(lo) +7Ui(20)
(i=12) (2.106)
1 cd2 h h?
<ui |¥2:ih/2 = ELj/zui X = Yioo) J—“Einl) +7Ui(02)

Da mesma forma, usando-se as equagdes (2.11) e (2.103), as componentes do campo

de tensdes podem ser avaliadas em termos médios nas faces da célula, resultando em:

1 h2 _ 3
<O-11 |¥1:id/2 = F 2 o,,dx, =C,U 110) T Eclldul(ZO) +CpU 200 — F1<AT |¥1:ird/2
1 2 _ 3
<O'12 |§1:id/2 = F 2 o,,dX, = GU1(01) + GUZ(lO) + EGduz(zo)
(2.107)
1 pd2 _ 3
<O'21 |;2:ih/2 = H a2 0, 0%, = GU1(01) iEGhUl(OZ) + GU2(10)
1 a2 = 3
<O'22 Geth/2 E 42 0%, = C21U1(10) +CuU 2(01) iEczzhuz(m) - F2<AT Zy=th/2

Além das equacdes de equilibrio (2.104 ), sdo necessarias outras oito equacfes para a
determinacdo dos dez coeficientes do campo de deslocamentos em cada célula. Estas equacdes
adicionais sdo obtidas compatibilizando-se, em termos médios, as componentes dos campos de
deslocamentos e de tensdes nas faces comuns de células vizinhas. Portanto, usando as equaces

(2.106) e (2.107), as referidas condi¢des de compatibilidade séo as seguintes:

(u [0 = (",

g 42 (p+19) g 42 (p.0) (2.108)
" Uion) _Eui(lo) +TUi(20) =| Ui JrEUi(m) +7Ui(20)

< i |(x§:c:1/)2 :< i |Ez§:c:1)/2

h h2 (p.a+1) h h2 (p.a.r) (2.109)
Ui(OO) _Eui(on +7Ui(02) = Ui(OO) +§Ui(01) +7Ui(02)



30

< (p-19) _< (p.a)
Wlg=d/2 ~ \T1llg=—d/2

3 (p-La)
|:C11U 1(10) + Eclldul(zo) + C12U 2001 — F1<AT |X1_d/2} ( 2.110 )

(p.9)
3
= |:C11U 1(10) — E ClldU1(20) + C12U 2(01) — F1<AT |X1_d/2}

(ol ey =(oul",

3 (p-19)
|:GU1(01) +GU ) +§Gdu2(20)} (2.111)

3

(p.9)
= |:GU1(01) +GU 2(10) _EGdU 2(20)}

<G 21 |;::2) = <‘721 |(Yf;q—)h/2

3 (p,g-1)
|:GU1(01) +EGhU1(02) + GUZ(lO):| (2.112)

3

(p.a)
= [GU1(01) _EGhul(OZ) + GUZ(lO):|

<022 |(i§j1;) = <022 |§7§j—)h/2

(p.a-1)
3
|:C12U1(10) + C22U2(01) +§C22hU2(02) _F2<AT |X2h/2} (2.113)

(p.9)
3
= [CHU 1(10) + C22U 2(01) — E szhU 2(02) 1ﬂz <AT |X2__h/2:|

Para as células pertencentes ao contorno da estrutura, tém-se as seguintes equacdes a

depender das condigdes de contorno do problema:

Bordo Esquerdo (BE):

(2, =u*

(2.114)
(p@) _ _BE
< li |Y1=—d/2 e
Bordo Direito (BD):
<ui (X1p=:)/2 - uiBD
(2.115)

(ouly e =i
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Bordo Inferior (BI):

(p.9) BI
<ui |¥2:—h/2 = Ui
(2.116)
(p) _ Bl
<62i |¥2:—h/2 = Oy
Bordo Superior (BS):
(p.a) BS
<ui |i2:h/2 =i
(2.117)
< _|(p,q) _ BsS
2i %p=h/2 2i

onde u;’ e ajBi (J=1 ou 2 ) sdo as componentes do campo de deslocamentos e de tensdes,

respectivamente, atuantes no bordo.
Assim, tem-se dez coeficientes do campo de deslocamentos a se determinar por célula e
dez equacdes ( 2.104 ) e (2.109 ) a ( 2.117 ), podendo-se organizar matricialmente o problema

da seguinte forma:
KU =f (2.118)

onde K é uma pseudo-matriz de rigidez global da estrutura, contendo informacdes da geometria
e das propriedades mecanicas das células que compdem o modelo estrutural, f um vetor com as
informacdes das condicdes de contorno e dos efeitos da variacdo de temperatura e U um vetor

formado pelos coeficientes do campo de deslocamentos das células, dado por:

U=y, .yt (2.119)
onde:
Ut = [Ui(OO)1Ui(10)’Ui(Ol)’Ui(ZO)’Ui(OZ)](p’q) (1=12) (2.120)

Os resultados da analise mecanica também podem ser avaliados em termos médios em
cada célula, localizando estas informagdes no centro geométrico da célula. Neste sentido, 0s
deslocamentos, as deformacdes e as tensdes podem ser calculados como segue:

Deslocamentos:

h/2d-d/2

1 b2z
<ui>:% I u;d%,dx, =U, o (2.121)
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Deformacdes:

h2 ed/2
‘911 :dhj.h/zj-d/? 11 :U1(10)
h2 ed/2
&) dhjh/z [, E220%,0%, =U (2.122)
1 ¢h/2 ed/2
<712>:%j_h/2 _d/z?/lzd xdx, U1(01) +U2(10)
Tensdes:

1 ph/2 pd/2 -
<O'11> = %J‘—h/z a2 o,,dx dx, =C,U 110y T CpU 2(01) — <AT>

h/2 pd/2

<022 dh .[ h/2 —d/2 GZZdYIdYZ = C21U1(10) + CZZU 2(01) - FZ <AT> ( 2123 )

12 dh J.hé/zz J-d(:/zz O1 =G (U 1oy T U 2(10) )

Também pode ser calculado o valor médio da tensdo ou da deformacdo na direcéo 3, para
0 caso de estado plano de deformacdo ou de tensdo, respectivamente, como mostrado nas
equacOes (2.14)e (2.15):

(02) = V(<‘711> + <0'22>)_ Ea(AT) (2.124)

<£33>:—é(<011>+<0'22>)+ a<AT> (2.125)

2.5. Formulac¢ido Paramétrica Bidimensional da Teoria de Volumes Finitos

A formulacdo apresentada a seguir se trata de uma contribuigédo deste trabalho, elaborada
para permitir uma maior flexibilidade na geracdo da malha em relagdo ao modelo convencional,
que usa células com forma necessariamente retangular. Esta nova proposta € bastante adequada
para analise de estruturas com contornos irregulares ou curvos. Além disso, a nova formulacao
proporciona uma consideravel reducdo do tamanho do problema em relacdo ao ndmero de
incOgnitas, as quais passam a ser os valores médios dos campos de temperatura ou de
deslocamentos nas faces das celulas e ndo mais os coeficientes dos polindmios de aproximacao
dos referidos campos, como feito na formulacdo convencional. Vale ressaltar que o
procedimento utilizado para obter tal reducdo de incognitas também foi adotado em Bansal e
Pindera (2003).
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Como no metodo dos elementos finitos, a presente formulacdo exige a geracdo de uma
malha constituida por células quadrilaterais, onde a geometria e a localizacdo de cada célula sdo

definidas pelos quatro nds dos vértices e pelas quatro faces, como mostra a Figura 2.6.

Sa
(-1,1) (1,1)

(.\‘4 ’}'4 ) F3 {x-“ ;_l'.;)

-V
—

F2

(-1,-1) (1,-1) Yy

Fl

(x, y,l':)

Figura 2.6 — Parametrizacdo da célula.

Na parametrizacdo da geometria da celula sao utilizadas as seguintes funcdes de forma:

N,(7.6)= A=)

N,(7,)= 7 @+ )2~ )

. (2.126)
Na(7,)=7 L +7)1+ )
N, (7,6) =5 @-n)L+ )
Deste modo, é possivel escrever as seguintes relacdes:
X(7, €)= Ny (7, €)%, + N, (17, )%, + Ny (17, €)%, + N, (17, £)x,
(2.127)

y(ﬂlég): Nl(n,f)yl + Nz(naf)yz + Ns(nlég)ys + N4(’71§)y4
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Aplicando-se a regra da cadeia, obtém-se a expressdo abaixo para as derivadas de um

campo qualquer F em relacdo as coordenadas paramétricas:

oF _OF ox  oF oy

on oOx oOn 0oy on

(2.128)
oF _oF ox_ OF &y

O  OX OF 0Oy OF

As equac0es ( 2.128 ) podem ser representadas matricialmente da seguinte forma:

F)  (oF
on | _ y) ox
oF [~ oF (2.129)
0¢ oy

onde J ¢é a matriz Jacobiana, dada por:

o oy
|on on| |ATAS A4+A5§i|
J= -
x {AwAzn A+ AT (2.130)
08 OF
sendo:
Alzl(—x X, X — X, )
4 1 2 3 4
A=l =%+ %, x,)
4 2 3 4
A%:%(_&_X2+X3+X4)
(2.131)

1
A4 =Z(_ y1+y2+y3_y4)

1

As =Z(yl_y2+y3_y4)
1

A=Y=V +Ys+Y,)

4
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Na formulacdo apresentada a seguir, admite-se um valor constante para a matriz

Jacobiana, que pode ser avaliada de forma aproximada para qualquer ponto dentro da célula
COMO segue:

RS TN NN

(2.132)
A A
Assim, a inversa da matriz Jacobiana pode ser estimada por:
A A
ATyt A A 2.133
W=l A A (2133)
A A
onde:
A= AR = AA, (2134)

Através da equacdo (2.129), pode-se escrever a seguinte relacdo entre as derivadas do
campo F:

oF| |k

ox | _¥)on

oy o0&

No caso de derivada segunda, ttm-se as seguintes expressoes:

O°F (= wO°F .- = 0°F (- 2O°F
F = (‘]11) F+ 23, ——+ (‘]12) Yyl

X n onog ¢
)F 0°F - - 0°F [~ - = - \0OF - - 0°F

= :‘J11‘J21_2+(‘J11J22+J12J21)—+J12‘]22 2 (2.136)

OXoy  Oyox on ono& o0&
0°F [+ vO°F .= = 0°F (- 2O°F
2 (‘]21) F*‘ 2*]21“]22—4'( 22) A2
oy n onog o¢
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Nesta formulacdo, faz-se necessario definir versores normais as faces da célula, como
mostra a Figura 2.7.

(xy.)

_________ (X35¥5)

(2)

(x,5y,)

(1)
n

Figura 2.7 — Versores normais as faces da célula.

As componentes destes versores podem ser calculadas da seguinte forma:

n® =n®j+ n§1)j = _sen(ﬁl)i - 008(9l )

n® =n®ij+ nf)j = COS(Hz)i + SEI’I(@Z ).]

(2.137)
n® =nPi+nlj=sen(6, )i+ cos(6,)j
n® =n®i+n®j=—cos(6, )i —sen(, )j
O que resulta nas seguintes relagdes utilizando as coordenadas dos vértices da célula:
n0 YooY KX j
L, L,
n@=Ya Yo, X% 7%,
L, L,
(2.138)
n®=Ye Y3y, Xa T g
L, L,
n® = Yay, XaTX

L4 L4
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)
(2.139)
)

2.5.1. Analise Térmica Transiente

As equacOes bésicas para a realizacdo de uma analise térmica bidimensional nas
coordenas globais x e y sdo:
Equacéo de balanco de fluxo de calor:

oq, od, oT
My 00 2.140
ox oy ot ( )

sendo g, e g, os fluxos de calor nas direcdes x e y, respectivamente, o a densidade do

material, C o calor especifico e t o tempo.

Lei de Fourier:

or
=—k —
% * OX
2.141
q. =k oT ( )
y y 6y

onde k, e k, sdo as condutividades térmicas nas direcbes x e Yy, respectivamente.

O campo de temperatura nas coordenadas paramétricas r e £ é admitido como sendo:
T =Ty +7T Ly 1), + (32 1)
= looy t77 (10)"‘5(01)"‘5 n - (20)"‘5 & =12 (2.142)

onde valores T , representam os coeficientes do campo de temperatura a serem determinados.
Os gradientes térmicos em relacdo as coordenadas paramétricas Sa0 expressos por:

oT
% =Tag) + 377T(20)

2.143
oT ( )

% =lop t 3é“l-(oz)
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Os valores médios destes gradientes nas faces podem ser avaliados da seguinte forma:

oT el
<% n=t1 2 J-_la_dg T(lO) * 3T(20)
(2.144)
oT 10T
<8_ :E _l%dfz (01)
n=t
<ﬂ -3 lﬁdﬂ:-r(m)
Mew 277071
(2.145)
oT
As equac0es ( 2.145 ) podem ser expressas matricialmente como segue:
<ﬂ Tao)
on 1 0 £3 0OJ|T,
n=t1 — (01)
<g {o 1 0 o} Tezo) (2.146)
85 n=t1 T(OZ)
<5_T Tao)
on 10 0 0T
g=t1| _ (0n)
<8_T {O 10 +3} Teo) (2.147)
aég E=t1 T(02)

Para o célculo dos valores médios nas faces dos gradientes térmicos em relacdo as

coordenadas globais x e y, pode-se utilizar a equacédo ( 2.135 ), como mostrado abaixo:

ar
OX
ar

|
5
|

<6T
_ —|\on
n=t1 =+1
=J g .
<aT (2.148)
n=t1 a§ n=+1

<8T
- —|\on
=l _ &=+l

=J :

<aT (2149)

E=%1 aé: E=+1
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De posse dos gradientes térmicos nas coordenadas globais, podem ser calculados os

valores medios nas faces dos fluxos de calor g, e q,, utilizando-se as equagdes ( 2.141 ), como

mostrado a seguir:

<ﬂ
<qX|77:+1 = OX =+1
T t=k (e (2.150)
{<qy 7]+1} <ﬂ
ay n=x1
<8_T
<q><|§=+1 —|\ox E=+1
. * (2.151)
{<qy .»;+1} <ﬂ
6y E=41
sendo:
o [k0
S0 -k, (2.152)

Nas equacOes abaixo, encontram-se as defini¢des de fluxos de calor medio normais as

faces da célula, onde sdo utilizadas as componentes dos versores expressos nas equacgoes
(2.137):

e ol
y

0, = {n)((Z) néz) }{ z:x |77:+1

(2.153)
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Com base nas equacgdes (2.146) a (2.153), e possivel encontrar uma matriz que
relacione um vetor com os fluxos de calor médio normais as faces da célula, equacdes ( 2.153),

com um vetor formado pelos coeficientes do campo de temperatura, equacgédo ( 2.142 ), como

segue:
O T(10)
|7
Gl_Zl @ (2.154)
d; T(20)
q, Tz
onde:
A =DCBA (2.155)

As matrizes A, B, C e D encontram-se no Apéndice A.

As temperaturas médias nas faces da célula podem ser avaliadas da seguinte forma:

Ter =(T |;:_1 = % J‘_lle 17 =Ty =Ty + To2)
Teo=(T |,7:+1 = %j_lleé =Tioo) + Taoy + Teao)
(2.156)
Teo =(T |.»;=+1 = %J‘_lle 17=Tio) + Tion +Tioz)
Teo =(T |,7=71 = %_f_lleﬁ =Too) =Ty + Tan)

As equac0es ( 2.156 ) podem ser expressas matricialmente como mostrado abaixo:

TFl 0 — 1 0 1 T(lO) T(OO)

Te, _ 1 0 1 0 T(01) N T(OO) (2.157)
TF 3 0 1 0 1 T(go) T(OO)

Tes -1 1 0J|T T

(02) (00)
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Para a equacado ( 2.157 ), tem-se a seguinte relagéo inversa:

T(10) 0 1/2 0 _1/2 TFl _T(OO)
T, -1/2 0 2 0 [|Te,—T
(01) _ 1/ 1/ F2 (00) ( 5 158 )
T(zo) 0 1/ 2 0 1/ 2 TF3 _T(OO)
T(02) 1/ 2 0 1/ 2 0 TF4 _T(OO)
Com base na equacéo ( 2.158 ), chega-se nas seguintes expressoes:
1
T(10) :E(TFZ _TF4) (2.159)
1
T(01) :E(TFS_TFl) (2.160)
1
Ti0) ZE(TFZ +TF4)_T(OO) (2.161)
1
Top = E(TFl +TFS)_T(OO) (2.162)

No que se segue, serdo necessarias as equacdes abaixo, que expressam derivadas

segundas do campo de temperatura em relacdo as coordenadas paramétricas:

0T
8_772 = 3T(20)
2
T _g (2.163)
onog
07T
og e

Nas equacdes abaixo, tem-se 0s termos da equacao de balanco de fluxo de calor (2.140)
em termos dos coeficientes do campo de temperatura, onde foram utilizadas as equagdes
(2.136) e (2.163):

o o°T T J.
% =k, W = [3(‘]11 )ZT(ZO) + 3(‘] 12 )ZT(OZ)]
: ~ (2.164)

Ey - _ky W - _ky [3(321 )ZT(zo) + 3(‘]_22 )ZT(OZ)]
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Desta forma, para o caso de uma analise em regime estacionario, tem-se a seguinte

equacdo de balancgo de fluxo de calor em termos dos coeficientes do campo de temperatura:
_3|_kx (311)2 + ky(‘J_21)2 JT(ZO) _3|_kx (‘3_12 )2 + ky(jzz )2 JT(OZ) =0 (2.165)

Utilizando-se as equacgfes (2.161), (2.162) e (2.165), pode-se chegar na expressdo

abaixo:
Too) = A(TFZ +TF4)+ a)(TFl +TF3) (2.166)
onde:
1= . kx(_ll)z:"ky(;]_m)z -

2,0, ) + (3 [ [0 f + (32 |

., . (2.167)

I A S0 S

20, (0] + () k(3 + () |

Assim, com base na equacdo ( 2.166 ), chega-se na seguinte relacdo matricial:

Te1 = Tio) -0 -1 -0 -1 |[Ty
TeoTog| |—@ 1-2 -0 -1 ||T,
Teo—Toy| |~ -2 1-0 -4 ||T, (2.168)
T|:4_T(00) - —/1 - 1—/1 TF4

A partir das equacBes ( 2.158 ) e ( 2.168 ), chega-se numa matriz que relaciona o vetor
formado pelos coeficientes do campo de temperatura, equacdo (2.142), com o vetor das
temperaturas médias nas faces, equacdes ( 2.156 ), como segue:

(10) TFl

— -

)|l _n

(2.169)

—

T
(20) Tes
T

(02)
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sendo:

0 12 0 ~1/2

E(RE): _]/2 0 ]/2 0
~0 1Y2-1 -0 Y2-2

Y2-0 -4 1Y2-0 -2

(2.170)

Para a realizacdo de uma analise em regime transiente, pode-se utilizar uma estratégia
incremental no tempo, onde a equacéo de balango de fluxo de calor ( 2.140 ) passa a ser expressa
em termos dos coeficientes do campo de temperatura da seguinte forma:

Py Py = e k—lC k-1 ~
_3[k: 1(‘]11)2 + k; 1(‘] 21)2 ]T(I;O) _3[k: l(le )2 + k; l(‘] 22 )2 ]T(gz) = _pT(T(EO) _T(EO)l) (2.171)

onde foi utilizada a mesma aproximacéo apresentada na equagéo ( 2.101 ).
Utilizando-se as equagbes (2.161), (2.162) e ( 2.171 ), pode-se chegar na relacéo

abaixo:
Tioo = BT, + T8 )+ o1 + T )+ 7 (2.172)

onde:

V= pk_;ct;k_l + S{kr_l[(jll)z + (‘]_12 )2]+ k;_l[(‘]_ﬂ)z + (322 )2]}

ﬁ=%[kxk_l(3_n)2+k§_1(3_21)2]

3 (2.173)
(5 \2 A5 \2
525[@ l(‘]lZ) +k; 1(‘]22) ]
1 pk—lck—l 1
7:; At T(OO)
Assim, com base na equacdo ( 2.172 ), chega-se na seguinte relacdo matricial:
Ter=Togy| |1-6 =B -0 =B ||Ta] |7
T.,-T -5 1-8 -5 -p||T
F2 = o) | _ B B Fa V4 (2.174)
Tea =T -6 B 1-6 B ||Tes| |7
Tea =T -6 =B -0 1-BlT) r
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A partir das equacdes ( 2.158 ) e (2.174 ), chega-se na expressao abaixo, que relaciona o
vetor formado pelos coeficientes do campo de temperatura, equacdo ( 2.142 ), com o vetor das

temperaturas médias nas faces, equacdes ( 2.156 ):

T(10) Tey 0
T(01) ZE(RT) TF2 _ 0 ( 2 175)
T(20) Tes Y .
T(oz) Tey YV
onde:
0 1/2 0 —1/2
_ -1/2 0 2 0
BRT — Yy Y (2.176)

-5 1Y2-8 -5 12-p
1Y2-6 -p Y2-5 -p

De forma geral, a relacdo entre o vetor dos fluxos de calor medio normais as faces,

equacdes ( 2.153), e o vetor das temperaturas médias nas faces, equacdes ( 2.156 ), é dada por:

g, Tes
Q| | Tk 0)
=K -q (2.177)
s Tes
d, Te,

onde i pode ser interpretada como a matriz de condutividade térmica local e q‘“ como o vetor
de fluxo de calor inicial.
A depender do tipo de analise a ser realizada, em regime estacionario ou transiente, a

matriz ¥ e o vetor q” so calculados da seguinte forma:

Regime Estacionario:
K =AB®
0

o _ (2.178)

0
0
0
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Regime Transiente:

% = AB®D

43 (2.179)

X X O O

A montagem da matriz de condutividade térmica global k, do vetor que representa o
balanco de fluxo de calor interfacial Q e do vetor de balanco de fluxo de calor inicial Q®, é

feita com base nas conectividades definidas pelas faces da célula (F1, F2, F3e F4), como

mostrado abaixo:

Matriz de condutividade térmica global:

Keip1 = Keppr T K

Keipo = Kpppo T K

(2.180)
Keara = Keapa T Kya
Vetor de balanco de fluxo de calor interfacial:
QFl = QFl +0;
QFZ = QFZ +0,
(2.181)
QFS = QFS +0;
QF4 = QF4 +0,
Vetor de balanco de fluxo de calor inicial:
9 -QY+q”
9 - QU +qf
(2.182)

0 _ 0© 4 q©
F3 = XF3 +q3

0 _ O (0)
Fa =g t0Q,

Para as faces que nao pertencem ao contorno da estrutura, devido a compatibilidade

interfacial do fluxo de calor, segue que:

Q. =0 (2.183)
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No caso das faces que pertencem ao contorno, tém-se as seguintes equacdes, a depender

das condic6es de contorno do problema:

QF =0g
T. =T, (2.184)
QF = hB '(TF _TooB)

onde g, e T, sdo o fluxo de calor e a temperatura do bordo, respectivamente, e h, e T.® sdo o

coeficiente de conveccao térmica e a temperatura do meio envolvente, nesta ordem.

No final, obtém-se o0 seguinte sistema de equagdes lineares:
Q=xT-Q® (2.185)

onde T é um vetor formado pelas temperaturas médias nas faces das células que compdem o
modelo estrutural.

Este sistema pode ser resolvido de duas formas, a depender de como sdo definidas as
condigdes de contorno do problema: em termos de temperatura na face ( caso 1), ou em termos
de temperatura do meio envolvente ( caso 2 ).

Para os dois casos, 0 sistema pode ser organizado como segue:

Q.| [x. x.]|[T.] [Q©
{Q-}:L.* K..HT.}_{QEO)} (2.186)

(=) fluxo de calor prescrito; () temperatura prescrita.

Caso 1:

T, =x}(Q, -x..T, +Q®) (2.187)

Caso 2:

0. .1 -.) (T - Q) Q¥

T, = -
K., +x., (H-x,) k.. (2.188)

*

T,=(H-x.. )" (k. T, +HT? —Q®)
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onde H é uma matriz diagonal formada pelos coeficientes de conveccdo térmica dos varios

bordos com a temperatura do meio envolvente prescrita (hg,, hg,, ..., hgy ), COMo mostrado a
sequir:
hg; O 0
0 hy, - O
H=| . . (2.189)
0 0 ey

Calculadas as temperaturas médias nas faces, pode-se obter os coeficientes do campo de
temperatura utilizando-se as equagOes (2.159 ) a (2.162 ) e (2.166 ) ou ( 2.172).

Como nas formulacgdes apresentadas anteriormente, pode-se avaliar a temperatura e 0s
fluxos de calor em termos médios em cada célula, localizando estas informacBes no centro
geométrico da célula. O célculo dos valores médios de tais grandezas, em termos dos

coeficientes do campo de temperatura, encontra-se logo abaixo:

1
<T> 2 ,[11 I,lle 7S =Tioo)
1 - _
<q><> - Zj_llj_lqudﬂdf = _kx(‘]llT(lo) + leT(01)) (2.190)

<qy> = %flj‘_llqyd ndé = _ky(jmT(m) + "TZZT(lO))

2.5.2. Analise Mecanica Elastica

As equacdes béasicas para a realizacdo de uma analise mecénica bidimensional nas

coordenas globais x e y sao as seguintes:

Equacdes Diferenciais de Equilibrio:

0
%+&+b =0

ox oy

80'—W+80'—W+b =0

OX oy y

(2.191)

onde b, e b, sao as forcas de corpo nas direcGes x e Yy, respectivamente.
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Relacdes Deformacoes-Deslocamentos:

ou
Ex = A
OX
ov
Ey :5 (2.192)
ou ov
7xy :28Xy =—+t_
oy OX

onde u e v sdo os deslocamentos nas direcdes x e y, respectivamente.

Relacdo constitutiva para materiais isétropos:
C, O0|le, AT

Cxx Xy
o, t=[C, C, 0N, - TAT (2.193)

vy vy

0 0 Gy, LO

O-XX

Xy

onde G € o modulo de elasticidade transversal do material. A variacdo de temperatura é definida

por AT =T —T ., sendo T Uma temperatura de referéncia.

ref 1
Para o0 caso de estado plano de deformacdo, tém-se as seguintes expressdes para as

componentes da matriz constitutiva e para I":

EQl-v)

c,=C,=—F"—""—
Y A+v)(1-2v)

XX

C —C Ev (2.194)

YT L) (L-2v)
r=(C,+C,)+v)a=(C, +C, )1+v)a

Para o caso de estado plano de tensdo, as componentes da matriz constitutiva e I' podem

ser calculados da seguinte forma:

E
Cxx:ny:l_Vz
C -C = Ev (2.195)

Wy

=(C,+C,)a=(C,+C,)a
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Tambeéem pode ser calculada a tensdo ou a deformacdo na dire¢cdo z, para 0 caso de

estado plano de deformacdo ou de tensdo, respectivamente, como mostrado nas expressdes

abaixo:
0, =V(0x+0,)-EaAT (2.196)
e, =—%(0'XX +0,)+ahT (2.197)

O campo de deslocamentos nas coordenadas paramétricas n e £ é admitido como sendo:

1 1
U=U, 0y +7U;00) + SUy 0 +§(3772 _1)J1(20) +E(3§2 _1)J1(02)
(2.198)

1 1
V=Uyqp + U500 + U0 + 5(3772 _1)J 20200 T 5(352 _1)J 2(02)

onde valores U, , representam os coeficientes do campo de deslocamentos a serem

determinados.
As derivadas do campo de deslocamentos em relagdo as coordenadas paramétricas

resultam nas seguintes expressdes:

ou
on Usa) +37U120)
8 (2.199)

u
% =U; 1) +38U 2
% =Uaq0) + 31U )
- (2.200)
% =U 20p F 3¢U 2(02)

Os valores meédios destas derivadas nas faces podem ser avaliados da seguinte forma:

ou 1 ou

<% n=t1 ) E ’l%dg B Ul(lo) +3U 1(20)
(2.201)

<a_u lpduge gy,

0¢ n=tl 29198




<au _lpaug g
A 5 — ~1010)
Meew 2770
ou 1¢ou
ov 1@ ov
<% » =3 _1#5 =U 40) £3U 520,
ov 1pov
<_ =7 _1_dég :U2(01)
o0& _— 29108
ov 1aov
<_ :E _la_dﬂ :U2(10)
Mes n
ov 1 ov
<_ = _l_d77 :U2(01) i3Uz(oz)
o0& s 2°10&
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(2.202)

(2.203)

(2.204)

As equaces (2.201 ) a ( 2.204 ) podem ser expressas matricialmente como segue:

1(10)

a 77 n=t1

1(01)

I+
w

1(20)
ag n=tl1

1(02)

2(10)

o o o -

o o+ o

o o o

o o o o

o r O O

P O O o

I+

o L @ ©

o o o o
cCccCcccccc

ov
on n=+1 2(01)
v

2(20)

2(02)

(o))
[l

1(10)
1(01)
1(20)

1(02)

o O O

2(10)

o O O B+
o O+ O
O O O o
o O lc_i; o
o B O O
O O O
o O O O
-+

w

E=t1 2(01)

2 2 Q2 2
iy
Il
7

2(20)

(
<
(
<5§ -
<
<
<
(

ccCccCcccccc

&)}
AN
i
&

2(02)

(2.205)

(2.206)
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Para o célculo dos valores médios nas faces das derivadas do campo de deslocamentos

em relacdo as coordenadas globais x e y, pode-se utilizar a equacao ( 2.135 ), como mostrado

abaixo:

8X n=t1

n=t1

n=t1

22 22 22

n=t1

c»| o))
X | <

£=+1

(o))
c

&=+l

g=tl

22 R[22

T T — T — — T/ T T— T — — T —/

E=t1

onde 0 representa uma matriz composta por zeros.

{2 3

{23

n=t1

n=t1

£=t1

g=tl

(2.207)

(2.208)

Com as derivadas do campo de deslocamentos em relacdo as coordenadas globais, pode-

se calcular as deformac6es médias nas faces, com base nas equagfes (2.192 ), como mostrado a

sequir:

22 DY Q2 |2

o — o~ _——_

n=t1

n=x1

(2.209)
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2
OX
E=+1
(el <%
- =1
(e, [=E <@ (2.210)
<7/xy E=t1 OX E=+1
<@
oy E=+1

sendo:
1000

E=(0 0 0 1 (2.211)
0110

De posse das deformacges, pode-se calcular os valores das tensdes médias nas faces,

utilizando-se a relacdo constitutiva ( 2.193 ), como segue:

@l | [(Eala|  [(aT],
(o, (=€ (2 o (AT (2.212)
<O-xy n=+1 <7/ XY |p=t1 0
(Oolea| [(eale] [laT]
<O'yy E=+1 =C <8yy £=+1 -r <AT |§:i1 ( 2.213 )
<GXY £=+1 <7/ X e=t1 0
onde:
Cxx Xy 0
c=C, C, O (2.214)
0 0 G

A Figura 2.8 mostra os vetores de tracdo média atuantes nas faces da célula, que serdo

calculados com base na conhecida formula de Cauchy, dada abaixo:

tx . Oy o-xy n,
M . (2215)
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(3)
(X.¥.)

(X55¥5)

(X15¥1)

(1 (xzaYz)
t( 1)

Figura 2.8 — Vetores de tragdo média atuantes nas faces da célula.

n

Assim, tém-se as seguintes expressdes para as componentes dos vetores de tracdo média

atuantes nas faces da célula, onde séo utilizados os versores normais as faces, equacdes ( 2.137 ):

£® n® o0 no (o |§=—1
X _ X y
tO(" 0 n® po <O-yy ‘g:—l (2.216)
y y <0Xy
&=

t(2) n(2) 0 n(2) <O_XX |77:+l
X _ X y
{t(Z)} _{ 0 n@ p@ <o-yy — (2.217)
y y X
t(3) n(3) 0 n(3) <GXX |§:+1
X _ X y
(7 0 n® p® <‘7yy — (2.218)
y y X
<CTXV E=+1
t@® n® 0 n® <(7XX|n=fl
X _ X y
{t(zl)} _{ 0 n® p@ <ny ‘,7:_1 (2.219)
y y X
<6Xy n=-1
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Com base nas equacgdes (2.205) a (2.219), é possivel encontrar uma equacdo que
relacione um vetor com as componentes dos vetores de tracdo média atuantes nas faces da célula,
equacbes (2.216) a (2.219), com o vetor formado pelos coeficientes do campo de
deslocamentos, equagdes ( 2.198 ), como segue:

til) U1(10)

til) U1(01)

t? Uiy

t@ _|U

v LA TP L IDLAT

e T (2.220)

t§3) U2(01)

t U

t§4) U2(02)
sendo:
A =DCEBA (2.221)

As matrizes A, B, C, D e E encontram-se no Apéndice B.
O vetor de variagdo média de temperatura nas faces é definido da seguinte forma:
AT ={AT., AT, O AT., AT., 0O AT., AT,, 0 AT., AT, Of (2.222)
onde:
AT, =(AT| i
ATe, =(AT| _,
(2.223)

AT, = (AT| .
AT, =(AT|
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Os deslocamentos podem ser avaliados em termos médios nas faces da célula como

mostrado abaixo:
1pa

Ug, = <U|§:_1 = ELUdU =Uj00) ~Yso) tYs0)
1

Ug, = <u|,7:+1 :ELUdf :U1(00) +U1(10) +U1(20)
1

Ugs :<u|§:+1 :EI_lUdU :U1(00) +U1(01) +U1(02)

1a
Ug, = <U |,7:_1 = ELUdSK =U1(00) _Ul(lO) +Ul(zo)

1a
Ve = <V|§:_l = ELVd n=U 2(00) ~ U 201 T U 2(02)

1a

Ve, = <V|,7:+1 = E _1Vd§ = U2(00) +U2(10) +U2(20)
1

Ve = <V|§=+1 = ELVdU = U2(00) +U2(01) +U2(02)

1ea
Ve, = <V|,7=,1 = ELVdg = U2(00) _U2(10) +U2(20)

(2.224)

(2.225)

As equacOes (2.224) e (2.225) podem ser expressas matricialmente como mostrado a

Para as equacdes ( 2.226 ) e ( 2.227 ) tem-se as seguintes relagdes inversas:

sequir:
U] [0 =1 0 1|[Uygy| (Yoo
Ue | _| 1 1 0(Uye N Us0)
Ues 0 1 0 1{Uyp)| |Uie
Uy ) [-1 0 1 O0f(Uyey) (Yoo
Veg i -1 0 1}|jU 2(10) U 2(00)
Ve[ | 1 1 0||Uye N U0
Ves 1 0 1)U 2(20) U 2(00)
Vea) [-1 0 1 0]{Upey) (Yo
U1(10) 0 1/2 0 _]/2 Ugs _Ul(OO)
U1(01) _ _1/2 0 1/2 0 uFZ_Ul(OO)
U. 0 0 22 0 12 ||Ups—Uyy,
Ui Y2 0 1/2 0 ||Ugs—Uypy,

(2.226)

(2.227)

(2.228)
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U2(10) 0 ]/2 0 _1/2 Ve _U2(00)
U2(01) _ _]/2 0 1/2 0 VF2_U2(OO) (2.229)
Uz(zo) 0 1/2 0 1/2 Ves _U2(00) l
U2(02) 1/2 0 1/2 0 Ves _UZ(OO)
Com base nas equaces ( 2.228 ) e ( 2.229 ), chega-se nas expressdes abaixo:
quacg g p
1
U1(10) =§(UF2_UF4) (2.230)
1
U1(01) :E(UFS_UFI) (2.231)
1
U1(20) =E(UF2+UF4)_U1(OO) (2.232)
1
Uiz =§(UF1+UF3)_U1(00) (2.233)
1
U2(10) =E(VF2 _VFA) (2.234)
1
U2(01) =§(VF3_VF1) (2.235)
1
Us ) =E(VF2 +VF4)_U2(00) (2.236)
1
Uy = E(VFl + VFS)_UZ(OO) (2.237)

No que se segue, serdo necessarias as relacdes abaixo, que expressam derivadas segundas

do campo de deslocamentos em relacdo as coordenadas paramétricas:

o%u

8_772 = 3U1(20)
ou

onoé

ou

852

(2.238)

= 3Ul(02)
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R
6_772 =3J 2(20)
o%v
_ 2.239
0%V
8_52 =3J 2(02)

Nas equacdes abaixo, tem-se o0s termos das equacGes diferenciais de equilibrio (2.191)

em funcdo dos coeficientes do campo de deslocamentos, onde foram utilizadas as equagdes
(2.136),(2.192),(2.193),(2.238) e (2.239):

0
%:Cxx%-i_cx &y _pdl
OX OX Y ox OX

- - . - - oT
3Cxx [(Jll)zul(zo) + (‘]12 )zul(oz) ]+ 3ny (‘]11J21U 20200 T J12J22U2(02) )_ I

ox
do, 0doy _G 0 xy
oy oy
_ v v - -
=3G [(‘J 21) U1(20) + (‘J 22) U1(02) + ‘]11J21U 20200 F J12J22U2(02)]
(2.240)
9%y _ 6%y
OX OX
T T T o7 T ) =\
=3G [J11J21U1(20) + ‘]12‘]22U1(02) + (‘]11) U2(20) + (‘]12) U2(oz)]
do,, c O¢ o¢ el

vy Cray Ty Ty

oy

T T T T =\ =\ oT
= 3ny (‘]11J21U1(20) + J12J22U1(02) )+ 3ny [(‘] 21) Uz(zo) + (‘J 22) U 2(02) ]_ FE
Desta forma, chega-se nas seguintes equacGes de equilibrio em termos dos coeficientes
do campo de deslocamentos:

lCXX (311)2 e (J_Zl )2 ]Jl(zo) - lcxx (‘712 )2 + G(‘Tzz )2 JJ1(02) + (ny +G )~]—113_21U 2(20)
+ (ny + G)J_ 129U 2(02) — F(JllT(lo) +:;]12T(01) )_ b,

(2.241)
(ny + G)311J_21U1(20) + (ny + G)‘TlZ‘TZZUl(OZ) + ley (‘]_21)2 + G(J_u )ZJJZ(zo)

e (3,7 + 63, P Dy = "o Tal J-b,
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Nas equacdes de equilibrio ( 2.241 ) foram utilizadas as seguintes aproximacoes:

oT oT = =
~ <_> = ‘]11T(10) + J12T(01)

X\ ox

(2.242)
or JoT\ = -
E ~ <8_y> =JnTug + 2T

Utilizando as equag0es ( 2.232), (2.233), (2.236), (2.237 ) e ( 2.241) pode-se chegar

na relagéo abaixo:

Up, +Ugy
{31(00)}=q>-1® el ol (2.243)
2(00) Vea +Vey
Ve +Ves
sendo:
P = |:Cxx [(‘Tll)z + (‘]_12 )_2]4;(3 [(‘T_zl )2_+ (‘]_22 )2] _(ny + (E)[‘J_l ‘]_21 +i_lz‘J_zz] B ]
(SRS AR AN I ) S e G

_CXX (i_ll )2 +G({21 )2 (C +G)‘1_ll‘i21
l Cxx(J12)2+?(‘122)2 (C_+G)‘J12‘J22
2 (ny +G)‘]11‘] 2 (‘J21)2 +G

vy

(2.244)
C (3

(6, +G)1LT,  C,(3,f +6(,) |
)

@T

Q- 1 {bx - F(j 1l oy + J, 121 (1)
3

- b, — F(‘J_ 2l ao) T J. 21 (o) )}

A partir das equacdes (2.228), (2.229) e (2.243), pode-se chegar na seguinte relacédo
entre o vetor formado pelos coeficientes do campo de deslocamentos, equacdes ( 2.198 ), com o

vetor das componentes dos deslocamentos medios nas faces, equages ( 2.224 ) e (2.225):

1(10)

n
[y

1(01)

n
iy

1(20)

n
N

1(02)

~-NO'Q (2.245)

2(10)

n
w

2(01)

n
w

2(20)

n
o~

cccccccc
I
o
<C<C_n<C<C

2(02)

e
N
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onde:
B=P-NO®'OM (2.246)

As matrizes P, M e N encontram-se no Apéndice B.
Assim, a relagdo entre o vetor com as componentes dos vetores de tragdo média atuantes
nas faces da célula, equagBes (2.216) a (2.219), com o vetor das componentes dos

deslocamentos médios nas faces, equacdes ( 2.224 ) e ( 2.225), é dada por:

t Ugy

t{ Ve,

t Ue2

@)

EE” K \l:: _¢© (2.247)
t Ve,

t>(<4) Ugy

t{® Ve,

onde K pode ser interpretada como a matriz de rigidez local e t como o vetor de tragbes

médias iniciais atuantes nas faces, sendo calculados da seguinte forma:

K=AB
(2.248)
t9 =I'D-AT + AN®'Q

A montagem da matriz de rigidez global K, do vetor que representa o equilibrio das

tracdes médias atuantes nas faces f e do vetor de equilibrio das tracdes médias iniciais f, é
feita com base nos oito graus de liberdade relacionados as faces da célula
(G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7 e G8 ), como mostrado abaixo:

Matriz de rigidez global:

KGl,Gl = KGl,Gl + Kl,l

KGl,GZ = KGl,GZ + K1,2 ( 2.249 )

Kes,es = Kes,es + Ks,a
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Vetor de equilibrio das tracoes médias atuantes nas faces:

fGl = fGl +t§1)
_ @)
fe, = fs, +1,

— €
fG3 - fG3 +1,

(2.250)
foa = fou +t§2)
fog = fos +t§4)
Vetor de equilibrio das tracdes médias iniciais:
= 1+
0 _ £(0) , +(0)
fG2 - fGZ +t2 (2251)

© _ 0O, {0
fG8 - fGB +t8

Para as faces que ndo pertencem ao contorno da estrutura, devido a compatibilidade

estatica interfacial, segue que:
f, =0 (2.252)

No caso das faces que pertencem ao contorno, tém-se as seguintes equacdes, a depender

das condi¢6es de contorno do problema:

fo=t> ou U, =u, : )
2.253
fo =t; ou Ug =v,

onde t7 e t’ sdo as componentes do vetor de tracdo média atuante no bordo, u, e v

representam as componentes prescritas do deslocamento médio do bordo.
No final, obtém-se 0 seguinte sistema de equacdes lineares:

f=KU-f© (2.254)

onde U é um vetor formado pelas componentes dos deslocamentos médios nas faces das células

que compdem o modelo estrutural.
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O sistema ( 2.254 ) pode ser organizado e resolvido como segue:

f* K** K*o U* f*(O)
i k. K.|[|u.[ |t© (2255)
(=) tracéo prescrita; (o) deslocamento prescrito.

U, =K](f,-K.U, +£?)
2.256
fo = KO*U* + KOIUI _f.(O) ( )

Calculados os deslocamentos médios nas faces, pode-se obter os coeficientes do campo
de deslocamentos utilizando-se as equagOes ( 2.230 ) a (2.237 ) e (2.243).

Como nas formulagdes apresentadas anteriormente, pode-se avaliar os deslocamentos, as
deformacdes e as tensdes em termos medios na célula, localizando estas informacgdes no centro

geométrico da mesma. O calculo dos valores medios de tais grandezas encontra-se logo abaixo:

Deslocamentos:

1
(u)= Z,[_ll,ﬁ“d 17dg =U o)

(2.257)
1
:ZLLVd ndé :U2(00)
Deformagdes:
ou ou ou = =
<8_> = J11<%> 2<8_> = ‘J11U 1100 T J 12U 1(01)
ov ov ov - -
<@>=Jm<a—> IR
8u ou\ = /ou\ = Jov\ = JoOv
7xy - )t 8_ +dp{— )t )+l
n ol on 0g
1(10) + ‘]22U 1(01) U 2(10) + ‘]12U 2(01)
Tensoes:
(04) =Cr () +Cyy 5W>—F<AT>
(04)=Cylen) +Cyy (&) ~T(AT) (2.259)
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Tambeém pode ser calculada a tensdo ou a deformacdo na dire¢cdo z, para o caso de
estado plano de deformacdo ou de tensdo, respectivamente, como mostrado nas equacdes
(2.196) e (2.197):

(0,)=v{(0)+ (0, ))- Ea(aT) (2.260)

() ==l )+ (o) ralaT) (2.261)



Capitulo 3

Avaliacao de Propriedades Efetivas de Materiais

Compositos

3.1. Consideracdes Iniciais

Este capitulo apresenta um estudo comparativo de resultados de avaliagcbes das
propriedades efetivas de materiais compdsitos avangados com diferentes caracteristicas fisicas e
geométricas das fases constituintes, obtidos através de diversos modelos da Micromecanica e de
simulagfes numericas de experimentos. Nas simulagdes numéricas de experimentos foram
utilizados o método dos elementos finitos e a formulacdo tridimensional da teoria de volumes

finitos.
3.2. Modelos Micromecanicos

3.2.1. Modelos Simplificados para Estimativa das Propriedades Mecanicas de

Materiais Compdsitos Reforcados por Fibras

Dentro desta classe de modelos simplificados, o presente estudo utiliza a tradicional
Regra de Mistura e a Regra de Mistura Modificada (Jones, 1999), as quais sdo aplicadas para
determinacdo de propriedades elasticas efetivas de materiais compaositos reforcados por fibras

longas unidirecionais ( Figura 3.1).

Figura 3.1 — Composito reforgado por fibras unidirecionais.
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Regra de Mistura (RM). Através deste modelo, as expressdes das propriedades

elasticas efetivas de um composito reforcado por fibras unidirecionais sdo as seguintes:

EEy

E-E =— "M
Y f,E, +fE,

E,=f,E,+f,Epy
(3.1)
Vy =V = fyvy + fvg
G.G
G, =G, :%
wGi + Gy

sendo E,, G,, v, e f, os modulos de elasticidade longitudinal e transversal, o coeficiente de

Poisson e a fracdo volumétrica das fibras, respectivamente. As grandezas E,,, G, , v,, e fy

correspondem a tais propriedades referentes ao material da matriz.

Regra de Mistura Modificada (RMM). Este modelo leva em conta a maior rigidez do
material da fibra em relacdo ao material da matriz na avaliagdo dos modulos de elasticidade

longitudinal efetivos nas direcdes 1 e 2, 0s quais SA0 expressos por:

E(Ey

E-FE =—— ‘"M
TP f,E, + T E,

(3.2)

EM

2

onde E,;, =

3.2.2. Modelos Baseados na Teoria Micromecanica de Campos Médios

Nas Gltimas decadas, varios modelos para estimativa das propriedades mecanicas de
materiais compositos, fundamentados na teoria micromecanica de campos médios, vém sendo
propostos (Nemat-Nasser e Hori, 1999). A maioria deles baseia-se no problema de Eshelby
(1957) que trata de uma incluséo elipsoidal imersa em um meio infinito. A diferenga basica
destes modelos consiste na forma de considerar as interacGes entre as inclusfes, que passa a
afetar o problema real quando a fracdo volumetrica de inclusdes ultrapassa o valor de 10 %,

aproximadamente.
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Metodo Auto-Consistente (AC). Proposto por Hill (1965), este método permite a

obtencdo da matriz de rigidez efetiva de um compdsito C através da seguinte expressio

implicita:
C=c+f,(c,-cfi+sc*(c,-C)|* (33)

sendo C,, C, f, e S as matrizes constitutivas da incluséo e da matriz, a fragdo volumétrica da

fase inclusdo e a matriz correspondente ao tensor de Eshelby, respectivamente. Na
equacdo ( 3.3), | representa a matriz identidade. Tensores de Eshelby para inclusGes esféricas e

cilindricas podem ser encontrados em Suvorov e Dvorak (2002).

Modelo de Mori-Tanaka (MT). Este modelo é baseado no Lema de Mori e Tanaka
(1973) e a formulacéo utilizada neste estudo encontra-se em Benveniste (1987), a qual propde a

seguinte expressdo para a matriz de rigidez efetiva do composito:

C=[f,C AN +(1-f,)C]A (3.4)
onde:

Al = [l —S(C)‘l(C—Co)T1 (35)
A=[f,Ad - f ] |

Esquema Diferencial (ED). Apresentado em Hashin (1988), este método emprega uma
formulacdo incremental para determinacdo da matriz de rigidez efetiva de um composito, sendo

expressa por:

SN O\
CHl =T+ (c,-C*)ad (3.6)

0
1-

onde A)' = [I - S* (Ek )71(Ek —Co)r. Na equacdo ( 3.6 ), o indice k identifica o nimero do passo

incremental e Af,, representa o incremento da fracéo volumétrica da fase incluséo.
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3.2.3. Limites de Hashin-Shtrikman (HS)

Proposto por Hashin e Shtrikman (1963), a determinacdo destes limites baseia-se em
principios variacionais onde o corpo é assumido infinito e nenhuma informagdo geometrica dos
constituintes é considerada. Os limites para as propriedades efetivas macroscopicas do material

isotropico resultante sdo:

f, 1-f,
1 _+3a—g 1, 3
K,—K, 3K,+4G, K,—K, 3K,+4G,
f, 1-f,
1 +6@—f90g+261 1 _+6fAK2+ZGJ
G,-G, 5G,(3K,+4G,) G, -G, 5G,(3K,+4G,)

K, +

)£K£&+

(3.7)
G, +

)s§§62+

onde K,, G, e K,, G, sdo os mddulos de elasticidade volumétrico e transversal das fases 1 e 2,
respectivamente, e f, é a fragdo volumétrica da fase 2. Na equagdo (3.7), K, >K, e G, >G,.

Para o calculo do mddulo de elasticidade longitudinal (E ) e do coeficiente de Poisson () do

material efetivo podem ser utilizadas as seguintes expressoes:

E_ 9KG
K +G
o (3.8)
__B3K-2G
" 2(3K+G

3.3. Aplicagfes Numéricas

3.3.1. Determinacéo de Mddulos de Elasticidade Efetivos de um Comp0sito

Refor¢ado por Fibras

A Figura 3.2 mostra um volume representativo tipico de um material compdsito reforcado
por fibras unidirecionais utilizado nas simula¢fes numéricas do experimento com a teoria de
volumes finitos (TVF), assim como sua unidade basica. As dimensdes da se¢do transversal do

referido volume séo dadas por:

D=ND, +(N +1)D,, (3.9)
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sendo D, as dimens0es transversais das fibras, D,, 0 espacamento entre fibrase N o numero de

fibras na diregdo x, ou x,. Na Figura 3.2, L representa o comprimento longitudinal do volume

representativo.
D
y UNIDADE BASICA
D Q
X2
S
Y
X
X ! < D‘” »id D‘ »
L B — inclusdo
[] — matriz

Figura 3.2 — Volume representativo tipico usado pela TVF.

Nas simulacdes realizadas com o intuito de calcular o médulo de elasticidade efetivo na
direcdo 2, sdo utilizadas condigbes de contorno em tensdo, na forma de carregamentos

distribuidos aplicados nas faces inferior e superior, como ilustrado na Figura 3.3.

X2

X1

Y. v 9 rF Y Y v.v r Y Y/ Y

p

Figura 3.3 — Carregamento considerado nas simulacdes.

Na definicdo da geometria da microestrutura do volume representativo sdo utilizados os

seguintes parametros: D, L e N, além da fragdo volumétrica de fibras f, . Para as simulagdes
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numéricas com a teoria de volumes finitos sdo investigadas quatro configuracfes

microestruturais para o volume representativo (Figura 3.4):

e Configuracdo 1 (C1): Uma fibrae L = D/10 (3 x 3 x 3 células)
e Configuragdo 2 (C2): 3 x 3 fibrase L = D/10 (7 x 7 x 3 células)
e Configuragdo 3 (C3): Uma fibrae L = 10D (3 x 3 x 5 células)
e Configuragdo 4 (C4): 3 x 3 fibrase L = 10D (7 x 7 x 5 células)

Perspectiva Secéo transversal
C1
C2
C3
HEN
C4 HEN
HEB

Figura 3.4 — Configuracgdes microestruturais utilizadas pela TVF ( f, = 25%).
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Para as configuracbes 1 e 2 foram realizadas analises em estado plano de tensdes
utilizando a formulacdo em deslocamentos do método dos elementos finitos (MEF) e a versao
tridimensional da TVF. Para o primeiro, foram geradas malhas com elementos quadrilaterais
(180 elementos para a C1 e 1620 elementos para a C2, como ilustrado na Figura 3.5) e realizadas
analises com o elemento finito Q8 da familia Serendipity. Assim como € feito na TVF, sdo
calculadas as tensdes e as deformacgdes médias para cada elemento finito, utilizando-se a média
aritmética dos valores destas grandezas nos pontos de Gauss. A avaliacdo das propriedades
efetivas é feita utilizando-se uma media ponderada das referidas grandezas, no volume
representativo, adotando-se como pesos 0s correspondentes volumes das células, ou as areas dos
elementos finitos, no caso do MEF. Calculados os valores médios das tensdes e deformacdes no
volume representativo, sao obtidas as propriedades efetivas do composito utilizando-se 0 mesmo
procedimento adotado na teoria de campos médios (Nemat-Nasser e Hori, 1999).

Foram admitidas nas analises as propriedades mecéanicas de uma fibra de vidro
(E; =73GPa;v, =0,22) e de uma matriz de epoxi (E,, =3,5GPa;v,, =0,35).

(C1) (C2)

Figura 3.5 — Malhas utilizadas nas analises com o MEF ( f; = 25%).

Os resultados das analises para as configuracdes 1 e 2 encontram-se nas Figuras 3.6 e 3.7,
respectivamente. Como se observa, existe uma boa concordancia entre os resultados obtidos com
0 MEF e a TVF, especialmente para a segunda configuracdo, onde o nimero de inclusdes é
maior. Vale considerar que a geometria da incluséo e o nivel de discretizacdo adotados nas
analises com os dois métodos sdo diferentes. Os resultados correspondentes a C1 deram bastante
proximos daqueles obtidos através da RM, que por sua vez ndo considera a interagdo entre as
fibras e a maior rigidez destas em relacdo a matriz, fato que passa a ser relevante quando

L >> D . A diferenca entre os resultados obtidos utilizando-se as C1 e C2, especialmente para as
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maiores fragdes volumétricas de fibras, mostra a influéncia da interacdo entre as inclusbes no

momento de se determinar as propriedades efetivas de um material composito.

12

sy
ry

—
(=]

w

Médule de Elasticidade E2 (GPa)

|
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 045 0.5
Fragao Volumétrica de Fibras

Figura 3.6 — Modulo de elasticidade na diregdo 2 do compésito reforcado com fibras utilizando a C1.
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Maodule de Elasticidade E2 (GPa)

1 1 | 1 1 1 | J
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05
Fragéo Volumétrica de Fibras

Figura 3.7 — Mddulo de elasticidade na diregéo 2 do compdsito refor¢ado com fibras utilizando a C2.

Os resultados das analises para as configuracdes 3 e 4 encontram-se nas Figuras 3.8 e 3.9,
respectivamente. Os resultados fornecidos pela TVF para a C3 deram préximos daqueles obtidos

pela RMM, que por sua vez ndo considera a interagdo entre as fibras, mas leva em conta a maior
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rigidez destas em relacdo a matriz (L >> D), fato que justifica a diferenca dos resultados obtidos
através da TVF para as configuracdes 1 e 3. Como se pode observar na Figura 3.9, os resultados
encontrados com a TVF para a C4 apresentaram uma boa concordancia com aqueles oriundos
dos modelos baseados na teoria micromecénica de campos médios, especialmente com o0s
correspondentes ao ED. Isto pode ser justificado pelo fato da C4 se aproximar mais das

condigdes consideradas na formulacao destes modelos da micromecanica.

Moédulo de Elasticidade E2 (GPa)

1 1 1 1 1 1 |
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 0.45 05
Fragao Volumétrica de Fibras

Figura 3.8 — Modulo de elasticidade na diregdo 2 do compdsito refor¢ado com fibras utilizando a C3.
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Moédulo de Elasticidade E2 (GPa)

3 1 1 1 1 |
0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 04 0.45 05
Fragao Volumétrica de Fibras

Figura 3.9 — Mddulo de elasticidade na direcdo 2 do compdsito refor¢ado com fibras utilizando a C4.
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3.3.2. Determinacdo do Mdédulo de Elasticidade Efetivo de um Compodsito Particulado

A configuracdo microestrutural do volume representativo tipico utilizada nas simulagdes
numéricas com a TVF para o compdsito particulado, assim como sua unidade basica, encontram-
se nas Figuras 3.10 e 3.11. As dimensdes do volume representativo sdo calculadas pela equacgéo
(3.9), sendo D, a dimenséo da inclusdo, D,, o espacamento entre inclusdes e N o nimero de
inclusdes em cada direcdo. Neste caso, para a definicdo da geometria da microestrutura do

volume representativo sdo utilizados os parametros D, N e f,, onde este ultimo representa a

fracdo volumétrica de inclusdes.

I

Figura 3.10 — Volume representativo tipico usado pela TVF para o compdsito particulado.

UNIDADE BASICA

B — inclusado

[] — matriz

D, D, "

»
d L La

Figura 3.11 — Unidade bésica do volume representativo.
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Nas simula¢Ges numéricas para obtencdo dos modulos de elasticidade efetivos séo
aplicadas condi¢cdes de contorno em tensdo, como ilustrado na Figura 3.3. Além disso, as
propriedades efetivas séo calculadas utilizando-se 0 mesmo procedimento adotado no exemplo
anterior.

Como exemplo de aplicacdo, tem-se um material composto por micro-esferas de vidro,
imersas numa matriz de poliéster e com diametros na ordem de 210 a 297 um. Os resultados
experimentais mostrados aqui podem ser encontrados em Richard (1975). Os parametros
mecanicos dos materiais constituintes sdo: E, /E,, =408, v, =0,21e v,, =0,45.

Na Figura 3.12 tem-se a configuracdo microestrutural do volume representativo analisada
pela TVF para uma fracdo volumétrica da fase inclusdo de 14,29%. A malha utilizada nas

analises consta de 7 x 7 x 7 células.

ATl A

A 1.

(Perspectiva) (Secdo Transversal)
Figura 3.12 — Configuracdo microestrutural analisada pela TVF ( f; = 14,29%).

Os resultados das analises obtidos pela TVF e modelos da micromecéanica para inclusées
esféricas estdo representados na Figura 3.13. Como no exemplo anterior, ha uma boa
concordancia dos resultados das analises com a TVF em relagdo aos modelos da micromecénica
para pequenas fragdes volumétricas da fase inclusdo. Para fragdes superiores a 25%, verificam-se
diferencas consideraveis nos resultados obtidos com os modelos micromecanicos, e uma boa
concordancia dos resultados oriundos da TVF em relacdo ao ED. Observa-se também uma boa

aproximacéo dos resultados experimentais com aqueles obtidos pela TVF.
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8 -
— AC
MT
— ED
7H + TVF
#  Experimental

E/Em

+a 1 i i I I 1 i i i
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Frag&o Volumétrica de Inclusdes

Figura 3.13 — Modulo de elasticidade efetivo de um composito particulado.

3.3.3. Determinacdo do Modulo de Elasticidade Efetivo de um Material com Gradacéo

Funcional

Como ilustrado na Figura 3.14, no material com gradacdo funcional do tipo metal-
ceramico podem ser destacadas trés regides: uma rica em ceramica apresentando o metal como
inclusdo, uma outra rica em metal tendo a ceramica como inclusdo e uma regido de transicéo

entre essas duas.

CERAMICA

\ MATRIZ CERAMICA
INCLUSAO METALICA

REGIAO DE TRANSICAQ

MATRIZ METALICA
INCLUSAO CERAMICA

METAL
Figura 3.14 — Material com gradacéo funcional do tipo metal-ceramico.
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O estudo do comportamento de um solido constituido de material com gradacéo
funcional, efetuado mediante analises micro/macromecanica desacopladas, consiste em se
determinar as propriedades efetivas do material em funcdo das fragfes volumétricas de seus
constituintes, utilizando-se modelos micromecanicos, e adotando-as, em seguida, em uma andlise
macromecanica. No entanto, a maioria dos métodos para a determinacdo destas propriedades
efetivas é sensivel a escolha do material que sera inclusdo ou matriz, como é o caso do modelo
de Mori-Tanaka (MT), do esquema diferencial (ED) e da teoria de volumes finitos, quando se
utiliza uma microestrutura periddica, como a que foi definida no exemplo anterior para a
determinacdo das propriedades efetivas de um material compésito particulado. Entre os modelos
utilizados neste estudo, 0 método auto-consistente (AC) € o Unico que se mostra insensivel a
mudanca entre o material que serad inclusdo ou matriz. Em geral, a matriz é admitida como o
material mais flexivel, fazendo os resultados obtidos com o modelo de Mori-Tanaka coincidirem
com o limite inferior de Hashin-Shtrikman (Li e Wang, 2005).

Como exemplo de aplicagéo, tem-se a determinacdo do modulo de elasticidade efetivo de
um material com gradacdo funcional composto pelos seguintes materiais: Aluminio
(K=779GPa e G=249GPa) e Boro (K=230GPa e G=172GPa). Na Figura 3.15

apresenta-se o grafico desta propriedade em funcdo da fracdo volumétrica do Boro, admitido
como inclusdo. Como comentado anteriormente, os valores obtidos com o modelo de Mori-

Tanaka coincidem com o limite inferior de Hashin-Shtrikman.

— AC

MT

400 — ED
--- HS() ; : ! _
- HS(+) : ; 5 9
. TVF g : i /8

L

on

=
T

kJ
=
[=]

Mdédulo de Elasticidade Efetivo (GPa)
o
[=]

50 | 1 | i i 1 | 1 i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1
Frag&o Volumetrica do Boro

Figura 3.15 — Mdédulo de elasticidade efetivo admitindo o Boro como incluséo.
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Na analise utilizando a teoria de volumes finitos, a microestrutura foi definida como no
exemplo anterior (Figura 3.12), apresentando uma malha de 7 x 7 x 7 células e trés inclusdes em
cada direcdo. Na Figura 3.16 tem-se o modulo de elasticidade efetivo em funcdo da fracéo
volumétrica do Boro, agora admitido como matriz. Como se pode observar, neste caso, 0S
valores obtidos com o modelo de Mori-Tanaka coincidem com o limite superior de Hashin-
Shtrikman. Também pode ser notado que os valores obtidos com a teoria de volumes finitos
praticamente coincidem com o limite superior de Hashin-Shtrikman. Analisando-se estes
resultados, pode-se notar a sensibilidade destes modelos, exceto o auto-consistente, quanto a

escolha do material que sera inclusdo ou matriz.

400 -

3501
300
250

Modulo de Elasticidade Efetivo (GPa)

L [11] SRS T

! i i i | '
0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1
Frag&o Volumétrica do Boro

0
Figura 3.16 — Mddulo de elasticidade efetivo admitindo o Aluminio como incluséo.

Quanto a teoria de volumes finitos, este problema pode ser resolvido gerando
microestruturas com distribuicdo aleatdria (randémica) dos seus constituintes. Para isto, foram
realizadas andlises utilizando uma malha de 9x9x9 células. Na Figura 3.17 tem-se as
configuragBes microestruturais utilizadas nestas analises para trés fracbes volumétricas distintas,
cada uma pertencente a uma das regides, comentadas anteriormente, presentes em um material
com gradacdo funcional do tipo metal-ceramico. Na Figura 3.17 o material com menor fracdo
volumétrica esta representado pela cor preta.

Na Tabela 3.1 tém-se as fracdes volumétricas dos constituintes para cada configuracéo
microestrutural representada na Figura 3.17.



Tabela 3.1 — FracOes volumétricas dos constituintes.

Boro Aluminio
Configuracgéo 1 (C1) 11,66 % 88,34 %
Configuracgéo 2 (C2) 48,01 % 51,99 %
Configuracéo 3 (C3) 89,99 % 10,01 %
Perspectiva Secdo transversal média
| |
C1 I
"
N
C2
C3

Figura 3.17 — Configuragdes microestruturais geradas randomicamente para trés fragcbes volumétricas.
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Ambas as Figuras 3.18 e 3.19 mostram os resultados obtidos pela teoria de volumes

finitos utilizando configuragbes microestruturais com uma distribuicdo aleatéria dos

constituintes. A Figura 3.18 apresenta a variacdo do mddulo de elasticidade efetivo do material

composito em funcdo da fracdo volumetrica do Boro, admitindo o Aluminio como matriz nas
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analises realizadas com o0 modelo de Mori-Tanaka e o esquema diferencial. Na Figura 3.19 tem-
se 0 modulo de elasticidade efetivo do material composito em fungdo da fracdo volumétrica do
Boro, admitindo o Boro como matriz nas analises efetuadas com os citados modelos. Como pode
ser observado, o modelo de Mori-Tanaka e o esquema diferencial estiveram mais préximos dos
resultados obtidos pela teoria de volumes finitos no primeiro caso, onde é admitido o material

mais flexivel como matriz.
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Figura 3.18 — Mddulo de elasticidade efetivo admitindo o Aluminio como matriz.
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Figura 3.19 — Mddulo de elasticidade efetivo admitindo o Boro como matriz.



Capitulo 4

Aplicacbes Numericas: Analises Termo-Elasticas

Bidimensionais

4.1. Consideracgdes Iniciais

Neste capitulo encontra-se uma série de aplicacbes numéricas das formulagoes
apresentadas no capitulo 2 destinadas a analises bidimensionais, com o objetivo de realizar
verificacbes com solugdes analiticas, além de comparar a eficiéncia da formulacdo paramétrica

proposta neste trabalho com o tradicional método dos elementos finitos.
4.2. Aplicacbes Numericas

4.2.1. Andlise Transiente de um Cubo de Material Homogéneo

A Figura 4.1 mostra um cubo de material isétropo e homogéneo que se encontra
inicialmente com um campo de temperatura uniforme e igual a zero. A temperatura da face
superior é subitamente elevada para um valor unitario enquanto as outras cinco faces estdo
termicamente isoladas e impedidas de se deslocarem na direcdo de suas normais.

As solugdes analiticas para o campo de temperatura T e a tensdo lateral o, podem ser

encontradas nos livros classicos de Carslaw e Jaeger (1959) e Timoshenko e Goodier (1951) e

sdo dadas em funcédo da coordenada vertical y e do tempo t por:

T(y,t)= 1—%2%&{— (2n +41227T Kt]cos( (2n;L1)7zyj (4.1)
o, (y,) = —2=T(y,1) (42)

1-v



80

sendo x = % e L o comprimento da aresta do cubo.
Vi
T=1.0
r s /
O
Vyq
Vyq
ge
=
A
0
eq
qe
Y / .
~ T X
1.0 .

Figura 4.1 — Cubo de material is6tropo e homogéneo.

Os valores adimensionais adotados nas analises para as propriedades do material do cubo

encontram-se na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Propriedades adimensionais do material do cubo.

Propriedade Valor
K (condutividade térmica) 1,0
L (densidade) 1,0
C (calor especifico) 1,0
E (mddulo de elasticidade) 1,0
v (coeficiente de Poisson) 0,3
o (coeficiente de expansdo térmica) 0,02

Nas Figuras 4.2 a 4.5 estdo os resultados das analises numéricas, em forma de pontos,
juntamente com aqueles obtidos através das expressdes analiticas, trago continuo. Nas analises
numericas foram utilizadas duas malhas, uma constando de 1 x 10 células distribuidas nas
diregBes x e y, respectivamente, e uma outra mais refinada apresentando 1 x50 células. O
incremento de tempo adotado no inicio da analise numérica foi de 10, progredindo numa razéo
geométrica de 1,05 até se estabelecer a convergéncia com a solugdo em regime estacionario. Este

procedimento acelera significativamente a solu¢cdo numérica da anélise em regime transiente,



81

sem afetar a precisao dos resultados. A formulagdo empregada foi a paramétrica bidimensional,
admitindo-se um estado plano de deformacdes. Os resultados encontrados com a malha mais
grossa apresentam razodvel concordancia com aqueles obtidos pela solucao analitica, afastando-

se um pouco destes Ultimos apenas nos primeiros passos da analise eléstica.

09r

0.8
t=0.7673

0.6

t=0.2365

Temperatura

t=0.0719
0.2

t=0.0208

o1r 1=0.005 / t-0.0001 | |

0f—e o ® & 7 . @ ¥ - 4
| 1 | 1 1 1 | |

1
0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1
Eixo-Y

Figura 4.2 — Analise térmica do cubo de material homogéneo (1 x 10 células).

0800000000 0000000000000000000000000000000R00Q00

0.9
0.87
t=0.7673

07

t=0.2365

Temperatura
o
(8]

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.? 0.8 0.9 1

Figura 4.3 — Andlise térmica do cubo de material homogéneo (1 x 50 células).
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= 0015+ H
0.02+
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Figura 4.4 — Andlise elastica do cubo de material homogéneo (1 x 10 células).
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Figura 4.5 — Andlise elastica do cubo de material homogéneo (1 x 50 células).

4.2.2. Andlise Transiente de uma Placa Longa de Material com Gradacdo Funcional

A Figura 4.6 mostra uma placa longa de material com gradacédo funcional que se encontra
inicialmente com um campo de temperatura uniforme e igual a zero. A temperatura da face

superior é subitamente elevada para T, enquanto as quatro faces laterais estdo termicamente
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isoladas e a face inferior permanece com a temperatura nula. A placa sé apresenta restricdo aos

deslocamentos de corpo rigido.

V.
T Ir— Ta
| .
—
e L Joox

Figura 4.6 — Placa longa de material com gradacéo funcional.

Para efeito da analise térmica, a condutividade k, o calor especifico C e a densidade p do

material da placa séo expressos em func¢do da coordenada vertical y por:

k(y): kerﬂy
C(y)=Cupe?” (4.3)

P(y): Po

sendo ko, Co e pp valores de referéncia e g um parametro relacionado com a heterogeneidade do
material.
A solucéo analitica da analise térmica pode ser encontrada em Sutradhar et al. (2002) e ¢é

expressa por:
1—e_2ﬁy = nﬂyj _ _(2 2/n2 2)@
T(y,t)=T,———+ sen| 22 |g Mg /8% s 4.4
(y ) Ol_efzﬁB §¢n ( B ( )

onde Ty representa a temperatura de referéncia da face superior da placa e:

+e®

2T e”® 1+e
_m{msen(nn)l 5 —n;zcos(mr)}

=

(45)
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Para analise elastica, sdo adotadas as seguintes expressdes para 0 modulo de elasticidade

E, o coeficiente de Poisson v e o coeficiente de dilatacdo térmica « do material:

E(Y) = Eoeay
V(y): Vo

(Z(y) = aoeby

(4.6)

onde Eo, vy € ay sdo valores de referéncia e a e b sdo constantes que definem a heterogeneidade

do material.

A deducéo da solugéo analitica para a tenséo horizontal o,, na secdo média de uma placa

longa de material com gradacdo funcional, admitindo-se um estado plano de deformacoes,

encontra-se no Apéndice C, e é dada por:

O e

MEINEW

Na equacéo ( 4.8 ), tem-se:

Ay EO i(eaB _1)

1-vi a

A,=A, = 1_Ei’/02 %(aBeaB —e® +1)

A, = 1—E?/2 %[eaB(asz ~2aB+2)- 2]
0

R = ["a(y)dy

M = ["a(y)ydy

(4.7)

(48)

(4.9)
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Na analise numérica, foram admitidos B=1, L=8 e T,=100, além dos valores de

referéncia adimensionais que se encontram na Tabela 4.2 relacionados com as propriedades do

material da placa.

Tabela 4.2 — Propriedades de referéncia do material da placa.

Propriedade Valor
K, (condutividade térmica) 50
P, (densidade) 1,0
C, (calor especifico) 1,0
E, (médulo de elasticidade) 1,0
v, (coeficiente de Poisson) 0,3
o, (coeficiente de expansdo térmica) 0,02

No caso dos parametros que definem a heterogeneidade do material da placa, foram

utilizados os seguintes valores: =15, a=2,5e b=1,5.

Nas Figuras 4.7 a 4.9 estdo representadas graficamente as propriedades térmicas e

elasticas do material da placa em funcéo da coordenada vertical vy .
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=== Condutividade Térmica
— Calor especifico o

40 60 80 100 120

Figura 4.7 — Propriedades térmicas do material da placa.
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Figura 4.8 — Mddulo de elasticidade do material da placa.
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Figura 4.9 — Coeficiente de expansdo térmica do material da placa.

Nas Figuras 4.10 a 4.13 estdo os resultados das analises numéricas, em forma de pontos,
junto com aqueles correspondentes as solugdes analiticas, em traco continuo. Nas analises
numéricas foram utilizadas duas discretiza¢des, uma constando de 3 x 15 células distribuidas nas
direcdes x e vy, respectivamente, e uma outra mais refinada apresentando 5 x 50 células. O

incremento de tempo adotado no inicio das analises numéricas foi de 5.10, progredindo numa
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razdo geomeétrica de 1,05 até se estabelecer a convergéncia com a solucdo em regime
estacionario. Foi empregada a formulacdo bidimensional convencional, admitindo-se um estado
plano de deformacBes. Como se pode observar, nos primeiros passos das andlises, nas
proximidades da face superior da placa, ocorreram as maiores divergéncias dos resultados
obtidos com as analises numéricas em relacéo as solugdes analiticas, 0 que poderia ser resolvido

com uma maior discretizacao desta regido.

90 - t=0.0001

gol  t=0.0025

t=0.0104
70

t=0.0359

t=0.1305

Temperatura

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 07 0.8 0.9 1
Eixo-Y

Figura 4.10 — Anélise térmica da placa de material com gradacédo funcional (3 x 15 células).

T T T T T T T

ool  t=0.0001

t=0.0025
80+
t=0.0104

70+

60 t=0.1305

50

Temperatura

40

30

20

10

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9
Eixo-Y

=y

Figura 4.11 — Analise térmica da placa de material com gradagao funcional (5 x 50 células).
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Figura 4.12 — Andlise elastica da placa de material com gradacdo funcional (3 x 15 células).
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Figura 4.13 — Anélise elastica da placa de material com gradacédo funcional (5 x 50 células).

4.2.3. Andlise Estacionaria de um Tubo de Parede Grossa de Material Homogéneo

A Figura 4.14 mostra um tubo de parede grossa de material homogéneo submetido a
condigdes de contorno uniformes de temperatura e de pressao, definidas pelos valores Pg, Te e
he, no bordo externo, e Py, T, e h;, no bordo interno, onde P, T e h representam a pressao, a
temperatura ambiente e o coeficiente de convecgéo térmica, respectivamente. Devido a simetria
do sistema estrutural, basta analisar um quarto do tubo, impondo condi¢des de contorno que
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levem em consideracdo essa simetria. O campo de temperatura do tubo é admitido inicialmente

uniforme e igual a T,.

P.T. h,

Figura 4.14 — Tubo de parede grossa de material homogéneo.

As solucdes analiticas das analises térmica e mecanica, admitindo-se que o tubo estad em
estado plano de deformacdes, podem ser encontradas em Arnold et al. (2004), sendo expressas
em funcéo da posicéao radial r, como mostrado abaixo:

Campo de temperatura:

T(r)=c,In(r)+c, (4.10)

sendo as constantes c; e ¢, dadas por:

C =

In(r, /re)-k(@/rh, +1/rch)
(4.11)

T, -T: k
" In(r, /r)-k (vrh+erhE)[r.h."”(“)j”'
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Relacdes constitutivas:
O, = ngr + nga —TAT (r)

(4.12)
o,=Q,¢, +Qe¢, —TAT (r)

onde:

__ El-v)
=)

Ev
Q2=
(

1+v)i-2v) (4.13)

Ea
1-2v

=

Relacdes deformacdo-deslocamento radial:

_ du,

(4.14)

Campo de deslocamento radial:

1 c
ur(r)zaj n AT (r)rdr +c,r +T“ (4.15)

sendo:

Qljl“ 3
—|1-=t|=| AT(r)rdr+P. -PR,
( Q2 rEZ r () E |

(Q1 _Qz{lz_lz]
re I (4.16)

- PI +:,:3(Q1_Q2)
Q+Q,

C, =

C; =

Nas analises numéricas deste problema foram utilizadas as formulagdes convencional e
paramétrica da teoria de volumes finitos, com o intuito de evidenciar as vantagens da segunda na

analise de estruturas que apresentam contorno curvo.
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Para as analises utilizando a formulacdo convencional da teoria de volumes finitos, as
condi¢des de contorno para as superficies interna e externa do tubo foram estabelecidas como

mostrado a seguir.

Andlise Térmica:

G, =g, sen(@) = h, =h, sen(0)

(4.17)
g, =4, cos(@)= h, =h, cos(9)
Analise Mecanica:
0, =0, senz(e)
o,, =0, c0s*(0) (4.18)

o, = o, sen(6)cos(6)

onde @ é o angulo formado com a horizontal e g, e o, sdo o fluxo de calor e a tensdo normal
na direcdo radial, respectivamente.
Para a analise mecanica usando a formulacdo paramétrica da teoria de volumes finitos, as

condicBes de contorno para as superficies interna e externa do tubo foram estabelecidas como

segue:
t =o,sen(d) (419)
t, = o, cos(6) '

sendo ty e ty as componentes do vetor de tragdo atuante em um ponto da superficie do tubo.
As propriedades do material do tubo e os pardmetros adotados nas analises estdo nas
Tabelas 4.3 e 4.4.

Tabela 4.3 — Propriedades do material do tubo.

Propriedade Valor

k 4,01.10” BTU/in.s°F
E 4,35.10 psi

% 0,22

a 1,83.10°/°F
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Tabela 4.4 — Pardmetros adotados nas analises.

Parametro Valor

re lin

r 0,8in

T, 3600 °F

T, 70 °F

T, 70 °F

he 0,0003 BTU/in’s°F
h, 0,0385 BTU/in’s°F
P 1000 psi

P, 10.000 psi

Enquanto na formulacdo convencional foram contabilizadas 2.830 células preenchidas
com material, numa malha de 100 por 100 células, na formulacdo paramétrica utilizou-se uma
malha de 15 por 15 células distribuidas nas dire¢des radial e circunferencial, totalizando 225,
como ilustra a Figura 4.15. Apesar do menor namero de células utilizadas na formulacgéo
paramétrica, os graficos apresentados nas Figuras 4.16 a 4.19 mostram uma maior uniformidade
dos resultados obtidos com a formulacdo paramétrica e a presenca de pertubagdes no campo de

tensdes oriundo da formulagdo convencional, como comentado em Arnold et al. (2004).

Malha da Formulagéo Paramétrica

Malha da Formulagéo Convencional

(@) (b)

Figura 4.15 — Malhas utilizadas nas analises: (a) Formulagdo Convencional e (b) Formulagdo Paramétrica.



93

Temperatura (°F)

Temperatura (°F)

600

500

400

(@)

Figura 4.16 — Campo de temperatura: (a) Formulagdo Convencional e (b) Formulagdo Paramétrica.

(b)

Tens&o Longitudinal (psi)

Tenséo Longitudinal (psi)

(@)

(b)

Figura 4.17 — Campo de tensdo longitudinal o; : (a) Formulagdo Convencional e (b) Formulacdo Paramétrica.

Tens&o Radial (psi)

Tenséo Radial (psi)

-5000

-10000

-15000

-20000

(@)
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Figura 4.18 — Campo de tensdo radial o : (2) Formulagdo Convencional e (b) Formulagdo Paramétrica.
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Tens&o Circunferencial (psi) Tensao Circunferencial (psi)

)3310‘

(@) (b)

Figura 4.19 — Campo de tensdo circunferencial o, : (a) Formulagdo Convencional e (b) Formulacdo Paramétrica.

Nas Figuras 4.20 a 4.22 sdo mostrados os resultados da anélise termoelastica numa secéo

média do tubo, 6 =45, comparando os valores obtidos com as formulagdes convencional e
paramétrica com as solucBes analiticas apresentadas nas equacfes 4.10 e 4.12. Nota-se uma
maior precisdo da formulacdo paramétrica em relacdo a convencional, principalmente no que diz

respeito ao campo de tensoes.

700 T T T T T T T T T

600+
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400 -

300+
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« Formulacéo Paramétrica

0 L ! ! L I ! L L 1
0.8 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

Raio (in)

Figura 4.20 — Temperatura em func¢éo da posicao radial para o tubo de parede grossa.
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Figura 4.21 — Tens&o longitudinal em funcéo da posicéo radial para o tubo de parede grossa.
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Figura 4.22 — Tensdo radial em funcdo da posicdo radial para o tubo de parede grossa.
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Figura 4.23 — Tensé&o circunferencial em funcdo da posicéao radial para o tubo de parede grossa.

4.2.4. Analise Estacionaria de um Tubo de Parede Grossa de Material com

Gradacgao Funcional

Nesta secdo € analisado um tubo de parede grossa de material com gradagdo funcional
submetido as mesmas condigdes de contorno do tubo da se¢do 4.2.3. O campo de temperatura do
tubo é admitido inicialmente uniforme e igual a zero.

As deducdes das solucbes analiticas para as analises térmica e mecanica, admitindo-se
que o tubo encontra-se em um estado plano de deformagdes, podem ser encontradas em Jabbari
et al. (2002), e séo expressas em fungédo da posicédo radial r tal como apresentado a seguir.

A condutividade térmica k deve ser definida em fung&o da posicéo radial por:

k(r)=kor™ (4.20)

sendo ko um valor de referéncia e mg um parametro relacionado com a heterogeneidade do
material.

Desta forma, o0 campo de temperatura é expresso em funcédo da posicéo radial r por:

T(r)= B e +A, (4.21)

m,



onde:
A1 — CZl f1 — C11 fz
C.lC r*msfl _ C11r|7m3 -C.lC rfmrl _ C21r|£7m3
21| ~1201 m, 11| ~22'E m,
[C12rl_m3_1 - Cllrl j fz - (szrlz_ma_l - C21rE j fz
m m
A2 — 3 3
C..lC r*mrl _ (:11"(mB —C.lC rfmrl _ C21r|;m3
21| ~12') m, 11| ~22'E m,
Para as condicdes de contorno do problema, tem-se que:
C,=-h
C, =Kk
Cu=he
Cp =ke
f1 - _hITI
f, =hT;

sendo k, =k,r™ e kg =k,rt®.

97

(4.22)

(4.23)

Para a analise mecanica, o modulo de elasticidade E, o coeficiente de Poisson v e 0

coeficiente de expansdo térmica « sao definidos em funcéo da posicéo radial r como mostrado a

sequir:

a(r)= a,r™

(4.24)

onde Eo, vy € ap sdo valores de referéncia e m; e m, sdo constantes que definem a

heterogeneidade do material.

Assim, o campo de deslocamento radial é expresso em fungéo de r por:

u,(r)=Br" +B,r” + D,r™™" 4+ D,rm ™"

(4.25)
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sendo:
m _ [m} v,m

= Mg M Yol
2T N 1oy,
D, = (L+ vy Jarg (my +m, ) A,

(m, +1)m, +(m, +1)(m1+1)+1V°r1n/l e (4.26)

Vo
D, = (L+vg Jorg(my —m, —m, ) A
(mz—m3+1)(m2—m3)+(m2—m3+1)(m1+1)+lvon:1—1(1_V°)m3
Yo

Para as condicdes de contorno do problema, tem-se que:

_ d5d4 _dez
' dd,-d,d, (a27)
_ dld6 _dsds .
2 dd,-d,d,
onde:

= [(1_ Vo )’72 Vo ]rEnsz—l

d, = — (1”0)2_ 2v,) P, — {(@—vy)m, +1]D; — L+ v Jero A, Jr™ ™ (4.28)

[ 520

3

d = 20Ny, 10, v

B {[(1_ vo m, —my)+1]D, + —(1+r‘n/o Ja Ai}rEm“’mz"rns

3
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Desta forma, tem-se como solucdo analitica para o campo de tensdes as seguintes

expressdes em funcdo da posicao radial r:

E +my— +my—
Ur(r): (1+v0)(i—2vo){[(l_V0)nl+V0]Blr,h i +[(1_V0)772 "'Vo]Bzrq2 i

+ {[(1_ Vo )mz + 1]D1 - (1+ Vo )aoAz }rmﬁm2

+{[(l—vo)(m2 -m,)+1]D, +(1+;ﬂpﬁ}rmﬁmrms}

3

E,
(1+v, M- 2v,
+ [(Vomz + 1)D1 - (1"' Vo )aoAz ]rmﬁmz

" {[Vo(mz B m3)+l]D2 + (1+;0 )ao Ai}rmﬁmz—ms}

%o (r) - ) {[V0771 +1-v, ]B1r771+ml_1 + [V0772 +1- vo]Bzr’h*”‘l‘l

3

(4.29)

Nas Tabelas 4.5 e 4.6 estdo, respectivamente, as propriedades de referéncia para o

material do tubo e os parametros que definem a geometria e as condi¢Ges de contorno do

problema.

Tabela 4.5 — Propriedades de referéncia do material do tubo.

Propriedade |Valor

K, 4,01.10" BTU/in.s°F
E, 4,35.10" psi

Vo 0,22

o, 1,83. 10°°F

Tabela 4.6 — Parametros que definem a geometria e as condi¢fes de contorno do problema.

Parametro Valor

re 21in

r lin

T, 0°F

T, 3500 °F

he 0,0003 BTU/in’s°F
h, 0,0385 BTU/in*s°F
Pe 1000 psi

P, 10.000 psi
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No caso dos parametros que definem a heterogeneidade do material do tubo foram

admitidos os seguintes valores: m,=1,5, m,=1e m,=1.

A malha utilizada nas analises térmica e mecanica com a formulagdo paramétrica foi a
mesma do exemplo anterior, 15 por 15 células distribuidas nas dire¢Ges radial e circunferencial,
totalizando 225 células. Nas Figuras 4.24 a 4.26 estdo os resultados obtidos com a formulagdo

paramétrica, que por sua vez apresentaram uma excelente concordancia com a solugédo analitica.

3600 T T T T T I

I

T I
—— Solugio Analitica
+  Formulagao Parameétrica

3400

3200

3000

2800

2600

Temperatura (°F)

2400

2200

2000

1800 1 L | 1 L | 1 L L
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2

Raio (in)

Figura 4.24 — Temperatura em func¢éo da posicao radial para o tubo de material com gradacéo funcional.

4000
2000 -
0
%“
E
T -2000 +
k=]
©
o
8
@ -4000
=
[0}
l_
-6000
-8000 -
= Solugao Analitica
+ Formulagao Parametrica
-10000 1 L | 1 L 1 1 L L
1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 1.6 1.7 1.8 1.9 2
Raio (in)

Figura 4.25 — Tensdo radial em fung&o da posic¢éo radial para o tubo de material com gradacéo funcional.
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5 T T T T T T

T T
— Solugdo Analitica
+  Formulagdo Paramétrica

Tens&o Circunferencial (psi)
o

5 I I 1 I I I 1 1 I
1 11 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 19 2

Raio (in)

Figura 4.26 — Tensdo circunferencial em funcéo da posicao radial para o tubo de material com gradacédo funcional.

4.2.5. Andlise Transiente de um Tubo de Parede Grossa de Material Homogéneo

A Figura 4.27 mostra um quarto do tubo de parede grossa de material homogéneo que se
encontra inicialmente com um campo de temperatura uniforme e igual a zero. A temperatura da
superficie interna é subitamente elevada para um valor unitario enquanto a superficie externa
permanece com a temperatura constante e igual a zero. O tubo sO apresenta restricdo aos
deslocamentos de corpo rigido, e devido a simetria do problema, basta analisar um quarto do

mesmo, impondo-se condic¢des de contorno que levem isto em consideracao.

Figura 4.27 — Um quarto do tubo de parede grossa de material homogéneo.
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As deducbes das solugdes analiticas para os campos de temperatura e de tensdo podem
ser encontradas nos livros classicos de Carslaw e Jaeger (1959) e Timoshenko e Goodier (1951).
Estas solucbes sdo expressas em fungdo da posicdo radial r e do tempo t como mostrado

abaixo:

Campo de Temperatura:
In(rEj
T(rt)=—"4T

,n[&j (4.30)
r-I

) [y (4, () 31, Yo, o -

1 CZ) J (rEan

KI'-*
N

oC

sendo J, e Y, as fungdes de Bessel do primeiro e do segundo tipo, respectivamente, K:T e

o, as raizes da seguinte equacdo caracteristica:

‘]O(rlan)YO(rEan)_‘]O(rEan)YO(rlan):O (4.31)

Campo de Tensbes:

aE 1 E C C
)= = tydr+—| —L =2
olrt)=—1" =) T ydr+ o (1 2 rzj
() (4.32)
oFE 1 aET(r,t E C C
t)=— trdr— 1 4 >2
Gg(r ) 1-v rz-[ (r )F 1-v Jrl+v(1—2v+r2j

onde o, e o, sdo as tensdes nas diregOes radial e circunferencial, respectivamente, e as

constantes C, e C, podem ser calculadas, para o caso de estado plano de deformagdes, como

mostrado a seguir:

(-2v)al+v) 1 e
C=—7 ré—r,zj T(r,t)rdr

(4.33)

1+ ry
C,= ai—vV) . erj T(r,t)rdr
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As propriedades adimensionais para o material do tubo e o restante dos parametros

adimensionais adotados nas andlises estdo nas Tabelas 4.7 e 4.8.

Tabela 4.7 — Propriedades adimensionais do material do tubo.

Propriedade Valor
K 1,0
P 1,0
C 1,0
E 1,0
0,3
a 0,02
Tabela 4.8 — Pardmetros adimensionais adotados nas analises.
Parametro Valor
re 2,0
r 1,5
Te 0,0
T, 1,0

A malha utilizada nas analises térmica e mecanica encontra-se na Figura 4.28,

apresentando 50 por 9 células, totalizando 450, distribuidas nas dire¢des radial e circunferencial,

respectivamente.

y
.
- //

%
=

Figura 4.28 — Malha utilizada nas analises transientes para o tubo de parede grossa de material homogéneo.
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Nas Figuras 4.29 a 4.31 estdo os resultados das analises numéricas com a formulacéo
paramétrica, em forma de pontos, comparando-o0s com a solucgdo analitica, representada por traco
continuo. O incremento de tempo adotado no inicio da analise numérica foi de 10, progredindo
numa razdo geométrica de 1,05 até se estabelecer a convergéncia com a solucdo em regime
estacionario. Os resultados obtidos podem ser considerados bons, uma vez que as maiores
divergéncias em relacdo a solucdo analitica ocorreram somente nos primeiros passos da analise
para a tensdo radial, que apresenta uma ordem de grandeza dez vezes menor em relacdo a tensao

circunferencial.

t=0.0001

t=0.0047

t=0.0187

Temperatura
(=]
wn

15 1.55 1.6 1.65 1.7 1.? 1.8 1.85 1.9 1.95 2

Tensao radial

t=0.0001

t=0.0047
-8} t=0.0187
gt
t=0.1848
10 \~
L L L LR R L L L L L )
15 1.55 16 1.85 17 175 18 1.85 1.9 1.85 2

Raio

Figura 4.30 — Campo de tenséo radial do tubo de parede grossa de material homogéneo.
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001+

0.005F-

~0.005] =0.0001

t=0.0047
-0.01}

Tens&o circunferencial

t=0.0187

-0.015]

t=0.1848
-0.02}

1 1 1 1 1 1
15 155 16 165 1.7 175 18 1.85 1.9 1.95 2
Raio

Figura 4.31 — Campo de tenséo circunferencial do tubo de parede grossa de material homogéneo.

4.2.6. Anélise Mecanica de uma Viga Engastada

Nesta secdo é analisada uma viga engastada, cuja solucao analitica € conhecida e pode ser
encontrada em Timoshenko e Goodier (1951). As acdes atuantes nas extremidades da viga estdo

esbocadas na Figura 4.32, assim como suas dimensdes e o sistema de coordenadas adotado.

N

) L

-
=

Figura 4.32 — A¢des atuantes nas extremidades de uma viga engastada.

A solucdo analitica para o campo de tensGes em funcdo das coordenadas x e y € dada por:

3P
O-xx (X’ y) ==

X
2¢%t Y

oy (% y)=0 (434)

0y (%)= 0 (1—y—22]

4t
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O campo de deslocamentos pode ser expresso em funcéo das coordenadas x e y, para o

campo de tensdes ( 4.34 ), da seguinte forma:

P P 3 P 3
ux,y)=——xy+Cy+ —-v +C
(y)= o XY+ Ciy ey vy G s
4.35
v(x y):vixyz— Pe 4P xisc
' 2El 2GI Y BEI ?

sendo E e G o0s modulos de elasticidade longitudinal e transversal, respectivamente, v 0
coeficiente de Poisson e I o0 momento de inércia da secdo transversal.
Para a determinacdo das constantes C,, C, e C, do campo de deslocamentos sdo

impostas as condi¢cdes de vinculacdo representadas na Figura 4.33, sendo estas constantes

calculadas como segue:

C =12 P 2y P
2EI - 6GI ' 6El

C, =P Ly oL (4.36)
3EI 3Gl 6El

C,=0

”uuﬂ{)=o

e CEEEEEERREEE ANVL0) =0

HlKLﬁ):O

Figura 4.33 — Condic¢des de vinculagdo impostas a viga engastada.

Para a analise numérica deste exemplo sdo utilizados o método dos elementos finitos
(usando integracdo completa) e a teoria de volumes finitos, com o intuito de confrontar os
resultados obtidos por estes dois métodos.

A formulacdo tradicional em deslocamentos do método dos elementos finitos pode ser
tratada como uma forma fraca do método dos residuos ponderados, com uma peculiar funcéo de
aproximacdo do campo de deslocamentos em todo dominio da estrutura. A formulacdo

apresentada no capitulo 2 considera uma aproximacdo do campo de deslocamentos em
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subdominios, denominados células, onde as equacgdes de equilibrio sdo satisfeitas em termos
médios no volume, e as condi¢bes de compatibilidade em deslocamento e em tensdo sdo
satisfeitas em termos médios nas faces.

Como mostra o esquema da Figura 4.34, em média, o nimero de graus de liberdade (gl)
resultante de uma andlise utilizando a formulacdo paramétrica da teoria de volumes finitos é
100% superior ao do elemento finito Q4 e 50% inferior ao do elemento finito Q8, colocando-se

em uma posicao intermediaria entre estes dois elementos.

\ 4
A

Q4 (2 gl por no) x (4 nos)
(4 elementos)

= (2 gl por elemento)

A J

(4 nos de canto) (4 nos intermediarios)
(4 elementos) (2 elementos)

+—» Q8 s (2 gl/no) x |: :|= (6 gl/elemento)

—>
A J

r 3 A
5 (2 gl por face) x (4 faces)

—» CELULA > il -

(2 células) (4 gl por célula)

Figura 4.34 — Numero de graus de liberdade em média por célula (elemento).

Nas analises apresentadas a seguir € utilizada uma malha de 15 por 12 células
(elementos) distribuidas nas direcdes horizontal e vertical, respectivamente. No entanto, a malha
para a teoria de volumes finitos diferencia-se daquela utilizada no método dos elementos finitos,

apresentando células menores no contorno com o intuito de captar as informacdes proximas aos
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bordos da viga, como mostra a Figura 4.35, uma vez que neste método obtém-se informac6es do

campo de deslocamentos e de tensdes no centro geométrico de cada célula.

151 4

0.5+

05+ 4

-5 ! I I ! I !
0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.35 — Malha utilizada na teoria de volumes finitos para a viga engastada.

As condi¢bes de contorno impostas reproduzem de forma aproximada aquelas
correspondentes a solucgdo analitica. Os dados para a analise com o método dos elementos finitos
foram gerados no programa MTOOL (1992), aproximando a tensdo cisalhante atuante no
contorno, que no caso € uma parabola, por seis segmentos de reta que compdem carregamentos
com distribuicdo linear. No caso da teoria de volumes finitos, este carregamento € representado
de forma também aproximada, adotando-se os valores da tensdo cisalhante no meio da face como
a tensdo média atuante no bordo externo da celula.

Os dados do problema e as propriedades do material da viga engastada estdo nas
Tabelas 4.9 e 4.10.
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Tabela 4.9 — Dados do problema da viga engastada.

Dado Valor
L 30m
c 0,5m
e Im
P 1000 kN
bela 4.10 — Propriedades do material da viga engastada.
Propriedade Valor
E 32000 MPa
v 0,20
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As Figuras 4.36 a 4.38 mostram os resultados obtidos para o campo de deslocamentos

utilizando o método dos elementos finitos (em cinza), a teoria de volumes finitos (em azul claro)

e a solucdo analitica (representada pelo tragco preto continuo). Para uma melhor visualizagéo,

multiplicou-se por dois os valores obtidos para os deslocamentos. Como se pode observar, o

elemento finito Q4 enrijeceu consideravelmente a estrutura, por outro lado, as deformadas

obtidas com o elemento finito Q8 e pela teoria de volumes finitos praticamente coincidiram com

a solucdo analitica.

Eixo-Y

Figura 4.36 — Deformada obtida com o elemento finito Q4 para a viga engastada.

-10

-15

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (Q4)

|

1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 20
Eixo-X
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METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (Q8)

Eixo-Y

-10

15 1 1 I
0 5 10 15 20 25 30
Eixo-X

Figura 4.37 — Deformada obtida com o elemento finito Q8 para a viga engastada.

TEORIA DE VOLUMES FINITOS

Eixo-Y

Aok 4

150 | ! L !
0 5 10 15 20 25 30
Eixo-X

Figura 4.38 — Deformada obtida com a teoria de volumes finitos para a viga engastada.

Nas Figuras 4.39 e 4.40 estdo os diagramas de tensdo para uma se¢do média (x=L/2) da
viga engastada. Para a obtencdo das tensbes com o método dos elementos finitos foram
extrapolados os resultados obtidos nos pontos de integracdo de Gauss para 0s nds do elemento,
utilizando um plano como superficie de suavizagdo, via aproximacdo minima quadratica
(suavizacao local), como proposto em Burnett (1987). Para os nos da estrutura foi feita uma
média aritmética destes valores conforme a incidéncia dos elementos na estrutura (suavizacao

global). Feito isto, interpolou-se linearmente as tensées em qualquer ponto do lado do elemento
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com base nos valores das tensdes nos nos (suavizados localmente e globalmente). Os resultados
obtidos com o elemento finito Q4 divergiram consideravelmente da solugdo analitica, mostrando
a necessidade de uma malha mais refinada. Os resultados com o elemento finito Q8 exibiram
uma boa convergéncia com a solugdo analitica, no entanto, a teoria de volumes finitos mostrou-

se mais precisa.

100 T T T T T T I 1 1
A — Solugdo Analitica
T Finitos (Q4)
801 g #*  Finitos (Q8)
' T. de V. Finitos

40

20

20+

-ap -

Tens&o normal horizontal (MPa)

B0+

-80

-100 ! I I I I I 1 I I J
-05 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 02 0.3 0.4 05

Eixo-Y
Figura 4.39 — Diagrama de tensdo normal horizontal numa secdo média da viga engastada.

25 I I T T l T I 1 I
— Solugio Analitica
Finitos (Q4)
2 #  Finitos (Q8)
T. de V. Finitos
1.5F —
1+ “:‘ w w ™ 4
_+_ & " 2
B _+_ e
05

Tens&o de cisalhamento (MPa)

Eixo-Y

Figura 4.40 — Diagrama de tensdo cisalhante numa secdo média da viga engastada.



112

4.2.7. Andlise Mecanica de uma Viga Engastada Curva

Nesta secdo é analisada uma viga engastada curva, cuja solucdo analitica é conhecida e
pode ser encontrada em Timoshenko e Goodier (1951). As acdes e vinculagdes presentes nas
extremidades da viga estdo esbogadas na Figura 4.41, assim como suas dimensdes e o sistema de

coordenadas adotado.

Figura 4.41 — Viga engastada curva.

A solucdo analitica para o campo de tensdes em funcdo das coordenadas r e & é dada

pelas seguintes expressoes:

o, (r.0)= (ZAr —£+Ejsen(0)

r r
a%(r,e):(GAr +2r—SB+%jsen(9) (4.37)

o,,(r.0)= —(ZAr _2r_3B +%j cos()

sendo:
Ao
2N
__Pa%®’
2N
5 (4.38)
D=——I(a?+b?
P 0 41)

N =a’ —b?+(a’ +b2)ln(—j
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O campo de deslocamentos pode ser expresso em funcdo das coordenadas r e &, para o

campo de tensdes ( 4.37 ), da seguinte forma:

u(r.0)= —Z?DHCOS(é’F SenE(e){D(l—v)ln(m AL-3v)r + B(1+V)}

+ Ksen(@)+ F cos(6)

u,(r,0)= Z?Decos(e)— COSE(H){A(SJF v)r? + Bl+v)_ D(l—v)ln(r)} + D(1E+ V)cos(e)

+ K cos(@)— Fsen(6)+ Hr

sendo E e v o modulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson, respectivamente.
Para a determinacdo das constantes K, F e H do campo de deslocamentos sdo impostas
as condicdes de vinculagéo representadas na Figura 4.42, sendo estas constantes calculadas como

segue:

(a+b)

K= —%[D(l—v)ln(aTerj+ A(1—3v)@+ B(l+v)

(4.40)

u(1/2.b) = 0 |b

u(n/2,(b+a)/2) =0

u,(n/2,b) = O[>

Figura 4.42 — Condicoes de vinculagdo impostas a viga engastada curva.

Como na secdo anterior, para a andlise numerica deste exemplo séo utilizados o método
dos elementos finitos (usando integragdo completa) e a teoria de volumes finitos, com o intuito
de verificar a qualidade dos resultados obtidos por estes dois metodos.

Nestas analises € utilizada uma malha de 10 por 15 células (elementos) distribuidas nas

direces radial e circunferencial, respectivamente. No entanto, a malha para a teoria de volumes
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finitos diferencia-se daquela utilizada no método dos elementos finitos, apresentando células
menores no contorno com o intuito de captar as informacgdes proximas ao bordo, como mostra a
Figura 4.43.

0.2+

015+

08L 01r

06+

005+

04r-

02r

ok

. . . . . . . I I I
0 0.2 04 06 038 1 12 1.4 16 1.35 1.4 1.45 1.5 1.55

Figura 4.43 — Malha utilizada pela teoria de volumes finitos para a viga engastada curva.

As condigOes de contorno foram impostas de modo a reproduzir aproximadamente
aquelas usadas na solucédo analitica. Os dados para a andlise utilizando o método dos elementos
finitos foram gerados no programa MTOOL (1992), aproximando o carregamento atuante no
contorno por segmentos de reta que compdem carregamentos com distribuicdo linear. Na teoria
de volumes finitos, este carregamento € representado também de forma aproximada, adotando-se
os valores das tensGes no meio da face como a tensdo média atuante no bordo externo da celula.

Os dados que definem a geometria e as condi¢cdes de contorno do problema estdo na
Tabela 4.11, e as propriedades do material da viga sdo as mesmas do exemplo anterior, e se
encontram na Tabela 4.10.

Tabela 4.11 — Dados do problema da viga engastada curva.

Dado Valor
a 1,45m
b 1,5m
P 10 kN

As Figuras 4.44 a 4.46 mostram os resultados obtidos para o campo de deslocamentos

utilizando o método dos elementos finitos (em cinza), a teoria de volumes finitos (em azul claro)
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e a solucdo analitica (representada pelo traco preto continuo). Para uma melhor visualizacéo,
multiplicou-se por 4 os valores obtidos para os deslocamentos. Como no exemplo anterior, o
elemento finito Q4 enrijeceu consideravelmente a estrutura, por outro lado, as deformadas

obtidas com o elemento finito Q8 e pela teoria de volumes finitos praticamente coincidiram com
a solucdo analitica.

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (Q4)
15 T T T T T T

Eixo-Y

) ) ) ) ) ) ) )
0.2 0 02 04 08 08 1 12 1.4 16
Eixa-X

Figura 4.44 — Deformada obtida com o elemento finito Q4 para a viga engastada curva.

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (Q8)

1.5¢

Eixo-Y

05+

! ) : ) ! ) : !
-0.2 0 02 0.4 06 0.8 1 12 1.4
Eixo-X

Figura 4.45 — Deformada obtida com o elemento finito Q8 para a viga engastada curva.
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TEORIA DE VOLUMES FINITOS
1-5' -y T T T T T T
1!
AY
— \\\
Q \‘\“‘
i} LAY
0.5}

L 1 1 1 L 1 1
-0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1 . .
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Figura 4.46 — Deformada obtida com a teoria de volumes finitos para a viga engastada curva.

Nas Figuras 4.47 a 4.49 estdo os diagramas de tensdo para uma se¢do média (6 = z/4) da
viga engastada curva. Como no exemplo anterior, os resultados obtidos com o elemento finito
Q4 divergiram consideravelmente da solucdo analitica, mostrando a necessidade de uma malha
mais refinada. Os resultados oriundos da analise utilizando o elemento finito Q8 apresentaram

uma boa convergéncia com a solucdo analitica, no entanto, a teoria de volumes finitos mostrou-
se mais precisa.

T T | T |
— Solugdo Analitica
Finitos (Q4)

# Finitos (Q8)
08+ T. de V. Finitos

< <
= @

Tensaoc radial (MPa)
(=]
a

1 1 1 1
1.45 1.455 1.46 1.465 1.47

1 1 1 L 1
1.475 148 1485 149 1495 1.5
Raio {m)

Figura 4.47 — Diagrama de tensdo radial numa se¢do média da viga engastada curva.



Tensao circunferencial (MPa)

Figura 4

Tensaoe cisalhante (MPa)

Figura 4.49 — Diagrama de tensdo cisalhante numa se¢do média da viga engastada curva.

30 T T T T T T T T T

20f

10

0 —
10

— Solugio Analitica
.20 # Finitos (Q4)
4 Finitos (Q8)
E +« T.deV. Finitos

_30 | 1 1 | 1 | 1 1 |

145 1455 146 1465 147 1475 148 1485 149 1495 15

Raio (m)
.48 — Diagrama de tensdo circunferencial numa se¢do média da viga engastada curva.
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Conclusoes

Neste trabalho apresentou-se a base teorica da teoria de volumes finitos, em sua verséo
Higher-Order Theory (Aboudi et al., 1999), e formulacdes destinadas as analises termo-elasticas
de materiais compo6sitos em regime estacionario e transiente. No que se chamou de formulacéo
convencional foi adotada uma simplificagdo na discretizagdo e montagem do sistema de
equacoes, abandonando o conceito de sub-células da formulagdo original.

A formulacdo paramétrica bidimensional da teoria de volumes finitos, apresentada como
uma contribuicdo deste trabalho, permitiu uma maior flexibilidade na geracdo da malha e uma
diminuigdo do problema em relagcdo ao nimero de incdgnitas.

No capitulo 3 apresentou-se uma proposta para avaliacdo das propriedades efetivas de
materiais compositos reforcados por fibras e particulados, incluindo FGM, utilizando a
formulacdo tridimensional da teoria de volumes finitos. Através de estudo comparativo de
resultados para os modulos de elasticidade efetivos de materiais compoésitos obtidos com
diferentes métodos, foi observado que os modelos da micromecénica apresentaram uma boa
concordancia entre si para pequenas fracdes da fase inclusdo, o que ndo aconteceu para fracdes
superiores a 25%, no caso dos exemplos analisados. Os resultados das analises com os modelos
micromecénicos simplificados afastaram-se consideravelmente daqueles obtidos com os modelos
micromecanicos baseados na teoria de campos médios, principalmente para as maiores fragdes
de fibras, onde a interacdo entre as mesmas passa a ser mais relevante. De acordo com 0s
resultados apresentados neste trabalho, faz-se necessario realizar analises elasticas
tridimensionais para a determinacdo das propriedades efetivas, captando os efeitos decorrentes
das diferencas de rigidezes dos materiais constituintes, o que pode ndo ocorrer em analises
bidimensionais, como as que foram realizadas com o método dos elementos finitos para
compositos reforcados por fibras. Os resultados obtidos com a teoria de volumes finitos podem
ser considerados satisfatorios, desde que se defina uma configuragdo microestrutural para o
volume representativo que considere a interacdo entre as inclusfes. Quanto a determinagdo das
propriedades efetivas de materiais com gradacdo funcional, fez-se um estudo da sensibilidade de
varios modelos micromecéanicos em relacdo ao material adotado como inclusdo ou como matriz.
Em conformidade com o disposto na literatura, os melhores resultados foram obtidos quando o
material mais flexivel foi adotado como matriz. Esta conclusdo baseou-se em compara¢fes com
resultados oriundos de analises realizadas com a formulacgéo tridimensional da teoria de volumes

finitos, admitindo-se uma distribuicdo randémica dos constituintes.
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No capitulo 4, varios exemplos numéricos de analises termo-elasticas e elasticas
bidimensionais foram apresentados e os resultados obtidos através da teoria de volumes finitos
comparados com aqueles encontrados por outros procedimentos: solucfes analiticas e método
dos elementos finitos. Verificou-se para os exemplos analisados uma excelente concordancia da
teoria de volumes finitos com o as solugdes analiticas. Para estruturas de contorno curvo, a
formulacdo paramétrica demonstrou maior eficiéncia em relacdo a formulacdo convencional,
tanto no que diz respeito ao tamanho e geometria da malha como no fornecimento de melhores
resultados. Quanto as compara¢Ges com o método dos elementos finitos, em dois problemas
classicos da elasticidade, constatou-se o enrijecimento da estrutura quando foi utilizado o
elemento finito Q4, e excelentes resultados, em relagdo aos campos de deslocamento, nas
analises utilizando o elemento finito Q8 e a teoria de volumes finitos. Quanto aos resultados em
termos de tensdo, o elemento finito Q4 mostrou a necessidade de uma malha mais refinada para a
convergéncia com a solucdo analitica. No entanto, as analises com o elemento finito Q8
apresentaram boa concordancia com valores analiticos. Vale ressaltar que, utilizando-se o
mesmo ndmero de células e de elementos finitos nos dois exemplos analisados, a formulacédo

paramétrica da teoria de volumes finitos mostrou-se mais precisa em relacéo a solugao analitica.
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Apéndice A

Matrizes utilizadas no calculo da matriz de
condutividade térmica local

As matrizes apresentadas abaixo fazem parte da sistematizacdo adotada para o calculo da

matriz de condutividade térmica local da formulacdo paramétrica bidimensional proposta neste

trabalho.
1 0 0 O]
01 0 -3
10 3 0
01 0 O
A:1ooo (A1)
01 0 3
10 -3 0
01 0 0
J 00O
0J 0O
B:oojo (A2)
000 J
k 000
0k 00
C=00R0 (A3)
0 0 0 k
n® n® 0 0 0 0 0 0
0 0 n® n® 0 0 0 O
=l 0 0 0 1@ n® 0 o (A4)
A
0 0 0 0 0 0 n® ni®



Apéndice B

Matrizes utilizadas no calculo da matriz de rigidez
local

As matrizes apresentadas abaixo fazem parte da sistematizacdo adotada para o calculo da

matriz de rigidez local da formulagdo paramétrica bidimensional proposta neste trabalho.

10 0 0 00 O O
01 0 -300 0 O
00 0 0 10 0 O
00 0 O 01 0 -3
10 3 0 00 0 O
01 0 0 00 0 O
00 0 0 10 3 0
A_[000 0 001 0 O (B.1)
10 0 0 00 O O
01 0 3 00 0 O
00 0 0 10 0 O
00 0 0 01 0 3
10-30 00 0 0
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'J 00O 00O 0 O]
0J 0OO0DO0OOTO 0O
00J 0O0O0OTO 0O
000JO0O0GO00O
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Apéndice C

Solucéo analitica para o campo de tensdes em uma
secao media de uma placa longa de FGM

Neste apéndice encontra-se a deducdo da solucdo analitica para o campo de tensdes, ao

longo da espessura, em uma se¢do média de uma placa longa de FGM (Figura C.1).

y
T Placa Longa: B << L
mI:_
g
2 . S

Figura C.1 — Placa longa de material com gradagdo funcional (FGM).

C.1. Campo de Deformacdes

Admitindo-se que a tensdo vertical (o, ) € nula, tém-se as seguintes expressdes para 0

campo de deformacgdes:

E(y) (y)
o, (Y) ,.(y) (C.1)
£,(¥)= £(y) -v(y) 0 +a(y)AT(y)

Para o caso de estado plano de deformacdes (&, =0), utilizando-se a equagéo ( C.1),

pode-se chegar a expressao abaixo para a tensao na direcdo normal ao plano de analise da placa:

o, (Y)=v(y)o, (y)-E(y)a(y)AT(y) (C2)

0 que implica em:

sxx<y>=%gy))[l-vzmh[1—v<y>]a<y>m<y> (c3)
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C.2. Campo de Tensoes

Aplicando-se o principio da superposicdo dos efeitos, para duas situacfes virtuais que
juntas componham o problema real, como mostra a Figura C.2, podem ser obtidas as solu¢fes
para estas duas situagdes virtuais, para que desta forma, utilizando-se o principio, chegue-se na
solugéo do problema real.

PROBLEMA REAL G, AT(y)

M > < M
R ( ,\g SITUACAO 1 G, ATy)tq(y) g%—R
q— A
+

all

B "6\% SITUAGAO 2 G, -q(y) g% R
M -q < > M

Figura C.2 — Problema real como a soma de duas situagdes virtuais.

Na primeira situacdo, admite-se a existéncia de um carregamento que anule as

deformacdes na direcdo do eixo-X (&, =0), como ilustra a Figura C.3. Utilizando-se a equagéo

( C.3) chega-se na relacdo abaixo para as tensdes na direcdo do eixo-X:

5 (y) =~ o yr(y) (c4)

aly)=-o,(y)= _E%)a(y)AT(y) (C5)

» "l

q(y)g gq{y)

Figura C.3 — Carregamento anulando as deformacdes na dire¢do do eixo-X.
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O carregamento ilustrado na Figura C.3 resulta nas seguintes acOes atuantes nas
extremidades da placa longa (Figura C.2):

R = [ a(y)dy

°B (C6)
M = [a(y)ydy

Na segunda situacdo, pode-se aplicar a hipdtese que secdo plana permanece plana para
pontos afastados da regido de aplicacdo da carga, como mostra a Figura C.4.

Ya

£

M

R
:M

X

Figura C.4 — Campo de deformac6es para pontos afastados da regifo de aplicacdo da carga.

Desta forma, tem-se a seguinte expressdo para o campo de deformacgOes na dire¢do do
eixo-X numa secao média da placa:

Exx(y):‘go—'_my (C?)

sendo m =tg(6).

Para o caso de estado plano de deformagdes, segue que:

XX l—VZ(y) XX - 1_V2(y)(80 + my) ( C8 )
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Além disso, tém-se as seguintes relacdes para as acOes atuantes nas extremidades da

placa (Figura C.2):
(C.9)

que resulta no sistema de equacdes lineares mostrado abaixo:

R PNEM 10
mj A Ayl (M

onde, utilizando-se as equacdes ( 4.6 ) para o modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson,

tem-se que:

Ail = EO 2 1(eaB _1)

l1-vy a
A,=A, = 1_E°VO2 %(aBeaB e 1) (c11)
A, = 1_Eig %[eaB(asz —2aB+2)-2]

Com as equagdes ( C.4) e ( C.8), chega-se no campo de tensbes desejado:

O-XX(y) = O-XX(y)+ 5XX(y) ( C12 )





