UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS
CAMPUS DO SERTAO
CURSO DE ENGENHARIA CIVIL

ALLAN KENEDY SANTOS SILVA

Desenvolvimento de ferramenta computacional

para a analise estrutural de porticos planos

Delmiro Gouveia — AL
2018



ALLAN KENEDY SANTOS SILVA

Desenvolvimento de ferramenta computacional para a analise

estrutural de porticos planos

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado
ao Curso de Engenharia Civil como parte dos
requisitos exigidos para obtencdo do Grau de
Bacharel em Engenharia Civil.

Orientador(a): Alverlando Silva Ricardo

Delmiro Gouveia — AL
2018



Catalogacéao na fonte
Universidade Federal de Alagoas
Biblioteca do Campus Sertéo
Sede Delmiro Gouveia
Bibliotecéria responsével: Larissa Carla dos Prazeres Leobino — CRB-4 2169

S237p Silva, Allan Kenedy Santos

Desenvolvimento de ferramenta computacional para a analise

estrutural de pdrticos planos / Allan Kenedy Santos Silva. — 2018.
85f. il

Orientacéo: Prof. Me. Alverlando Silva Ricardo.
Monografia (Engenharia Civil) — Universidade Federal de
Alagoas. Curso de Engenharia Civil. Delmiro Gouveia, 2018.

1. Engenharia de estruturas. 2. Andlise estrutural. 3.Método da
Rigidez Direta. 4. MATLAB. I. Titulo.

CDU: 624.04




Folha de Aprovagao

AUTOR: ALLAN KENEDY SANTOS SILVA

DESENVOLVIMENTO DE FERRAMENTA COMPUTACIONAL PARA A ANALISE
ESTRUTURAL DE PORTICOS PLANOS

Trabalho de Conclusédo de Curso apresentado
ao Curso de Engenharia Civil como parte dos
requisitos exigidos para obtencéo do Grau de
Bacharel em Engenharia Civil e aprovada em 03
de outubro de 2018.

A\ o
)

Prof. Msc. Alverlando Silva Ricardo, UFAL

(Orientador)
Banca Examinadora:

A Ao

Prof. Msc. Alverlando Silva Ricardo, UFAL — Campus do Sertdo
(Orientador)

LAJ&J A/v

Prof. Msc. Vinicius Costa Correia, UFAL — Campus do Sertdo
(Examinador Interno)

Jirﬁn F}mﬁ{m& FO{/(:'D

Prof. Msc. Victor Bezerra Falcdo, UFAL — Campus do Sertdo
(Examinador Interno)




RESUMO

O projeto estrutural consiste em um processo de idealizacdo da estrutura de forma que ela possa
resistir as cargas impostas com seguranga € economia. Dentro do projeto estrutural existe a
andlise estrutural, fase em que € feita uma idealizacdo do comportamento da estrutura por meio
da andlise de esforcos internos e externos e deformagdes. Dentre as diversas metodologias de
célculo de esfor¢os e deslocamentos se destacam o Método das For¢as e o Método dos Deslo-
camentos. Apesar de serem métodos gerais, ele se tornam trabalhosos na anélise de estruturas
complexas. Com o surgimento dos computadores, os quais possuem capacidade de calculo
muito superior a humana, tais estruturas complexas podem ser calculadas de forma muito mais
réapida. Dentre os métodos de calculo se destaca o Método da Rigides Direta, o qual € o utili-
zado em softwares comerciais de calculo estrutural. A maioria dos softwares gratuitos de cal-
culo estrutual ndo permitem realizar andlises detalhadas da estrutura, limitando-se ao calculo de
esforcos e deslocamentos. Neste contexto, o presente trabalho visa implementar o Método da
Rigidez Direta em uma rotina que realiza o cdlculo e a anélise de poérticos planos reticulados,
criado no software MATLAB. Para a validacdo do programa criado, € feito um comparativo
dos resultados gerados com os obtidos por outros métodos e pelo software de cédlculo estrutu-
ral Ftool. Os resultados obtidos sao satisfatorios, observando excelente concordancia com 0s
obtidos por outros métodos.

Palavras-chave: Anélise estrutural. Método da Rigidez Direta. MATLAB.



ABSTRACT

The structural design consists of a process of idealization of the structure so that it can withs-
tand the loads imposed with safety and economy. Within the structural design there is the
structural analysis, where it is made an idealization of the behavior of the structure through the
analysis of internal and external stresses and deformations. Among the various methodologies
for calculating effort and displacement, the Force Method and the Displacement Method are
highlighted. Although they are general methods, they become cumbersome in the analysis of
complex structures. With the emergence of computers, which have much higher computatio-
nal capacity than human, such complex structures can be calculated much faster. Among the
methods of calculation the Direct Stiffness Method is highlighted, which is the one used in
commercial structural calculation software. Most free structural calculation software does not
allow for detailed analysis of the structure, limiting itself to the calculation of efforts and dis-
placements. In this context, the present work aims to implement the Direct Stiffness Method
in a routine that performs the calculation and analysis of lattice frames, created in MATLAB
software. For the validation of the program created, a comparison of the results generated with
those obtained by other methods and by the structural calculation software Ftool is made. The
results obtained are satisfactory, observing excellent agreement with those obtained by other
methods.

Key-words: Structural analysis. Direct Stiffness Method. MATLAB.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideragdes iniciais

O projeto estrutural consiste em um processo de idealiza¢do da estrutura de forma que ela
possa resistir as cargas impostas com seguranca e economia. Dentro do projeto estrutural existe
a andlise estrutural, fase em que ¢é feita uma idealizacdo do comportamento da estrutura por
meio da andlise de esfor¢os internos e externos e deformacdes. Existem diversas metodologias
para o célculo de tais esforcos e deslocamentos. Dentre essas metodologias tem-se o Método
das Forc¢as e 0 Método dos Deslocamentos, que sdo os métodos cldssicos em cdlculo estrutural.
Apesar de serem métodos gerais, ele se tornam trabalhosos na andlise de estrtuturas complexas,
como porticos em edificios. Buscando simplificar tais cédlculos, foram criadas diversas simpli-
ficacdes dos métodos apresentados, como por exempo o Método de Cross, que é um método
mais simples porém ndo geral (MARTHA, 2010). Mesmo com tais simplificacdes, os cdlculos
permanecem trabalhosos em estruturas complexas.

Com o surgimento dos computadores, projetos que durariam meses ou até anos podem ser
feitos atualmente em questdo de semanas. Isso permitiu a concepc¢ao de estruturas cada vez
mais complexas e os métodos cldssicos voltaram a ter atenc@o nos cursos de Engenharia Civil
(MOREIRA, 1977).

Dentre os métodos de célculo se destaca o Método da Rigidez Direta (MRD), o qual permite
tratar o problema em determinar os esfor¢cos e deslocamentos de forma matricial. Atualmente,
esse € o método mais utilizado em softwares comerciais de cdlculo estutural.

A maioria dos programas gratuitos que realizam essa tarefa ndo permitem a realizacdo de
analises mais detalhadas da estrutura, como tensoes atuantes, estabilidade, etc., ficando restritos
apenas ao calculo de esforcos e deslocamentos. Um excelente comparativo entre alguns desses

programas nesse quesito e em alguns outros pode ser visto em ORMONDE (2013).

1.2 Objetivos

1.2.1 Geral

O presente trabalho visa implementar o MRD em uma rotina que realiza o cdlculo e di-
mensionamento de porticos planos reticulados, criado no software MATLAB, o qual permite
manipulacdo de matrizes e construcao de graficos. Tal programa, além de mostrar diagramas de
esforcos, configuragdo deformada da estrutura e tensdes atuantes, realiza também uma andlise

simples das tensdes na estrutura para verificar se a mesma suporta as cargas atuantes.
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1.2.2 Especificos

e Desenvolver uma ferramenta computacional que permita determinar os esforcos atuantes

na estrutura e realizar uma analise das tensdes atuantes;
e Realizar uma analise das tensdes atuante na estrutura;

e Validar os resultados apresentados pelo programa com os obtidos por outros métodos e

pelo software de célculo estrutural Ftool;

e Verificar as tensdes apresentadas através de calculos manuais.

1.3 Justificativa

Conforme mencionado anteriormente, a maioria dos softwares gratuitos de calculo estru-
tural ndo disponibilizam ferramentas de dimensionamento, sendo este feito de forma manual
e, em alguns casos, tal dimensionamento torna-se trabalhoso, sendo feitas diversas tentativas e
erros até chegar as dimensdes dos componentes que atendam as especificacdes de forma efici-
ente e econdmica. Nesse sentido, um software que realiza o cdlculo e desenho de diagramas de
esforcos, esquema da estrutura deformada, calculo de tensdes e verificar se a estrutura suporta
as cargas impostas se torna uma ferramenta extremamente ttil, podendo auxiliar estudantes nas
disciplinas de Mecanica dos Sdélidos, Teoria das estruturas, Projeto de Estruturas de Concreto
Armado, Projeto de Estruturas de Madeira e Projeto de Estruturas de Aco, além de auxiliar

engenheiros estruturais em seus projetos.

1.4 Estrutura do trabalho

Ao longo deste capitulo foi apresentada a proposta do presente estudo, incluindo as justifi-
cativas para a sua realiza¢do, bem como sua relevancia e objetivos.

No Capitulo 2 sdo apresentados os principios fisicos fundamentais para a andlise estrutural:
o Principio da Conservacdo de Energia e o Principio do Trabalho Virtual. Como consequéncia
deles, sdo apresentados o Método das Forcas e o Método dos Deslocamentos. Sao mostrados
também alguns exemplos para melhor compreensdo desses métodos.

No Capitulo 3 € apresentado o Método da Rigidez Direta, que, como ja foi dito, ¢ um método
matricial de cdlculo estrutural em que se permite implementacdao computacional.

No Capitulo 4 é mostrado como funciona o programa criado para cdlculo e dimensiona-
mento de porticos: a estrutura do programa, a estrutura dos dados de entrada, as etapas de
célculo, a apresentacdo dos resultados, e a andlise de tensdes, a qual permite dimensionar a
estrutura.

No Capitulo 5 € feita a validacdo do programa por meio de exemplos de estruturas, compa-

rando os resultados obtidos com outros métodos e com os resultados do programa Ftool.
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E no Capitulo 6 é feita a sintese do trabalho e de seus resultados, e sdo feitas algumas

sugestoes para trabalhos futuros.
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2 METODO DAS FORCAS E METODO DOS DESLOCA-
MENTOS

Neste capitulo serdo apresentados o Principio da Conservacao de Energia e o Principio do
Trabalho Virtual e como esses principios podem ser utilizados para determinar os esforgos e as
deformacgdes de uma estrutura. Com isso serdo apresentados o Método das Forcas e o Método

dos deslocamentos.

2.1 Energia de deformacao

O Principio da Conservagdo de Energia afirma que o trabalho realizado por todas as forcas
externas atuando sobre uma estrutura, U,, é transformado em trabalho interno ou energia de
deformacao, U;, que é desenvolvida quando a estrutura se deforma”. (HIBBELER, 2013, p. 250)

A energia interna € causada por tensoes internas a estrutura (como tensdes normais € cisa-
lhantes) e as deformagdes correspondentes.

Se uma forca F passa por um deslocamento dx na mesma direc¢do dela, o trabalho realizado

€ dU, = Fdx. Se o deslocamento total € A, entdo o trabalho total é

A
U, = / Fdx 2.1)
0

Se F varia de forma gradual, de O para P, e o material € elastico linear, entdo F ird variar

com x como F = gx. O trabalho realizado é

Ap 1
= — = —_PA 2.2
U, /0 Axdx > (2.2)

Considere um elemento infinitesimal de volume de uma estrutura submetido a uma defor-
macao normal na dire¢cdo x com forca o dydz aplicada de forma gradual como mostrado na

Figura 1.

Figura 1: Elemento infinitesimal de volume submetido a uma deformacao normal.

dz |
l_,‘ ] i
aFar K
X ] X
dx -~
. —= _::_.1 fﬂ%
z X £, -dx

Fonte: MARTHA (2010).
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O elemento sofre deslocamento €,dx. A energia de deformacdo do elemento é
1
dUj = Ecxdydz(exdx)
e a energia por unidade de volume é

1
duj, = Ecxex (2.3)

Com isso, a energia de deformacao total é

1
UixZ/—stde (2.4)
v 2

Devido a hipétese de linearidade eldstica, pode-se aplicar a lei de Hooke 6 = E - €, onde E € o

modulo de elasticidade. Com isso

Ui = / 2de 2.5)
De forma anédloga obtém-se
1 y
Uy = / S0ye,dV = / —av (2.6)
1 Z
Uy, — / SoedV = / 2 av @2.7)

Um raciocinio semelhante pode ser aplicado para calcular a energia de deformacdo por
cisalhamento, a qual é dada por (HIBBELER, 2010)

U~—/lrdV—/Tde 2.8)
T \/2’Y - v 2G ’

para as diregdes xy, xz e yz, onde G é o mddulo de cisalhamento
A energia de deformagdo para o estado geral de tensdo € obtido somando as energias de

cada componente de tensdo, resultando em
1 1 1 1 1 1
U= /v Ecsxsx + Ecyey + Eczez + Efcxyyxy + Esz'sz + Etyzyyz dv (2.9)

ou usando a lei de Hooke generalizada (NETO, 2017)

g = é[Gx—V(Gy—I—GZ)] (2.10)
g = é[cy—v(cx%—cz)] (2.11)
g = é[cz—v(csﬁrcy)] (2.12)
Yoy = é’cxy (2.13)
Yoz = é’cxz (2.14)

Yyz = Eryz (2.15)
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em que Vv € o coeficiente de Poisson, obtém-se

U,:/V {ﬁ (Gx+0y—|—(5z) —E(cxcy+cxcz+cycz)+

2G( TR+ T) [ AV (2.16)

O deslocamento A na direcao de uma for¢a F' pode ser calculado com auxilio do Principio
da Conservacdo de Energia como
P-A=U; (2.17)

De forma anéloga, a rotacao 0 na direcdo de um momento M é determinada por

M-0=U; (2.18)

2.1.1 Energia de deformacao para alguns tipos de carga

Considerando estruturas reticuladas prismaticas tem-se:
Carga axial: A tensdo normal é dada por 6 = N/A onde N é a carga aplicada e A € a drea

da secdo transversal. A energia de deformacao é
U= | —=dV =
/ 2E / 2EA2

2.1
Ui= / 2Ade (2.19)

Como dV = Adx

onde L € o comprimento da barra.
Momento fletor: De acordo com a teoria de vigas de Navier (Apéndice A), a tensao normal
¢ dada por 6 = AT’Iy onde M é o momento aplicado, / ¢ momento de inércia da secdo transver-

sal e y é a ordendada do ponto considerado em relagdo ao centroide da secdo. A energia de

1 (My)? L 2
= [ = = A
v /sz(l) v /0 2E12(/yd &

Ui — / de (2.20)

Esforco cortante: Segundo MARTHA (2010) e SUSSEKIND (1981b), em estruturas usu-

ais, a energia de deformacao por efeito cortante € desprezivel em relacao as energias de defor-

deformacao é

Como I = [, y*dA

macao axial e por flexdo, mesmo para vigas curtas como mostrado por HIBBELER (2010). Por

isso tal formulag@o ndo serd apresentada neste trabalho.

2.1.2 Hipoteses de aplicacao

Para aplicacdo das formulacdes apresentadas devem ser assumidas as seguintes hipéteses:

a) A estrutura é composta por barras reticuladas prismaticas;
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b) O material da estrutura apresenta comportamento linear eldstico, deve ser isotrépico,

homogéneo e continuo;
c) Perdas de energia sdo desprezadas (for¢as conservativas);
d) As deformacdes sdo pequenas em comparacdo com as dimensdes da estrutura;
e) A energia de deformacdo por cisalhamento € desprezivel;

f) As secdes transversais de uma barra inicialmente planas se mantém planas apds a defor-

macao da barra;

g) As cargas sdo aplicadas de forma gradual.

2.2 Principio do Trabalho Virtual

O método apresentado na sec¢do anterior para cdlculo dos deslocamentos de uma estrutura,
que € utilizando as Equacdes (2.17) e (2.18), possui um inconveniente: os deslocamentos s6
podem ser calculados nas direcdes dos esforcos e ndo pode haver restricdes nos deslocamentos
dos pontos considerados nas direcdes desses esforcos (por exemplo, as reagdes de apoio nao
podem ser calculadas diretamente por meio dessas equacoes).

Uma forma de contornar esse problema € utilizando o Principio do Trabalho Virtual, o qual
serd apresentado a seguir.

Num corpo sdo aplicados diversos esfor¢os Py, Ps, ..., P,, os quais deformam a estrutura.

O ponto A é deslocado uma distancia A para o ponto A’ como ilustrado na Figura 2

Figura 2: Deformacao do corpo.

Fonte: O autor.

Suponha que antes da aplicacao das forgas Py, P, ..., P,, € aplica uma for¢a imagindria P.

Essa forca P é chamada virfual. Ela causa esforcos virtuais internos u. Ao aplicar Pj, P, ...,
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P,, o trabalho realizado por P é P - A, ao passo que o trabalho realizado por u € Y u-AL. Pelo

Principio da Conservacgdo de Energia
P-A=Y u-AL (2.21)
Se a forca virtual for unitédria, o deslocamento é calculado de forma direta:
A=Y u-AL (2.22)

De forma andloga, para momento virtual M

M-8=Y m-AL (2.23)

onde m sdo os momentos virtuais internos. Para momento virtual unitario
06=Y m-AL (2.24)

Nas equacdes anteriores AL representa deslocamentos lineares ou rotacionais.
Seja & o deslocamento (rotacional ou linear) de um ponto da estrutura. Das equagdes ante-

riores, o segundo membro delas pode ser decomposto como
8=Y n-AL+) m-A6 (2.25)

onde 7 sdo os esforcos normais virtuais unitdrios e m sao os momentos fletores virtuais unitarios.

Como os deslocamentos AL e A sdo reais, eles podem ser calculados como

AL=Sac=Nar ¢ reM

= — 2.2
E AE El (2.26)
obtendo N I
n m
§=) pMx+) —rAx (2.27)

para deslocamentos pequenos e lembrando da hipétese de efeitos de cisalhamento despreziveis.
Com raciocinio semelhante, pode-se aplicar um deslocamento virtual 8, obtendo desloca-

mentos virtuais internos 0L e, de acordo com o Principio da Conservacédo de Energia
F.SZZf.SL (2.28)

onde F é o esfor¢o externo (real) aplicado na direg¢do de 0 e f sdo os esfor¢os internos (reais).
Se mais de um esfor¢o virtual ou mais de um deslocamento virtual forem aplicados, pode-se

realizar um somatdrio nos primeiros membros das Equacdes (2.21), (2.23) e (2.28)

2.3 Teorema de Betti-Maxwell

Uma consequéncia do Principio do Trabalho Virtual € o teorema de reciprocidade de Betti-

Maxwell.
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Teorema 2.1 (Betti-Maxwell) Considere que uma estrutura linear eldstica é submetida a dois
sistemas independentes de forcas (Fp,Da) e (Fp,Dp), onde Dy e Dp sdo os deslocamentos

externos dos sistemas A e B, respectivamente. Entdo

Y FaDp =) FpDy (2.29)
desde que os deslocamentos sejam pequenos.

Demonstragao:
Sejam f4 e fp os esforcos internos € d4 € dp sdo os deslocamentos internos dos sistemas A e
B, respectivamente. Considerando o sistema A como real e B como virtual, segue do Principio

do Trabalho Virtual que
Y FaDp =Y fads

Considerando agora o sistema B como real e A como virtual, tem-se

Y FDs =Y fada

Novamente pelo Principio do Trabalho Virtual

B  « NaNg MM
Y fads =Y foda =Y AR ) Z

Ax

Portanto

Y FaDp=Y fadg =) feda =) FzDa

2.4 Teoremas de Castigliano

Uma alternativa para o cdlculo de deslocamentos ou de esforcos em estruturas sdo os teore-

mas de Castigliano.

Teorema 2.2 Para um sistema eldstico em equilibrio, a derivada parcial da energia de deforma-
cdo em relacdo a deflexdo em um ponto é igual ao esforco aplicado na dire¢do da deflexdo nesse

ponto.

Demonstracao:

Um corpo elastico € sujeito a esfor¢os Fj, de modo que a energia de deformagao €

i
U :Z/O F;d3;
J

Se todos os pontos de aplicagc@o de cargas estiverem fixos, exceto i, e nele € feito um desloca-

mento infinitesimal AJ; por uma esfor¢o incremental AF;, a variagdo de energia de deformacao

7

€
AY;

AU = FAd; + AF:dJ;
0
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A parcela integral é um infinitésimo de ordem superior em relag@o a AJ;. Dividindo ambos

os membros por AJ; e passando ao limite com Ad; — 0 obtém-se

oUu

55 =F

O

Teorema 2.3 Considere um corpo linear eldstico com temperatura constante. A derivada par-
cial da energia de deformagcdo em relacdo a um esforco em um ponto é igual ao deslocamento

daquele ponto na direcdo do esforco.

Demonstracao:
Um corpo eléstico € sujeito a esfor¢os F;, de modo que a energia de deformagdo € U.

Aplicando um esforco infinitesimal AF;, a energia de deformacao sera

oUu
U+AU; =U + =—=AF;
+ AU; —l—aFi i

Eliminando todos os esfor¢os e aplicando primeiramente AF;, ela provoca um deslocamento
AY;. A aplicagdo posterior dos esforcos F;j acarretam um deslocamento A; na diregdo de P;. A
energia de deformacdo final serd

AJ;
U +AFA; + AF,d§;
0
Como a energia de deformacdo € independente da ordem como foram aplicadas as cargas
oU AY;
U+ ﬁAFi =U+AFA; + A AFdj;
1

A parcela integral € um infinit€simo de ordem superior em relacdo a AF;. Dividindo ambos

os membros por AF; e passando ao limite com AF; — 0 obtém-se

U
= A
oF;
2.5 M¢étodo das forgas
Considere uma estrutura hiperestética sujeita aos esfor¢os Py, ..., P,, como mostrado na

Figura 3.

Essa estrutura pode ser transformada em uma estrutura isostética eliminando os vinculos e
substituindo-os pelas reacdes de apoio, esfor¢os esses chamados de redundantes, como mos-
trado na Figura 4. Tal estrutura é chamada Sistema Principal.

Supondo a validade do Principio da Superposicao, essas redundantes podem ser calculadas
como segue: seja Ey a estrutura isostdtica sem redundantes (Figura 5). Os pontos onde ocorrem

restricdes de apoio se deslocam &g, ..., S0, ..., 8jo, ..., Oy0.
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Figura 3: Estrutura hiperestitica. A linha azul € a estrutura deformada.

Py P, P b
\ l p TN ~ J " /H\\ l - /777“;\\ J /\ \
> . y \\\ o _— [ \\\\77/// '. - /» e
\. ) /// 1 1 ] \\\ . /
Fonte: O autor.
Figura 4: Estrutura isostdtica com redundantes.
P . P; - P] - Py
A P T I D A
AN / h / ’
— X Xi X e S
Fonte: O autor.
Figura 5: Estrutura E.
P, e P; e P; . P,
T ;\\'*—\,,;K\ J 610 610 \6]0 I - -

Fonte: O autor.

Aplicando uma carga unitdria na dire¢do de X;, os pontos mencionados se deslocam 91,
s 015 s 01, ., Ot
De forma andloga, aplica-se uma carga unitéria na dire¢ao de X; para cada j = 2,...,n,
obtendo os deslocamentos 81, ..., &;j, ..., 0/}, ..., 8,; (Figura 7).

Superpondo os efeitos obtém-se as equagéoes de compatibilidade

n
Sio+ ) 8X;=0 i=12,....n (2.30)
j=1
Em forma matricial
10 i - B | Xu 0
N o B =9 (2.31)
8nO 6111 te 8nn Xn 0

ou de forma compacta

{80} +[8]{X} = {0} (2.32)
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Figura 6: Deformagao da estrutura devido a carga X; =1 (estado E).

Fonte: O autor.

Figura 7: Deformagio da estrutura devido a carga X; = 1 (estado E).

o _— W51 i ]51' j E 6;j T .

Fonte: O autor.

A matriz [8] é chamada matriz de flexibilidade.

Teorema 2.4 A matriz de flexibilidade possui as seguintes propriedades:

a) ¢é ndo-singular, isto é, é invertivel;

b) ¢é simétrica.

Demonstragao:

a) Como X, ..., X, sdo independentes, [§] é invertivel, pois do contrério, o sistema (2.30)
seria impossivel ou indeterminado. O 1° caso € absurdo. O 2° caso implica que o con-
junto de solucdes do sistema forma uma variedade afim' com dimensio n — posto([3]) #

0 (LIMA, 2006, p. 106), contradizendo a hipétese de independéncia das incdgnitas.

b) Decorre do teorema de Betti-Maxwell. ]

Pelo teorema anterior, o sistema (2.30) é possivel e determinado, com solu¢do
{X} = —18]"" {80} (2.33)

Os coeficientes de flexibilidade podem ser obtidos pelo Principio do Trabalho Virtual, assu-

Mmo,- Nl’l()l'
d; :/ dx+/ dx 2.34
lO estrutura EI estrutura AE ( )

Um subconjunto V de um espaco vetorial E € uma variedade afim se existe um subespacgo vetorial
de E tal que V =x+ F em que x € V. Uma variedade afim pode ser encarada como uma translagao
de um espago vetorial. (LIMA, 2006)

mindo a forma

1
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onde my; e ng; sdo os momentos fletores e esforcos normais virtuais unitarios obtidos por apli-

cacdo de cargas virtuais unitdrias no sistema Eg na direcdo i e

5, = / T g+ P gy (2.35)
e

Strutura EI estrutura AE

onde m; e nj sao os momentos fletores e esforcos normais obtidos pela aplicagdo da carga X; = 1
e m; € n; sao os momentos fletores e esfor¢os normais virtuais unitarios obtidos por aplicacao
de carga virtual unitdria no sistema E; na dire¢ao de X;.

Esses coeficientes podem ser obtidos também pelo Teorema 2.3

M oM N oN
dip = / ——dx+/ ——dx 2.36
0 estrutura El aXi estrutura AE aXi ( )
(&
1 oM oM 1 ON oN
8,~:/ ———dx—l—/ ———dx 2.37
/ estrutura ET aXz aXJ estrutura AE aXl aXJ ( )

Percebe-se que nas duas formulacdes
8;j =39
0 que mostra também que [§] é simétrica.

Se a estrutura possui deslocamentos prescritos {88 } (por exemplo: recalques) nas dire¢des

das redundantes, o sistema de equacdes de compatibilidade toma a forma

{80} + [8]{X} = {85} (2.38)

Caso os deslocamentos prescritos ndo sejam segundo as redundantes estaticas, eles passam a

ser considerados ac¢des atuantes na estrutura no estado Eq e assim

Mmy; Nny;
o = — Y RO+ dx+/ dx 2.39
lO ; ner estrutura EI estrutura AE ( )
M oM N ON
= —Y R, 6+ ——dx—l—/ ——dx 2.40
; e estrutura EI aXl estrutura AE aXl ( )

onde 87 é o r-ésimo deslocamento prescrito ndo atuante em redundantes e R,; é a reacdo de
apoio correspondente no estado E; na direcao r.

Os esforgos e deslocamentos da estrutura original podem ser obtidos por superposi¢do dos
estados Ko, Eq, ..., E,.

E:E()—FiEij (2.41)
j=1
Exemplo:
Considere a viga da Figura 8, retilinea, prismética de rigidez EI constante. O objetivo €
tracar os diagramas de esforc¢os cortante e momento fletors.
Inicialmente serdo escolhidos redundantes nos pontos B e C. A viga serd dividida em trés
secOes como mostrado na Figura 9.

Aplicando as condi¢des de equilibrio para obter as reagdes em termos das redundantes:
+1 Y F=0=2A+X+X,—-10-5-4=0=>A,=30—X; — X»

+O Y MA =0= My —10-1+2X; —4-5-4+6X; =0 = My = 90— 2X; — 6X;
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Figura 8: Viga hiperestética.

2
gi 5.00 kN/m

= B T T
1.00 m T 1.00 m 1 400 m

Fonte: O autor.

Figura 9: Divisdo da estrutura em secdes.

2
§ 5,00 kN/m
*i A A
MACAN 4_{ ,_’ BA Jll_, AC
> = : X
y 1 2
1.00 m t 1.00 m 400 m

Fonte: O autor.

Secdo S§1: 0 <x < Im

90 — 2X; — 6X, CT : )Ml(x)

30 — Xy — X,

+ O:Mi(x) — (30— X; —X2)x+ (90 —2X; — 6X,) =0
Mi(x) = (30— X; —X2)x— (90 — 2X| — 6X>)
Secdo $2: 0 <x < Im
10

90 — 2X; — 6X; (,\ ¥ - )Mz(x)

X
14+x

k.

30— X, — X,

+ O: Ma(x)+10x— (30— X1 — X2)(14+x) 4+ (90 — 2X; — 6X2) =0
My (x) = (20— X; — Xo)x+ (X +5X, — 60)

Secdo 53: 0 <x <4m

le
M3(x)C .

|

x/2

X
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+ O —M3(x) — Sx- g + Xox = 0= M3(x) = —2.5x* + Xpx

Os deslocamentos podem ser obtidos pelo Principio do Trabalho Virtual ou pelo Teorema
2.3. Adotando a segunda abordagem tem-se:

oM, oM, oM3
9L a2 0 B
x, . Tt o T Ty,
oM, oM, oM;
R R A

Fung¢des de momento fletor no estado Ey:
Mio(x) =30x—90  Mag(x) =20x—60 Msp(x) = —2.5x°

Os deslocamentos podem ser obtidos pelas equagdes 2.36 e 2.37.

o thM
%10 = Z/ EI 9%, %

= % l/() (30x—90)(—x+2)dx—|—/01(20x—60)(—x_|_1)dx+0}
—141.67

EI

o i0 aM
o0 = Z/ El 9%,

_ L Uo (30x—90)(—x+6)dx+/01(20x—60)(—x+5)dx—|—/04(—2.5x2)xdx]

El
—801.65
El

on = Z/EI (axl)

- ) ! ) 2.67

1 oM; oM;
012 =% = Z/EIBXl ax,

= E;I {/O( x+2)(—x+6) dx+/ —x+1)(— X—I—S)—I—O]

10.67

EI

2 = 2 g (5e) @

. /1( +6)2d+/1( +5)2+/1 x| = 12
= E1ls X X A X Ox X = %7
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Xi| 1 [141.67
X, [ EI')801.65

Aplicando o Sistema (2.30):

810+ 011 X1 +012X, =0 N 1 |2.67 10.67
020+ 021 X1 + 020X, =0 EI (10.67 72

X 21.01
= = kN
X 8.02

Assim as fungdes de momento fletor sdo

Mi(x) =0.97x+0.14  M(x) = —9.03x+1.11 M3(x) = —2.5x> +8.02x

€ 0S cortantes sao

dM dM dM
Vi(x) = d—xl =097 Vh(x)= d—xz =903 Vi(x)= d—; — 5x—8.02

Desenhando os graficos dessas funcdes obtém-se os diagramas da Figura 10.

Figura 10: Esquerda: Diagrama de esfocos cortantes. Direita: Diagrama de momentos fletores.

11.98 7.92

0.97 0.97

<o

0.14
1.11

8.02
-9.03 -9.03 6.43

Fonte: O autor.

2.6 M¢étodo dos deslocamentos

Considerando o sistema
{80} + [8]{f} = {0}
que é uma extensdo do sistema (2.32) para todos os esfor¢os nodais { f}, admite solucdo

{f}=—18""{80} = [K]{S0} (2.42)

A matriz [K] é chamada matriz de rigidez da estrutura.

Fazendo 6o = 1 e 0,0 = 0 para cada i # j encontra-se
Kij = fi (2.43)

ou seja, K;; € o esforco necessario na diregdo i para provocar um deslocamento unitdrio na

direcdo j mantendo os deslocamentos restantes nulos.
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Figura 11: Configuragdo deformada de um portico formada pela superposicio das configuracdes defor-
madas elementares.

T [T D

Fonte: MARTHA (2010).

E nisso que consiste o método dos deslocamentos: restringir todos os nés da estrutura contra
os deslocamentos e aplicar deslocamentos unitarios um de cada vez. Dai se faz a superposicao
dos casos.

A titulo de exemplo, considere o pdrtico da Figura 11.

A configuragdo deformada do caso 0 restringe todos os deslocamentos e rotacdes dos nds
da estrurura, isolando os efeitos do carregamento. Tal configura¢do é chamada sistema hiper-
geométrico. As demais configuracdes (1 a 7) correspondem a imposicoes de deslocamentos e
rotacdes nodais isoladas. Esses deslocamentos e rotagdes livres sdo chamados de deslocabili-
dades.

O sistema hipergeométrico é obtido adicionando apoios ficticios impedindo as deslocabili-
dades como mostrado na Figura 12.

Com isso s@o obtidas reacdes ;o nos apoios ficticios. Aplicando deslocamentos e rotagdes
unitdrias obtém-se as reagdes f3;, reagdio na direcdo i causada por um deslocamento unitdrio na
direcdo j, mantidas as demis deslocabilidades fixas. A reagdes B;o e B;; podem ser calculadas
por meio de tabelas presentes na literatura (ver MARTHA (2010) por exemplo). Os termos f3;;
sd0 os coeficentes de rigidez.

Aplicando as condig¢des de equilibrio resulta o sistema de equacdes
Bio+) BiyD;j=0 (2.44)
J

ou na forma matricial

{Bo} + [BI{D} = {0} (2.45)
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Figura 12: Sistema hipergeométrico do pértico.
\
3 6K]|
1 4
7]
A
Fonte: MARTHA (2010).

No caso de haverem deslocamentos prescritos

{Bo} +{B"} + [B{D} = {0} (2.46)
Os esforcos nodais sdo obtidos por superposicao dos casos basicos.

E=Ey+E’+Y E;D; (2.47)
J
Exemplo:
Considere a mesma viga mostrada na secdo anterior. Restringindo todos os deslocamentos

nodais obtém-se o sistema hipergeométrico da Figura 13

Figura 13: Sistema hipergeométrico da viga.

Si 5,00 kN/m
lllllllllllllllllllllllllllllllllulllulllu

prrrs

Fonte: O autor.

As reagdes de engastamento sao calculadas como mostrado na Figura 14

Figura 14: Reacdes de engastamento.

Pl /8 lp PI/8 q1? /12 gl* /12

() ) Cmmmma;
s{fjlﬂ = l/zp/z-__k {ff’ﬂ ﬂ

Fonte: MARTHA (2010).

Assim,



30

Capitulo 2. METODO DAS FORCAS E METODO DOS DESLOCAMENTOS
llOkN
10-2 10-2
5 = 2.5kNmC ¥y A) 3 = 2.5kNm
2m
10 10
- = 5kN - = 5kN
5kN/m
5'42z667kNmCl l l l l>5'42 6.67kN
12 N A 12 = 0. m
4im
5-4 10

obtendo as reagdes do SH

ﬁlO ,BZO
Vv +5 +5 +10 +10
() 3 I N
M (KNm) +2.5 2.5 +6.67 -6.67

cujas reacoes de poios ficticios sao
Bio=—-2.5+6.67=4.17kNm/rad B9 = —6.67kNm/rad

Os coeficientes de rigidez a flexdo sdo calculados como mostrado na Figura 15.

Figura 15: Coeficientes de rigidez a flexao.

= l =1 e Ny =|
6EI /1I* ) &, s
1/ !.‘«" ----- .. (2E1/1)-d} &H-W')'fn (4E1/1)-dg

ff:i LT

- )
. -.“n dh

@EI/1)-d5 (k1 /17) d (QEI/1)dg e e
6EI /1) d.

Fonte: MARTHA (2010).

Aplicando deslocamento unitario na dire¢do 1 tem-se:

Bi1 Bo1
1rad N
R

p77774

cujos coeficientes de rigidez a flex@o sao
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(d ~ ~
~
4ET 1rad S<o 2El EI
= F] C“ _—
4 2
4m J
G6EI _ 3EI 6El _ 3EI
42 8 42 8
. 2m
2EI — 4E1 — 2E]
2 CT RN 1rad 2
~ ~
S o - . 7
SNS_—- A 4
6EI _ 3El 6EI _ 3EI
22 2 22 2
obtendo as reagdes
vV 3EI)2 —3g1/2 P11 3EI1/8 —3EI/8 Far
\ N\ /-E\
M EI 2EI El El/2
Assim
EIl

Bii =2EI+EI=3El Py = =

De forma andloga, aplicando um deslocamento unitdrio na direcdo 2 obtém-se

:821 ﬂZZ
\ VR )\
4m
2E1 _EI 4EL_
4 " 2 RN 1rad 4
~
~ ~ 7
~ ~ ”
~—_ - v
6EI _ 3El 6EI _ 3El
42~ 8 42 7 8
1812 ﬁZZ
vV oo 0 _3E1/8
3 3E1/8 / (-E\
M 0 0 El/2 EI
ElI EI
2=0+—-5=— Pun=EI
po=0+5 =" B

Aplcando as condig¢des de equilibrio:

BIO Bll Bl2
{sm}*

D 0
= =
Par Po2 {Dz} {0}
[ 312 {Dl} {4.17 } {Dl} 1 {—2.73}
I = — :> e
12 1||D, —6.67 D,[  EI| 8.03
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e finalmente pelo Principio da Superposi¢ao:

Momentos fletores:

2.54EI- _]25‘173’+0-8]'5013 — —0.23kNm
—2.542EI- _]25‘173+0-8;I3 = —7.96kNm
6.67+E1~%+%~% = 7.96kNm
—6.67+%~%+E1-% = OkNm

Esforgos cortantes:

3ElI —-2.73 8.03

. = 0.91kN
S5+ > El +0 5l 0.9
3ElI —-2.73 8.03
5— . 0- = 9.01kN
2 EI - EI ?
3ElI =273 EI 8.03
10+ —- — - —— = 11.99kN

8 EI + 8 EI
3El =273 3EI 8.03

1 . = 8.01
0 8 El 8 EI 8.0TkN

Figura 16: Esforcos cortantes e momentos fletores nos apoios.

VEN) 091 901  11.99 8.01

77777

3
M (kNm) -0.23 796 7.96 0

Fonte: O autor.
Observa-se que os resultados sdao proximos dos obtidos pelo método das forgas.

2.7 Comparativo entre os métodos

Observa-se aqui algumas diferengas entre o método das forcas e o método dos deslocamen-

tos:

1. No método das forcas deve-se primeiro transformar a estrutura em isostatica, eliminando
os apoios e aplicando esfor¢os redundantes. Em seguida aplicam-se as condi¢des de
compatibilidade para determinar as redundantes e com elas determinam-se os esfor¢os

internos da estrutura.

2. No método dos deslocamentos € feito quase o inverso do método das forgas: primeiro
restringe-se todas as deslocabilidades da estrutura; em seguida aplica-se deslocamentos
unitdrios um de cada vez; faz-se a superposicao dos casos; e, por fim, aplicam-se as

condi¢des de equilibrio para determinar os esforgos da estrutura.
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3. A resolugdo pelo método das forcas pode ser feita de diversas formas, pois existem di-
ferentes formas de escolher os esfor¢os redundantes. Ja o método dos deslocamentos
fornece um tunico processo de solugdo, pois existe um unico sistema hipergeométrico

possivel para cada estrutura e s@o tnicas as deslocabilidades da estrutura.

Devido a unicidade de resolu¢do do método dos deslocamentos, € esse o utilizado em sis-
temas computacionais para célculo dos esfor¢os de estruturas. No proximo capitulo serd visto
uma versdao modificada dele, chamado método da rigidez direta, o qual permite implementag¢do

computacional.
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3 METODO DA RIGIDEZ DIRETA

Neste capitulo serd apresentado o método da rigidez direta (MRD) para célculo dos esforcos
em estruturas. Tal método € o utilizado em softwares de célculo estrutural e é uma reformula-
¢do matricial do método dos deslocamentos. A abordagem utilizada no seu desenvolvimento
segue as linhas de HUTTON (2005), como um caso particular do método dos elementos finitos.
Outras abordagens podem ser vistas em MARTHA (2010), SORIANO (2005) e LEET; UANG;
GILBERT (2009).

3.1 Barra elastica

Considere uma barra eldstica sujeita a carregamentos axiais em suas extremidades. Seja u(x
o deslocamento da barra da Figura 17 na posi¢@o x, com deslocamentos nodais u; = u(x =0) e

up =u(x=1"L).
Figura 17: Barra eldstica sujeita a deslocamentos nodais u; € u5.

-
’//'—;- iy —— 15

SN

4 b

Fonte: HUTTON (2005).

Para expressar u(x) em termos de u] e up, assume-se a existéncia de func¢des de interpolagio
Ni(x) e N (x) tais que
u(x) = Ni(x)ug + Na(x)uz (3.1)

sujeitas as condi¢des de contorno
Ni(0)=1 Ni(L)=1 N(0)=0 Ny(L) =1 (3.2)
Assumindo que N e N, sdo funcdes lineares
Ni(x) =ajx+b; Ny(x) = apx+ by

aplicando as condicdes (3.2) encontra-se

x X
e portanto
X x
u(x) = (1 — z) up+ 7 (3.4)
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O deslocamento na barra causado por uma carga axial N é
o NL
d=¢eL=—-L=—
E AE
Como o carregamento € axial, basta considerar somente a deformacao normal
e _ du
T dx
que, aplicando (3.4) obtém-se
uz —uy
Pela lei de Hooke
Uz —up
y=FE 7 (3.5)
e a carga associada é
N AE ( )
=—(ur—u
7 Wi
Com isso, os esfor¢os nodais sdo (+: tragcdo; -: compressao)
N — AE ( ) N — AE ( )
1= L”Z uj 2—LM2 Uuj
ou na forma matricial
AE | 1 -1 N
£2 SR (3.6)
L -1 1 up N>
ou ainda, em forma compacta
[ke]{u} = {N} (3.7)
em que
AE | 1 -1
ke| = — 3.8
k=", ] (3.8)

€ a matriz de rigidez da barra.

Perceba que [k,] € 2 x 2, correspondendo aos 2 graus de liberdade da barra (as duas extemi-

dades). Isso se repete em situagdes mais gerais, como se verd mais a frente.
Figura 18: Esfor¢os nodais e deslocamentos nodais da barra elastica.

Uy Uy

— —
N—P{l ZET’_’X

[ L |

Fonte: O autor.
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Figura 19: Deslocamentos nodais em sentido positivo.

Fonte: HUTTON (2005).

3.2 Barra flexionada

Considere uma barra eldstica sujeita a carregamentos transversais. As suas extremidades

sofrem deslocamentos transversais e rotagdes nodais (Figura 19).

A fung¢do deslocamento transversal v(x) é tal que

v(x) = f(V1,V2,01,62,x) (3.9)
deve estar sujeita as condi¢des de contorno
dav dv
vix=0)=v vix=L)=vV — =0 — =0 3.10
(x=0)=v (x=L)=v, x| | x| 2 (3.10)
Assumindo que a fun¢do deslocamento transversal tem a forma
v(x) = ayp+aix+ax’ +azx’ (3.11)
Aplicando as condi¢des de contorno (3.10):
v(x=0)=v;=ag V(x:L):V2:ao+a1L—|—a2L2+a3L3
dv dv
— =01 =a — :92:a1+2a2L+3a3L2
dx|,_, dx|,_;
Resolvendo esse sistema encontra-se
1 2 1
ap=vi a1 =6 a= E(Vz —Vi)— E(Zel +6;) a3= L_3(V1 —V2)+ E(el +6,)
Com isso
3x2 2% 22 X 3x2 2% X2
V()C) = (1_F+F)Vl+ (X—T—i-ﬁ) 91+ (F F) Vo + (ﬁ—z> 92 (312)
ou
v(x) = N1 (x)vi +Na(x)01 + N3(x)va + Na(x)0; (3.13)
em que
Ni(x) =1 32 23 N (x) 2)62_{_163
X)) = _—— —_— X)=Xx— — P
! 2 2 L 12
32 2% X2
MW =Tr -5 MW=p-T
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3.3 Matriz de rigidez de barra flexionada
A energia de deformacdo do elemento é

I I
_ - / GeexdV = ~ / Ee2dv (3.14)
2 )y 2 v

Pela teoria de vigas de Navier

d*v
= —y— 3.15
Y2 (3.15)

- ) ) ()

Substituindo (3.13)

EI [L(d®N,  d®N,  d®°Ny 42N, \*
0, | dx

U, = — —V 0 \Y
) a2 VT Nt e Vet e

Aplicando o Teorema 2.2:

d2N1 d2N2 d*N; d*N, d*N;
*—F =EI 0 0 d 3.16
dv1 1= / < Tt e T ) e (3.16)
De forma anédloga se obtém
U, d*N, d2N2 d2N3 d2N4 2N2
=M, =EI 0 -6 3.17
de, ' / (dx2 a2 e 2) G.17)
d*N d2N d*N dZN d2N
_F2 EI/ Ly 201+ P+ S50, ) 2 (3.18)
dx dx?
U, L/ d*N; d*N, d2N3 d2N4 d2N4
=M, =EI 3.19
a6, T /o ( a2 1T g T g ) (3.19)

em que Fi, M, F> e M, sdo as forgas transversais e momentos fletores no nés 1 e 2, respectiva-

mente (Figura 20).

Figura 20: Esforcos nodais.

Firp AF>

“ )

Fonte: HUTTON (2005).
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Essas equagdes podem ser compactadas sob a forma
kit kiz ki3 kia| [ Vi F
kyr kypy kaz Kk 0 M
21 K22 K23 K24 1l 1 (3.20)
k31 ksp k33 kaa| | V2 F
kar kap kaz kas| | 02 M>
onde Lo
d°N;d*N; .
klj:k]l:EI/o Wﬁdx l,]:1,2,3,4 (321)
Efeutando as integracdes obtém-se os coeficientes de rigidez
P 12E1 _4El _ 12E1 _4El
n="73 =7 B= 3 4=
6E1 12E1 6E1
kip =ky1 = —5 k13—k31=—T k14=k41—7
6E1 2E1 6E1
kyz =k3p = ——- koa = kap = — kaa = kan = ———
23 = k32 72 24 = k42 i3 34 = K43 JE
e a matriz de rigidez da barra flexionada é
2EI 6EI  12EI  6El
3 L2 3 12
OEL  4EI  _GEI  2EI
_ L L
kel= oo e b _em (3.22)
L3 12 L3 12
6El  2EI _6El  4El
L2 L L2 L

A matriz [k.] é 4 X 4 pois a barra tem 4 graus de liberdade (2 por n6).

3.4 Flexao de elemento com carregamento axial

Como os deslocamentos sdo pequenos em compara¢do com as dimensdes da barra, os efei-

tos de 2% ordem sao despreziveis, de modo que a carga axial é independente dos efeitos de

flexdo. Com isso as Equagdes (3.6) e (3.20) podem ser unificadas como

(AL _AE g 0 0 0 | [wm)] (M)
T 0 0 u N,
0 o o wm e (T
| 0 0 6L_b;l % _% 4Lﬂ_ 92 (M2 )

ou de forma compacta

[[kml] 0] ] { {ttaviat} } _ { {faxiat} }
[O] [kflexdo] {uflexdo} {fflexdo}

(3.23)

(3.24)
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A Equacio (3.23) pode ser escrita de uma forma mais conveniente como
[AE o 0 42 o 0 | (w] (M)
N A I s
AE AE (3.25)
-7 0 0 T 0 0 us N2
6EI  2EI 6EI  4EI
L0 = T 0 - T &) (M
De forma abreviada
[ke]{u} ={f} (3.26)

em que [k,] é a matriz de rigidez da barra, {u} é o vetor de deslocamentos nodais e {f} é a

matriz de esforgos nodais. [k.| € do tipo 6 X 6, pois possui 6 graus de liberdade. Em geral: se

uma barra possui g graus de liberdade por n6, sua matriz de rigidez € do tipo 2g x 2g.

3.5 Mudanca de coordenadas

Pela Figura 21, os deslocamentos locais ug, Vi, 01, ua, v2 € 0, estdo relacionados com os

deslocamentos globais Uy, Us, U3, Uy, Us e Ug como!

uy = Ujcosy+U;seny
vi = =Uiseny+U;cosy
0 = U3

u = Uscosy+Usseny
Vo = —Usseny+Uscosy
0, = Us

Figura 21: Esquerda: Deslocamentos em coordenadas locais. Direita: Deslocamentos em coordenadas

globais.

3

Fonte: HUTTON (2005).

1

apresentadas valem com boa aproximagao.

Aqui os deslocamentos ao longo da barra causados por flexao sdao pequenos, de modo que as relacdes
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Em forma matricial
(ul\ [ cosy seny 0O 0 0 0] (Ul
% —seny cosy O 0 0 0 |Uz
0, 0 0 1 0 0 O )U;
= (3.27)
uy 0 0 O cosy seny 0| |Us
%) 0 0 0 —seny cosy Of |Us
\ 0, ) | 0 0 O 0 0 1] (Us
ou em forma abreviada
{u} = [RI{U} (3.28)

onde [R] € a matriz de rotagdo, {u} é a matriz de deslocamentos locais e {U} ¢ a matriz de

deslocamentos globais.

De forma andloga, os esfor¢os nodais locais se relacionam com os globais como (ver Figura

22)

Em forma matricial

( )

Fi = njcosy— fiseny
F, = nyseny+ ficosy
R = m

Fy = mnpycosy— frseny
Fs = nyseny+ focosy

\ Ve

ou em forma abreviada

Fe = my

_cosw —seny 0 O 0 0
senyy cosy O O 0 0
10 0 1 0 0 0
I 0 0 cosy —seny O
0 0 0 seny cosy O

| 0 0 0 0O 0 1

{F}=[R"{f}

ni

il

nj

2

mz)

(3.29)

(3.30)

onde {f} é a matriz de esfor¢os nodais locais e {F'} é a matriz de esfor¢os nodais globais.

Da Equacao (3.26)

[ke]{uy =1/}

multiplicando ambos os membros por [R]” e aplicando as Equacdes (3.28) e (3.30) obtém-se

[R]" [ke]{u} = [RI"{f} = [RI" [k][R{U} = {F}
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Figura 22: Esquerda: Esfor¢os nodais em coordenadas locais. Direita: Esfor¢os nodais em coordenadas
globais.

~ s

Fonte: O autor.

KU ={F} (3.31)
onde
(K] = [R]" [ke] R] (3.32)
€ a matriz de rigidez da barra em coordenadas globais.
Como a matriz [R] é ortogonal, isto &, [R] ! = [R]”, valem as relacdes
{Uy=R"{u} e {f}=[RHF} (3.33)

A inclinagdo da barra em relacdo as coordenadas globais pode ser obtida por meio das
coordenadas nodais dos nds i e j como

Xj—Xi Yi— Vi

cos\y = 7 seny = 7

(3.34)

onde

L= /(=) + (v — ) (335)

€ o comprimento da barra.

3.6 Trabalho equivalente para carregamentos distribuidos

Uma das hipoéteses para a aplicag@o das formulagdes anteriores € que as barras sejam carre-
gadas somente nos nds. Caso haja carregamentos distribuidos, pode-se contornar essa restricao
do seguinte modo: substituir a carga distribuida por for¢as nodais e momentos tais que o tra-
balho realizado pelo sistema de carga nodal seja equivalente ao trabalho realizado pela carga

distribuida. O trabalho realizado por uma carga transversal g(x) é

W= /0 * v ()dx (3.36)
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deve ser igual a
W = figv1 +m1401 + fogVa +moy62 (3.37)

onde fig4, mig, foq € My, sdo os esforgos nodais cujo trabalho ¢ igual ao realizado por ¢g(x).
Substituindo (3.13):

L
/0 q(x)[N1(x)V1 + N2 (x)01 + N3 (x)Vva + Na(x)02]dx = figV1 +mig01 + fagVa +mag62

Por comparacao

L

fig = /0 q(x)Ni (x)dx (3.38)
L

fq = /0 q(x)N3(x)dx (3.39)
L

myg = /Oq(x)Nz(x)dx (3.40)
L

My, = /Oq(x)N4(x)dx (3.41)

De forma anéloga para carregamento distribuido axial p(x)

L L ¥ X
W= /0 p(x)u(x)dx = /o p(x) [(1 — Z) up + Zuz} dx = nyqu1 +nogun

nig = /OLp(x) (1 - %) dx  nyy= /()Lp(x)%dx (3.42)

3.7 Convengdo de sinais

Observando a Figura 23 vé-se que os esfor¢os obtidos pela formulacio precedente devem
ter seus sinais alterados para a convengao usada na teoria dos materiais para esforg¢os cortantes,

normais e momentos fletores da seguinte forma

( 3\ 3

—ni N1
S Vi
—ml M (3.43)
ny N
-2 V2
\ m2 J \M2)

3.8 Montagem da matriz de rigidez global

Considere como exemplo a estrutura indeterminada da Figura 24. O objetivo é determinar

os deslocamentos e as reacdes de apoio.
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Figura 23: Esquerda: Convengdo de sinais pelo teorema de Castigliano. Direita: Conveng¢do de sinais
pela teoria dos materiais.

M Vi Va
1
" "

Fonte: O autor.

fi f2
N ’"r] ]‘\’"2 .
(N S

Figura 24: Esquerda: Estrutura exemplo. Direita: Designacdo de elementos e deslocamentos.

| L P L | ) v .

| ? ? ‘ 1 2 3

\ - y

N\ HOERRANO [ ©) ®
Fonte: HUTTON (2005).

Como o carregamento s6 pode ser aplicado nos nds, a barra € dividida em duas, com a carga

P aplicada no n6 2. As matrizes de rigidez de cada barra sdo

12 3L —12 3L
8EI | 3L 12 3L L
L3 |-12 —3L 12 -3L

3L & 3L 12

K] = K] =

originando as equagdes

(12 3L 12 3L (w) (s
sEr | 3L 12 -3 Ll )e | |m"
L |12 3L 12 -3L| |v £

| 2 (1)

3z L 3L 2| |6 (mV]

(12 3L 12 3L (v.) (AP
sEr | 3L 12 3L L | e | |m?
L |-12 3L 12 -3L| |vs | A¥

L2 2 (2)
3L % 3L L7 | (83 ("3 )

As matrizes [K(V] e [K(?)] sdo 4 x 4 pois ndo hd carregamento axial, originando 4 graus de

liberdade por barra. As condi¢des de contorno sao
Os esforgos resultantes nos nds sao

R= 0 Mi=n® B4 e in® F= D M=
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Efetuando as somas, as equacdes obtidas podem ser sintetizadas em forma matricial como

B T ( 3 ( )

96 24L —96 24L 0 0 Vi F
241, 8L? —24L 47 0 0 0, M,
EI |—96 —24L 192 0 —96 24L| | v, P
73 2 2 2 - (3.45)
L3 | 241 4L 0 1612 —241 AL 0, M,
0 0 —96 —24L 96 24L| |v;3 F3
0 0 241,  4L*> 24L 8I2 |63 ) | M;

Aplicando as condi¢des de contorno (3.44) obtém-se o sistema reduzido

192 0 24L] (v, —P

EI S

= 0 16L% 4L 9, p=¢ 0
24L 412 8L*| |63 0

obtendo os deslocamentos nodais

_ —7PD? _ —pL? _ PL?
~ 768EI > 128E1 3T 32E]

V2

As reacgdes sao obtidas substituindo os deslocamentos calculados no sistema (3.45)

El 11P

F] == E<—96V2 +24L92) - F
El 5P
B = —(—96v;y— 2410, —24103) = -—
3 73 (—96v2 2 3) =g

El 3PL

M, = ——(=24Lv,+4L%0,) = ——

O leitor podera checar as condi¢des de equilibrio.

Perceba que no sistema (3.45), os coeficientes de rigidez correspondentes ao n6 2 sdo obti-
dos pela soma dos coeficientes correspondentes nas barras 1 e 2. Isso nos fornece um procedi-
mento para o cdlculo dos coeficientes de rigidez globais.

Para cada barra com extremidades nos nds i € j € associado um vetor de localizagdo de
deslocamentos [Le]1x24, em que g é o nimero de graus de liberdade por né. Esse vetor contém
as numeracdes dos deslocamentos nodais.

Cada elemento K, da matriz de rigidez global [K] ¢ obtido da seguinte forma: localizam-se
os elementos p e ¢ do vetor [L,]. O elemento p estd na posi¢do r e 0 ¢ estd na posi¢do s. Daf
localiza-se o elemento k,,, da matriz de rigidez da barra. Efetua-se esse procedimento para cada
barra da estrutura e somam-se os resultados para obter K,,. Se p e/ou g ndo estiver presente em
[L.], desconsidera-se k..

Sera obtida uma equagdo da forma
[K{U} ={F} (3.46)

em que [K] é a matriz de rigidez global, {U} é a matriz de deslocamentos nodais globais e {F'}

¢ a matriz de esfor¢cos nodais globais (resultantes de cada no).
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Teorema 3.1 A matriz de rigidez global [K| possui as seguintes propriedades:

a) é singular, isto é, ndo é invertivel;

b) é simétrica.

Demonstragao:

a) Como foi visto no capitulo anterior, K;; € o esforco necessario na dire¢do i para provocar
um deslocamento unitdrio na dire¢cdo j mantendo os deslocamentos restantes nulos. Isso
significa que a j-ésima coluna de [K] é o conjunto de for¢as generalizadas (em coordena-
das globais) necessdria para equilibrar a estrutura quando € aplicado um deslocamento
unitdrio na dire¢do j e as demais deslocabilidades com valor nulo, o que implica que o
somatorio de todos os esforcos na direc@o j deve ser nulo; logo, o somatoério de todos os
elementos da coluna j da matriz [K] é nulo para qualquer j. Isso significa que as linhas

de [K] sdo linearmente dependentes. Portanto [K] ndo é invertivel;

b) Decorre do teorema de Betti-Maxwell. O]

Perceba que [K] é uma matriz quadrada de ordem ng, onde n é o nimero de nés da estrutura
e g é o nimero de graus de liberdade por né.
Como a Equag@o (3.46) possui elementos conhecidos e desconhecidos nas matrizes {U} e

{F}, um meio de resolvé-la é particionando-a em blocos como
U F,
Wl _ e (3.47)
{Ua} {Fa}

{U,}: vetor de deslocamentos restringidos;

(K] [Kral
[Kar]  [Kaa]

onde

{F,}: vetor de esforcos restringidos (reacoes);

{U,}: vetor de deslocamentos ativos (deslocabilidades);

{F,}: vetor de esforcos ativos (a¢des).

Desenvolvendo (3.47)
[Krr]{Ur} + [Kra]{Ua} - {Fr}

[Karl{Ur} + [Kaa){Ua} = {Fa}
Sendo {U,} e {F,} incégnitas e {U,} e {F,} conhecidas:

{Ua} = [Kaa]_l({Fa}_[Kar]{Ur}) (3.43)
{Fr} = [Krr]{Ur}+[Kra]{Ua} (3.49)

Pode-se também fazer o inverso: numerar primeiramente os deslocamentos ativos e em

seguida os restringidos. O resultado final é o0 mesmo.
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Exemplo:
Serd tomado novamente como exemplo a viga do capitulo anterior. A numeragdo dos des-
locamentos nodais serd feita como mostrado na Figura 25 considerando g = 2 (pois ndo existe

carregamento axial).

Figura 25: Numeracdo dos deslocamentos nodais da viga exemplo.

Us Uy Uy Ug

A

i, (10, [2]0, i,

Fonte: O autor.

Para a barra 3, as cargas nodais equivalentes sao obtidas por meio das Equacdes (3.38) a

(3.41), resultando nas cargas mostradas na Figura 26.

Figura 26: Cargas nodais equivalentes da barra 3 da viga exemplo.

20 20
( )
R
10kNm 10kNm

Fonte: O autor.

As matrizes de rigidez das barras sao

12 6 —12 6
6 4 6 2
—-12 -6 12 -6
6 2 -6 4

KD =k® = g1

0.1875 0375 —0.1875 0.375

3) 0.375 1 —0.375 0.5
k" =FEI
—0.1875 —-0.375 0.1875 —0.375
0.375 0.5 —0.375 1

cujos vetores de localizacao sdo
[LI]Z[S 6 1 2] [Lz]:[l 2 7 3} [L3]2[7 3 8 4]

Dessa forma, os coeficientes de rigidez globais sdo obtidos por meio dos vetores de locali-

Zag¢ao como:

K=k +k =24 Koy =k +42 =8 Ky =k2 +4) =5 K=k =1



Capitulo 3. METODO DA RIGIDEZ DIRETA 47

Kss=kV =12 Kgg=k) =4 Ky =k3 +4 = 12,1875 Kgs =) =0.1875
Ki» =Ky = kgi) +k522) =0 Kpi3=K31= kﬁ) =6 Kiu=K4=0

1 1 2
Kis=Ks; =k\)=—12 Kjg=Ke =kyy =—6 Ki7=Ky =ki2 =—12

2 1
Kig =Kg1 =0 K23=K32=k§4)=2 Ky = K4 =0 K25=K52=k£1)=6

1 2
Ky = Koz = ké(u) =2 Ky=Kp= kgz) =—6 Ky=Kg=0

3
K34 = K43 = k§4) =05 Kis=Ks53=0 K3zs=Kg =0

Ky =Kp3 = k3 +15) = 5,625 Ksg = Kgs = k) = —0.375

Kis=Ks4=0 Kyg=Kos=0 Ky=Kpy=k) =0375 Kig=Kgy=Kk{) =—0375

1
Ks6 = Kes :kél) =6 Ks57=K;5=0 Ksg=Kg5=0
Ko7 =K76=0 Kgg=Kso=0 Ksg=Kg7=ks) =—0.1875

obtendo a equagdo matricial

240 0 —12 -6 —12 0 Ui —10
0 8 0 6 2 —6 0 U 0
6 2 5 0.5 0 0 —=5.625 —-0.375 Us —20/3
£l 0 0 0.5 1 0 0 0.375 —0.375 Us _ 20/3
—-12 6 0 0 12 6 0 0 0 Rs
-6 2 0 0 6 4 0 0 0 Re
—-12 -6 -5.625 0.375 0 0 12.1875 —0.1875 0 —10+R;
0 0 -0375 -0375| O 0 —-0.1875 0.1875 | | O —10+Rg )

em que Rs, Rg, R7 e Rg sdo as reacdes de apoio nas direcdes 5, 6, 7 e 8. Os deslocamentos sdao
calculados como

-1

Ui 24 0 6 O —10 0.2652

U 1[0 8 0 0 1 0.6816

Us Ell6 2 5 05 —20/3 EIl | —2.7273

Uy 0 05 1 20/3 8.0303

e as reacdes de apoio

Rs —12 6 0 0 0.2652 0 0.91kN
Re | -6 2 0 0 1 0.6816 0 | ) —0.23kNm
R —12 -6 —-5.625 0375 | EI | -2.7273 —10( 21.1kN
Rs 0 0 —-0.375 —-0.375 8.0303 —10 8.01kN

Os esforcos cortantes € momentos fletores nos nés podem ser obtidos aplicando as equagdes
(3.26) e (3.43).
Observe que os valores sdo proximos dos obtidos pelos métodos apresentados no capitulo

anterior.
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Contudo, existe um inconveniente na Equacdo (3.47): deve ser feita a numeragao dos des-
locamentos restringidos e depois os ativos ou vice-versa (feita manualmente) e depois sdo apli-
cadas as equacdes (3.48) e (3.49); ou € mantida uma numeracgao padrao (feita pelo computador)
e em seguida ¢ feita uma reordenacdo das linhas e colunas das matrizes na Equacdo (3.46) para

ficar no formato da Equacdo (3.47). Neste trabalho foi tomada a segunda abordagem.

3.9 Vetor de localizagao

Os deslocamentos dos n6s i e j serdo numerados como mostrado na Figura 27, com g = 3.

Figura 27: Numeracao dos deslocamentos globais.

Us(j—1)+2

Us(j-1)+1

Usiji-1)+3

U3(i—1)+3 Ci U3(i—1)+1 _’x

Fonte: O autor.

O vetor de localizacdo da barra é

L =[3G=1)+1 3G-1)+2 3(-1)+3 3(G-1)+1 3(-D+2 3(-1)+3] (50

Para g = 2, o vetor de localizag¢do € tomado como

L =[26-1D)+1 2(-1)+2 2(-D+1 2(-1)+2] (3.51)

3.10 Meétodo dos zeros e uns

Uma vez feita a numeragdo dos deslocamentos, deve ser feita a reordenacdo das linhas e
colunas das matrizes na Equacdo (3.46), porém isso € pouco pratico. Serd feita uma modificacao
na Equagio (3.46) de forma a ndo ser necessaria a reordenac@o de seus elementos. Seja U, um
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deslocamento prescrito (ndo necessariamente nulo). A Equacgdo (3.46) pode ser reescrita como

K Kl,pfl 0 Kl,p+1 KLng U F _KLPUP
Ky 11 - Kp_1p- 0 Ko 1pt1 - Kp_ipng Up—1 Fp1=Kp1,,Up
0 0 1 0 0 U, = Up (3.52)
Kp+l,1 Kp+1,p71 O Kp+l,p+1 Kp+1,ng U[H,l FP+1_KP+17PUP
| Kng1 o Kigp1 0 Kygpi1 oo Kigng | | Ung Fag = KngpUp

[KzerOS] { U } = {erros }

Se houver mais de um deslocamento prescrito, pode-se aplicar (3.52) sucessivamente, ob-

tendo
{U} = [Kzeros]il{erros} (3.53)

Os esforcos globais sdo obtidos como
ng
Fi=Y KjUs (3.54)
k=1
e as reacdes de apoio como

Rj=Fj—FNC; (3.55)

em que FNC; € a forca nodal combinada na dire¢do j (resultante das cargas nodais globais na

direcdo j).

3.11 Articulagdes em extremidade de barra

As articulagdes sdo mecanismos que permitem deslocamentos entre extremidades de barras
ou entre essas extremidades e o meio exterior a estrutura, de modo a anular os esfor¢os nas
direcdes desses deslocamentos. (SORIANO, 2005)

Uma articulacdo € simples quando anula apenas um esforco. Quando anula vérios esforgos,

é chamada muiltipla.

Figura 28: Representacdo estrutural de articulacdes.

Momento fletor nulo

Esfor¢o cortante nulo

|"| TT O

Esfor¢o normal nulo

Fonte: Adaptado de SORIANO (2005).
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O vetor de esforcos da barra i em coordenadas locais é

(17} [} - )

onde { fne(i)} € o vetor de forcas nodais equivalentes em coordenadas locais da barra i. A

Jj-ésima equagdo desse sistema €

Z k! — fnel! (3.57)

Considerando uma articulag@o que libera o deslocamento da dire¢do / tem-se

-1 .
=0= Z kelk + kezz + Z k€zk —f ”el( !
k=1 k=I1+1

(i)

obtendo o deslocamento U

k=I1+1

(Zke,k + Z KD — fnel’ ) (3.58)
k=1

ell

Substituindo este resultado em (3.57) e organizando os termos obtém-se, para j # [

Zk'elkuk + Z KOl — fne't) (3.59)
k=I+1
em que
0) o k0
l l j 1
e L (3.60)
el
(i o ki o
1 1 j 1
fne'j = fne; —T’_)fnel (3.61)
kell
Em forma matricial
{70 = WO {ul0} = { e} (3.62)
onde
G i i H o 0 )
G 0 K, ek, e
, k,l(gl,l klgﬂl,lfl 0 klg?l,lJrl k/l(QI,Zg , f”elz(gl
[k’(’)}: 0 - 0 0 0 - 0 e {fne’(l)}: 0 (3.63)
k,l(le,l k/1(+)111 0 k/§+)11+1 k/l(21,2g f”e,1(21
_k,gg,l k’gg,m 0 k/gg)l+1 k,g;,zg_ fne’éig)

Caso haja articulacdo em mais de uma dire¢do, realiza-se o procedimento anterior de forma

sucessiva.
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Na montagem das matrizes de rigidez e de forcas da estrutura devem ser utilizadas as ma-
trizes [k’(i)] e {fne’(i)}.

Suponha que exista uma articulagdo que libera um deslocamento de indice global / das
extremidades de todas as barras que interceptam esse nd. Os elementos das matrizes linha

correspondentes ao indice / serdo nulos e a Equagdo (3.46) toma a forma

TR Kig-1 0 Ky o Kigg 1(w (F )
Kiqg o Kie1g-1 0 Kiogvr o Kicing| | Ui Fq
O - 0 0 0 - 0 U »=<{ 0 (3.64)
K11 0 Kipig1 0 Kivger o Kiping| | Ui Fii1
_Kng,l Tt Kng,l—l 0 Kng,l-i—l Kng,ng 1\ Ung ) . an )

que forma um sistema indeterminado a menos que U; seja pré-definido. Pode-se atribuir U; =0
e depois corrigir usando a Equagio (3.58)%. E como se inserisse um apoio ficticio restringindo
os deslocamentos na direcdo / e articulando as barras correspondentes. O modelo estrutural é

virtualmente o mesmo em ambos o0s casos ¢ a (3.64) torna-se solivel.

Figura 29: Equivaléncia de articulacdes tipo rétula. Esquerda: Modelo estrutural. Direita: Mecanismo
fisico.

Yc} )

Fonte: O autor.

2 S6 se for necessério determinar as deformagdes da estrutura.
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3.12 Diagramas

3.12.1 Cortante, normal e fletor

Considere o trecho de barra sujeito a um carregamento distribuido transversal g(x) e aos

esfor¢os nodais M| e Fi como mostrado na Figura 30.

Figura 30: Carregamento transversal distribuido sobre um trecho de barra.

q(x)

m1C T ] ] 1 l)M(x)

f V(x)

Fonte: O autor.

Para que a barra esteja em equilibrio, o esforco cortante V (x) deve ser

X
V(x)= /0 q(t)dt+ fi (3.65)
O momento fletor est4 relacionado com o esforco cortante como (SUSSEKIND, 1981a)
dM
—=V 3.66
= V() (3.66)
€ assim .
M(x) = / V(t)di +m (3.67)
0

De forma semelhante, considerando um carregamento distribuido axial no trecho de barra

da Figura 31, o esforco normal é calculado como

N(x) = — /O " p(t)dt—n, (3.68)

Figura 31: Carregamento axial distribuido sobre um trecho de barra.

p(x)

ny N(x)

Fonte: O autor.

No presente trabalho serdo considerados apenas carregamentos distribuidos lineares, de

modo que
pP2—P1

_92—q1
q(x) = 7

L

x+q1 e pkx)= x—+ pi (3.69)
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Figura 32: Esquerda: Carregamento transversal linear. Direita: Carregamento axial linear

q2 b2

L L !

Fonte: O autor.

Assim, os esfor¢cos normais, cortantes e fletores sdo calculados como?
N(x):—<p2_p1x2+p1+n1) (3.70)
2L
v =2 N2 gt h (3.71)
2L
M(x) = %)ﬁ + %xz + fix+my (3.72)

3.12.2 Cargas distribuidas em coordenadas locais e globais

Um carregamento distribuido pode ser apresentado em coordenadas locais da barra ou em
coordenadas globais da estrutura. Se o carregamento for apresentado em coordendas locais,
basta aplicar as formulac¢des apresentadas anteriormente. Se o for apresentado em coordenadas

globais, ele pode ser decomposto em suas componentes locais como mostrado na Figura 33.

Figura 33: Decomposi¢do de uma carga distribuida em suas componentes locais.

qgcosy gseny

1 ¥ v

Fonte: O autor.

2
O momento fletor poderia ser calculado usando a relagdo (A.8) M(x) = EI d—\; Contudo, devido ao
fato de a expressdo para v ser do 3° grau (de acordo com a Equacdo (3.12)), M(x) seria uma fungéo
do 1° grau. Essa aparente contradi¢do se deve a hipdtese de os esfor¢os serem aplicados somente
nos noés. Os esfor¢os equivalentes sdo um macete de cdlculo para a considera¢do de carregamentos
distribuidos sem ir contra as condicdes de contorno (as quais sdo atendidas nos nés), de modo que o
momento fletor numa barra deve ser calculado conforme a Equacio (3.72).
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3.12.3 Plotando os gréficos

Seja f(x) uma fungdo que representa um tipo de esfor¢o (normal, cortante ou fletor). Objetiva-
se tragar seu gréfico na dire¢@o da barra. As coordenadas globais (x',y") dos seu gréfico podem

ser obtidas em termos das locais (x, f(x)) como mostrado na Figura 34. Assim

Figura 34: Posicionamento do gréifico de f(x) no desenho da estrutura.

(xll Jh)

Fonte: O autor.

/

X = xjp+xcosy—k- f(x)seny (3.73)
y = yi+xseny+k-f(x)cosy (3.74)
em que (x1,y1) sdo as coordenadas do n6 inicial e k é um fator de escala.

De forma semelhante, o desenho da deformada da estrutura pode ser obtido em termos dos

deslocamentos u € v como

/

X = x4+ (x+k-u(x))cosy —k-v(x)seny (3.75)

/

Yy = yi4 (x+k-u(x))seny+k-v(x)cosy (3.76)

Figura 35: Posicionamento da linha deformada da barra.

(x1,¥1)

Fonte: O autor.
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3.13 Tensoes

As tensdes normais atuantes numa barra podem ser obtidas por meio da superposi¢ao dos
efeitos devidos a tragdo e compressao, como também aos devidos a flexdo.

Dessa forma, a tensdo devida a esforcos de tracdo e compressao é

6, = 3.77)

onde N € o esfor¢o normal e A € a drea da secdo transversal.

A tensdo devida a efeitos de flexdo é

(3.78)

em que M ¢ o momento fletor, / € o momento de inércia da se¢do e y € a ordenada do ponto de
tensdo em relacdo ao centroide da secao.

Portanto
N (;C) M (;C)
— — —y

A 1
As tensdes maxima e minima na se¢ao de abscissa x sdo obtidas fazendo y = yqx € Y = Ymin-

Ox(x,y) = (3.79)

Considerando secdes com dois eixos de simetria, tem-se que

Ymax = —Ymin
Logo
N(x) M(x) h
Gx,max,min(x) = %) + ; ) : 5 (3.80)

onde £ € a altura da sec¢do.

Os materiais de contrucdo possuem cargas limite de resisténcia, as quais sdo obtidas por
enasios de laboratdrio, os quais ocorrem até a ruptura do material (GOMES; NETTO, 2016).
Sejam f; e f. respectivamente as tensdes resistentes a tracio e a compressao do material de uma

barra da estrutura. Para que a estrutura suporte as solicitagde € necessario que
Gt,max S FS'ft Gc,max S FS‘fc (381)

em todas as barras, onde O; jq € a tensdo maxima de tragdo, O e € a tragdo méxima de
compressdo e 0 < F'S < 1 é um fator de seguranga obtido através de normas de calculo estrutural.

Estruturas sujeitas a compressao axial tendem a ocorréncia de flambagem, sendo este feno-
meno mais critico a segurancga da estrutura do que a prépria tensdo de resisténcia a compressao.
No presente trabalho ndo serdo feitas andlises sobre estabilidade da estrutura pois fogem ao
escopo deste trabalho, sendo assim adotada uma anélise simplificada das tensdes com base nos

critérios de resisténcia apresentados acima.
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4 METODOLOGIA

4.1 MATLAB

O MATLAB (abrevaicdo de MATrix LABoratory — laboratdrio de matrizes) € um software
especializado e otimizado para cdlculos cientificos e de engenharia. Ele implementa a lingua-
gem de programacdo MATLAB e possui uma grande biblioteca de funcdes pré-definidas para
resolucdo de problemas gerais e especificos, o que torna as tarefas de programacao mais faceis
e eficientes. (CHAPMAN, 2003)

Figura 36: Interface grafica do MATLAB.

VARIABLE PSS G S e 5 (G)] seerch Documentation
o oo
og [ Open > Rows Columns L & (3 Transpose
New from (= print = ]|—”1—‘ insert Delete || ot +
Selection v - -
VARIABLE ‘SELECTION EDIT
cEpEEA b C b Users b Allan b OneDrive b Faculdade b Novo Material TCC » Cédige P Estrutura com carga distribuida axial v P
Current Folder ® A Editor - C:\Users\Allan\OneDrive\Faculdade\Novo Material TCC\CodigohEstrutura com carga distribuida.. @ x | Workspace 5]
Name = <1 [ lerarquivom | calcula_estruturam = | Desenha_disgramasm % | exemplo_livrost % | + | Value
2] viga_isostatica.tet ~l[2 function [nos, elem] = ler_arquivo(arquivo) - o N
5] viga_exemplo.txt 2 - arg=fopen(arquivo, 'r'); 0
5] viga2.ext g o
) vigazs ; = n_nos=fscanf(arg, '%d',1); .
%:E:.g:m 6 - nos = struct([1); ﬁ”‘““'ﬂf
= N 7- for i=1:n_nos S
] porticol.txt 8- nos(1).coordx=fscanf(arg, f",1); 1
i‘% :ro:’a\o o £ nos(i).coordy=Fscanf(arq, '%F',1); 16 struct
s . v/ |10 - nos(i).restrx=fscanf(arq, ‘%, 1); ot struct
TreT ~ - nos(i).restry=fscanf(arq, '%i",1); el Text
12 - nos(i).restrrot=Fscanf(arg, '¥d',1); 146 struct
T @ l13 - nos(i).deslx=Ffscanf(ara, '¥F',1); v 1471 double
»> calcula_estrutura( exemplo_livro.txt') Ll stousble z
338 for i=l:n_elem | Rot | Rot(1).elem | Command History (O]
fx K> . D
‘ Rot(1).clem %-- 26/07/2018 13:06 --%
4y calcula_estrutura( porticol.txt’)
1 2 3 4 5 6 7 8 o .
9¢ calcula_estrutura( viga_exemplo.txt’)
4 1 0 0 0 0 ~ help legend
2 B 0 0 0 [ 0 help plot
3 0 0| 1 0 0| 0 2y calecula_estrutura('viga exemplo.txt')
4 0 0 0 0 1 0 caleula_estrutura(’exemplo livro....
5 0 o 0 A o 0 %-- 27/87/2018 19:48 --%
5 0 0 0 0 0 ] 3¢ calcula_estrutura(’exenplo livro....
7 %-- 28/07/2018 12:04 --%
calcula_estrutura(’exemplo livro....
: o G
< > calcula_estrutura('exemplo_livro....

+| Paused in debugger

Fonte: O autor.

Esse software apresenta varias vantagens como: facilidade de uso, independéncia de plata-
forma, fun¢des pré-definidas, ampla variedade de comandos para desenhos e imagens, interface
grafica de usuario (GUI), o compilador MATLAB, manipulacido de arquivos, manipulacao de
matrizes dentre outros. (CHAPMAN, 2003)

Pelo fato de o MATLAB permitir grande facilidade de manipulacdo de matrizes e rapidez
nas tarefas, foi o software escolhido para a implementacao do método da rigidez direta — afinal,

¢ um método matricial.
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4.2 Estrutura do programa

No MATLAB ¢ possivel estruturar o cédigo em diferentes arquivos com extensao *.m. Os
arquivos de funcdes devem ser nomeados com os nomes das fungdes. Por exemplo, se € criada
uma fun¢do soma (x,y), 0 arquivo deve ser nomeado como soma.m. Essa estruturacdo permite
maior organizac¢ao do cédigo.

Para a andlise de estruturas foi criado um programa cujo c6digo consiste em quatro arquivos

de funcdes:
1. ler_arquivo: Realiza a leitura do arquivo de dados;

2. calcula_estrutura: Realiza o cdlculo dos esfor¢os. Implementa as formulagdes apre-
sentadas no Capitulo 3;

3. Desenha_diagramas: Plota a estrutura, apresentado os diagramas de esfor¢os normais,
cortantes e momentos fletores; Plota a deformada da estrutura; Apresenta as tensoes atu-

antes nas barras;

4. analisa_tensoes: Faz uma andlise das tensdes para verificar se a estrutura suporta os

esforgos aplicados.

4.2.1 Dados de entrada

Os dados de entrada sdo armazenados num arquivo de texto (extensdo .txt). Tal arquivo
¢ dividido em duas partes: Dados dos nés e dados das barras. Tal arquivo possui as seguintes
informacgdes:

Nos:

e Numero de nos;

Numeracgdo dos nds (identificadores);

Coordenadas nodais;

Restri¢des de deslocamentos;

Deslocamentos prescritos;

e Cargas nodais atuantes.

Barras:

e Numero de barras;

e Numeragao das barras (identificadores);

e Extremidades;
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Articulagoes;

Carregamento distribuido linear;

Direc¢do do carregamento distribuido (local ou global);

Propriedades do material (mddulo de elasticidade, resisténcia a tracdo e a compressao);
e Propriedades geométricas da secao transversal.

Por exemplo, considerando a estrutura da Figura 37. Todas as barras possuem médulo de
elasticidade de 200 GPa, tensdo resistente a tracdo e a compressao de 400 MPa, secdo transver-
sal retangular de 15 cm de base e 20 cm de altura em todas as barras. A estrutura de dados é

apresentada nas Tabelas 1,2 e 3

Figura 37: Exemplo de pértico.

1.0 cm

I 3.00m ! E.Dtlm%|

Fonte: O autor.

O arquivo de dados serd da seguinte forma:

3
0.00.01110.00.00.00.00.00.0
3.04.00000.00.00.00.0-10.00.0
6.0 4.01 110.010.00.00.00.00.0
2
1
2

20000001 -5.0-5.0 2.0E8 4.00E-4 4.00E-4 1.00E-4 0.03 0.2
300000000.00.02.068 4.00E-4 4.00E-4 1.003E-4 0.03 0.2
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Para facilitar a criacdo e manipulagcdo do arquivo de dados, foi criada uma interface grafica

em Java que permite realizar a inser¢do dos dados dos nds e das barras da estrutura. Apesar de

o MATLAB fornecer ferramentas para GUI (Graphical User Iterface), optou-se por Java pelo

fato de o autor deste trabalho ter maior dominio sobre essa linguagem de programacao.

Figura 38: Interface gréfica utilizada na criagdo e manipulagédo de dados.

Arguivo
N6 Nos. Barra
D 4 D Vi Restricio horizontal|  Restricdo vertical | Restrico rotacional | Deslocan D: 3
1 0 0
Coordenadas 2] 3 4 1 ] 1 N inicial: I:E No final: l:lzl
x (m): ‘ 3 8 4 [ ]
q_i (kNim}: q_f({kN/m): [ ] Local
y (m): Propriedades
Restrigéo Deslocamentos gao
[] Horizontal ~ Dx (m): Al 0 T vl
Vertical m):
u Rt Barras
[JRotagdo @ (raa): ID | N inicial| N6 final | Aicula nd inicial horizontal | Articula né inicial vertical | Aricula né ini
1 1l 2 |
Esforgos 2| 3] 3 [m] [ [m] [ =]
Fx (KN): Articulagao ) .
No inicial No final
Fy (kN): [] Horizontal [] Horizontal
Mz (kNm): [] vertical [ vertical
[] Rotagéo [] Rotagio
- | Limpar Campos ‘ ‘ Excluir né |
Tl il I 0| - | Limpar campos | | EXcluir barra

Fonte: O autor.

Nessa aplicacdo € possivel criar, salvar e editar os arquivos de dados utilizados no programa
em MATLAB. Também € possivel escolher a geometria da secdo transversal. Para facilitar as
andlises, foram consideradas apenas secdes com dois eixos de simetria. Sdo elas: retangulo,

circulo, I, caixao e tubo.

Figura 39: Esquerda: Caixa de didlogo com propriedades do material. Direita: Caixa de didlogo com
secdes transversais.

Geometria
(@ Retangulo
i) Circulo
Q1

i) Caixdo

) Tubo h x

S

[2e8

Médulo de elasticidade (kKN/m?):

b(m): [0.15
n(m): [0.2 b

Resisténcia a tragao (kN/m):

|
[4e6 |
|

Resisténcia & compressao (kN/m?): |4e B|

Fonte: O autor.

O arquivo de dados é lido por um arquivo de fun¢do chamado ler_arquivo. Tal lei-
tura é feita pelo comando fscanf (arquivo, formato de dado, numero de caracteres
lidos). Os dados sdo armazenados em structs (estruturas). Um struct € um tipo de dado em

que cada elemento recebe um nome (CHAPMAN, 2003). Neste trabalho foram criadas duas
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estruturas de dados: nos, que armazena os dados nodais, e elem, que armazena os dados das

barras. Os detalhes sdo mostrados na Figura 40.
Figura 40: Estrutura de dados do programa.
coordx (coordenada x) noi (n6 inicial)
nos elem —
coordy (coordenada y) noi (né final)
restrx (restricdo na direcdo x) libera_xi (libera deslocamento na dire¢do x do né inicial)
restry (restricdo na direcdo y) libera_yi (libera deslocamento na dire¢do y do né inicial)
— ~ libera_roti (libera rota¢do no né inicial)
restrrot (restricdo de rotacdo)
libera_xf (libera deslocamento na direc¢do x do né finsl)
deslx (deslocamento em x)
libera_yf (libera deslocamento na direcdo y do né final)
desly (desl t
esly (deslocamento em y) libera_rotf (libera rota¢do no né final)
rotz (rotacio) local (direcgdo do carregamento distribuido)
Fx (forca em x) Qi (carga no né inicial)
Fy (forga em y) Qf (carga no né final)
Mz (momento) E (médulo de elasticidade)
sigmat (tensdo de resisténcia a tracgdo)
sigmac (tensdo de resisténcia a compressio)
I (momento de inércia)
A (3@rea da sec¢do transversal)
h (altura da seg¢do transversal)
Fonte: O autor.
pd
4.2.2 Cdlculo da estrutura

Os calculos dos esforgos sdo executados na fun¢do calcula_estrutura. Os algoritmos

implementados foram baseados nos apresentados por SORIANO (2005). Tal arquivo apresenta

a seguinte sequéncia de cdlculos:

. Dados iniciais: criacdo das estruturas nos e elem com auxilio da fungdo ler_arquivo,

defini¢cdo no nimero de nés, do numero de barras e do nimero de graus de liberdade por

7

no;

. Matriz de direcdes restringidas;

. Matriz de deslocamentos prescritos;
. Matriz de for¢as nodais;

. Vetores de localizacdo;

. Matriz de rotagio;

. Matrizes de for¢as nodais equivalentes dos elementos em coordenadas locais;

Montagem das matrizes de rigidez dos elementos em coordenadas locais;

Matriz de liberacao de deslocamentos nas extremidades dos elementos (para a considera-

¢do de articulagdes);
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10. Modifica¢do das matrizes de rigidez das barras e de forcas nodais equivalentes para in-

clusdo de articulacdes;
11. Matriz de for¢as nodais equivalentes em coordenadas globais;
12. Matriz de for¢as nodais equivalentes da estrutura;
13. Matriz de for¢as nodais combinadas (resultantes);
14. Montagem das matrizes de rigidez das barras em coordenadas globais;
15. Montagem da matriz de rigidez global;
16. Método dos zeros e uns para determinagdo da matriz de deslocamentos nodais globais;

17. Matrizes de esfor¢os nas barras e de deslocamentos em coordenadas locais (utilizados na

plotagem dos diagramas e da deformada da estrutura).

4.2.3 Apresentacdo dos resultados

Os resultados das andlises sdo apresentados em trés partes: Diagramas de esforcos, em que
¢ apresentado um desenho simplificado da estrutura, com a numeragao dos nés (vermelho) e das
barras (preto); as reacdes em cada nd; os diagramas de esfor¢os normais, cortantes € momentos
fletores; e a configuracdo deformada da estrutura; os graficos de tensdes em cada barra; e uma

andlise de resisténcia, para verificar se a estrutura suporta as cargas impostas.

Figura 41: Diagramas de esfor¢os do pértico exemplo.

4 Resultados = X
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help a
DEdS | KRS0 EL- 2| 0H =D

Estrutura Reagdes Esforgos normais (kN)

(51.5,504 -83.4)

(Fx (kN), Fy (kN), Mz(kNm))

-71.5,-26.4,79.4)

Esforgos cortantes (kN) Momentos fletores (kNm) Configuragdo deformada

Fonte: O autor.
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Figura 42: Gréficos das tensdes atuantes nas barras.

]

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

A IR P AT

Barral

Tenséo (MPa)
o
T

100 1 1 1 1 1 1 1 1

Fibras superiores

Fibras inferiores

0 05 1 15 2 25 3 35 4
Pasigao (m)

Barra2
100 T T

Tenséo (MPa)

0 05 1 15 2
Paosicéo (m)

Fonte: O autor.

25

A andlise das tensdes ¢ feita em duas partes: cdlculo das tensdes méximas nas fibras supe-

riores e das tensdes maximas nas fibras inferiores. Tal andlise € feita por meio das condicdes

(3.81). Se essas condigdes forem satisfeitas, a estrutura resiste as solicitagdes impostas, do

contrario, € necessario redimensionar a estrutura de modo a satisfazer as mesmas.

Figura 43: Janela de andlise de resisténcia aos esforcos.

Command Window

»» calcula_estrutura( ' exemplos/porticol.txt")
Andlise de resisténcia
Insira o fator de seguranca (@8<FS<1): @8.75

A estrutura resiste &s solicitacdes impostas.

fe > |

Fonte: O autor.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo € feita a validacdo da rotina criada em MATLAB por meio de um comparativo

com estruturas calculadas por poutros métodos e pelo software de andlise estrutural Ftool.

5.1 Exemplo 1

Considere a mesma viga apresentada nos capitulos anteriores, de secio transversal retan-
gular de 0.15m de base por 0.20m de altura, cujo material € concreto armado de tensdao de
resisténcia a compressdo de 25MPa (concreto C25). A armadura € feita de aco CA-50, cuja
tensdo resistente a tragdo € de 500MPa. Considerando granito como agregado graido, a NBR
6118:2014 (item 8.2.8) estima o mddulo de elasticidade secante como 24GPa.

Pelo fato de o concreto sozinho ndo resistir bem a tragdo (cerca de 1/10 da resisténcia
a compressao), a tensdo resistente a tracao a ser considerada no programa é a da armadura
(CARVALHO; FIGUEIREDO, 2014).

Figura 44: Apresentacdo dos dados da viga na plicagdo em Java.

Arguivo

N6 Nos Barra
ID: 5 D X y Restricdo horizontal| Restricio vertical | Restrico rotacional | Deslocam: ID: 4
v v v
x {m): ‘ =
v i (KNim): QT (kN/m): [ Local
¥ (m): ‘ Propriedades
Restrigao Deslocamentos sao

Dx (m):
[_] Horizontal X (m): Al 0 I v

[] vertical Dy {m):
Barras
[] Rotagao 8 (rad): :arga fim E otragio o compress&o ! A h
0] 24.000.000 500.000 25.000 0,03 02
Esforcos 0] 24.000.000 500.000 25.000 0,03 02

o

o

Fx (KN): -5| 24000.000 500.000 25.000) 0 0,03 0,2 G:

’ Na inicial N6 final
Fy (kN): [_] Horizontal [_] Horizontal
Mz (KNm): [] Vertical [ vertical

[] Rotagio [] Rotagdo

(] I M I - | Limpar campos | | Excluir barra

Fonte: O autor.

- | Limpar Campos ‘ ‘ Excluir né |

O arquivo de dados de entrada do programa em MATLAB € apresentado a seguir:

4
0.00.01110.00.00.00.00.00.0
1.00.00000.00.00.00.0-10.00.0
2.00.00100.00.00.00.00.00.0
6.0 0.0 01 00.00.00.00.00.00.0
3

1

200000010.00.02.487 25000.0 500000.0 1.0E-4 0.03 0.2
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230000000 0.00.02.487 25000.0 500000.0 1.0E-4 0.03 0.2
340000001 -5.0-5.02.4E7 25000.0 500000.0 1.0E-4 0.03 0.2

Na geracdo dos resultados, a primeira imagem que aparece € um esbog¢o da estrutura, com
os n6s numerados em vermelho e as barras numeradas em preto.
Figura 45: Desenho da viga exemplo.

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ]
NEEe | b RAUDEL- A 0E | a1
Estrutura

p
W
E:

Fonte: O autor.

A segunda figura mostra as reagdes de apoio em cada nd, sendo apresentadas no formato
(Fx,Fy,M;), onde F é o esforco na dire¢do x global em kN, F; é o esforgo na diregdo y global

em kN e M, é o momento em kNm.

Figura 46: Reacgdes de apoio da viga.

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help L

EEERID R AR EEE:

Reagoes

—— (Fx (kN), Fy (kN). Mz(kNm

(0.8.0)

{0:0:9-0:2) pEnisg t02t-t0r

Fonte: O autor.
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Em seguida é mostrado o diagrama de esforcos normais. Como néo sdo aplicados esforcos

axiais, seu grafico tem valor constante 0.

Figura 47: Diagrama de esfor¢os normais.

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help k]
I EEEEI P AREEICE
Esforgos normais (kN)

Fonte: O autor.

Depois é mostrado o diagrama de esforcos cortantes, com unidades em kN.

Figura 48: Diagrama de esfor¢os cortantes.

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help o
NEde || RATDEL- @ 12| 8D
Esforgos cortantes (kN)
69— 09
5y 9.1 <

Fonte: O autor.
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Em seguida € mostrado o diagrama de momentos fletores, com unidades em kNm.

Figura 49: Diagrama de momentos fletores.

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help 3'
NEAL| 50D EL- 308 uDd

Momentos fletores (kNm)

AN

Fonte: O autor.

E por fim, é mostrado a configuracdo deformada da estrutura, sem unidades!.

Figura 50: Configurag¢do deformada da viga.

File Edit V¥iew Insert Tools Desktop Window Help k]
DEEe bR UDEL- 2| 0B a0
Configuragdo deformada

Fonte: O autor.

Tais diagramas estdo de acordo com os cdlculos feitos nos capitulos anteriores € com 0s
resultados do programa Ftool como mostrado na Figura 51.

Depois € apresentada uma segunda tela apresentado graficos de tensdes em MPa para cada
barra, mostrando as tensdes nas fibras superiores e inferiores.

Percebe-se que a maior tensdo apresentada € de 8MPa. De fato, o momento fletor maximo

( oo . 0.15.0.203 _
apresentado na estrutura € 8kNm. O momento de inércia da secao é % =1-10*m*ea

O autor deste trabalho ndo conseguiu criar um c6digo que permita demonstrar graficamente de forma
satisfatéria os valores dos deslocamentos da estrutura.

1
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Figura 51: Resultados apresentados pelo software Ftool.

(a) Reagdes de apoio. (b) Esforgos cortantes.
W ¥ +
2 = E : 09 T
(c) Momentos fletores. (d) Configuragdo deformada.
80 } e
Ea— & L/

Fonte: O autor.

altura em relagdo ao eixo neutro é 0.20/2 = 0.10m. Com isto, a tensdo é

o -0.1 = 8000kPa = 8MPa

“1-104

Figura 52: Gréficos de tensdes atuantes na viga.

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ~

AEF DR AN ELEE

Barra1 Barra2
15 8
Fibras superiores 6l Fibras superiores
1 Fibras inferiores | 4 Fibras inferiores
ak
) w
iy &9 ool
= =
o 0 1 o 0r
i g
] @
5 c ot
[ <D =
al
B q
e
15 I I | L H I | | H " . . " . L " . . !
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Posigdo (m) Posigio (m)
Barra3
8 T
& Fibras superiores| |
—Fibras inferiores
4
g
2
=
o 0
g
g -2
<
e &
4
B
8 I I I . .
0 05 1 15 2 25 3 35 4
Pasigdo (m)

Fonte: O autor.
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Aplicando um fator de majoracio de esforcos de 1.4, fator de minoragdo de resisténcia a
compressao de 1.4 e fator de minoragdo de resisténcia a tragdo como 1.15, o fator de seguranca
a ser inserido no programa ¢ m ~ 0.44. Com isso a tela da Figura 53 € apresentada.

De fato, a tensdo resistente a tragdo € 500MPa e a compressdao é 25MPa. Aplicando o
fator de seguranca, as tensoes efetivas sdo 0.44 - 500 = 200MPa e 0.51 - 25 = 11MPa, que sdo
superiores as tensoes solicitantes méxima de tragdo e de compressdo apresentadas nos gréaficos

da Figura 52. De acordo com essa andlise, a viga suporta as cargas impostas.

Figura 53: Resultados da anélise de tensdes.

Command Window (&)

»» calcula_estrutura('exemplos/viga_exemplo.txt’)
Analise de resisténcia
Insira o fator de seguranca (B<FS<1): @.44

A estrutura resiste as solicitacdes impostas.

fe > |

Fonte: O autor.

5.2 Exemplo 2

Considere agora o pdrtico da Figura 54, sujeita a cargas devidas ao vento. Suas colunas sdao
de concreto classe C25 (tensdo resistente a compressao de 25MPa) de se¢do transversal retangu-
lar de 15cmx20cm e médulo de elasticidade 24GPa. As colunas n@o apresentam armadura de
aco. As vigas s@o de agco CA-50 (tensdo resistente a tracdo de 500MPa) de médulo de elastici-
dade de 200GPa, de secdo I com dimensdes mostradas na Figura 55. Por simplicidade, a tensdo
resistente a compressao do aco serd considerada igual a tensdo resistente a tracdo. De acordo
com a NBR 6118:2014, a tensao de resisténcia média a tracdo do concreto pode ser estimada
como

fum=03f1" (5.1)

para concretos de classes até C50, em que f,; € a resisténcia caracteristica do concreto (em
MPa).

Para este exemplo

ferm = 0.3-25%/3 = 2.565MPa = 2565kPa
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Figura 54: Esquema estrutural do pdrtico exemplo.

5.0‘3“(0

1.0 n%‘

20 "rM’J’?

a0m
3.0 kNim

JIITIITIITIIIIIT LI LLLL

10.0 mm

30m T 30m

Fonte: O autor.

Figura 55: Dimensdes da viga de ago.

I-shape

i

10.0(cm
8.0|cm
20/ cm
20/ cm
6.0/ cm
5.0/ cm
0.0044 | m*
A= 0.0020| m*
5.59e-06|m"*

??tc.l??.kgr-.re

Fonte: O autor.

Uma das colunas sofre recalque de 10mm e existe uma articulagdo do tipo rétula ligando as

vigas de aco.
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Os dados de entrada sdo

5

0.00.01110.00.00.00.00.00.0

0.0 3.00000.00.00.00.00.00.0

3.04.00010.00.00.00.00.00.0

6.0 3.00000.00.00.00.00.00.0
6.00.01110.0-0.010.00.00.00.0

4

120000001 -3.0-3.02.4E7 2565.0 25000.0 1.0000000000000003E-4 0.03 0.2
230000011 -5.0-5.02.0E8 500000.0 500000.0 5.59E-6 0.0044 0.1
340010001 2.02.02.0E8 500000.0 500000.0 5.59E-6 0.0044 0.1
5400000010.00.02.4E7 2565.0 25000.0 1.0000000000000003E-4 0.03 0.2

Perceba que no né 3 foi considerada uma restri¢do na rotag@o para a inclusio da rétula.

Inserindo os dados no MATLAB, sao gerados os diagramas seguintes:

Figura 56: Numeracdo dos nds e barras do pértico.

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]
BELE PINEECEEFAREEILE
Estrutura
W
1 4
1 5

Fonte: O autor.

Na figura 62 sdo mostrados os resultados do programa Ftool. Percebe-se que os resultados sdo
idénticos aos calculados pelo Ftool.

Os gréficos de tensdes sdo apresentados na Figura 63.
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Figura 57: Reagdes de apoio do poértico.

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

L]

NEES| L RATDEL- 3| 0E=T

-9.2,8.6,15.3)

-6.8,0.4,16)

Fonte: O autor.

Figura 58: Diagrama de esfor¢os normais do portico.

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

L'l

AE IR P AREELY:

Esforgos normais (kM)
-25

-8.6

0.4

0.4

Fonte: O autor.
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Figura 59: Diagrama de esfor¢os cortantes do portico.

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]

NEdL| b AROUDE L 2| 0H| 8T

Esforgos cortantes (kN)

Fonte: O autor.

Figura 60: Diagrama de momentos fletores do portico.

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help E
NEde L RAUDEL- S| DB |
Momentos fletores (kNm})
4
4
L

Fonte: O autor.
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Figura 61: Configura¢do deformada do portico.

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help E

NEEL L |RROUDEL- | |0H| 0D

Configuragao deformada

T

/

Fonte: O autor.

Figura 62: Diagramas apresentados no Ftool para o pdrtico exemplo.

(a) Esforcos normais e reagdes de apoio. (b) Esforgos cortantes.

88
04

-
9.2 kN

EGKN%
0.4 kN

L
15.3 kNm B8N i%/ 16.0kNm  oF

(c) Momentos fletores. (d) Configuragdo deformada.

15.3
16.0

Fonte: O autor.



Capitulo 5. RESULTADOS

75

Figura 63: Tensoes atuantes no portico exemplo.

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help
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Fonte: O autor.
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Aplicando o mesmo fator de seguranca da viga da secdo anterior, obtém-se a seguinte tela no MAT-
LAB:

Figura 64: Resultados da andlise de tensdes do pdrtico.

Command Window

*» calcula_estrutura( ' exemplos/porticol.txt')
Andlise de resisténcia
Insira o fator de seguranga (@<FS<1): @.51

A barra 1 ndo resiste 3 solicitacdo de tracdo nas fibras superiores.
A barra 1 ndo resisite 3 solicitagdo de compressd3o nas fibras inferiores.
A barra 4 ndo resiste 3 solicita¢So de tragdo nas fibras superiores.
A barra 4 ndo resiste & solicitacdo de tracdo nas fibras inferiores.
A barra 4 ndo resisite 3 sclicitacdo de compressdc nas fibras infericres.

A estrutura ndoc resiste as solicitagdes impostas.

_]‘35}»}

Fonte: O autor.

Percebe-se da Figura 64 que as colunas nio resistem as solicitagdes. De fato, na coluna 1 as tensdes

maximas nas fibras superiores e inferiores sdo, respectivamente

153 8.6
=22 014+ 20 _ 15587KPa = 15.587MP.
Osur = 50001 " T 0.03 a a
15.3 8.6
e 2 (L0) 4 =2 — _15013KPa = —15.013MP.
Sins = 50001 OVt 503 a a

e aplicando o fator de seguranga obtém-se as tensdes resistente efetivas de tragdo e compressdo respec-
tivamente de 0.51 - 2565 = 1308.15kPa e 0.51 - 25000 = 12750kPa, menores do que as solicitantes. O

mesmo ocorre para a coluna 4. Assim, se faz necessdrio o redimensionamento das colunas.

5.3 Exemplo 3

Considere o pértico da Figura 65. As se¢des transversais das barras componentes sao perfis W360x91.0
(momento de inércia I, = 2.6755-10"*m*, drea A = 0.0116m?, altura & = 35.3cm) de aco A36 (tensao
de escoamento de 250MPa e mddulo de elasticidade 200GPa)

Os diagramas dos esforcos gerados pelo MATLAB s@o mostrados na Figura 66; os diagramas gera-

dos pelo Ftool sdo mostrados na Figura 67; e os graficos de tensdes sdo mostrados na Figura 68.
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Figura 65: Pértico exemplo 3.

50.0 kN/m

M

2.00 m%‘

—
110.0 kN

2.00m

3.00m 1

400m

Fonte: O autor.

Figura 66: Diagramas gerados pela rotina criada em MATLAB para o pértico exemplo 3.

4|
File Edit View |nset Tools Desktop Window Help
Odde| k| AUDRL-|a 08 a0
Estrutura Reagdes Esforgos normais (kN)

.00

Configuragdo deformada

Momentos fletores (kNm)

Esforgos cortantes (kN)

Fonte: O autor.
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Figura 67: Diagramas de esforcos do pértico exemplo 3 gerados pelo Ftool.

(a) Esforcos normais e reagdes de apoio. (b) Esforgos cortantes.

862 KNZ‘V‘45.9 KHm

-86.2

41.5 KI

(c) Momentos fletores. (d) Configuragdo deformada

46.9 y

Fonte: O autor.
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Figura 68: Gréficos de tensdes atuantes no portico exemplo 3.

File Edit View lnset Tools Desktop Window Help -

DEHe AR UDEL- S 0E|=D
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Fonte: O autor.

Considerando fator de majoracgdo de esforcos de 1.3 e de minoragéo de resisténcia de 1.4, o fator de
seguranga é ﬁ ~ (.55, gerando uma tensdo resistente efetiva de 0.55 - 250 = 137.4MPa. Com isso é

mostrada uma mensagem no MATLAB como pode ser visto na Figura 69.

Figura 69: Resultados da anélise de tensdes para o portico exemplo 3.

Command Window

»» calcula_estrutura(’exemplos/portico2. txt’)
Andlise de resisténcia
Insira o fator de seguranca (B<F5<1): .55

A estrutura resiste 3s solicitacdes impostas.

fx >

-

Fonte: O autor.

Percebe-se pelos graficos de tensdes que a estrutura atende as condi¢des de seguranga com relativa
folga. O projetista pode, se preferir, usar um perfil mais leve.
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5.4 Um “bug*

Considere o portico da Figura 54. Alterando o sentido de numeragdo da barra 4 (o n6 inicial passa a

ser o nd 4 e o final o n6 5) obtém-se os diagramas seguintes.

Figura 70: Diagramas de esfor¢os do pértico exemplo 1, com sentido da barra 4 invertido.

4

File Edit View |nset Jools Desktop Window Help El

EEERDERE R ARG

Estrutura Reagoes Esforgos normais (kN)

-9.2,8.6,15.3)

Esforgos cortantes (kN) Momentos fletores (kNm) Configuragdo deformada

Fonte: O autor.

Figura 71: Gréficos de tensdes do pértico exemplo 1.
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Fonte: O autor.
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Percebe-se que os diagramas de esforcos normais e cortantes na barra 4 aparecem invertidos, porém
com os valores nodais corretos; 0 mesmo ocorre para os respectivos graficos de tensdes. No entanto, os
diagramas de momentos fletores e deformada ndo sdo alterados.

Uma possivel explicacdo para isso seja o seguinte: ao inverter o sentido de numeracao nodal, inverte-
se as direcdes dos eixos locais x e y, fazendo com que os graficos dos esfor¢os normais e cortantes (que
sdo esforcos aplicados nessas dire¢des) aparecam invertidos; os momentos fletores e rotagdes nodais sdo
aplicados no eixo z, o qual nao € invertido, fazendo com que seus graficos permanecam inalterados.

Agora se o sentido de numeragdo nodal da barra 1 for invertido, os diagramas serdo os seguintes:

Figura 72: Diagramas de esforcos do pértico exemplo 1, com sentido da barra 1 invertido.

|

File Edit View lnsen Tools Desktop Window Help
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76,0) (00,0) 5
5

Lo .5

&) 6.9,9.5,-1.6) (-4.9-0.5,11)
Esforgos cortantes (kN) Momentos fletores (kNm) Configuragdo deformada

\ \“-—«' 4 _%‘:r\\
<l i

Fonte: O autor.

Percebe-se que os diagramas ndo sao invertidos: sdo alterados totalmente! Isto se deve, provavel-
mente, a existéncia de carga distribuida, a qual € invertida quando se inverte o sentido de numeracao da
barra. De fato, invertendo o sentido de aplicag¢do de carga (trocando-se o sinal), obtém-se os diagramas
da Figura 73. Ai, os gréficos de esfor¢os normal e cortante sdo invertidos, mas seus valores nodais estdo
corretos.

Outros testes mostraram que, para que ndo haja tais problemas, os sentidos de numeragao das barras

devem ser feitas de baixo para cima e da esquerda para direita.
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Figura 73: Diagramas de esforcos do pdrtico exemplo 1, com sentido da barra 1 invertido e carregamento

distribuido invertido.

File Edit View lnset Tools Desktop Window Help
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Fonte: O autor.
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6 CONCLUSAO

Ao longo do presente trabalho foram apresentadas diversas metodologias para célculo e andlise es-
trutural, todas baseadas em trés principios: Principio da Conservagdo da Energia, Principio do Trabalho
Virtual e Principio da Superposi¢do. Desses principios foram derivados dois métodos cldssicos de cal-
culo estrutural: o Método das Forcas e o Método dos Deslocamentos. Tais métodos foram exemplificados
para uma mesma estrutura exemplo, verificando a validade de ambos. Em seguida foi apresentado o Mé-
todo da Rigidez Direta, cujo processo de célculo sintetiza os dados da estrutura em matrizes, a qual se
resume na resolucdo da equacdo [K]{U} = {F}, onde {F} é a matriz de esfor¢os, {U} é a matriz de
deslocamentos e [K| é a matriz de rigidez da estrutura. Devido ao processo algoritmico de constru¢do
de tais matrizes, € o método utilizado em softwares de célculo estrutural. Foi feita a implementacdo do
MRD no software de cdlculo MATLAB, o qual possui diversas ferramentas para célculo e tratamento de
matrizes e plotagem de graficos. A rotina criada 1€ um arquivo de dados da estrutura, os converte em
matrizes, aplica o MRD, constréi os diagramas estruturais, plota os graficos de tensdes normais e, por
fim, analisa as tensdes atuantes para verificar o dimensionamento feito.

Foram criados alguns exemplos de estruturas para verificar a rotina criada. Para a valida¢do, foi feito
um comparativo dos resultados gerados em MATLAB com os métodos apresentados e com o software
de andlise estrutural Ftool. Verificou-se excelente concordancia entre os resultados obtidos da rotina e
os obtidos por outros métodos e pelo Ftool. Tal rotina também permite analisar as tensdes atuantes na
estrutura, a qual foi verificada por meio de cdlculos manuais.

Foi observado um erro na rotina com respeito ao sentido de numeragao dos nds em barras: os dia-
gramas gerados aparecem invertidos ou totalmente alterados ao se inverter o sentido de numeracao dos
n6s em barras. Uma possivel explicacdo foi dada, baseada em inversdo de eixos locais da barra.

Foram feitas diversas hipdteses simplificadoras. Apesar de tais parecerem restritivas, elas podem ser
aplicadas com boa aproximagado em diversas estruturas em construcdes cotidianas (residéncias, edificios,
pontes ...), o que permite a utilizacdo da rotina criada neste trabalho ndo s6 para fins de estudo, mas
também para uso profissional.

Como sugestdes para trabalhos futuros tem-se:

a) Melhorar a apresentacio dos resultados;

b) Corrigir o ’bug® apresentado.

¢) Incluir efeitos térmicos;

d) Incluir efeitos de cisalhamento;

e) Incluir anélise de estabilidade e de deslocamentos;

f) Permitir a inser¢do de apoios inclinados e apoios eldsticos;

g) Permitir diversas geometrias, ndo apenas as se¢des com dois eixos de simetria;
h) Estender a andlise a estruturas espaciais;

i) Criar um grupo de pesquisa no Campus do Sertdo para dar prosseguimento a este trabalho e,

com isso, criar um software de andlise estrutural para uso educacional e/ou comercial.
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APENDICE A : TEORIA DE VIGAS DE NAVIER

Hipdteses bdsicas (MARTHA, 2010; HUTTON, 2005):

a) Deslocamentos pequenos em relagdo as dimensdes da barra;
b) Deformagdes por cisalhamento sdo despreziveis;

¢) Secdes planas e normais ao eixo da barra permanecem planas e normais ao eixo quando a barra

é flexionada (hip6tese de Bernoulli);
d) Material isotrépico, homogéneo e elastico linear (vale a lei de Hooke).

e) Barras prismaticas.

Considere uma barra sujeita a um carregamento transversal g(x), o qual deforma a barra (Figura
74). Considerando um comprimento diferencial dx apés a flexdo (Figura 75), existird uma camada na
superficie que ndo sofrerd variacdo de comprimento, chamada linha neutra. Assumindo que esta camada
estd a uma distancia p do centro de curvatura e correspondendo a y = 0, o comprimento apds a flexdo de
uma camada na posicao y é

ds=(p—y)do (A.1)

Figura 74: Esquerda: Barra sujeita a um carregamento transversal. Direita: Barra flexionada.

Ny, v
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Fonte: MARTHA (2010).

Figura 75: Elemento de barra flexionado.

Fonte: HUTTON (2005)

e a deformacao é
ds—dx (p—y)d®—pdb y
&= = =—-= A2
* dx pdo P A.2)
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O raio de curvatura é (PYSKUNOV, 2000)

3/2

1+ dv i
dx
d>v
dx?

p= (A.3)

onde v =v(x) é a deflexdo da curva da linha neutra. Pela hipdtese a), dv/dx é desprezivel, resultando

1
= — A4
p v (A.4)
dx?
A deformacao é
d*v
e a tensdo normal € dada pela lei de Hooke
d*v
Se ndo hé carregamento axial, a resultante em x € nula, logo
— YA —
/Gdi——/E—dA—O
A A P
Segue da hipétese c) que p € constante ao longo da secdo, resultando
Jor=o
A
a qual € satisfeita se a linha neutra passa pelo centroide da secao.
O momento é
M(x) / G.dA Edzv/ 2dA (A7)
X)=— =E— .
Ay X dxz Ay
O sinal — é necessdrio pois G, € de compressao paray > 0 e de tracdo paray < 0.
O fator integral ¢ o momento de inércia em relagdo ao eixo z. Portanto
d*v
e a tensdo é y
o (x)y (A.9)
I
Ainda pela hipétese a), a inclina¢do da linha neutra é
av
6 ~tan6 = — (A.10)
dx
o que da
e d>v M
= (A.11)

dx  de  EL
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