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Resumo

Neste trabalho sera apresentado a demonstracao de um teorema importante de Teoria Ergddica.
A Férmula de Rokhlin afirma que dado uma transformacao localmente invertivel f : M — M
que admita Jacobiano, se existir uma particao finita ou enumeravel que gere a o-algebra de
M, entao pode-se calcular a entropia do sistema dinamico através do Jacobiano; a entropia
é dada por h,(f) = [logJ,f du. Depois deste resultado, serd dado a defini¢do de Sistema

Dinamico Aleatério e como a Férmula de Rokhlin pode ser estendida para esta dinamica.

Palavras-chave: Entropia, Jacobiano, Formula de Rokhlin



Abstract

In this work a demonstration of an important theorem of Ergodic Theory is presented. The
Rokhlin’s formula states that given a locally invertible transformation f : M — M which
Jacobian admits, if there is a finite or enumerable partition that generates the o-algebra
of M, then one can compute an entropy of the dynamic system through the Jacobian; the
entropy is given by h,(f) = [logJ,f du. After this result, is given a definition of Random

Dynamic System and how a Rokhlin’s Formula can be extended to this dynamic.

Keywords: Entropy, Jacobian, Rokhlin’s Formula
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Introducao

Comecaremos no primeiro capitulo definindo conceitos bésicos da Teoria Ergédica. Dis-
cutiremos alguns conceitos importantes, como: Esperanca Condicional, Desintegracao de
Rokhlin.

No segundo capitulo definiremos Entropia, serda dada uma nocgao intuitiva do surgimento
do conceito de Entropia e também serao apresentados alguns teoremas que nos ajudarao no

calculo da entropia.

O capitulo 03 é destinado ao tema principal deste trabalho. A nocao de Jacobiano é
claramente uma generalizacao da ideia de Jacobiano vista em calculo, o Jacobiano de um
difeomorfismo com respeito ao volume de R™. Neste capitulo iremos definir o que vem a
ser o Jacobiano de uma func¢ao localmente invertivel relativamente a uma medida 7. Mais
adiante, mostraremos o quao importante é a existéncia de Jacobiano para facilitar o céalculo
da entropia. Por fim, sera demonstrado a Férmula de Rokhlin, um teorema que relaciona o

jacobiano de uma funcao com a sua entropia.

No capitulo 04 faremos uma aplicacao da férmula de Rokhlin. Apresentaremos a formula

de Rokhlin para o caso de Sistemas Dinamicos Aleatérios.



1 Esperanca condicional

Sabemos no caso de subconjuntos convexos de espagos vetoriais com dimensao finita tem-
se que todo elemento do convexo pode ser escrito como combinacao convexa dos elementos
extremais. Por exemplo, todo ponto de um triangulo pode ser escrito como combinagao
convexa dos vértices do triangulo. Tratando do conjunto das medidas invariantes por uma
transformacao, as medidas ergddicas sao pontos extremais. Agora, uma pergunta interessante
em Teoria Ergddica é saber se toda medida invariante é uma combinacao linear de medidas
ergddicas. O teorema da decomposicao ergddica responde essa pergunta. No entanto, estamos
interessados nos conceitos que surgem na preparacao desse teorema. Um conceito importante
é o de esperanca condicional; este conceito sera fundamental para a demonstracao da Formula
de Rokhlin, bem como o conceito da desintegracao de uma medida. Abordaremos esses

conceitos neste capitulo.

1.1 Algumas definicoes essenciais

Nesta se¢ao (M, B, i) serd um espaco de probabilidade.

Defini¢ao 1.1.1 Dizemos que uma colegio P = (P,), n € N, de conjuntos mensurdveis de

M € uma particao se (P, N P;) =0 parai # j e p(X\U; P;) =0.

Exemplo 1.1.1 Seja M = R?. Considere P = (P;); onde P; = {j} xR, com j € R. Entdo

P € uma particio de R?,

Exemplo 1.1.2 Seja (R, B,m) um espago de medida, onde B é a o-dlgebra de Borel e m
¢ a medida de Lebesque. Entao P = (Py)x onde Py = {A\} € R € uma particio de R em

conjuntos mensurdveis. A chamada particao em pontos.



Definicao 1.1.2 Sejam P e Q duas particoes, dizemos que P é menos fina que Q, se todo
elemento de Q estd contido em algum elemento de P, a menos de medida nula, denotamos

por P < Q.

Denotamos por P(z) o elemento da parti¢ao que contém um ponto z. A soma PV Q
de duas particoes P e Q é a particao cujos elementos sao as intersegoes PN @ com P € P e

Q@ € Q. Mais geralmente, dada qualquer familia enumeravel de partigoes P,,, definimos

\/Pn = {m P, : P, € P, para cada n}.

n
A soma PV Q é precisamente a menos fina de todas as particoes R taisque P < Re Q < R.

Neste trabalho, P serd uma particao de M em conjuntos mensuraveis. Denotaremos por
m: M — P a projecao natural que associa a cada z € M o elemento P(z) da partigdo que

contém xz.

Este mapa 7 possibilita munir a particao P com uma estrutura de espaco de probabi-
lidade, da seguinte forma: Um subconjunto Q@ de P é mensuravel se, e somente se, a pré

imagem
771(Q) = uniao dos elementos P € P que pertencem a Q

¢ um subconjunto mensuravel de M.
Proposicao 1.1.1 A familia B dos subconjuntos mensurdveis é uma o-dlgebra em P.

Demonstragao.

e {0} ¢ {P} € B. De fato, ) = m~'(0) e M = 7~*(P) que é mensuravel;

e Se P € B, entdo n*(P) é um conjunto mensurdvel em M, logo (7~ }(P))¢ € M &

mensuravel. Como (7~1(P))¢ = 7—(P*), concluimos que P¢ € B;

e Se P, B é uma sequéncia enumerdvel de subconjuntos mensurdveis, entao T Y(P) €
M é mensurdvel para todo j. Logo U;jm~!(P;) é um subconjunto mensurdvel de M,
portanto 7~ (U;(P;)) é mensuravel, o que nos mostra que U;(P;) € B. Logo, B é uma

o-algebra em P.
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Com isso, definimos a medida quociente /i por
i(Q) = pu(r1(Q)) para cada Q € B.

Definicao 1.1.3 Uma desintegracao de p relativamente a uma particao P é uma familia

{pp : P € P} de probabilidades em M tal que, para todo conjunto mensurdvel E C M :
i. pp(P) =1 para fi-quase todo P € P;
it. a aplicagio P — R, definida por P — pup(E) € mensurdvel;

iii. w(E) = [ pp(E)di(P).

As pp sao chamadas probabilidades condicionais de u relativamente a P.

Exemplo 1.1.3 Seja P = {Py, Py, Ps, ..., P,} uma particio finita de M em subconjuntos
mensurdveis com (P;) > 0 para todo i. A medida quociente fi € dada por i({P;}) = u(F;).

Considere a restricao normalizada p; de p a cada P;

p(E N F)

mlE) == By

para todo E C M mensurdvel.

Entao {p1, 2, .., pin} € uma desintegracdao de p relativa a P, jd que
WE) =) n{PHu(E).
i=1

Definicao 1.1.4 Dizemos que P é uma particao mensurdvel se, restrita a algum sub-
congunto de M com medida total, ela € o limite de uma sequéncia crescente de particoes
enumerdveis. Mais precisamente, a particao é mensurdvel se existe algum conjunto men-

surdvel My C M com medida total tal que, restrito a My

[o.¢]
P=\/P.
n=1
para alguma sequéncia crescente Py < Py < --- P, < --- de particoes enumerdveis. Lembre

que P; < Piy1 significa que todo elemento de P;y1 esta contido em algum elemento de P;.
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A definicao acima é equivalente a seguinte definicao:

Definicao 1.1.5 Dizemos que P é uma particao mensurdvel se existir um conjunto men-
surdvel My C M, com medida total, e uma familia enumerdvel {A,;n € N} de conjuntos

mensurdveis tais que, para cada P € P, existe uma sequéncia B, € {A,, M\A,} com

PN My = ()(Bn My).
neN
Exemplo 1.1.4 Seja M = (0,1) x (0,1), considere a particio P = (0,1) x {c}; com ¢ €
(0,1)} de M. P é mensurdvel, de fato, seja {a;;i € N} uma enumeragio do conjunto QN (0, 1)

e defina a familia de conjuntos mensurdveis

; 1 1
Aéi =(0,1) x [(a; — 5 a; + 5) N (0,1)]
Assim, temos que {AZ”; i,7 € N} € uma familia enumerdvel de conjuntos mensurdveis de M

tal que, para todo P = (0,1) x {c} € P,

P = m B;; com B;; € {Al (Al )}

ijeN

Depois de definirmos o que vem a ser uma medida ergddica, daremos um exemplo de

uma particao que nao é mensuravel.

Teorema 1.1.1 (Desintegracio de Rokhlin) Suponha que o espago métrico M é completo se-
pardvel e que P € particao mensurdvel. Entao a probabilidade p admite alguma desintegragao

relativamente a P.

Nao demonstraremos o teorema acima, mas ele sera bastante 1til. A demonstragao pode

ser encontrada na referéncia [2], Capitulo 5.

1.2 Esperancas condicionais

Para o restante do capitulo, fixemos uma sequéncia P; < Py < --- P, < --- de parti¢oes

enumeraveis tais que P = Vo2 P, restrito a algum conjunto My C M com medida total.

Seja ¢ : M — R uma fun¢dao mensuravel limitada qualquer. Para cada n > 1, defina

en(®) : M — R da seguinte forma:
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1
en(V,x) = p(Pn(x)) Pn(z)

0, caso contrario

Ydu,  se p(Py(z)) >0

Como as particoes P,, sao enumeraveis, o segundo caso da defini¢ao se aplica apenas num
conjunto de medida zero. Observe que e, (1)) é constante em cada P, € P,; denotamos por

E, (1, P,) o valor desta constante. Entao

Jran=% [ = 3D (P E P = [ eatwrin (1.1)

para todo n € N.

Lema 1.2.1 Seja ¢ : M — R funcao mensurdvel qualquer, entao existe um subconjunto M,y

de M com p(My) =1 tal que

1. e(yp,x) = lim, e, (¢, ) existe para todo v € My;

2. e() : M — R € mensurdvel e é constante em cada P € P;
3. [ddu = [e(¥)du.

Demonstragao: Vamos supor que ¢» > 0. Para cada a < f3, seja S(«, 8) o conjunto dos

pontos x € M tais que

liminfe,(¢¥,r) < a < f < limsupe, (¢, x)
n n
E claro que a sequéncia en(1, ) diverge se, e somente se, x € S(«, ) (6bvio, pois se
liminf = limsup a sequéncia converge) para algum o < . Em outras palavras, o limite
en (1, x) existe se, e somente se, « pertence a intersegao My, de todos os S(a, 5)° com o < 3
racionais. Como se trata de uma intersecdo enumeravel, para provar que p(My) = 1 basta

mostrar que u(S(a, 8)) = 0 para todo o < 5.

Como a, f estao fixos, podemos escrever S = S(«, 3). Dado x € S, fixe uma sequéncia

de inteiros 1 < aj < b < ... < af <bf < ... tais que

ear(V,7) < e ey (1, x) > B para todo i > 1
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Defina A; como A;(x) = Paz(7) e B; como sendo a unido dos elementos B;(z) = Py ()
obtidos deste modo, para todos os pontos z € S. Por construcao, S C A;;1 C B; C A; para

todo 7 > 1. Em particular, S esta contido no conjunto

i=1 1=1

Como a sequéncia P, é crescente, n > 1, dados dois quaisquer dos conjuntos A;(z) = Pz (7)
que formam A;, ou eles sao disjuntos ou um deles estd contido no outro. Entao os conjuntos
A;(x) maximais sao disjuntos dois-a-dois e, portanto, constituem uma partigao de A;. Logo,

somando apenas sobre estes conjuntos maximais com medida positiva, temos
Jodn=3 [ wdu< Y anai) = ana),
A Ay(x) 7 Ai(@) Ai(x)
para qualquer ¢ > 1. Analogamente,
[oan=3 [ wauz Y ousie) - ou(s)
b Bi(x) " i) Bi(@)
Como A; D B; e nés estamos supondo que ¥ > 0, segue que
()2 [ wdnz [ v dnz u(E)
A; Bi

para todo i > 1. Tomando o limite quando i — oo, obtemos que a,u(S’) > ﬁu(é’). Isto implica
que u(S*) = 0 e, portanto, u(S) = 0. Isto prova a afirmagao quando ¢ é ndo-negativa. O caso
geral segue imediatamente, sabendo que sempre podemos escrever ¥ = ¥+ — ¢~ onde ¥+
sdo mensurdveis, nao-negativas e limitadas. Note que e,(¢) = e,(¢¥1) — e,(¢™) para todo
n > 1 e, portanto, a conclusao do lema é verdadeira para 1) se ela vale para ™ e ¢~. Isto

conclui a prova da afirmagao (1).

A mensurabilidade de e(1)) segue do fato de que o limite de fun¢oes mensuraveis é men-
surdvel. Dado que P, é menos fina que P, é claro que e, (1)) é constante em cada P € P,
restrito a um subconjunto de M com medida total. Logo o mesmo vale para e(1)). Isto
demonstra (2). Observe também que | e,(¢) |< sup | ¢ | para todo n > 1. Assim, usando o
teorema da convergéncia dominada, podemos passar o limite em (1.1). Desta forma obtemos

a afirmagao (3).
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Estaremos interessados no caso que v é uma fungao caracteristica, v = X4 para algum

conjunto mensuravel A C M. Ou seja,

p(Pn(x) N A)

el ) =l = @)
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2 Entropia

2.1 Definicoes e alguns resultados

Neste capitulo (M, B, i) indicard um espago de probabilidade e M é um espago métrico
compacto. Por particio, sempre entenderemos uma familia finita ou enumerével P de sub-

conjuntos mensuraveis de M disjuntos dois-a-dois e cuja uniao tem medida total.

Definicao 2.1.1 Seja f : M — M wma transformagao mensurdvel, dizemos que a medida

[ € tnvariante por f, ou que f preserva i se

w(E) = u(f~(E)) para todo conjunto mensurdvel E C M.

Exemplo 2.1.1 Consideremos a transformacgao f : [0,1] — [0,1] definida por

1
2z, se(0 < x<§
f(x) = 1

2¢ — 1, se§§x§1.

A medida de Lebesque em [0,1] invariante por f. A demonstra¢ao pode ser encontrada na
referéncia [2]. Uma ideia é demonstrar que a medida é preservada em intervalos, depois
demonstrar que € preservada numa uniao de intervalos e dai usar um teorema de extensao

para obter que a medida é preservada em toda a o-dlgebra.

Um teorema bastante importante é dado a seguir, ele assegura que dada uma medida
invariante finita, quase todo ponto de qualquer conjunto mensuravel F regressa a E um

numero infinito de vezes:
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Teorema 2.1.1 (Recorréncia de Poincaré) Seja f : M — M uma transformagdao mensurdvel
e seja p uma medida finita invariante por f. Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel com
w(E) > 0. Entao, para p-quase todo ponto x € E existem infinitos valores de n para 0s quais

f™(x) também estd em E

Demonstracgao. Seja Ej, o conjunto dos pontos z € E que nunca regressam a E. Observe
que as pré-imagens f~"(Ey) sao disjuntas duas-a-duas. De fato, suponhamos que existem
m > n > 1 tais que f~"(Ep) intersecta f~"(Ep). Seja x um ponto na intersecgao e seja
y = f"(z). Entao y € Eq e f™" " (y) = f™(x) € Ey, que esta contido em E. Isto quer dizer
que y volta pelo menos uma vez a E, o que contradiz a definicao de E. Assim, as pré-imagens

sao duas-a-duas disjuntas.

Como a medida ¢é invariante por f, u(f~"(Ey)) = u(Ep) para todo n < 1, concluimos que

M(U f(En)) = Zﬂ(fin(Eo)) = ZM(EO)-

Como a medida é finita, a expressao do lado esquerda é finita. Por outro lado, do lado direito
temos uma soma de infinitos termos, todos iguais, assim o Unico jeito dessa série nao explodir

(da soma ser finita) é que as parcelas sejam nulas, isto é, u(Ep) = 0.

Agora, denotemos por F o conjunto dos pontos z € F que regressam apenas um nimero
finito de vezes. Por definigao de E, temos que todo ponto x € F tem algum iterado f*(z) €

Ey. Ou seja,
FclJr*eE.
k=0
Agora, como p(Ep) = 0 e p é invariante, temos:
w(F) < u({J FH(E)) <Y u(fH(Eo) =) p(Eo) = 0.
k=0 k=0

Portanto, u(F') = 0 e concluimos assim o teorema. m

Agora, introduziremos um dos conceitos fundamentais para o estudo da Teoria Ergédica.
Para motivar o enunciado, considere um conjunto mensuravel £ C M com medida positiva
e um ponto x € M qualquer. Queremos estudar o conjunto dos iterados de x que retornam

para F, isto é,
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{1>0: f/(zx) € E}.

Por exemplo, o teorema anterior (Recorréncia de Poincaré) afirma que, para quase todo
ponto x € E, este conjunto é infinito. Porém, gostariamos de uma informagao mais precisa,

de uma natureza quantitativa. Chamamos de tempo médio de visita de x a E o valor de
1 . ;
T(E,z) = lim —#{0<j<n: f/(z) € E}.
n—oo M

Seria interessante saber, por exemplo, em que condic¢oes este tempo médio de visita é positivo.
Antes de abordar este problema, é necessario responder a uma questao ainda mais bésica:

esse limite existe?

O préximo resultado responde essa pergunta e generaliza.

Teorema 2.1.2 Seja f : M — M uma transformagao mensurdvel e seja j1 uma probabilidade

wmwvariante por f. Dada qualquer func¢ao integravel ¢ : M — R, o limite
o(r) = lim — ng fi(x

n—oo N

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, a fun¢ao ¢ definida desta forma € integrdavel

[ e@into) = [ ota) dutz).

Demonstragao: Omitiremos a demonstracao deste resultado por nao ser o foco princi-

e satisfaz

pal do trabalho, porém a demonstracao pode ser obtida no livro ”Fundamentos da Teoria

Ergédica” Capbh.

O limite ¢ é chamado média temporal, ou média orbital de ¢. Uma outra observagao
é que esse teorema resolve a pergunta feita anteriormente, basta tomarmos ¢ = Xg.

Podemos definir entao o que vem a ser uma medida ergodica.

Definicao 2.1.2 Seja p uma medida de probabilidade invariante por uma transformagao
mensurdvel f : M — M. Diremos que o sistema (f,p) € ergddico se, dado qualquer

conjunto mensurdvel E, temos que 7(F,x) = pu(E) para p-quase todo ponto x € M.
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Dizemos que uma funcao ¢ : M — R ¢é invariante se ¢ = ¢ o f em p-quase todo ponto.
Ou seja, a menos de um conjunto com medida nula, a funcao é constante em toda trajetoria
de f. Além disso, dizemos que um conjunto mensuravel B C M é invariante se a sua funcao
caracteristica X'p é uma funcao invariante. Em outras palavras, B é invariante se ele difere

da sua pré-imagem f~1(B) por um conjunto de medida nula:
p(BAfTH(B)) =0

Proposicao 2.1.1 Seja p uma probabilidade invariante de uma transformacao mensurdvel

f:+M — M. Sao equivalentes:

a) (f,n) € ergddico.

b) Para todo subconjunto invariante A tem-se pu(A) =0 ou p(A) =1

Agora, daremos exemplo de uma particdo que nao é mensuravel.

Exemplo 2.1.2 Seja f : M — M wuma transformacao invertivel e p a medida de Le-
besgue invariante, tal que p(M) = 1. Considere P a particio de M em orbitas, onde
O, = {f"(z)|n € Z}. Primeiramente, é facil perceber que as orbitas sao subconjuntos inva-
riantes por f. Agora, suponha por absurdo que exista uma sequéncia crescente de particoes

enumerdveis Py < Py < ---P, < --- tais que

@mzp
n=1

Seja P, € P, perceba que P, é a uniao de elementos da particao de P, que sao orbitas. Logo
P, € também uma conjunto invariante de f. Portanto, u(P,) = 0 ou u(P,) = 1. Assim,
existe um unico elemento da particao P, com medida total, vamos denotar este elemento por
Pn. Agora, seja P € V2 P, entao P = N, P,, onde P, € P,. Com isso, temos duas
possibilidades para P:

P = ﬂ P,, onde cada P, = B, e portanto u(P)=1

n=1

ou entao
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P = ﬂ P,, onde existe ao menos um j € N tal que P; # ]5] Assim, p(P) = 0.

n=1

Concluimos entdao que existe um unico P € P com medida total, absurdo! Pois, como P
¢ uma particao em orbitas, cada elemento P € P é um conjunto enumerdvel, e portanto

u(P) =0, jd que todo conjunto enumerdvel tem medida de Lebesgue igual a zero.

2.2 Entropia

Comecemos por discutir, simplesmente por motivagao, o que o conceito de ganho de
“informacao” poderia significar. Um experimento nesse espago significa que um ponto x € M
é selecionado aleatoriamente. Trataremos os conjuntos da particao A € B como os possiveis
resultados desse experimento, regido pela probabilidade p. Isso significa que A ocorre com
uma probabilidade p(A). Aqui podemos fazer uma pergunta informal acerca de um A € B

fixo:

Suponha que x seja um ponto escolhido aleatoriamente em M. O quanto de informacao

ganhamos ao saber que v € A?

Por exemplo, se A = M, nao ganhamos informacao alguma sobre . Podemos dizer que
a quantidade de ganho de informagao é zero (de fato, nao é surpresa saber que x € M).
Se A é apenas um ponto, esse ponto deve ser o préprio x e nés aprendemos a localizacao
exata de x. Entao podemos dizer que a quantidade de ganho de informacao é maxima. A
pergunta anterior torna-se interessante quando consideramos uma particao B e fazemos a

seguinte pergunta:

Suponhamos que  seja selecionado aleatoriamente em M e seremos informados sobre qual
conjunto da particao ele se encontra. Quanta informacao sobre a localizacao precisa de x

esperamos ganhar?

Por um lado, quando menor for p(A), maior serd o ganho de informagao ao dizer que
x € A. Vamos abordar a primeira pergunta. Estamos a procura de uma fungao I : B — [0, o0

tal que:

I(A) :=o quanto de informagao ganhamos ao saber que z € A.
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Além do mais, tenha as seguintes propriedades:
i. u(A) =pu(B) = I(A) = I(B) (a informagao depende apenas da medida do conjunto).

ii. u(A) =1= I(A) =0 (nenhuma informacao é obtida sobre a localizagdo de z)

ili. u(A) =0=I(A) =M onde M :=sup! € [0, 00] (temos o maior ganho de informagao

sobre x)
iv. u(A) < u(B)=I1(B) < I(A)

v. wW(ANB) = u(A)u(B) (isto é, A e B sdo independentes) = (AN B) = I(A) + I(B).

Através da propriedade i., podemos imaginar que estamos a procura de uma funcao

¢ :[0,1] — [0, 00] tal que

para todo A € B. Vamos tentar definir uma ¢ universal, no sentido de que nao depende
do espago de probabilidade estabelecido. Procuramos entao uma ¢ : [0,1] — [0, 1] que seja
estritamente decrescente, com ¢(1) = 0 e que assuma o maximo no ponto zero. Além do

mais, pela propriedade v., queremos que
¢(ab) = ¢(a) + ¢(b)
para todo a,b € [0,1]. Segue que ¢ é dada por
o(z) = —logx.
Podemos entar definir formalmente a funcao informacao.

Definigao 2.2.1 Seja (M, B, i1) um espago de probabilidade. Nés dizemos que I : B — [0, 0]
dada por

1(A) = —log(p(A))
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¢ a fun¢ao informacgdo em (M,B,u). Nds podemos pensar em I(A) como o valor da
iformacao que se obtém sobre a localizacao precisa de um ponto x escolhido aleatoriamente

em M, se for dito que x € A.

Definicao 2.2.2 Seja f : M — M uma transformacao preservando a medida de probabi-
lidade p. Dada uma particao P de M, a entropia da particao P com respeito a

é

H,(P) ;:/ == u(P)logpu(P

peP

onde I(x) = —log(u(P(x))). Usualmente, fazemos a convengdo de que
Olog0 = lim xlogx =0
z—0

Definicao 2.2.3 Chamamos entropia condicional de uma particio P com rela¢do a uma

particao Q@ ao numero

H,(P/Q) = > —u(PNQ)log( (qu))'

PeP QeQ (@)
Observagao: 2.2.1 E claro que H,(P/M) = H,(P)
Lema 2.2.1 Sejam P, Q e R particoes com entropia finita. Entdo

1. H(PV Q/R) = H,(P/R)+ H,(Q/P VR);
2. Se P < Q entio H,(P/R) < H,(Q/R) e H,(R/P) > H,(R/Q)

3. P < Q se, e somente se, H,(P/Q) =0

Demonstracgao. Por definicao,

H,(PVQ/R) = Z —u(PﬂQﬂR)log%
PQ,R
B w(PNQNR)
= P§R_M(PHQHR)1O W
(PN R)

P7Q7R
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A soma do lado direito pode ser reescrita como

uW(PNR)

Z (SﬂQ)log —i— Z PﬂRlog R

SEPVR,QeQ PeP,RER
= HM(Q/P VR)+ H,(P/R).

Isto demonstra o item (1). Observe que em (*) usamos o fato de que

p(PNR) (PN R)
; % —uw(PNQNR)log TR PE;ER —u(P N R)log TR

ja que

> wPNQNR)=uPNR)
Q

Agora, para demonstrar (2) observe que se P < Q entao

H,(P/R) = Y > > - QﬂRlog%

P R QCP

< Ty Y- Qleogﬁ—gf’)

P R QCP

= H,(Q/R).

E isto prova a primeira parte de (2). A segunda parte de (2) é deixada como exercicio para
o leitor.
Finalmente, segue da definicao que H,(P/Q) = 0 se, e somente se, para todo P € P e todo
Qe Q,

p(PNQ)

W@ -

u(P N Q) =0 ou entdo

Em outras palavras, ou Q é disjunto de P (a menos de medida nula) ou Q) esta contido em P
(a menos de medida nula). Isto quer dizer que H,(P/Q) = 0 se, e somente se, P < Q e isto

demonstra (3). m

Observe que se u ¢é invariante, entdao H,(f~'(P)) = H,(P). Além disso, tomando R =

M (particao trivial) no item (1), vemos que

Hy(PVv Q) = Hu(P) + Hy(Q/P) < H,(P) + Hu(Q).
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Consideremos de agora em diante (a menos de mengao explicita) f : M — M mensurdvel
e p invariante por f. Dada uma particao P com entropia finita, denotamos por P" =
v;?;(} ~J(P) para cada n > 1. Observe que o elemento P"(x) que contém x € M estd dado
por:

Pr(x) =Px) N fTHP(f(@) N 2P () -0 f (P )
Teorema 2.2.1 H,(P™") < H,(P™)+ H,(P") para todo m,n > 1.

Demonstragao: P = Vi f7i(P) = P™ v f~™(P"). Portanto

H,(P™") < H,(P™) + H,(f~"(P"))

Como p ¢ invariante, temos que H,(f~™(P")) = H,(P") para todo m,n. Assim, concluimos

que
H,(P™) < H,(P™) + Hu(P").

Podemos entao definir a entropia da transformacgao f com respeito a particao P

e a probabilidade invariante p por

n—1

1 i
h(f,P) = lim EHH(\/() F(P)).
Por fim, a entropia métrica de f com respeito a p é
hu(f) = sup{h,(f,P) : P particdo finita},

Observe que se P < Q, entao P" < Q" e portanto H,(P") < H,(Q"), o que mostra que
hu(f,P) < hu(f, Q)

Exemplo 2.2.1 Considere a expansao decimal f : [0,1] — [0, 1] dada por f(z) = 10x—[10z].

O leitor pode verificar que a medida v de Lebesque € invariante por f. Seja P a particao nos
1—1) 1
( 10 ), E) com1=1,2,...,10. Entao P" € a particao nos intervalos

) comi=1,2,...,10". Entao

intervalos da forma (
(i—1) i
10 7107

da forma (
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"
H,(P") =) —10""1log 10™" = nlog 10.

=1

e dai

1 1
hu(f,P) = lim —H,(P") = lim —nlog10 = log 10.

n—oo N n—oo M,

Lema 2.2.2 h,(f,P) = lim, H,(P/ Vj_, f~7(P)) para qualquer particio P com entropia
finita.

Demonstracao: Lembre pelo Lema 2.2.1(1) que H,(P'VQ'/R) = Hu(P'/R)+ H,.(Q'/P'V
R), assim tomando R = M, Q' = P, P’ = VI_| f7(P) e o fato de que a medida y ¢ invariante,

temos
1\ £ = B\ £+ HPL\ 19 (P) =
1\ 19P)+ P\ 1P

para todo n. Assim, por recorréncia temos

A\ F2P) = H(P)+ Y P\ £ (P))

Portanto, h,(f,P) é dada pelo limite Cesaro

n—1 n—1 k

haldP) =tim 1,/ 9 (P) = lim 3" (P/ \/ f(P))

j=0 k=1 j=1

Por outro lado, o Lema 2.2.1(2) garante que a sequéncia H,(P/Vj_, f~7(P)) ¢ decrescente e
. 1 A
limitada, portanto lim, H,(P/ Vi, f~9(P)) existe e ¢ igual a lim, — >_7_; (P/ \/f:1 f7(P)).
n

Concluimos assim que

hu(f,P) = Hu(P/ Vi, f7(P)).

Lema 2.2.3 Se P ¢ partigio com entropia finita, entio h,(f,P) = h,(f, P*) para todo
k>1.
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Demonstracgao: Observe que dado qualquer n > 1

V e =\ o ey =\ ey = e

Portanto
1 1
h,(f, P*) = lim EHM(P"”H) = lim EHM(P") = h,(f,P).

A principal dificuldade no calculo da entropia reside no fato de calcular o supremo. O

resultado a seguir facilita essa dificuldade

Teorema 2.2.2 (Kolmogorov-Sinai) Seja Py < Py < -+ < P, < -+ uma sequéncia nao-
decrescente de partigoes com entropia finita tal que U2 P, gera a o-dlgebra dos conjuntos

mensurdveis a menos de medida nula. Entao

Corolario 2.2.1 Seja P uma particao com entropia finita tal que a unido dos seus iterados

P — \/?;Olf_j(P), n > 1 gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis. Entio h,(f) =
hu(fv P)
Demonstracao: Sabemos que P! < P2 < ... < P* < .... Pelo Lema 2.2.3, h,(f,P) =

h,(f,P¥). Assim pelo teorema de Kolgomorov-Sinai, h,(f) = lim h,(f, P") = limh,(f, P) =
hu(fv P)

Exemplo 2.2.2 Considere a transformagao expansao decimal f : [0,1] — [0,1], dada por

f(z) = 10x—[10z], f preserva a medida de Lebesgue. Seja P a parti¢ao [0, 1] nos intervalos da

Ry Al
21—0, 12—0] comi=1,...,10. Entdao P"™ é a parti¢do nos intervalos da forma (Z—n, 1%]
comi=1,...,10". Pelo Fxemplo 2.2.1 vimos que

forma (

1
h,(f,P) =lim EHH(P”) = log 10.

Agora, como P gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis, pelo Coroldrio 2.2.1 podemos

concluir que a entropia da transformagao erpansao decimal €

hu(f) = hu(f,P) = log 10.
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3 Formula de Rokhlin

3.1 Jacobiano

A nocao de Jacobiano é claramente uma generalizacao da ideia de Jacobiano vista em
calculo, o Jacobiano de um difeomorfismo com respeito ao volume de R™. Neste capitulo
iremos definir o que vem a ser o Jacobiano de uma funcao localmente invertivel relativamente
a uma medida n. Mais adiante, mostraremos o quao importante é a existéncia de Jacobiano

para facilitar o calculo da entropia.

Definicao 3.1.1 Seja f : M — M uma transformacao mensurdvel. Diremos que f € local-
mente invertivel se existe alguma cobertura enumerdvel {Uy : k > 1} de M por conjuntos
mensurdveis tais que a restricao de f a cada Uy € uma bijecdo sobre a sua imagem, a qual é
um conjunto mensuravel, e a inversa dessa bijecao também é mensurdvel. Os subconjuntos

mensurdveis destes conjuntos Uy serdo chamados dominios de injetividade.

Observacao: 8.1.1 Observe que se f € localmente invertivel entio a pré-imagem f~1(y) de
qualquer y € M ¢é enumerdvel, de fato, como a restricao a cada Uy é uma bijecao, a pré

imagem de y contém no maximo um ponto em cada Uy, que por sua vez é enumerdvel.

Definicao 3.1.2 Seja n uma probabilidade em M, ndo necessariamente invariante por f.
Uma fungdo mensurdvel & : M — [0, 00) € um jacobiano de f relativamente a n se a restri¢ao

de & a qualquer dominio de injetividade A € integrdvel com relacao a n e satisfaz
() = [ €
A

Observacgao: Note que a definigdo nao depende da escolha da cobertura {Uy : k > 1}
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Dizemos que uma medida é nao singular com relacao a transformacao f se a imagem de
qualquer dominio de invertibilidade com medida nula também tem medida nula: Se n(A) =0
entdao n(f(A)) = 0. Por exemplo, se f : U — U é um difeomorfismo local num aberto de R?
e n é a medida de Lebesgue, entao n é nao singular (férmula de mudanga de varidveis).

E facil ver que se f admite jacobiano com relacao a uma medida 7 entao essa medida é nao

singular. Vamos mostrar que a reciproca também é verdadeira.

Teorema 3.1.1 Seja f : M — M uma transformacao localmente invertivel e seja n uma
medida boreliana em M, nao singular com relagao a f. Entao, existe algum jacobiano de f com
relagao a n e ele € essencialmente unico: dois jacobianos quaisquer coincidem em n-quase

todo ponto.

Demonstragao. : Provaremos inicialmente a existéncia. Seja {Uy : kK > 1} uma cobertura
enumeravel arbitraria de M, onde cada U, é um dominio de invertibilidade de f, defina
P=U e P, =U\(UyU---UUg_) para cada k > 1. Entdao, P = {P; : k > 1} é uma
particao de M formada por dominios de invertibilidade. Para cada P, € P, represente por
ne a medida definida em Py por nx(A) = n(f(A)). Em outras palavras, n; é a imagem por
(f|Px)~! da medida n restrita a f(P;). A hipétese de que n é nao singular implica que cada

Nk € absolutamente continua com relagao a 7 restrita a Pj:

n(A) = 0= n(A) = n(f(A)) =0

para todo conjunto mensurdavel A C P.. Seja & = dng/d(n|Px) a derivada de Radén-

Nykodim. Entao & é uma funcao definida em P, integravel com relacao a 7 e satisfazendo

n(f(A)) = n(A) = / & di

para todo conjunto mensuravel A C P;. Considere a fungao £ : M — [0, 00) cuja restrigao a
cada P, € P estd dado por &. Todo subconjunto de Uy pode ser escrito como uniao disjunta
de subconjuntos de Py, ..., P.. Aplicando a igualdade anterior a cada um desses subconjuntos

e somando as respectivas igualdades, obtemos que

n(f(A)) = / ¢ dn para todo conjunto mensuravel A C Uy e k > 1.
A
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Isto prova que £ é um jacobiano de f relativamente a 7).

Agora, suponha que £ e ( sao jacobianos de f relativamente a 7 e que existe B C M com
n(B) > 0 tal que {(z) # ((z) para todo z € B. A menos de substituir B por um subconjunto
adequado, e permutar os papéis de £ e ¢ é necessario, podemos supor que {(z) < ((z) para

todo z € B. De modo similar, podemos supor que B estd contigo em algum Uj. Entao,

:/Bgdn</BCdn=77(f(B))-

Contradicao, logo o jacobiano é inico. m
Usaremos a notacgao J, f para representar o jacobiano de f com relagao a 7, quando exista.

Por definicao, J, f ¢ integréavel em cada dominio de invertibilidade.

Corolario 3.1.1 Seja f : M — M uma transformagao localmente invertivel e n uma proba-
bilidade boreliana em M ndo singular com relagao a f. Entdo valem as sequintes formulas de

mudancas de varidveis.

1. ff(A) pdn = fA(gaof)Jnf dn para todo dominio de invertibilidade A C M e toda fungdo

mensuravel ¢ : f(A) = R tal que as integrais estao definidas (podendo ser +00)

2. [,0 dn= ff (W) Iy f) o (fIA)~F dn para qualquer fungao mensurdvel ¢ : A — R tal

que as integrais estao definidas (podendo ser +00)
Demonstracgao:

1. Como 7 é nao singular, existe J, f. Usando o teorema anterior temos

/ Xy dn = (f(A)) = / Jof dn = / Xy o ) di
f(A) A A

E portanto a equagao se verifica para fungoes caracteristicas. Pelo mesmo argumento se
verifica para fungoes simples. Usando o Teorema da Convergéncia Dominada verifica-se
que o lema é véalido para toda ¢ : f(A) — R mensurdvel, j& que podemos aproximar

qualquer funcao mensuravel integrdavel por fungoes simples.

2. Aplicando o item (1) & funcdo ¢ = (¢/J,f) o (f|A)™"! temos justamente o resultado

desejado.
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Nao é verdade que toda probabilidade invariante n é nao singular, é facil construir contra-

exemplos para isto.

3.2 Formula de Rokhlin

Teorema 3.2.1 Seja f : M — M uma transformacdao localmente invertivel e seja j uma
probabilidade invariante por f. Suponha que existe alguma particao finita ou enumerdvel P

tal que U, P™ gera a o-dlgebra de M e todo P € P é dominio de invertibilidade de f. Entao
hu(f) = [logJ.f dp.

Demonstragao: Consideremos a sequéncia de particoes Q, = V7_, f~7(P). Pelo Corolario

2.2.1 e pelo Lema 2.2.2,

Bulf) = hu(f, P) = lim H(P/Qy). (3.1)
Por defini¢ao (como anteriormente, ¢(x) = —xlogz)
ﬂ n) w(PNQ,
0P/0) =3 3 —u(P0@iogCE8) S 5 u0)0(MEE) (5
PEP QneQn PEP QnEQn "

Seja e, (¢, x) a esperanga condicional de uma fungao ¢ relativamente a particao Q,, e seja

e(¢, x) o seu limite quando n vai para o infinito. E claro da definicao que

N(P N Qn)

= e,(Xp,x) para todo z € Q),, e todo Q,, € Q,,.
W@y ol

Portanto,

DI Pm@” Z/cb ea(Xp. 7)) dp(z). (3.3)

PeP Qnln pPePpP

Pelo lema 1.2.1, o limite e(Xp, z) = lime,(Xp, z) existe para p-quase todo ponto z. Entao,
n
observando que a funcao ¢ é limitada, podemos usar o teorema da convergéncia dominada

para deduzir das relagdes (3.1) - (3.3) que

= > [ életitr. ) duta). (3.4)

Precisaremos do seguinte lema para relacionar o jacobiano com o integrando do lado direito.
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Lema 3.2.1 Para toda funcao mensurdavel limitada b : M — R e toda probabilidade boreli-

ana 7 tnvariante por f,

Y

e(y,r) = 7L(f(x)) para n-quase todo x, onde @/}(y) = Z
z€f71(

Demonstragao. Lembre que Q, = V_, f ~J(P). Também usaremos a sequéncia de partigoes
P = \/’j“:—olf’j (P). Observe que Q,,(z) = f~H P (f(z))) e P*(z) = P"(z) = P(z) N Q,(x)

para todo n e todo x. Entao,
Ao (& 1
hdn =Y o (/IP)™" dn
Pr-1(f(2)) Fp L reyrerr(p@) Inf

Usando a férmula de mudanga de varidaveis dada no Corolario 3.1.1, a expressao do lado

direito pode ser reescrita como
S [ e[ v
Pep PNOn(z) On(x)

Portanto,

/ bdn= [ ¢y (3.5)
Pr=1(f(x)) On(x)

A hipétese de que 7 é invariante da que n(P"(f(x)) = n(Q,(x)). Dividindo ambos os lados

de (3.5) por este numero, obtemos que

~

en(V,x) =€, (¢, f(x)) para todo x e todo n > 1.

Entao, passando o limite, e(y, x) = e’(@/A), f(x)) para n-quase todo x. Por outro lado, é facil

ver que e’(@@, y) = Q/AJ(y) para n-quase todo y € M. m

Vamos aplicar este resultado a ¥ = Xp e n = p. Como f ¢ injetiva em todo elemento de
P, cada intersegao P N f~!(y) ou é vazia ou contém exatamente um ponto. Portanto, segue

do Lema anterior que e(Xp,z) = Xp(f(x)), com

Rply) = /T f((f I P)"Hy)) sey € f(P);
" 0 sey & f(P).
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Entao, lembrando que a medida u é invariante,
1 _

/qb (Xp,x)) du(z /qb Xp ) du(y) = / )(J—logjuf)o(ﬂP) 1dpJ:/PlogJﬂfdu
m

(usamos na ultima igualdade a parte (2) do corolario 3.1.1). Substituindo essa expressao em

(3.4), vem que

Z/longdu /logJuf dpu.

pPeP

Exemplo 3.2.1 Considere a expansao decimal f : [0,1] — [0, 1] dada por f(x) = 10x—[10x].
(i—1) i

10 10
i =1,2,3,...,10, entdao f restrita a cada U; é uma bijecao e sua inversa é mensurdvel, logo

A medida o de Lebesgue € invariante por f. Considere a cobertura U; = ( ) com

f € localmente invertivel. Essa mesma cobertura P = U, U; é uma parti¢io que gera a
o-dlgebra de Borel em [0,1]. Portanto, como f satisfaz as hipdteses do Teorema, podemos

aplicar a Formula de Rokhlin para esta transformacao. O jacobiano de f relativamente a p €
J,f(x) =10 para todo x € P.

Logo, concluimos através da formula de Rokhlin que a entropia da expansdo decimal é

dada por
h(f) = [log J.f dp= [log10 dp = log 10.

Um outro fato interessante é dado pelo seguinte exemplo:

Exemplo 3.2.2 Seja f : S — S uma transformacao de classe C? tal que |f'(x)] > o > 1
para todo x € S*. Nestas condigoes sabemos que existe uma tinica medida p absolutamente
continua com respeito a medida de Lebesque m que € invariante por f. Além disso, u €

ergddica (Recomenda-se uma leitura do capitulo 11 da referéncia [2]).

Neste caso, o Teorema de Birkhoff nos permite definir o niumero

A:hm%ilogv’(fi(w)ﬂ = lim — log |(") (2)].
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Este nimero é chamado Expoente de Lyapunov de i com respeito a f.

Pode-se mostrar que sob estas condigoes, existe &6 > 0 tal que para toda particao P com
diametro menor que 6, P € geradora. Assim, podemos usar a formula de Rokhlin para concluir

que

mm=/m#wm

ho f
h

/ /hof
A)) = dp= [ hdm= hof) dm = d
uran= [ van= [ wam= [ipi00 gy am= [

perceba que na terceira igualdade usamos a formula de mudanga de varidveis.

Vamos checar que J,f = |f'|. De fato, como p = hm, podemos concluir que

Portanto, concluimos que a entropia de f com respeito a u é dada por
hof
u($) = [ togf) du= [og(1f175 1) du

Esta igualdade € uma caso particular da chamada Formula de Pesin que afirma que:

Teorema 3.2.2 Seja f: M — M uma transformacao expansora numa variedade Rieman-
niana compacta, tal que a derivada Df € Holder. Seja p a unica probabilidade invariante

absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue em M. Entao

k
i=1

onde \;, 1 = 1,---,k sao os expoentes de Lyapunov de f em p-quase todo ponto e d;,

t=1,---,k sao as respectivas multiplicidades.
) 1 1 . .
Exemplo 3.2.3 Seja G(x) = ——[—] a transformag¢ao de Gauss, pode-se checar que a medida
T T

1
wE) = /E 0T a)log2™

¢ invariante por G.

1 1
Seja P a parti¢ao nos intervalos ( ,—) para m > 1. Perceba que G € localmente
m m

+1
vertivel e a particao P € geradora. Portanto, pelo resultado acima podemos concluir que o

jacobiano de G' € dado por
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hoG
J,G = ; |G'|.
1 . . . -
onde h = — . Entao, podemos concluir pela Formula de Rokhlin que
(14 x)log2

hoG ' 2logx dx 2
= 1 — |G = 1 ! = == .

onde a sequnda igualdade vem do fato da medida pv ser invariante por G.
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4 Sistemas Dinamicos Aleatorios

Neste trabalho, um sistema dindmico aleatério (RDS) consiste da seguinte dupla:

i. Um espago métrico completo e separavel (X, F,P) e uma transformagao invertivel 6 :

X — X preservando uma probabilidade boreliana ergddica P.

ii. Uma variedade Riemanniana Y conexa e compacta; uma transformacao mensuravel

F:X xY — X xY da seguinte forma

F(z,y) = (0(x), f2(y))

onde cada f, : Y — Y é um difeomorfismo local C*.

Denotamos por J = X x Y e J, = {z} x Y a fibra de x € X. Definimos para cada inteiro
n>0ccadazr e X

f;(y) = f@"_l(x) ©---0 f@(m) ° fx(y)
tal que F"(z,y) = (0" (2), f7 (y))-

Exemplo 4.0.1 Considere X = {0,1}%, P =Bernoulli, 0 = o (descolamento de Bernoulli)

e Y uma variedade Riemanniana conexa e compacta. Considere as fungoes

se xg = 1.

) fo sexo=0;
fx—{fl

onde f; Y —'Y sao difeomorfismos. E um sistema dinamico aleatorio, consiste em “iterar

dois difeomorfismos aleatoriamente de acordo com o lancamento de uma moeda”.
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Seja ME(J) conjunto das medidas de probabilidade sobre (7, B) tal que
-1 __
pomy =P
onde mx : J — X é a projecao na primeira coordenada (mx(z,y) = x), e seja
Mp(F) ={p € Mp(J) : po F~' = pu}

Denotamos por ex a particio de X sobre pontos. A particio 7y (ex) é mensuravel (veja
Exemplo 1.1.4), portanto, para cada p € M35 (J), pelo teorema da desintegracao de Rokhlin,
existe um sistema de medidas (41;)zex tal que p = [ p,dP(z), chamando-se sistema canonico
de medidas condicionais. Por conveniéncia, dado uma medida p € M3 (F'), denotaremos por

A,(F|0) o conjunto de todas partigdes mensuraveis o de J que sdo mais finas que 7' (ex).

Definig¢ao 4.0.1 Uma particao P € A, (F|0) € geradora por F relativa a § se e somente se
o0
P = \/ FﬁJ(P) =u €J-
=0
onde €; € a particao de sob J = J,.x{x} X Y sobre elementos unitdrios.

A relagao =, significa que dado duas particoes P; e Py de J, entao Py =, P, se existe

um conjunto mensuravel W C J com pu(J /W) = 0 tal que Pi|w = Pa|w.

Para um RDS podemos definir também a nogao de entropia de uma forma bastante
similar com a definicao introduzida no capitulo anterior. Perceba que no capitulo anterior
a nocao de entropia era dada em cima de partigdes enumeraveis. Agora, podemos estender

essa Nogao para uma partigado mensuravel (ndo necessariamente enumeravel).

4.1 Entropia para sistemas dinamicos aleatorios

Vamos generalizar algumas nogoes de entropia para particoes mensuraveis. A tripla
(X, F,p) é um espago de Lebesgue. Para nés, um espago de Lebesgue é um espago métrico

compacto e separavel.
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Definicao 4.1.1 Se A ¢ uma particao mensurdvel de X entao a entropia € definida da se-

guinte maneira:

i. H(A) =00 se A € uma parti¢io nio enumerdvel.

ii. H(A) = =3 4ea (A)log u(A) se A é uma parti¢io enumerdvel.

Definigao 4.1.2 Se A e B sdo particoes mensurdveis de X, entao a entropia condicional

H,(A|B) da particao A sujeita a B € definida por
H,(AIB) = / (AIB)d(B),
X/B

onde (A|B) = {AN B|A € A}. E claro que podemos reescrever a definicio acima como
HAIB) = [ Hyu (AIBLa) di(o)
Portanto, podemos escrever como estamos habituados
(AB) = [ 1B
onde I(A|B) ¢ a fungdo informacao condicional definida por:
I(AIB)(2) = — log e (A(r) 0 B(x)).

Definicao 4.1.3 Se € ML(F) e P é uma particio mensurdvel de J mais fina que 75" (ex),

entao
h,(F|0:P) = li 1H Pt
W(FI6P) 1= lim — (P |75 (ex)
onde
n—1
=\/ F7(P
n=0

Além do mais, seja
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hu(F|0) = Sup{hu(Fw;P)}

onde o supremo € tomado sobre todas as particoes mensurdveis P de J que sdo mais finas

que T (ex) e tem entropia finita relativa a wy'(ex), isto é,
(Pl ex)) i= | H, (Pa)dP(o) < oc
b

onde P, ={PNJ, : PP} O nimeroh,(F|0) é chamado entropia de F relativa a 0

com respeito a medida p.

Daremos agora uma adaptagao ao cenario aleatério do bem conhecido Teorema de Kolmogorov-

Sinai. Sua declara¢do e um esbogo de sua prova podem ser encontrados na referéncia [1].

Teorema 4.1.1 Seja F : J — J € um sistema dindamico aleatdério métrico, se j € ML(F),

e se a € A,(F|0) é uma particio geradora por F' relativa a 0, entao
hu(F|0) = hy(F|0; ) = Hu(eg|[F~ (eg)).

Teorema 4.1.2 Suponha que A e B sdo duas particoes mensurdveis do Espaco de Lebesque
(X, F,p) tal que AN B é contdvel (mod 0 com respeito a pp) para quase todo B € B. Entdo
existe uma particao contdvel v = {y1,%2,...} de X (mod 0) tal que cada ~y; € 7 intersecta

quase todo B em nao mais que um ponto, que € entao um dtomo de pp, em particular
AV B =~VB (mod 0).

Observacao: 4.1.1 As demonstracoes omitidos podem ser encontradas no capitulo 01 da

referéncia [4].

Defini¢ao 4.1.4 Seja (X, F,u) um espagco de Lebesque. Seja T : X — X wuma trans-
formagao mensurdvel. Nos dizemos que T é essencialmente contdvel se as medidas 14
do sistema candnico de medidas condicionais para a particio A := T '(ex) sio puramente

atomicos (mod 0 com respeito a j14), para todo A € A.
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Lema 4.1.1 Se T € essencialmente contavel e preserva i entao existe um conjunto men-

surdavel Y C X de medida total tal que T(Y) CY e

i. T7H(x)NY € contdvel para cada x € Y. Além do mais, para cada v € Y, T~ (z)NY

consiste somente de dtomos da medida condicional pip-1(y);
ii. T(B) é mensurdvel se B CY € mensurdvel;

iii. T |y € nao singular, isto €, un(B) =0 para B CY implica u(T(B)) = 0.
Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada da referéncia [2]. m

Teorema 4.1.3 Seja (X, F, ) um Espago de Lebesque e T : X — X wuma transformacao

mensurdvel preservando [, essencialmente contavel. FEntao existe o Jacobiano, ele é unico

u-q.t.p..

Demonstragao. Vamos definir o Jacobiano num conjunto Y de medida total, no comple-
mentar de Y podemos definir o Jacobiano como sendo zero. Primeiramente, considere a
particio v = {v1,72, ...} dada pela Teorema 4.1.2 com A = ¢ ¢ B = T !(¢), onde € ¢ a
particdo em pontos do conjunto X. Entao para cada j, o mapa 7’|~y ¢ injetivo, onde Y é o
conjunto de medida total dado pelo lema 4.1.1. Além do mais, T'|y é nao singular, assim J
existe em cada ; N'Y pelo Teorema de Radon-Nikodym, fazemos a mesma construcao feita

no Teorema 3.1.1 e concluimos o resultado. m

Teorema 4.1.4 Seja (X, F,v) um espaco de Lebesque. Seja T : X — X wma trans-
formacao preservando v, essencialmente contdvel. Entao o Jacobiano J, tem logaritmo igual

a I,(e|T'(€)), onde I(A|B)(z) := —log ) (A(xz) N B(x)) € a funcdo informagdao.

Demonstracao. Considere ja T restrita a Y. Seja Z C Y um conjunto mensuravel tal que
T é injetivo. Para cada y € Y denotamos por A(y) o elemento de ( = T~ !(¢) contendo y.

No6s obtemos



39

“HT(2))

_ / (12(2) /va(y){z}) dvag(@)) dv(y)
/T (A2 ray () dv(w)

_ / (1/vaw {y}) dv(y).

Assim sendo, J,(y) = 1/vag){y} e tem logaritmo igual a I,,(¢/T~*(¢))(y). De fato, log J,(y) =
1

10g(m) = —log(vaw){y}), enquanto que I(e|T~'(e))(y) = —lograw)(e(y) N A(y)) =
Yy

—log(vag){y}) =

Por fim, podemos agora enunciar a Formula de Rokhlin para sistemas dinamicos aleatérios

métrico.

Teorema 4.1.5 Se p € uma medida ergodica invariante que admite uma particao P F-

geradora com respeito a 0, entao

h,(F|0) = /log J (F)dp.

Demonstragao. Como F’ é essencialmente contavel, podemos aplicar os teoremas anteriores.
Dai pelo Teorema 4.1.1 e pelo Teorema 4.1.4 , como P é uma particao geradora por F relativa

a #, temos que

Bu(F16) = Hyleol P (e)) = [ Tesl P ea))@hdu(o) = [ log 1, (F)d

J& sabemos que existe o Jacobiano em p-q.t.p., isto é, temos uma fungao nao-negativa e
um conjunto Z C J de medida zero tal que para cada mensuravel A C J\Z para qual F é

injetora, vale a seguinte igualdade:

u(F() = [ 1P de
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Agora, restringindo J,F' a J, e usando o conjunto de medida zero Z, consideremos a funcao

. (fz) = Ju(F)| fz sob a fibra J, para P—q.t.p. € X. Pela definicao acima é claro que

o) (fo(Ar) = / T (f2) diie

para qualquer A, C J,\Z, mensuravel tal que f;|A, é injetora. Em particular, J, ¢é o

jacobiano de f, relativa a p,. Portanto, podemos escrever o teorema acima como sendo
bu(F16) = [og(F)die = [ ([ 1og.d,. £u(w) din) dPla).
X ©

Exemplo 4.1.1 Seja X = {zo}, 0(x9) = zo, P = 9, € Y uma variedade Riemanniana
conezxa e compacta. Considere fo, Y — Y um difeomorfismo local C*. Sob as condigoes do

Teorema 4.1.5, concluimos que a entropia de F' relativa a 0 é dada por

By (F|60) = / log J, F dp = / / 108 Ty, fao () dttng (4)) dbsy = / log Ty foo(y) diiey(y) =
Hzo(fxo)

Neste caso, a entropia no caso deterministico se iguala a entropia no caso aleatério.
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