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RESUMO

Nesta tese nds mostramos a unicidade de estados de equilibrio para uma familia de ferraduras
parcialmente hiperbdlicas consideradas em [9] e com respeito a uma classe de potenciais Holder
continuos e hiperbdlicos. O método usado consiste em construir um sistema simbdlico com
infinitos simbolos, mostrar que o potencial induzido é Holder e recorrente e fazer o uso da teoria
de Sarig para shifts enumerdveis. Além disso provamos a unicidade de medidas de médxima

entropia para a classe de ferraduras introduzida em [8].

Palavras-chaves: Ferraduras; Estados de equilibrio; Holder continuidade; Esquema induzido;

Shift enumeravel.



ABSTRACT

In this work we show the uniqueness of equilibrium state for a family of partially hy-
perbolic horseshoes introduced by [9] associated to a class of hyperbolic Holder continous
potentials. The method used here is to build a symbolic system with infinitely many symbols,
show that the induced potential is Holder and recurrent and make use of Sarig’s theory for
countable shifts. Moreover, we prove the uniqueness of maximal entropy measures for a class
of horseshoes intruduced by [8].

Keywords: Horseshoe; Equilibrium state; Holder continuity; Inducing scheme; Countable shift.
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1 INTRODUCAO

O Formalismo Termodinamico é uma area da Teoria Ergédica que usa métodos de Me-
canica Estatistica para analisar o comportamento de sistemas dindmicos cadticos. O principal
ingrediente € o principio variacional, que consiste na relacdo entre a energia do sistema associ-
ada com um potencial continuo ¢ e o invariante topolégico P, ,(¢), que chamamos de pressio

topoldgica. Em outras palavras

Prop(9) = Sup{hu(F>+/¢dH}; (1.1)

onde o supremo é tomado sobre todas as medidas de probabilidade F-invariantes.

Um dos objetivos do Formalismo Termodinamico € o estudo das medidas que realizam
o supremo do principio variacional, e uma medida assim € chamada de estado de equilibrio (em

particular, se ¢ = 0 ndés chamamos medida de mdxima entropia).

Compreender o Formalismo Termodinamico além do contexto uniformemente hiperbé-
lico é uma tarefa desafiadora e dificil no estudo da Teoria Ergddica de aplicagdes diferenciaveis.
Recentemente, alguns autores obtiveram progressos importantes com respeito a unicidade de
estados de equilibrio (veja [4], [S], [6], [13], [15], [22], [23], [24] e [27] como referéncias de al-
guns resultados), sendo a maioria sobre medidas de méxima entropia, aplica¢des ndo invertiveis

ou entdo exemplos com aplicacdes e potenciais especificos.

Por outro lado, indmeros resultados foram obtidos sob a estrutura de aplicagdes parcial-
mente hiperbdlicas. Esses resultados descrevem a estrutura e a prevaléncia dessas aplicagdes em
alguns cendrios e fornecem uma boa extensdo da teoria hiperbdlica cldssica. No entanto, exis-
tem poucos resultados com relacdo a unicidade de estados de equilibrio para potenciais Holder

continuos e sobre o fendmeno de transicao de fase no contexto parcialmente hiperbdlico.

O resultado principal desta tese € sobre o Formalismo Termodindmico de uma familia
de ferraduras parcialmente hiperbdlicas F, introduzida por Diaz et al em [9]. Essas aplicagdes
estdo simultaneamente no bordo dos sistemas uniformemente hiperbdlicos e no conjunto dos
sistemas persistentemente ndo hiperbdlicos. Além disso, dessas aplicagcdes possuem ciclo hete-

rodimensional e também sdo semi-conjugadas a um subshift de tipo finito.

Em [12] foi mostrado que estados de equilibrio para a aplicacdo ferradura F sempre
existem para potencias continuos. Sobre a unicidade, mostraram que em C%(A) existe um con-
junto residual de potenciais que admitem um unico estado de equilibrio. Verificaram também
que para potenciais Holder continuos a unicidade nido necessariamente é garantida. De fato,
provaram que a familia de potenciais C* dados por ¢, = tlog|DF |gc| tem uma transicdo de
fase, i.e., pelo menos dois estados de equilibrio.

Em [1], considerando potenciais constantes ao longo da dire¢do centro-estdvel, os autores mos-
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traram a unicidade de estados de equilibrio. O resultado foi obtido reduzindo o estudo ao for-
malismo termodindmico do subshift, isto é, fazendo o uso da unicidade de estados de equilibrio
obtida em [2].

Rios e Siqueira em [23] consideraram uma familia de sistemas ndo-uniformemente ex-
pansores obtidos a partir da ferradura F através da projecdo de sua inversa ao longo de dois
planos centro-estaveis. Eles mostram a unicidade de estados de equilibrio com respeito aos po-
tenciais definidos no plano e com variagdo pequena, seguindo argumentos similares aos feitos
em [17]. Usaram a aplicacdo projecao para transferir os resultados para a ferradura original
e potenciais constantes na dire¢do instavel e com variagdo pequena. Em [21] esse resultado
foi melhorado, retirando a condicdo sobre a direcdo e além disso, foram obtidas propriedades

estatisticas do estado de equilibrio.

Neste trabalho mostramos a unicidade de estados de equilibrio para a ferradura F através
de uma abordagem diferente de [1, 21, 23] e com respeito a uma classe de potenciais Holder

continuos.

O segundo capitulo estd dividido em duas se¢Oes. Na primeira se¢do definimos precisa-
mente a familia de ferraduras e os resultados obtidos sobre a mesma em [9]. A segunda secdo
contém os resultados anteriores sobre as propriedades ergddicas de F obtidas em [1, 21, 23].
Na mesma secdo fazemos o estudo dos expoentes de Lyapunov na direcao central dos estados
de equilibrio relativos a classe de potencias considerada. Por fim, apresentamos o resultado

principal.

No terceiro capitulo demonstramos o teorema principal. Esse capitulo esta dividido em
quatro sec¢des. Na primeira se¢ao construimos um esquema induzido que serd usado para a reco-
difica¢do da dindmica em um shift enumeravel. Na segunda secdo apresentamos os resultados
sobre o formalismo dos shifts enumeréveis que serdo utilizados. Na terceira secio demonstra-
mos o teorema principal. Na dltima secao apresentamos um exemplo de potencial que satisfaz

nossas condigdes e ndo estd incluso nas classes de potenciais dos trabalhos anteriores.

No quarto capitulo provamos a unicidade de medidas de maxima entropia para as ferra-

duras porco-espino, que foram introduzidas em [8].



2 DEFINICOES E RESULTADOS

Neste capitulo definimos precisamente a familia de ferraduras parcialmente hiperbdlicas
e também apresentamos alguns resultados ja existentes sobre as caracteristicas dessas aplicacdes
e suas propriedades ergddicas. Fazemos o estudo dos expoentes de Lyapunov na direc¢io central
dos estados de equilibrio associados a classe de potenciais que iremos considerar neste trabalho

e também apresentamos o resultado principal.

2.1 Ferraduras parcialmente hiperbdlicas

Seja f : M — M um difeomorfismo sobre uma variedade diferencidvel compacta e sem
bordo M. Um subconjunto K C M compacto e invariante é parcialmente hiperbdlico para f se
existem uma métrica riemanniana em M e uma decomposi¢do continua e DF -invariante TxM =
E*® E° @ E" do fibrado tangente sobre K tal que para x € M e vetores unitdrios v* € E*(x),
*x = §,c,u sdo satisfeitas as seguintes propriedades

LAIDf (W) <1 e |[Def ()] > 1,

2. IDf (W) < |Df (V)| < [IDf (V)]

O fibrado central pode admitir desenvolvimento contrativo ou expansor, mas deve ter taxas mais
fracas do que o desenvolvimento nas direcdes E* e E” respectivamente.

Em [9] os autores construiram uma familia de difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos que
definiremos abaixo em dimensdo 3, mas os resultados sio validos para dimensdes maiores.

Considere em R? o cubo R = [0, 1] x [0,1] x [0, 1] e os retingulos
Ry:=IxIx[0,1/6] e Ry:=IxIx][5/6,1],

onde as constantes sdo 0 < Ay < % Bo > 6, O<G<% e 3< B <4
Seja f o tempo 1 do campo de vetores y' = (1 —y)y, definida por

1
1—(1—=1/y)e ™’

paratodon € Z ey # 0. A familia de aplicagées ferraduras F : R — R é definida por

f'y) =

Fo(x,5,2) = (Aox, (1), Boz),

sempre que (x,y,z) € Rg e

F](X,y,Z) = (3/4_20)6’6(1 —y),ﬁ1(2—5/6)),
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para (x,y,z) € R;. Os pontos X € R — Ry UR; sdo enviados injetivamente fora de R.

Observe que f(0) =0e f(1) =1, logo os pontos Q = (0,0,0) e P = (0, 1,0) sdo selas
hiperbélicas com indices' 2 e 1 respectivamente.

Em [9] os autores mostraram que o conjunto maximal invariante de F’

A= F(R),

neN

¢ parcialmente hiperbdlico e tem ciclo heterodimensional. De fato, A contém as selas Q e P que

possuem indices diferentes e satisfazem a condi¢do de ciclo

WH(P)NW Q) #0 ¢ W*(Q)NW"(P) #0.

A classe homoclinica de P, definida por H(P,F) = W*(P)NW¥(P), coincide com A e a classe

homoclinica de Q € trivial, ou seja,
{0} =H(Q,F) CH(PF) =A.
Seja 211 o subshift de tipo finito
Iy = {W = (Wk)kezs WkWk 41 7 11}~
Em [9] também foi provado que existe uma sobrejecdo continua 4 : A — X1 dada por
h(X) = (Wi)kez,

onde F¥(X) € R,,, para todo k € Z e também satisfaz ho F = o o h. Em outras palavras, a
aplicacdo F|p é semi-conjugada ao subshift de tipo finito o : £} — X;;. Esses resultados séo

sintetizados no seguinte teorema:

Teorema 2.1. (9], Teorema 1) Considere F : R — R a aplicacdo ferradura, entdo

1. O difeomorfismo F tem um ciclo heterodimensional associado as selas P e Q. Além disso,
existe uma intersegdo ndao-transversal entre W*(Q,F) e W*(P, F) cuja drbita estd contida
em H(P,F).

2. A classe homoclinica de Q é trivial e estd contida na classe homoclinica de P. Em parti-

cular, H(P,F) é ndo hiperbdlica.
3. Existe uma sobrejecdo continua
h:A—=X com hoF =0coh.

Além disso existem infinitos segmentos centrais ndo-triviais J = {x} x [a,b] x {z} conti-

dos na classe homoclinica H(P,F) e sdo tais que h é constante nos mesmos.

' O indice de um ponto periédico hiperbélico é a dimensio da sua variedade instdvel.
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Dado um ponto X = (x*,x°,x") € A, nds consideramos a variedade central tangente ao

subespaco central E€ em X por
WX) == { (x5, 3, %) y € 0,1]}
Considere o conjunto invariante
A={XecA; ANWX)={X}},

e sua imagem X := A(A).

Dessa forma, temos que a restri¢ao 4 : ACA—Yé injetivae se X € AC, entao A contém
um segmento ndo trivial de W¢(X) que é colapsado por & em um tnico ponto. O conjunto A
pode ser composto por uma unido ndo enumeravel e disjunta desses segmentos. Além disso, os

conjuntos A e A sdo densos em A.

2.2 Resultados

Considere F : A — A a aplicag@o ferradura definida na sec@o anterior e .#r(A) o espago
das medidas de probabilidade F-invariantes em A. Dada uma medida p em .#(A) ergddica,

noés definimos seu expoente de Lyapunov central como

A = / log |DF || d.
Em nosso caso E¢ € unidimensional, entdo pelo teorema ergddico de Birkhoff
Aj = lim llog|D e (X1,
n—eo 1
para [ quase todo ponto X € A.

O estudo das propriedades ergddicas da aplicacdo F' teve inicio em [12], onde os autores
provaram que toda medida invariante é hiperbdlica, ou seja, que U quase todo ponto possui
expoente de Lyapunov diferente de zero. Também foi mostrado que existe um gap no conjunto
dos expoentes de Lyapunov na direcdo central. Além disso, provaram que todo ponto recorrente

diferente de Q e P pertence a A. Como consequéncia desses resultados, mostraram que a funcao

u— h,U(F)a

¢ semi-continua superiormente em .Zr (A) e assim garantindo a existéncia de estados de equili-
brio para todo potencial continuo e também unicidade para um conjunto residual de potenciais
em CO(A).

Mais precisamente, eles mostraram

Teorema 2.2. ([12], Teoremas 2.1 e 2.2, Proposi¢cdo 3.3)

Considere F a aplicacdo ferradura parcialmente hiperbolica. Entdo
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1. Para qualquer ponto recorrente X diferente de Q:
1
liminf —log [DF" (X )|g<| < 0.
n—+oo

Além disso, qualquer medida invariante ergddica para F diferente de 8¢ tem expoente de

Lyapunov central negativo.

2. Seja X um ponto em A. Se existe algum niimero inteiro positivo k tal que h(F" (X)) per-

tence ao cilindro® | | para infinitos n € Z, entdo

10...01
=~
k

ANWE(X) = {X}.

3. Qualquer funcdo continua ¢ : A — R admite algum estado de equilibrio. Além disso,

existe um conjunto residual de funcées em CO(A) tal que o estado de equilibrio é iinico.

Note que se it é uma medida invariante ergédica tal que p(R;) = 0, logo por invariancia
do suporte e também como suppp C Ry, temos que suppit deve estar contido em {0} x [0, 1] x
{0}, pois qualquer outro ponto eventualmente em alguma iteracdo estard fora de Ry. Dessa
maneira, como qualquer ponto em {0} x [0, 1] x {0} € atraido para P, a medida u deve ser §p ou
Op. Caso U seja qualquer medida invariante tal que p(R;) = 0, pelo teorema da decomposic¢ao
ergddica, concluimos que ( deve ser uma combinagdo convexa dessas duas medidas de Dirac.

N6s acabamos de mostrar o seguinte lema :

Lema 2.1. Considere uma medida | € AMF(A) tal que W(Ry) = 0. Entdo ou pu é uma das

medidas de Dirac nos pontos P e Q ou é uma a combinagdo convexa dessas medidas.

Observacao 2.1. Como consequéncias dos resultados anteriores, uma vez que

1+5
2

nds temos que Umqy, a unica medida de mdxima entropia de F, satisfaz Umqx(R1) > 0. Além

hiop(F) = log >0,

disso, se |1 é uma medida invariante ergddica tal que 1L(Ry) > 0, entdo pelo Teorema 2.2 temos
que W(A) = 1.

No contexto uniformemente hiperbdlico, a Holder continuidade € uma condig¢do sufici-
ente sobre o potencial para obter a unicidade de estados de equilibrio, mas em [12] os autores
mostraram que propriedade de Holder continuidade ndao é uma condicao suficiente para garantir
a unicidade para a ferradura F. Eles mostraram que a familia de potencias Holder continuos

¢ = tlog |DF |g¢| possui transi¢do de fase.

Teorema 2.3 ([12], Teorema 2.3). Seja ¢, a familia a 1-pardmetro de potenciais C*(A) dados

por ¢(X) = tlog|DF (X)|ge|. Entdo existe um niimero real positivo ty tal que:
2

Um cilindro [iy...ix] é um subconjunto de X;; formado pelas sequéncias w = (wy,),cz tais que wo = ig,w| =
ey W = Ig.
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1. Parat >0 a medida de Dirac 8¢ é o tinico estado de equilibrio.

2. Parat < ty, qualquer estado de equilibrio para ¢ tem expoente de Lyapunov na direcdo

central negativo. Em particular, essa medida é singular com respeito a medida dy.

3. Parat =ty, a medida O¢ é um estado de equilibrio para ¢;. Além disso, existe pelo menos

um outro estado de equilibrio, singular com respeito a medida 8.

Posteriormente em [1], considerando os chamados u-potenciais, isto é, os potenciais

Holder continuos ¢ : A — R que satisfazem

(])(x,y,z) = ¢(Z)7

provaram a unicidade de estados de equilibrio. Usaram a semi-conjugacdo 4 para reduzir a ana-
lise ao subshift, considerando o potencial 4. @, que estd bem definido (aqui foi usado condicao
sobre as coordenadas) e além disso € localmente Holder continuo, dessa forma pelo resultado
classico de Bowen (veja em [2], Teorema 1.22), obtiveram unicidade de estados de equilibrio
para o subshift. Por fim mostraram que as fibras obtidas da semi-conjugacio ndo contribuem
para a pressdo topoldgica, assim sendo possivel estender a unicidade para a aplicagdo F com

respeito a ¢.
Em [23] foi introduzida uma familia de aplicacdes obtidas através da projecdo de F~!
nos planos centro-estiveis
Py=[0,1] x[0,1] x {0} e Py =10,1]x[0,1] x {5/6}.

As aplicagdes sdo definidas nos retangulos

RO = [07/10] X [07 1] X {0},
Ry = [3/4—%,3/4] x[0,0] x {0},
R2 = [072'()] X [273] X {5/6}7

pelas respectivas restricoes G;

Gi(xy,2) = (A 'xfy ' (1),0),
Ga(x,3,2) = (A '(3/4—x),1-0"'y,5/6),
G3(x>y,z) = (A(;lxaf(;l(y)’o)'

Dessa maneira, as aplicacoes G : U?:l R; — Py U P restritas aos subconjuntos

3

Ag= )G (| JR),

neN i=1
sdo semi-conjugadas a um subshift de tipo finito ¢ : X4 — X4.

Eles obtém o seguinte resultado sobre estados de equilibrio dessa aplicacao:
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Teorema 2.4. ([23], Teorema A) Sejam G : Ag — Ag a aplicacdo definida acima e ¢ : Ag — R

um potencial Holder continuo que satisfaz

Var(9) := sup @ — info < 10%@, @.1)

onde ® = (HT\E) Entdo existe um tinico estado de equilibrio para ¢.

Uma vez que G € uma aplicacdo ndo-uniformemente expansora, os autores utilizam o
operador de transferéncia para obter o estado de equilibrio seguindo argumentos similares aos
feitos em [17]. Como consequéncia do Teorema 2.4, os autores constroem um estado de equili-
brio para a aplicacdo ferradura F' com respeito aos potenciais Holder continuos que dependem

apenas da dire¢do centro-estdvel, e consequentemente essa medida serd a tinica maximizante.

Teorema 2.5 ([23], Teorema C). Sejam F a ferradura parcialmente hiperbélicae ¢ : R — R um
potencial Holder continuo que satisfaz (2.1). Se ¢ ndo depende da coordenada 7 em Ry U Ry,

entdo existe um vnico estado de equilibrio para F com respeito ao potencial ¢.

Dizemos que duas funcdes ¢,¢ : A — R sdo homélogas a F, se satisfazem
¢ - (5 =uokF —u,

para alguma funcdo continua u : A — R. Uma propriedade importante dessas fungdes € que elas

possuem os mesmos estados de equilibrio.

Em [21] é feita uma generalizacio do Teorema 2.5. E mostrado que todo potencial
Holder continuo possui um homdlogo que ndo depende da coordenada instdvel, assim sendo

possivel obter a unicidade de estados de equilibrio para potenciais com variagdo pequena.

Agora, nés introduzimos a classe de potenciais que serd considerada em nosso resultado

principal.

Definicao 2.1. Dizemos que um potencial Holder continuo ¢ : A — R é admissivel com res-

peito a F se satisfaz

(C1) O induzido do potencial ¢ := ¢ oh™' é localmente Holder (com respeito a uma indugéo

que apresentaremos no proximo capitulo).

(Cy) Existe um niimero natural n € N tal que

Ptop((P) > sup M?
XeA N

onde ¢,(X) = ¥iZ0 9 (FX(X)).

Sejam ¢ um potencial que satisfaz a condigdo (C,) e o potencial y = ¢, /n. Uma vez
que Bop(y) = Pop(@) e os conjuntos dos estados de equilibrio de y e ¢ coincidem, podemos

assumir sem perda de generalidade que n = 1.
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Observacdo 2.2. Ndo é de dificil verificacdo que todo u-potencial satisfaz a condi¢do (Ch).
Além disso, todos os potenciais @ tais que sup |Q| é suficientemente pequeno satisfazem a con-

di¢do (Cy) (como exemplo temos os potenciais que satisfazem (2.1)).

A seguir nos obtemos informagdes sobre os expoentes de Lyapunov na direcao central

dos estados de equilibrios associados aos potenciais admissiveis.

Primeiramente, enunciamos abaixo um resultado fundamental da teoria ergddica que

serd usado posteriormente:

Teorema 2.6 (Teorema da Decomposicdo Ergddica). Sejam X um espaco métrico compacto,
T : X — X uma aplicagdo continua e sobrejetiva e uma medida | € M7 (X). Entdo, existem
um conjunto mensurdvel X com w(X) = 1, uma particdo mensurdvel & de X, uma familia de

medidas de probabilidade {lp : P € &} e uma probabilidade [ sobre & tais que

e up(P)=1parafi-qtpP e Z;

A fungdo P — up(A) é mensurdvel para todo conjunto mensurdvel A;

e [ip é invariante e ergddica para [l-q.t.p P € &;

W1(A) = [ up(A) dfi para todo conjunto mensurdvel A.

Para a demonstragdo do teorema veja [16].

Proposicao 2.1. Se u é um estado de equilibrio associado a ¢, entdo lﬁ < 0.

Para a prova da proposicao precisamos do seguinte resultado:

Lema 2.2. Sejam F a aplicagdo ferradura e ¢ : A — R um potencial admissivel com respeito

a F. Entdo qualquer estado de equilibrio é singular com respeito a medida 0g.

Demonstragdo. A propriedade (C;) implica que a medida 8p ndo pode ser um estado de equi-
librio. N6s supomos por contradi¢do que exista um estado de equilibrio u tal que u({Q}) > 0.
Portanto, do teorema da decomposicao de medidas, existe uma medida invariante v, singular

com respeito a dp tal que
p=p{0})d+(1—u{o}))v.

Além disso, [ ¢dSp = ¢(Q) e uma vez que a fungdo entropia métrica com respeito a medida é

afim, temos
Pop(0.F) = hu(F)+ [ gdn
— 1((QNO(@)+ (1~ (D) (m(F)+ [ oav)
< RUQNPup(9)+ (1= (0D (mF)+ [ 9av ),
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logo Pop(9,F) < hy(F)+ [ ¢dv, o que contradiz (1.1). N

Prova da Proposi¢do 2.1. Sejam L um estado de equilibrio com respeito a ¢ e { He } get @ fa-
milia de medidas ergédicas obtida do Teorema 2.6. Pelo Lema 2.2, temos i ({Q}) = 0, portanto
para Lebesgue quase todo ponto & € T! acontece e ({@}) = 0. Usando o Coroldrio 3.6 de [12]
concluimos que [log|DFjgc|dug < 0 para cada &, entdo

AL = / log|DFi<|dy

= /11‘1 (/log]DF|Ec|du§>d,u

< 0.

]

Note que para obter os resultados acima, nés usamos apenas a condi¢@o (C3). A condi-

¢do (Cp) serd necessaria para obter a unicidade de estados de equilibrio.

Teorema Principal. Considere F : A — A a aplicacdo ferradura e um potencial ¢ : A — R

admissivel com respeito a F. Entdo existe um uinico estado de equilibrio |1 associado a ¢.
A estratégia para demonstragdo do teorema principal consiste em:

e Supomos que existem dois estados de equilibrio ergddicos distintos L € tr» com respeito

a um potencial Holder continuo ¢ e que nio sao medidas de Dirac (¢ e Jp).

e Reduzindo a andlise ao subshift, consideramos as medidas v| e v, em Xj; que sdo os
push forward dos estados de equilibrio pela semi-conjugacao 4. Consideramos o potencial

¢ = h.¢, que ndo necessariamente estd definido em X1 e além disso pode nio ser regular.

e Considerando um subconjunto ¥, que tem medida total com respeito as medidas v; e
V2, n6s definimos a aplicagdo induzida T = o e um potencial induzido ¢, relacionado
a @. N6s provamos que o sistema (7, ¢p,L¢) € equivalente a um shift total relativo a um

alfabeto enumerdvel (o, 5%, ¥).

e NoOs provamos que o potencial ¥ € localmente Holder continuo e limitado. Usando o
formalismos termodindmico para shift enumerdvel de Sarig, nés mostramos também que

existe um unico estado de equilibrio para V.

e Finalmente, pela equivaléncia entre os sistemas (7, ¢p,Zq) € (0,5%,¥) nés obtemos a
unicidade de medidas de equilibrio para (T, ¢p,X¢). Para finalizar, provamos que ambas
as medidas v; e v; sdo levantdveis com respeito a um sistema induzido e seus levantamen-
tos também sdo estados de equilibrio, entdo pela unicidade obtida antes, nds concluimos

que V| = v, e consequentemente U = .
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3 UNICIDADE DE ESTADOS DE EQUILIBRIO

Neste capitulo demonstramos o nosso resultado principal.

3.1 Construcao de um esquema induzido

A seguir construimos um esquema induzido que admite uma representacao simbdlica

com respeito a um alfabeto infinito enumerével.

Para cadan e w € X1 considere

Hhk;we=1,0<k<n-—1} _ Hhk;wy=1,0<k<n-—1}
dy (w) = e d,(w)= :

n n

Dada uma constante & > 0 nds consideramos o subconjunto
Yo ={well]; limd (w)>a e limd, (w)>a}. (3.1)
n n

O conjunto X4 € o-invariante € composto pelas sequéncias com frequéncias de digitos 1 maior
que ¢. Usando o item 2 do Teorema 2.2, temos que para qualquer w € Lo o conjunto 2! (w)

consiste de um tinico ponto, assim obtemos X C h(A).
Definimos em X a fungdo o-retorno p : X4 — N por
p(w)=min{k>1; w1 =1¢ d (w)>a}.

Podemos decompor X, em conjuntos de nivel da funcio p,
ZO( = Uzh
i

onde X; é dado por X; = {w € L4; p(w) = i}. Definimos a aplicagdo induzida T : Lo — Lg
associada a p com
T(0) = o) (w).

Considere a Torre associada a p, definida por
i—1
w=JUJo"E). (3.2)
i>1k=0
Seja v uma medida T-invariante, tal que | pdv < oo, entdo definimos a medida c-invariante
-1 i1
ZL(V)(A) = (/pdv) Y Y vicH )Nz, (3.3)
i>1k=0

para A C X1, que chamaremos de medida levantada de v.
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A aplicagdo .Z que age de .#7(W) em .#5(X1) ndo é necessariamente sobrejetiva.
Dada uma medida v € .#5(X), se existe uma medida v7 tal que .Z(vr) = v, entdo dizemos

que v é uma medida levantdvel. NOs consideramos a classe dessas medidas por
M (o ,W):={ve s, Ivr, L(vr)=Vv,v(W)=1} (3.4)

Dados um conjunto mensuravel A C X e um inteiro i > 1, nds definimos

o(iA) = HOSk<iz1s of(z)na # 0}

1

O préximo resultado nos da condi¢des para verificar quando uma medida € levantdvel.

Teorema 3.1 ([19], Teorema 3.1). Uma medida G-invariante e ergddica v, que satisfaz V(L) >

0, é levantdvel se existem um niimero N > 0 e subconjunto A C X tal que

V(A) > supe(i,A).
i>N

Considere um potencial ¢ : X — R. N6s definimos ¢, : o — R 0 potencial induzido
de ¢ por

(W) := Y o(ck(w)), (3.5)

sempre que w € X;.
As formulas generalizadas de Abramov-Kac fornecem relacdes importantes entre a entropia do

sistema original e a entropia do sistema induzido.

Proposicao 3.1 (Veja [29], Teorema 5.1 e [18], Teorema 2.3). Considere uma medida vr €
My (W). Se [ pdvr < oo, entdo

h,z(w)(ff)-/PdVT = hy, (T).

Dados um potencial ¢ e seu induzido @p, se [ Qpdvr < oo entdo
/(pdﬁf(w)-/pdw = /(Pp dvr.

Dessa maneira, definimos a quantidade
PL(@):= sup {hv(c)+/ (pdv},
veM (o, W) w

que chamaremos de pressdo relativa. Dizemos que uma medida de probabilidade invariante é

um estado de equilibrio relativo se realiza o supremo.

Agora, nds iremos estabelecer uma relagdo entre o sistema induzido e um shift enume-

ravel.
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Primeiramente, nds consideramos p_{(w) = min{k; d, (w) > &} e o conjunto
Y pi={weXy p_1(w)=k}.

Note que cada ¥ (e também X_;) pode ser decomposto de modo tinico como uma unido finita

e disjunta de k-cilindros, isto é,
Tk
k
i=1

S O A i
onde D = [wyw/...w;], para alguns w.

Definimos a aplica¢do que envia um cilindro em uma palavra
#(DX) = wiw' .. .wh.
Considere o alfabeto formado pelos conjuntos de o-retorno, ou seja,
S={D5k>1,1<i<nr}.
Definimos a aplicacdo de codificacdo T1 : S — ¥, por amalgamacio

(W) = (...&(D))aR(DY Y R(DM)..),

ik—l ik() lkl
onde = (D} Jnez € 5™
n

A aplicacdo IT estd bem definida e conjuga os sistemas 7' e o (o shift enumeravel que
age em S7). De fato, dada uma sequéncia w € L, por definicio sabemos que existe uma tinica
" Vuez, em SZ tal que o1 (w) € ¥ , dessa forma nds obtemos IT(#) = w.

A i Nk
sequéncia w = (D}

3.2 Formalismo do shift enumeravel

Nesta secdo apresentaremos nocodes sobre o formalismo termodinamico de shifts enu-

meraveis. As principais referéncias sao [20], [24] e [25].

Considere S um conjunto enumeravel e um potencial ¥ : % — R, a k-variacdo é defi-
nida por
Var (W) = sup sup {I¥O») =)},

[iki1eedoeio—1 | WOE[I g1 -ndo-nig—1]
onde o conjunto [i_j1...ip...ix_1] é chamado de cilindro e consiste de todas as sequéncias W =
(Wi)icz, COM W_j | =0 _fi] » vy WO = 10y -es Wk_1 = ;1. NOs dizemos que W tem varia¢do
somdvel forte se

Z kVar (W) < eo.
k>1

Dizemos que ¥ é localmente Holder continuo, se existem constantes C > 0 e a € (0, 1) tais que
para todo k > 1
Var(¥) < Ca*.
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E facil ver que todo potencial localmente Holder continuo tem variagio somdvel forte.

Seja ¥ : SZ — R um potencial localmente Holder continuo entdo a pressdo de Gurevich
de W é .
P6(¥,a) = lim ~log Y e*("y (), (3.6)
nreen ot (W)=w
Wweld]
onde ¥, € a fungdo indicador no cilindro [a] e ¥, (W) := ZZ;(]) ¥(ck(W)).
Em [24] € provado que o limite existe e ndo depende de a € S sempre que o potencial

tem variagdo somavel, dessa forma nés denotamos a pressdo simplesmente por Pg (V).

Sejam .#5(S%) o conjunto das medidas de probabilidade o-invariante em SZ e o sub-

conjunto

Uma medida o-invariante 1y € um estado de equilibrio para ¥, se satisfaz

hnl},(G)—f‘/\PdTl\p: sup {hn(c)+/‘1’dn}.

ness(¥)
Uma medida n é Gibbs para ¥, se existe uma constante C tal que para quaisquer cilindro

lig...ik—1] € W € [ip...Ix—1] temos

1 _ N([io---ik—1])
C S ) ()

<C.
O préximo resultado pode ser encontrado em [20] Teorema 3.1 (veja também [24] e [25]).

Teorema 3.2. Seja ¥ : SZ — R um potencial que satisfaz supy,cz V(W) < +oo e que tem vari-

acdo somdvel forte. Entdo

1. acontece o principio variacional para ¥

Po(W)= sup {hn(o)+/‘Pdn}.

neds(¥)

2. se Pg(W) < oo, entdo existe uma tinica medida o-invariante ergddica e Gibbs Ny para

Y.

3. se hyy(0) < oo, entdo Ny € Ms(Y) e além disso é o iinico estado de equilibrio para V.

Considere X uma espaco métrico, uma aplicacdo continua 7 : X — X e uma medida
invariante y associada a 7. Dizemos que U tem decaimento exponencial de correlacdo como
respeito a uma classe 77 de fungdes h : X — R, se existe 0 < 8 < 1 tal que, para quaisquer
hi,hy, € 7 acontece

| [ @b @dn - [ mdu [ < Ko,
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para algum K = K(h;,hy) > 0. Dizemos que u satisfaz o Teorema do Limite Central (ou sim-
plesmente TLC) com respeito a classe de fungdes .77, se para qualquer & € 7, que ndo estd no

cobordo (i.e h # go T — g para qualquer g ), existe ¥ > 0 tal que

u{x;% X;’)(h( /h ydu) <t y\/_ 272dr

quando n — oo,

Teorema 3.3. (/20], Teorema 3.4) Assuma que Pg(¥), sup,,cgz(¥(w)) < o e que ¥ tem vari-
agdo somdvel forte. Se hy, (0) < o entdo a medida Ny tem decaimento exponencial de corre-

lacoes e satisfaz o TLC com respeito a classe dos potenciais localmente Holder continuos.

O resultado € consequéncia do gap espectral do operador de Ruelle obtido em [25] (ver
também [11] e [26]).

3.3 Prova do teorema principal

A prova do Teorema Principal serd dividida em duas partes. A primeira parte serd mos-
trar a unicidade de estados de equilibrio relativo e a segunda consiste em obter a unicidade para

a aplicagdo ferradura.

Dados o € (0, %) e o esquema induzido (p,X), obtido como na Secdo 3.1. Com res-
peito a esse esquema induzido, mostramos a unicidade de estados de equilibrio relativos para

uma classe de potenciais.

Teorema 3.4. Sejam ¢ : £ — R um potencial e ¢p 0 seu induzido. Se PL(@) < o e também

(P1) o potencial ¥ := @, oIl é localmente Holder continuo

. . P
(P) existe um mimero natural n € N tal que PL(¢) > sup =t

Entdo existe um tinico estado de equilibrio relativo V. Além disso V¢ tem decaimento exponen-
cial de correlacoes e satisfaz (TCL) com respeito a classe de fungoes cujas induzidas associadas

sdo limitadas e localmente Holder continuas em Y.

Demonstragdo. Por hipétese a pressdo Pr(¢) ¢ finita, entdo o potencial induzido ¢, = ¢ — PL(¢)

estd bem definido. Com respeito a esse potencial temos o seguinte resultado:

Lema 3.1. Se ¢ satisfaz (P»), entdo existe uma constante € > 0 tal que

Y isup e TE < oo (3.7)
i>1 weli
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Demonstra¢do. Uma vez que o potencial ¢ satisfaz (P,), entdo existe & > 0 tal que Pr(¢@) >
sup @ + &, assim para P := Pr(¢), w € ¥; e todo i temos
Yo @(c*(w)

—& > - —P
[

que implica em Z};lo o(ck(w)) —iP < —igye

e (W) < o8,

Como a estimativa € independente da sequéncia, entdo existe uma constante € suficientemente
pequena tal que
sup{eP (i€ c 3.} < om0, (3.8)

Portanto, somando a expressao (3.8) com respeito a i, nés podemos concluir:
Zisup{e‘pp(w)+i£;w ey} < Z’ie*"80 < oo,
i i
Assim provamos o lema. [

Considere o potencial ¥ = ¢, oIl. Pela condigdo (P;), ¥ tem variagdo somavel forte
e satisfaz sup,. ¢z (W) < +oo, entdo a pressdo de Gurevich P;('¥') estd bem definida e além
disso veremos a seguir que ela € finita. De fato, dados um inteiro positivo n e um cilindro
[Df‘...Dl.”] em SZ, existe uma tnica sequéncia w € TI([D...D"]) tal que T"(w) = w. Dessa
1 Iy i In
maneira, fixadosa > 1e 1 < j <r,, obtemos a seguinte estimativa:

n

Z sup e (W) = Z Ci,..i, sup eP ) sup % (W)
i>1WeL i1, wel;, we;,
> Z Ca,iy...i, SUP e®% ™) sup P gup P ()
i2,...In wEX, Weziz weX;,
> Y Tt (T,
T (w)=w
WED?

Entédo por (3.7) e (3.10), temos

Po(¥) = lim Llog Y 0¥

n—oo

oM ()=
welDS]
] X0 @ (TE(w))
= lim—log ) = erko®T¥
n—oon
T (w)=w
WGD‘;

n

1
< lim —log sup e ™) | < foo,
n—eon 1>21 wex;

assim confirmamos que Pg (W) € finita. De maneira semelhante também podemos provar que a

pressdo de Gurevich do potencial W : S — R dado por Ws(W) = @p (w) + 8p(w), é finita para



Capitulo 3. UNICIDADE DE ESTADOS DE EQUILIBRIO 18

algum 6 > 0 suficientemente pequeno. Um potencial ¥ que tem essa propriedade é chamado

de potencial recorrente positivo.
Pelo Teorema 3.2, temos o principio variacional
Ps(¥)= sup {hn(o) + /‘Pdn} :
ne#s(¥)

Além disso, existe uma dnica medida Gibbs Ny para W. Dessa maneira, a medida v = [, ny
também tem essa propriedade com respeito ao potencial @, isto €, existe uma constante K > 0

tal que, paran > 1 e X, = U" | D! nés temos
<K, (3.9

paraw € D} e P = Pg(¥).

Portanto somando (3.9) com respeito a n e usando (3.7), obtemos

pdv = Y nv(Z,)

Lo n>1

= Yy vo)

n>1 i=1

K
< 5 Y nry sup {e% )} < oo, (3.10)

n>1 WED?
Por (3.10) e usando as férmulas Abramov-Kac, podemos concluir
hnw(c) = hV(T)
= /pdv-hg(v)(a) < oo

Além disso, como P(¢) > —e [9d.ZL (V) > —co temos

/‘Pdnly = /(ppdv
= ([oav) [o-ripazm) >

Portanto Ny € .#5(¥) e novamente pelo Teorema 3.2, temos que a medida Ny € o tnico estado
de equilibrio de . Consequentemente v € o tinico estado de equilibrio para (7, ¢ ). Por (3.10),
podemos definir a medida .Z’(v) que pertence ao conjunto .z (c,W). Mostraremos que essa

medida € o dnico estado de equilibrio relativo para P.(¢).

Afirmamos que Pg(¥W) = 0. De fato, uma vez que .Z(v) € .#1(c,W) temos

how(0)+ [ @dZ(v) - Pi(g) <0.
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Entao

Po(®) = hay(0)+ [Pdny

= ([oav)-(nzwt@)+ [o-rip)azm) <o

Por outro lado, dado um & > 0 existe uma medida ugs € .4 (W) tal que
h#6(6)+/<pdu5—PL((p)+620. G.11)

Consideramos também as medidas associadas v = .2~ (s). Assim, por (3.12) e também pelo

fato do potencial W ser recorrente positivo, para um d suficientemente pequeno ocorre

Po(P5) = huy(T)+ [ 9p(w)+8p(w)dvs

= ([pav): (mator+ [0~ ruie)ans +3) 2o

Por continuidade de P;(Wg) em fungdo de &, obtemos Pg(¥) > 0, estando assim provado a
afirmacdo.

Portanto, nds temos

ro0) = ([ pav) - (hz(@)+ [0~ nito)azv)) =0
e sendo [ p dv ndo nulo, concluimos que

PLO) = hz(0)+ [ 9dZ(v).
Assim, verificamos que a medida .Z(v) é um estado de equilibrio relativo. A unicidade decorre

da unicidade do estado de equilibrio Ny.

Para completar a prova do teorema, resta somente verificar as propriedades estatisticas,

e para isso precisamos do seguinte lema:
Lema 3.2 (Cauda Exponencial). Existem constantes Ky e 0 € (0, 1) tais que para todo m > 0,

v({weZy; p(w) >m}) < Ky6™.

Demonstragdo. Usando (3.9), paran > 1 e X, = U™ | D} nés temos
v(DT)
K< <k
= e(@p(w)—nP) — 7
onde w € D7.

Considere as constantes & do Lema 3.7 e s = Y, 20" tal que 8 = ¢, obtemos

oo In

v({weZaipw) =m}) = ) ) v(D})

n>mi=1

K oo
= Y rysup %)

n>m WGD?
m
KOQ )

IA

IN

paraKO:eKPsetodom>l. [
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Portanto segue do Lema 3.2 e dos resultados de [28] (Teorema 2 e Teorema 3) que
a medida .Z(v) tem decaimento exponencial de correlacio e satisfaz o (TCL) com respeito
a classe de fung¢des cujas induzidas em X sdo limitadas e localmente Holder continuas. Isso

finaliza a prova do teorema. ]

Prova do Teorema Principal. Pelo Teorema 2.2, temos que todo potencial continuo ¢ admite
um estado de equilibrio. Suponha que u; e u, sejam estados de equilibrio ergddicos para F,

entao mostraremos que Ly = Uy.

Observe que pela hipétese (C2), a medida de Dirac 8y ndo pode ser um estado de equi-

librio para ¢, pois
0(0) < sup ™" < By (9).

Similarmente, temos também que a medida dp ndo é um estado de equilibrio para ¢.

Pelo Lema 2.1 sabemos que as medidas 8y e Sp sdo as unicas medidas invariantes
ergédicas que ddo medida zero ao conjunto Ry, entdo u;(R;) e Up(Ry) sdo positivos. Fixemos

o > 0 suficientemente pequeno de modo que p;(R;) > o parai=1,2.

Considere o esquema induzido (p,Xy), onde L C X1 é 0 subconjunto das sequéncias
com frequéncia de simbolos 1’s pelo menos o, como definido em (3.1), e a torre associada W

como em (3.2).

Para cadai= 1,2, denotamos por v; a medida push-forward de y; por 4 a semi-conjugacao

definida na Secdo 1., ou seja, a medida definida para todo boreleano A C ¥; por
vi(A) = wi(h~ ' (A)).
Note que a medida v; € invariante e ergddica para ¢ e satisfaz
vi([1]) = wi(Ry) > o > 0. (3.12)

Uma vez que W € um subconjunto o-invariante, pela ergodicidade de v; e por (3.12) temos
vi(W) = 1. Aplicando o Lema 3.1 para A = [1], concluimos que a medida v; € levantdvel e além
disso, é um estado de equilibrio relativo para ¢ = h.¢. Por outro lado, o potencial ¢ satisfaz a
condi¢do (Cy) e (Cy), logo ¢ satisfaz as condigdes (Py) e (P,), entdo pelo Teorema 3.4 existe
um unico estado de equilibrio relativo, portanto v; = Vv, e consequentemente concluimos que

U1 = Wo. Finalizando assim a demonstragdo do teorema. [

3.4 Exemplos de potenciais admissiveis
Nesta secdo apresentamos uma familia de exemplos de potenciais admissiveis com res-
peito a F. Esses potenciais ndo possuem variacao pequena (ndo satisfaz a Condicao (2.1)).

Iniciaremos com algumas definicdes e resultados que serdo necessarios para a verifica-

¢do das condigdes (C) e (Cy).
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Seja n um inteiro positivo, nds denotamos as palavras

Dados w € [1] e um inteiro positivo i, definimos o i-segmento de w por
[W]i == wowi...w;
Se o’(w) € [1], entdo o i-segmento de w é uma concatenacdo de palavras by, isto é,

16,1y ..,

1

N6s denotamos a quantidade de b, no i-segmento de w por a(w, i,n). Note que se uma sequéncia

w estd em Xy, entdo ele é composta por concatenagdes de infinitas palavras do tipo b,,.

Lema 3.3. Considere uma constante T < @ e o inteiro positivo N = ﬁJ Entdo dada uma
sequéncia w € X; nos temos
N—-1
1+ Y a(w,i.k) >t(i+1). (3.13)
k=1

Demonstragdo. Supomos que (3.13) ndo ocorra, ou seja,

N—1
1+ Y a(w,i.k) <zt(i+1). (3.14)

Note que o nimero de digitos 1 em [w]; é dado por

N
1+ Z a(w,i,k),
k=1

onde s € o maior dos n tais que b, compde o i-segmento de w, com a possibilidade de alguns
dos termos serem nulos.

Uma vez que p(w) = i nds temos

N
1+ Y a(wik) > a(i+1). (3.15)
k=1
Por outro lado ]
Z (k+Da(w,ik) = (i+1). (3.16)

Isso implica que
aw,i, N)+a(w,i, N+ 1)+...+a(w,i,s) > (a—1)(i+1).

Portanto nés concluimos que

S

Z(k+1)a(w,i,k) > (N+1) (Zaw,z,k)
k=N
> (N+1)(a—1)(i+1)
> (i+1).
O que contradiz (3.16). ]



Capitulo 3. UNICIDADE DE ESTADOS DE EQUILIBRIO 22

Uma interpretacido do lema anterior pode ser :

Se i é um o-retorno de uma sequéncia w ao cilindro [1), entdo as palavras by,...,by

representam pelo menos uma propor¢do Ti de [w);.

A aplicacao F € semi-conjugada ao subshift o : £;; — X1 e além disso a sua dinamica

central é determinada pela fun¢des unidimensionais

foy) = 1) e fiy)=0o(1-y),

para 'y € [ = [0,1]. Entdo podemos representar F por um skew-product F:XyxI—XxI
dado por

F(w,y) = (6(w), fiuy(¥))-
De fato, basta considerar a aplicacao M:A— Y1 x I, cuja imagem de cada X = (x,xc,x,) seja

II(X) = (h(X),xc)-

A continuidade de IT segue do fato da aplicac@o h ser continua. Além disso, podemos verificar
que I1 é uma bijecdo sobre sua imagem. Portanto, a andlise do comportamento de F pode se

reduzir ao contexto unidimensional, através do sistema iterado de funcdes (SIF) gerado por

{fo, f1}-

Dada um ponto X = (x,y,z) em A tal que h(X) = w, usamos a seguinte nota¢ao

q)[w}n(y) :fwn_1 O.,.Owa(y),

e também o caso inverso
¢[W}; (y) = fW,I O... Ofw—n(y)'

Usamos o proximo lema para obter contracao ndo-uniforme.

Lema 3.4. ([12], Lema 3.1) Seja w € Ef“l uma sequéncia com infinitos digitos 1. Supomos
também que wy = 1. Considere ngy,ny,... as posicoes sucessivas do simbolo 1 em w. Entdo,

existem uma sequéncia de niimeros reais positivos (0;) j>o e uma constante C > 0 tais que

(i) C depende apenas de n
(ii) Cada &; depende somente dos n;, para i < j e pertencem ao intervalo [0, G|

(iii) Paratodoi> 0 e todoy € [0,1],
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Observacao 3.1. Para obter o Lema 3.4 os autores fazem o uso das contracdes obtidas dos
blocos 0...01. Uma vez que os fatores do produto que aparece no item (iii) do lema sdo todos
estritamente menores que 1, eles mostram que caso alguma palavra b,, apareca k vezes em um
ni-segmento, entdo temos

[Py, W] < g 0",

onde a constate 0 depende somente da palavra b,,.

Dados os pontos X,Y € A nés utilizamos a seguinte distancia
X =Y[[=[IX =Y[ls+[[X = Y[le +[[X = Y]], (3.17)
onde e ||X —Y||. € a distdncia com respeito a dire¢do x € {s,c,u}.

Pelo comportamento hiperbdlico da aplicagdo F nas dire¢des estdvel e instidvel e tam-
bém pelo uso da distancia (3.17), dados pontos X,Y € A tais que 2(X),h(Y) € [W_pt1..wp—1],

dessa maneira concluimos
IX=Y|s;<A" e [X=Y[,<B™" (3.18)
onde A e B sdo respectivamente as maiores taxas de contracdo e expansao de F.
Dado ¢g € (5/6,1), considere o conjunto de nivel ¢
2o ={X =52 €R; z<co}.

Note que fixado um nivel ¢y, existe um m = m(c) tal que para todo X € 2. NR; temos que

h(X) el O\’_Q] para algum k > m. De fato, basta considerar
k

m = min{k; BFcy > 1/6}.

Seja ¢ : A — R um potencial Holder continuo e constante em 2, mostraremos a seguir
que ¢ satisfaz a Condigdo (Cy).

A A A e I l In— .
Dadas as sequéncias w e ¥ em um cilindro [D; ”ﬂ ...Dig...Di” 1] C S7 e suas respectivas
- e
projecdes w e v por IT em X, que pertencem ao conjunto

ny
N

-~
nj

DL =110...01...10..01],

0

onde os nimeros ny, ..., n, sa0 as posicoes do digito 1.

Sejam os pontos Xo = h~!(w) e Yo = h~(v) em A e n,, 0 k-ésimo retorno dos pontos Xo € ¥p

ao conjunto R; — Qco, entao temos

POW) =) = [@p(w)—@p(v)]
lp—1
< Y [0(Fi(X0)) — ¢ (F*(%))| (3.19)
=0
= CY P ()~ F (o)

k=1
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onde m é o nimero de iterados que o pontos Xy e ¥p que estdo em R; — Z,,. Note que as parcelas
da soma relacionadas aos pontos que estdo em 2., sdo nulas, pois ¢ € constante neste conjunto.
Além disso, pelo observado em (3.18), para a verificacdo da propriedade Holder em (3.19), é

suficiente analisar a direc@o central.

Considere s, = ZZ;{ I_x, pelo Lema 3.3 temos que em cada segmento [w];, as palavras
b1,by,...,by aparecem com frequéncia pelo menos 7s,. Dessa maneira, usando o Lema 3.4 e a

Observagdo 3.1, nés concluimos
@, ()] < Cwe", (3.20)

paray € [0, 1] e constantes Cy > 0 e 6 € (0, 1) que dependem apenas das palavras by, by, ..., by.
Entdo, sejam X* e Y* os pontos em A tais que F*"(X*) = Xy e F**(Y*) = Y}, usando o Lema
3.4 e a Desigualdade (3.20) nds temos:

|F™e(Xo) = F™ (Yo)l[e - = [[F™" "% (X*) = F ™k (Y))|o

< P g (3.21)

(0]

IA

'k
Cno" [ 16,
j=1

< Cn0"¥,

onde 1 <k <me aconstante y € (0, 1) depende apenas da palavra b,,. Portanto, usando (3.21)

na expressao (3.19), concluimos que

[P (%) —¥(9)| < CO",
onde ® = max{A,7!,0} e C = C.Cy.Y, para Y = Y7, ¥*. Isso mostra que o potencial ¢
satisfaz a condicdo (Cy).

Suponha que o potencial ¢ também satisfaz:

;1;12¢:¢(Q) e jnf ¢ = —x,

para alguma constante kK > 0.

Considere a familia de potenciais ¢; : A — R dados por

¢ (X) =19(X),
parat € R.

Usando os mesmos argumentos feitos anteriormente, podemos mostrar que ¢ satisfaz a

condi¢do (Cy) para todo r € R.

Denotamos a pressdo topoldgica de ¢ por P(t). Note que a funcdo 7 — P(t) é convexa,

logo continua em R, uma vez que /,,(F) > 0.
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Considere o conjunto
A={8;1€[0,9),Pt) >19(Q)},

que € ndo vazio, pois P;,,(0) > 0. Seja #; o supremo de A, que pode ser obtido por

_ hu(F) }
= e { 0(Q)— [odu |

u#do
Como a medida de maxima entropia de F' nao € a medida de Dirac 5Q, temos que ] > %,
hiop(F)
logo t; > 50V K"

Pelas suposi¢des sobre o potencial ¢ temos:

Var(¢) = 1(k +¢(Q)).

Dessa maneira, consideramos

)}

to = sup {t; Var(¢;) <

Portanto, para todo ¢ € (tp,1;) o potencial ¢, satisfaz as condigdes (Cy) e (C;) e além disso,
temos Var(¢;) > h’”"’T(F)
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4 OUTRAS FERRADURAS

Neste capitulo estudaremos as medidas de maxima entropia para uma familia de ferra-
duras chamadas de porco-espinho, que foram introduzidas em [8]. As ferraduras parcialmente
hiperbdlicas que consideramos nos capitulos anteriores sdo essencialmente hiperbdlicas, pois
suportam apenas medidas ergddicas hiperbdlicas, a seguir iremos trabalhar com ferraduras que

suportam medidas ndo hiperbdlicas.

4.1 Ferraduras porco-espinho

Considere uma familia a 1-parametro de skew-products sobre um shift completo de dois

simbolos (0,X;) com fibras unidimensionais
F: X xR — X xR, (W, x) = (W), fing.s (). 4.1)

As fungdes fo; = fo € f1, que agem nas fibras devem satisfazer:

(D) fo é uma fungdio C2, concava, crescente e que possui dois pontos fixos hiperbélicos 0

(repulsor) e 1 (atrator) e ndo depende de 7.
(IT) As constantes f§ = f(l)(O) >led= f(l)(l) < 1 sdo tais que

A2(1-1)
B(1-B-1)

> 1.

(IIT) fi1,(x) é a fungdo afim contrativa e que reverte orientagdo, dada por fi, = (1 —x) e que

satisfaz a condicdo de ciclo, isto &, fi (1) = 0.

Considere o skew-product F; restrito ao conjunto maximal invariante

A=) F'(Z2 xR).

nez

Vejamos a defini¢ao da ferradura que estudaremos

Definicao 4.1 (Porco-espinho). Dado um skew-product F; : o x R — ¥ X R, um conjunto com-
pacto A é uma ferradura porco-espinho (ou simplesmente porco-espinho) se é topologicamente
transitivo e existe uma semi-conjugacdo I1; 1 A, — o, tal que TT! (w) é ndo trivial para uma
quantidade infinita e ndo enumerdvel de w € ¥, e também I1~1(w) é um tinico ponto para uma

quantidade infinita e ndo enumerdvel de w € ¥5.
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Para cada w € X, o conjunto IT~! (w) é chamado espinho de w. Dizemos que um espino
€ ndo trivial se ndo € um Unico ponto, caso contrario € chamado frivial. O conjunto X, é decom-
posto em dois subconjuntos invariantes ZZOI” e X iv consistindo das sequéncias com espinhos
ndo triviais e triviais respectivamente.

Pela defini¢do de F; os espinhos IT,! (w), ou sd3o um tnico ponto ou segmentos fechados de

[0,1], ou seja, I, (w) = (w, x,,,) ou entdo IT, ' (w) = {w} x I,,, onde
o = {x € [0,15: (£, 00 £, )(x) € [0,1], Vi N},

Em [8], considerando os skew-products F; como em (4.1) e com as fun¢des fj € f1 ; satisfazendo
as condicdes (I) , (II) e (III), foi mostrado que os conjuntos A; sdo ferraduras porco-espinho,
com as semi-conjugacdes sdo dadas por IT;(w,x) = w, além disso eles provam que os subcon-
juntos ’2“’[’ sdo ndo-enumerdveis e densos em X;, e que os subconjuntos thr i” sdo residuais em
Y. Essas aplicacdes possuem um comportamento parcialmente hiperbdlico, pois a parte hiper-
bolica é representada pelo dindmica simbdlica e a parte central, pelo sistema iterado de fungdes
gerado pelas fungoes fibradas fj € f1,, que fazem uma mistura de comportamento contrativo e
expansor. Além disso, como os skew-products possuem fibras unidimensionais, entdo admitem
estados de equilibrio para potenciais continuos (veja [7] Corolario 1.5). Em particular, admitem
medidas de mixima entropia. No entanto a unicidade ndo ocorre em geral (veja [8], Proposicao

5.6).

A seguir veremos que essas ferraduras admitem uma tinica medida de méxima entropia,

e para isso precisamos de um resultado com respeito as fibras do skew-product.

Sejam X, o espaco de sequéncias e A a o-dlgebra gerada pelos seus cilindros. Nesse
espago temos a medida de Bernoulli b, para p € [0, 1], que d4 peso p ao simbolo O e (1 — p) para
1. Em [10] com respeito ao espago de medida (X, %, b 1 ) € mostrado que quase todo sequéncia

tem espinho trivial.

Teorema 4.1 ([10], Teorema 2). Seja a familia (F;);c(o,1) descrita acima. Entdo

b (E’{;V) =1 paratodo t€(0,1) e b

D=
(Sl

N =] =1
0,81

1€(0,71)
Mostraremos que as ferraduras acima admitem uma tnica medida de méxima entropia.

Teorema 4.2. A familia de skew-products (F;),c(0,1] admite uma tinica medida de mdxima en-

tropia.

Demonstragdo. Uma vez que o shift ¢ : ¥y — ¥, admite uma tinica medida de méxima entropia,

que no caso € a medida de Bernoulli b, usaremos a unicidade da medida de Bernoulli junto com
2

as propriedades da dindmica nas fibras para mostrar que as ferraduras porcupine-like também

admitem uma tnica medida de mdxima entropia.



Capitulo 4. OUTRAS FERRADURAS 28

Seja v uma medida qualquer em .#F, (A;) e sua projecdo V = voIl; (¥ ¢ obtida pelo teorema
da desintegracdo de Rokhlin ). O principio variacional de Ledrappier-Walters (ver em [14])
garante que

sup  hy(F) =hy(0)+ [ h(F, 1T (w))d?,

v:ILv=9V ]
entao

hy(F) < hy(o) + . h(F, T (w))d?.

Como um espinho IT~!(w) ou é um tnico ponto ou um subintervalo fechado em [0,1], temos
que A(F;,IT'(w)) = 0 para qualquer w € ¥,, entdo hy(F) < hy(o). Por outro lado, sendo os
sistemas F; e 0 semi-conjugados, concluimos que hy (F;) = hy(0).
Uma vez que os argumento acima sao validos para qualquer medida v F;-invariante, concluimos
que /op(F) = hyop(o). Dessa forma uma medida u € .#f,(A;) tal que b% =poll; ! éde
maxima entropia para F;.
Note que, dado um ponto X € A, tal que [X] = {X} entdo h(X) € X5, logo pelo Teorema 4.1
temos

p{X e AsX]={Xx}}=1.

Portanto usando os mesmos argumentos de [3] nds obtemos que € a inica medida de mdxima

entropia de F;. [
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