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RESUMO

Neste trabalho foram investigadas as propriedades criticas da transi¢do de condensacdo de Bose-
Einstein em um modelo de bésons ndo interagentes cujo hamiltoniano de uma particula na apro-
ximagdo de ligagao forte (“tight-binding”) inclui acoplamentos de longo-alcance numa cadeia
linear com condig¢des periddicas de contorno. Os acoplamentos ao longo da cadeia sao descritos
por um termo cinético do hamiltoniano que € responsédvel pela mobilidade quantica das parti-
culas (“quantum hopping”) e cuja amplitude decai com a distancia entre dois sitios seguindo
uma lei de poténcia com expoente caracteristico . Foi mostrado que a forma da densidade
de estados no fundo da banda de energias possiveis para uma particula depende fortemente de
o. Noregime de 1 < o < 2, a densidade de estados se anula no fundo da banda segundo uma
lei de poténcia, um comportamento andlogo ao apresentado por bésons em redes hipercubi-
cas de dimensdo d =2/(o — 1). Foram determinadas as propriedades criticas da transicdo de
condensacdo de Bose-Einstein que ocorrem neste regime. Para isto, foi utilizada a hipdtese
de um tdnico comprimento de escala e uma andlise por tamanhos finitos do pardmetro de or-
dem, representado pela fracdo de particulas condensadas no estado fundamental. No regime de
3/2 < o < 2, os expoentes criticos estimados estdo em bom acordo com aqueles que descrevem
o comportamento critico da transicdo em uma rede hipercibica de dimensdo equivalente. No
regime 1 < o < 3/2, os expoentes obtidos através da hipdtese de um tnico comprimento de
escala sdo bastante distintos dos expoentes criticos em redes hipercubicas. Este resultado in-
dica que correcdes a hipotese de escala sdo necessdrias para capturar corretamente 0s expoentes
criticos neste regime, onde a dimensao efetiva do sistema € maior que a dimensao critica acima
da qual a transi¢do tem um comportamento critico descrito pela teoria de campo médio.

Palavras-chave: Condensacido de Bose-Einstein. Transicoes de fase. Dimensionalidade Efe-
tiva. Rede de Ligacao Forte. Escala de Tamanhos Finitos.



ABSTRACT

In this work, we investigate the critical properties of the Bose-Einstein condensation transition
in a model of non-interacting bosons whose one-particle hamiltonian in the tight-binding ap-
proximation includes long-range couplings in a linear chain with periodic boundary conditions.
The couplings along the chain are described by a kinetic hopping term which is responsible by
the quantum mobility of the particles and whose amplitude decays with the distance between
the sites as a power-law with a characteristic exponent &. We show that the density of states in
the vicinity of the lower band edge of the energy spectrum strongly depends on . In the re-
gime of 1 < o < 2, the density of states vanishes as a power-law, similar to the behavior found
for bosons in hypercubic lattices with dimension d = 2/(a — 1). We determine the critical
properties of the Bose-Einstein condensation transition that takes place in this regime using a
hypothesis of a single characteristic length scale and a finite-size scaling analysis. In the regime
of 3/2 < o < 2, the critical exponents are quite similar to those that characterize the transition
in the corresponding hypercubic lattice. On the other hand, in the regime of 1 < a < 3/2, the
exponents obtained from the single length scale hypothesis are quite distinct form those on the
hypercubic lattice. This result indicates that the single length scale hypothesis can not correctly
capture the critical exponents in the regime where the effective dimensionality of the model is
above the upper critical dimension above which the transition has a mean-field critical behavior.

Key-words: Bose-Einstein Condensation. Phase Transitions. Effective Dimensionality. Tight-
binding Network. Finite-size Scaling.
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1 INTRODUCAO

E bem sabido que os dtomos, apesar de conterem uma estrutura interna divisivel, po-
dem ser encarados como unidades gerais da matéria. Os chamados estados fundamentais da

matéria podem ser descritos em fun¢ao da temperatura do sistema.

Em altas temperaturas, a energia térmica de uma estrutura atdmica pode ser tao grande,
que chega a se aproximar ou até exceder a energia eletromagnética que une o nicleo do d&tomo a
sua nuvem eletronica. Isso pode fazer com que muitos elétrons sejam, por assim dizer, arranca-
dos de suas posicoes relativas ao ndcleo. O sistema passa a ter fons carregados positivamente,
juntamente com os elétrons “arrancados”. No entanto, estes ndo estdo livres. O campo eletro-
magnético ainda atua consideravelmente no sistema. Este enfrentamento entre as duas energias
em consideracio permite ao conjunto (elétrons + ions) efetuar movimentos coletivos de grande

vigor e complexidade. Conjuntos assim sdo denominados de plasma.

E estimado que entre 95% e 99% da matéria baridnica (constituida por barions, parti-
culas convencionais, ou seja, protons, néutrons e elétrons) se encontra na forma de plasma. E
possivel encontrd-lo em estrelas, nebulosas e no espaco interestelar. O vento solar, responsavel,
entre outras coisas, pelo conhecido fendmeno das auroras polares (boreal e austral) € um exem-
plo de plasma que permeia todo o sistema solar. E possivel até mesmo verificar este estado da
matéria em lampadas fluorecentes, cujo principio de funcionamento envolve a ioniza¢do do gas

existente no interior das mesmas.

Em temperaturas menores do que a temperatura minima para a formagao do plasma,
mas com energias térmicas superiores a energia de ligacao interatdmica, os &tomos podem nova-
mente ser tratados como unidades de particula. Nesta configuracao, estes possuem uma intensa
dindmica, o que implica em um alto nivel de colisdo entre os mesmos. Quanto menor a tempe-
ratura, menor serd o nivel de colisdo existente. Isto pode implicar em uma diminuicao do espago
onde um conjunto de dtomos nestas condig¢des se situa (o volume diminui). Se este conjunto
estiver confinado em um recipiente fechado, por exemplo, o nivel de colisdes entre os d&tomos
e as paredes do recipiente também passard a diminuir (a pressdo diminui). As caracteristicas

descritas acima sao as que definem o que macroscopicamente é denominado gds.

Exemplos de gases mais comuns na natureza sdo aqueles que permanecem neste estado
a temperatura ambiente, como o hidrogénio, o oxigénio e o nitrogénio, facilmente encontrados

na atmosfera.

Em niveis ainda menores de temperatura, a energia de ligac@o interatdmica (ou inter-
molecular) se torna mais intensa. Os d&tomos (ou moléculas) passam a se agregar uns aos outros,

mas ainda possuem dinamica individual. Isto resulta em uma grande diminui¢do do volume e



consequente aumento da densidade da quantidade de matéria em andlise. Esta configuracio é

conhecida macroscopicamente como liguido.

Os liquidos possuem propriedades interessantes. Em uma certa quantidade de liquido
de um atomo ou molécula (a 4gua, por exemplo), os elementos dispostos em sua superficie sao
atraidos ao interior do liquido. Isso minimiza a sua drea superficial. Esta interacdo especifica
resulta na chamada tensdo superficial. Além disso, quanto menor a temperatura, mais lenta-
mente os elementos do liquido passam a se mover, o que acarreta na diminui¢ao da chamada

fluidez do liquido.

Diminuindo ainda mais a temperatura, a dindmica individual é reduzida, de modo que
os elementos da amostra em andlise comec¢am a se unir uns as outros, como uma grande rede.
Assim, cada elemento possui uma posicao relativa especifica, que depende das posi¢des especi-
ficas de cada um dos elementos contidos na amostra. Esta configuracdo € caracteristica do que

¢ chamado macroscopicamente de solido.

Muitas vezes, estas posicdes seguem um nivel de periodicidade. Quando isso acontece,
o s6lido também pode ser chamado de cristal. Os metais e os semi-condutores, por exemplo,
sao solidos cristalinos em amplo estudo, por serem bastante tteis e necessarios na industria e

na area da informatica.

Em niveis menores de temperatura, préximos do zero absoluto, os &tomos tendem a ter
uma dindmica praticamente nula. Para uma certa classe de particula, chamada de bdson, estas

condi¢des podem acarretar em uma nova mudanga de estado. Esta serd descrita a seguir.

1.1 O Quinto Estado da Matéria

Nos primérdios da chamada Mecanica Quantica, Planck [1] propds que a energia de

radiacdo da luz € estd diretamente relacionada a sua frequéncia v pela seguinte relacdo,
E=h-v, (1.1)

onde
h=1,346-10""° erg/grad, (1.2)

¢ uma constante universal, conhecida hoje como constante de Planck. Anos depois, Bose [2]
propds que esta descoberta poderia também ser explicada nos moldes da chamada Mecanica
Estatistica. Para isto, foi considerado que a energia presente em um sistema pode aumentar ou
diminuir de modo discreto, através dos quanta, ou “pacotes” de energia. Assim foi proposto

que, se existe radiagdo confinada em um dado volume V e sua energia total € E, esta pode ser
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definida pela soma de todos os pacotes, em todas as frequéncias existentes dentro deste volume.
No caso de, antes da andlise, este volume absorver todos 0os comprimentos de onda existentes

(o que € conhecido na literatura como “corpo negro”) a energia pode ser definida por

E =Y Nshvy, (1.3)
s=0

onde N é o numero de pacotes de energia existentes no volume que possuem frequéncia Vv;.
Pouco tempo depois, Einstein [3, 4] se utilizou dos conceitos estabelecidos por Bose e os apli-
cou no caso de um gés ideal. O segundo trabalho citado acima concluiu que, para uma dada
temperatura, existe uma densidade maxima de moléculas que podem estar em agitacdo. Se
esta densidade for excedida, as moléculas em excesso passardo a entrar em um estado sem
movimento — uma “condensacdo” por assim dizer. Com a diminui¢cdo da temperatura, hd um
consequente aumento de particulas migrando para o estado de mais baixa energia do sistema.
Isto implica em uma mudanca considerdvel em suas propriedades termodinamicas, o que carac-
teriza uma transicao de fase. Esta passou a ser conhecida como condensagdo de Bose-Einstein

(Bose-Einstein Condensation, BEC).

Mais de meio século ap0s a teoria, Anderson et al. [5] conseguiram reproduzir o feno-
meno em laboratério, em uma certa quantidade de vapor de dtomos de Rubidio-87 confinados
por campos magnéticos e resfriados a uma temperatura de cerca de 170 nK. Nestas condicdes,
foi possivel observar a BEC e a fase resultante do processo — o condensado de Bose-Einstein.
Pouco tempo depois, Davis et al. [6] também conseguiram efetuar a BEC, mas desta vez em
atomos de sodio e a uma temperatura ainda menor (aproximadamente 2 uK). Este experimento

rendeu aos pesquisadores envolvidos nos dois trabalhos um Prémio Nobel de Fisica [7].

Uma explicacdo razodvel sobre que acontece na BEC pode ser observada ao se analisar
o chamado principio de incerteza de Heisenberg. Este diz que quanto maior a precisdo da posi-
cdo de uma dada particula, menor a precisao do seu comprimento de onda, e vice-versa. Assim,
para que seja possivel discriminar a posi¢cdo exata das particulas de um sistema, é necessario
que a distancia minima entre estas seja maior do que o comprimento de onda de suas vibracdes
térmicas. A medida que a temperatura diminui, as vibragdes também diminuem e, consequen-
temente, seu comprimento de onda aumenta. A temperaturas muito baixas, este comprimento
chega a um nivel que elimina, por assim dizer, a definicdo da posi¢do das particulas. Isto faz com
que seja possivel apenas se observar uma superposicao de ondas, em que cada uma destas ondas
corresponde a uma particula. Chegando a uma temperatura muito proxima do zero absoluto, as
particulas em andlise passam a estar no mais baixo nivel de energia, com um correspondente
comprimento de onda maximo permitido. Assim, o sistema se encontra em ressonancia. Nao ha

mais a defini¢do deste sistema como um conjunto de particulas. O que se observa é um sistema
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cuja densidade € representada por uma onda macroscépica relativa ao estado fundamental de

energia do mesmo. Esta configuragcdo do sistema é exatamente o condensado de Bose-Einstein.

Existe algo importante nesta consideracdo que ndo pode ser ignorado. Nem todas as
particulas existentes na natureza podem possuir o mesmo nivel energético de forma simultanea.
Assim, para que a BEC possa ser efetivamente obtida, é necessdrio que o sistema possa efe-
tivamente entrar em ressonancia. Particulas que permitem esta configuragdo sdo chamados de
bosons, enquanto as que nio permitem, de férmions. Estas serdo analisadas com mais detalhes

posteriormente neste trabalho.

1.1.1 Realizagdes fisicas

Pouco tempo depois da sua concepcao, alguns fendmenos foram descobertos e asso-
ciados ao condensado de Bose-Einstein. Onnes [8] analisou propriedades fisicas do mercurio

puro. Ele constatou, entre outras coisas, que

“A temperaturas muito baixas, tais como as obtidas pela evaporacdo do hélio sob
pressdo reduzida, a resisténcia [elétrica] se tornaria, nos limites da precisdo experi-

mental, nula.”

Este fendmeno passou a ser conhecido como supercondutividade.

Anos depois, Cooper [9] sugeriu que, devido a acdo de vibragdes da rede cristalina que
forma um supercondutor dado (fonons) e ao campo eletromagnético existente, pares de elétrons
passam a possuir uma ligacdo liquida. Isto ocorre mesmo com o efeito repulsivo do campo

intrinseco a cada elétron. Por conta disso, estes pares foram denominados pares de Cooper.

Posteriormente, foi sugerido [10] que a interagdo dos fonons, na realidade, agiria so-
bre toda a rede de elétrons. Assim, elétrons livres estariam dispostos como pares de Cooper.
Quando isto ocorre, hd uma redu¢do na energia de cada elétron em um par. Esta energia ndo é
suficiente para formar um pacote. Ndo seria possivel transferir energia dos elétrons livres para
os dtomos da rede nas possiveis colisdes. Em termos simples, ndo haveriam colisdes. O mate-

rial seria entdo supercondutor. Esta teoria, conhecida como Teoria BCS, rendeu a seus autores
o Prémio Nobel de 1972 [11].

Algo interessante que foi observado nos estudos acima citados, € que os pares de Co-
oper, quando analisados em conjunto, possuem algumas propriedades inerentes aos bosons. De
fato, para baixas temperaturas, uma quantidade finita de pares de Cooper em um dado sistema
cai para o menor estado energético de forma simultanea, se comportando como um condensado

de Bose-Einstein.
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Um outro fendmeno associado ao condensado foi observado por Kaptza [12]. Em seu
estudo, foi analisado uma quantidade de hélio liquido (He*) a baixas temperaturas. Foi notado
que, quando este fluido € resfriado a uma determinada temperatura, sua viscosidade sofre uma
queda abrupta. Por conta deste fato, em analogia ao fendmeno da supercondutividade, o estado

resultante foi denominado superfluidez.

Nao existe ainda uma explicacdo tedrica conclusiva para explicar o comportamento dos
superfluidos, mas estudos, como os de Tisza [13] e Sears et al. [14] comprovaram similaridades
entre a transicdo de fase liquido—superfluido e a BEC. Além disso, Penrose e Onsager [15]
estimaram que uma fracdo finita do He* possuia momento nulo. Isto sugere que a superfluidez

seja, de fato, uma manifestacdo que acompanha a condensa¢do de Bose-Einstein.

1.2 Efeitos da Dimensionalidade na BEC

Existe uma importante relagdo entre a existéncia do condensado de Bose-Einstein e
a dimensdo do sistema ao qual este pode vir a existir. Em certos sistemas termodindmicos,
a transicao de fase é caracterizada por uma “quebra de simetria espontanea” de uma de suas
quantidades termodinamicas. Como j4 foi observado na literatura [16, 17], isto € possivel ape-
nas quando a dimensdo do sistema € maior do que 2. Para um gés ideal de bosons, como seré

observado neste estudo, estas caracteristicas sao validas.

Nas proximidades das transicdes de fase em varios sistemas, as quantidades termodi-
namicas sao regidas pelos chamados expoentes criticos. Além disso, existe, nesta regido, uma
dependéncia destas quantidades com o tamanho do sistema. A hipdtese de escala aborda rela-
coOes entre estas varidveis. Basicamente, estas relacdes, conhecidas como leis de escala, podem
depender, ou ndo, da dimensionalidade do sistema. J4 se observou [18] que, para dimensdes
maiores do que 4, as relacdes que dependem da dimensionalidade ndo obedecem diretamente
as relagdes ja amplamente conhecidas para o caso da BEC. Este problema foi solucionado por
se efetuar determinadas consideragdes ao sistema, neste regime. Assim, existe uma diferenca
no comportamento da transi¢do para o condensado de Bose-Einstein quando a dimensdo do

sistema estd entre 2 e 4 e quando esta € maior do que 4.

1.3 Interacoes de Longo Alcance e Dimensao Efetiva

Um sistema pode ser avaliado pela sua topologia e pela interacdo existente entre 0s seus
elementos. Se um dado elemento do sistema interage apenas com elementos nas proximidades,
o0 sistema possui uma interacdo de curto alcance. Ja a interagdo de longo alcance se da quando

elementos do sistema conseguem interagir, mesmo a longas distancias.



13

Algo relevante ocorre, no que diz respeito a dimensionalidade destes dois tipos de sis-
tema. Existem muitas definicdes possiveis para a dimensdo de um sistema fisico. Uma destas
estd relacionada a forma como a energia total depende de sua dimensdo linear. Em sistemas
com interagdes de curto alcance, esta dimensdo coincide com a dimensdo topoldgica da rede.
Entretanto, em sistemas com interacdes de longo alcance estas duas quantidades podem ser bas-
tante distintas e, portanto, o alcance efetivo das intera¢des pode influenciar no comportamento

critico do sistema.

Este trabalho tem como objetivo analisar o comportamento da BEC em um sistema
onde o Hamiltoniano de uma particula contém termos de longo alcance que decaem com uma
poténcia da distdncia. O expoente que caracteriza a lei de decaimento dos acoplamentos de
longo alcance permite variar a dimensao efetiva associada a lei de escala da energia do sistema.
Serao desenvolvidos cdlculos analiticos e numéricos para caracterizar a transi¢ao de Condensa-
cdo de Bose-FEinstein neste modelo. Além disso, serd determinada a dependéncia dos expoentes
criticos que governam o comportamento de escala de algumas quantidades fisicas relevantes em

func¢ao do alcance dos acoplamentos de longo alcance.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: No capitulo seguinte serdo revisadas
as principais caracteristicas de sistemas quanticos de particulas idénticas. O capitulo 3 sera
destinado a uma descricdao detalhada do fendmeno da transicdo de Bose-Einstein em um gés
ideal em trés dimensdes, como também da dependéncia dos expoentes criticos com a dimensao
topoldgica do sistema. O capitulo 4 constitui a contribuicao inédita desta dissertacdo, onde serdo
determinadas as propriedades criticas da transicdo de condensagcdo de Bose-Einstein em um
sistema onde o Hamiltoniano de uma particula pode ser representado no limite de forte ligacao
(“tight-binding”). Serd considerado um sistema de dimensdo topoldgica unitdria, mas com um
termo cinético de longo alcance que decai com uma poténcia da distdncia. Uma andlise de escala
de tamanhos finitos serd analisada, a fim de caracterizar o comportamento critico associado com

a transicao de condensacao que ocorre para acoplamentos suficientemente longos.
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2 A ESTATISTICA DAS PARTICULAS IDENTICAS

Durante grande parte da histdria da Fisica como ciéncia, a Mecdnica Cldssica foi uti-
lizada para descrever a natureza de maneira analitica. Segundo a linha de raciocinio defendida
por este estudo, seria possivel definir precisamente todas as caracteristicas mecanicas de uma
dada particula, quer seja esta isolada, quer sendo parte de um sistema. Isto seria possivel através
da medicdo de seis pardmetros, a saber, suas posi¢cdes e seus momentos nas trés dimensdes do
espaco. A obtencdo destes parametros poderia ser obtida em qualquer instante de tempo. O ato

de medir em si ndo influenciaria em nada na precisao destes parametros.

Note um exemplo simples de uso da Mecanica Cldssica: um sistema de duas particulas
idénticas. Suponha que existam duas particulas A e B exatamente iguais, feitas do mesmo mate-
rial. Num tempo inicial dado, estas particulas sdo definidas pelos pardmetros iniciais {740, P40}
e {¥po, Ppo}, respectivamente. Supondo, por exemplo, que estes pardmetros indiquem uma co-
lisdo entre as particulas, € possivel descrever com precisao onde cada uma destas estara situada
no espaco antes, durante e depois da colisao (Figura 1).

Figura 1: Exemplo de uma colisdo de duas particulas idénticas, do ponto de vista da Mecanica Classica.

(a) corresponde a medida feita no tempo inicial, enquanto que (b), (c) e (d) correspondem a medidas em
momentos antes, durante e depois da colisdo.

A B
(a) o> -~—e
A B
(b) o> -

AB
(c) [ )
A B
(d -0 o>

Fonte: Ilustrado pelo autor.

Com este nivel de precisdo, a teoria cldssica se mostrou aceitdvel para descrever a
dindmica das particulas e dos corpos, e ainda é assim para fendmenos macroscopicos. No en-
tanto, no inicio do século XX, com estudos que envolviam entidades de natureza microscépica,
como a luz e o dtomo, isto mudou. Nao era possivel descrever posicio e momento de uma
particula no mundo microscépico, se fosse utilizada a base tedrica existente na época. Estava
entdo armado o cendrio para o surgimento de uma nova e revoluciondria concepcao analitica da
natureza — a Mecdnica Qudntica. Para isto, conceitos matematicos sofisticados foram criados.

Estes, juntamente com seus paradigmas bdsicos, serdo apresentados a seguir.
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2.1 Conceitos de Mecanica Quantica

Nos termos da Mecanica Cléssica, é possivel prever o comportamento de uma particula
em qualquer instante de tempo, se forem observados os parametros de todos os elementos do
sistema. Na MecAnica Quéntica, isto ndo é assim. E possivel que uma dada particula possa vir
a estar situada em qualquer lugar do espaco, com qualquer momento. No entanto, é possivel
estimar as probabilidades relativas a estes parametros. Assim, a probabilidade de um dado

pardmetro 1 (posi¢do ou momento) estar situado entre os valores a e b é dada por!
b
P(a,b]) = / P(n)dn. @.1)
a

Neste momento, € necessdrio que se defina uma importante grandeza, a amplitude de
probabilidade, que é basicamente um nimero complexo definido como sendo igual ao médulo
quadrado de P(n). Dirac [19] estabeleceu uma notagao especial para manipular esta grandeza —
a chamada notagdo bra-ket (ou notacdo de Dirac). De modo que a amplitude de probabilidade

neste caso € escrita, nesta notacao, como

(nly), (2.2)

onde |y) corresponde ao estado inicial da particula e |n) corresponde ao estado final, onde a
particula possuird o parametro dado igual a n. Juntamente com o que foi exposto acima, é

possivel definir, nos termos da notagao de Dirac, que

P(n) = [(n|y) > = (nly){n]y)". (2.3)

Sabe-se que, dada uma probabilidade P; de um evento i ocorrer em um sistema, a soma de todas

as probabilidades possiveis relacionadas a este sistema é dada por

=

I
—_

P=1. (2.4)

1

Para um continuo de probabilidades, o somatdrio € substituido por uma integral. Assim

/O<> P(n)dn = 1. (2.5)

Utilizando a defini¢cdo da eq. (2.3), nota-se que

| _twlwialy)an=1. 2.6)

'Este estudo ndo tem como foco a andlise da evolugio temporal de um sistema quantico e, portanto, serdo
estudados exemplos do comportamento de sistemas num dado tempo especifico.
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Suponha que uma particula no estado |y) possa se deslocar para o estado |¢), mas
antes, esta possa passar por um estado |n) de pardmetro n qualquer. A amplitude de probabi-
lidade ¢; desta particula passar por um estado |a) ou por um estado |b) é dada pela soma das
amplitudes, ou seja

o1 = (aly) + (bly). 2.7)

Note que as duas possibilidades tem o mesmo comportamento final — a particula chega ao
estado |@) — ou seja, estas possuem estados finais indistinguiveis. Do contrdrio, seria necessario
que se somasse as suas probabilidades, e ndo suas amplitudes. Além disso, a amplitude de
probabilidade ¢, desta particula passar por um estado |n) e chegar ao estado |@) é dada pelo

produto
¢2 = (@[n) (n|y). (2.8)

Assim, a amplitude de probabilidade de uma particula sair do estado |y) para o estado |@),
independente do estado intermedidrio, € dado por

oo

(olv) = [ (gl (uly)dn. 29

Se o estado final for igual ao inicial, a amplitude é dada por

oo

wiv)= [ (vl aly)dn. (2.10)

Nesta situacao, o estado final ja é conhecido, por ser justamente o estado inicial. Observou-se,
através de varios experimentos como, a titulo de exemplo, o experimento feito por Gerlach e

Stern [20], que
(vly) =1. (2.11)

Assim, relacionando as duas dltimas equacdes com a eq. (2.6), € possivel concluir que

(ylo) = (o|y)". (2.12)

Na eq. (2.10), € possivel observar caracteristicas de um produto vetorial na amplitude
de probabilidades. Este é um dos fatores que torna possivel que um dado estado possa ser
tratado como um vetor na Mecénica Quantica. Este estado passard entdo a ser chamado, neste
estudo, de vetor de estado. Além disso, como (n|y) depende de n, que pode ter qualquer valor
real, € possivel encarar a amplitude de probabilidade, neste caso, como uma funcio. Assim, se
define

v(n) = (n|y), (2.13)

onde y(n) é conhecida como fungdo de onda, por geralmente poder ser representada por uma
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funcdo que descreve uma onda complexa.

2.2 Particulas Idénticas no Contexto Quantico

Agora € possivel, nos termos da Mecanica Quantica, analisar o problema descrito no
inicio deste capitulo. Sejam duas particulas idénticas, do ponto de vista quantico, A e B es-
palhadas afim de que colidam entre si>. Considerando que o espalhamento de particulas seja
independente do angulo polar @, apds a colisdo, estas se afastardo em direcdes opostas 1 e
2, com um angulos azimutais 6 e 7 — 0. Como as particulas sdo indistinguiveis, existe duas

situacdes em que uma configuragdo como esta € possivel, conforme se nota na figura 2.

Figura 2: Exemplo de uma colisdo de duas particulas idénticas, do ponto de vista da Mecanica Quantica.

(@) ! (b) !

\6

[ e
o
o>
<
ow

Fonte: Adaptado de [21]

Seja a amplitude de probabilidade da primeira situagdo f(0), e da segunda, ¢ f (7 —
0). A exponencial é um fator de fase arbitrario, que néo influencia em nada na probabilidade, se
esta dltima amplitude fosse considerada isoladamente. A amplitude total serd entdo a soma das
amplitudes das duas situacoes. O fator de fase se torna importante agora, e a indistinguibilidade
das particulas ajuda na determinacdo do valor deste. O mesmo fator de fase que permutaria as
particulas de posicdo as permutaria de volta as suas posi¢des originais. Isto é conhecido como
simetria de permutacdo. Como consequéncia, se duas aplicacdes do fator de fase resgatam a

situagdo inicial, entdo
2id 1
ed = £1. (2.14)

Utilizando a notag@o de Dirac para as amplitudes analisadas e com os resultados encontrados

ZNote que, se estas particulas forem eletrizadas (dois elétrons, por exemplo), nio haverd uma efetiva colisdo,
devido as intera¢des coulombianas.
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acima, duas possiveis amplitudes de probabilidade totais podem ser encontradas. Sao estas

(1la)(2|b) + (1]b) (2a) (2.15)
(1a)(2|b) — (11b)(2]a). (2.16)

Como a determinacdo do fator de fase ndo tem relagdo com a trajetéria das particulas, nem
com o angulo que estas fazem entre si apds a colisdo, este resultado € valido para quaisquer

configuragdes iniciais.

Na natureza, existem duas classes de particulas, que obedecem cadas uma das duas
amplitudes de probabilidade observadas acima. As que obedecem a eq. (2.15) sdo chamadas de
bdsons, enquanto que as que obedecem a eq. (2.16) sdo chamadas de férmions. Como exemplo,
entre as particulas elementares, os elétrons, os neutrinos e os barions sdo férmions, enquanto

que os fétons e os mésons sao bdsons.

Um fator interessante sobre o comportamento destes dois tipos de particulas é obser-
vado para o caso de uma colisdo onde os estados finais sdo iguais. Para o caso dos bdsons, se

|1) = |2), a amplitude total é
(1la)(1]b) + (1|b)(1]a) = 2(1]a){1]b). (2.17)

Existe entdo uma probabilidade em que os dois bosons ocupam o mesmo estado. Se este pro-
cedimento fosse feito com mais particulas, seria possivel observar que a amplitude final seria

andloga. Assim, a conclusao disso € que dois ou mais bosons podem ocupar um mesmo estado.
No caso dos férmions, 2 mesma situacao, a amplitude total é
(1]a)(1]5) — (1]6)(1}a) =0. (2.18)
Neste caso, ndo é possivel que dois férmions ocupem um mesmo estado. Este fato foi observado
por Pauli [22] e é uma consequéncia do chamado principio de exclusdo de Pauli.

Com as classes de particulas ja definidas, surge uma questdo: como observar o com-
portamento de uma grande quantidade de bdsons, ou de férmions? Essa é uma das questdes que

a Mecanica Estatistica se propde a responder. Para isso, alguns conceitos devem ser definidos.
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2.3 Operador Densidade

Uma fungdo de onda y(x) pode ser expressa como uma superposi¢@o linear de um

conjunto completo de fungdes de onda ortonormais { @, (x)}, ou seja,

w(x) = (x|w) = ) (x[0n) (9ulw) = ) cuu(), (2.19)

n

onde ¢, € uma funcdo real dependente do tempo, que representa a projecao da funcdo de onda
em uma das fun¢des de onda do conjunto. Num conjunto de particulas, conhecido na Mecanica
Estatistica como ensemble, cada uma das particulas pode apresentar diferentes estados iniciais

{|wm)}. Esses estados também podem ser descritos como superposi¢des do conjunto { ¢, }.

Na Mecénica Quantica, grandezas como energia e entropia sdo representadas por ope-
radores e sdo conhecidas como observdveis. Estes possuem um conjunto de valores permitidos,
que sdo representados matematicamente pelos autovalores do operador associado. O indice n
na eq. (2.19) tem como limite a quantidade total de valores permitidos do observéavel em con-
sideracdo. Obviamente, um observdvel A tem como autovetores os membros do conjunto {¢, }.

Assim

A|dn) = an|@n). (2.20)

O valor esperado de A, ou seja, o resultado médio de um grande nimero de medicdes do obser-

vavel, em um instante de tempo dado, pode ser descrito por
Y anP(ay), (2.21)
n
onde

P(an) = [(¢a|p)[? (2.22)

¢ a probabilidade de A ter ¢, como autovalor. Assim

Zan|<¢n|‘//>|2 = Z<‘l/|¢n>an<¢n|w>

n

= Y (VIAln) (9] W)

= (v|Aly)
= Y Y (W100)(9ulAIOm) (On| W)

= Y Y (0 W) (W]0n) (9n|A| On)
= Y Y (0nl0n) (BulA|Gm). (2.23)

n m

Como uma medic¢ao em laboratério ndo pode ser efetuada instantaneamente, mas sim



20

em um determinado espaco de tempo, o valor esperado (A) da medi¢do é dado pela média

temporal do resultado acima, ou seja

Ay =YY (Ol 0n) (PnlA|Om). (2.24)

Definindo p, = (@ |@,) € reescrevendo a equagdo acima,

(Aa) = Zzpmn<¢n |A[ @)
n m
= Zzpmnam<¢n|¢m>
= ZzpmnamSmn
n m
= annan
= ann<¢n Al ). (2.25)
n
O conjunto {p, } forma a matriz do operador relativo a densidade de elementos em

cada um dos estados do observdvel em andlise. Este operador é conhecido como o operador

densidade p do valor esperado. Assim, a equacdo acima pode ser reescrita como

n

= Y (0ulpA|¢n). (2.26)

n

E possivel determinar, neste momento, o seguinte postulado:

Postulado das fases aleatorias
Pmn =0, se m # n. (2.27)

Assim, é mais apropriado definir p,, = p,. Se o operador for observado como uma matriz

diagonal, a equagdo acima pode ser escrita como
(A) = Tr(pA), (2.28)

onde o traco pode ser definido como a soma dos termos da diagonal da matriz.
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2.4 O ensemble microcanonico

Na Mecanica Estatistica, o estado de um sistema pode ser determinado por se espe-
cificar as caracteristicas {7, p} de todas as suas N particulas. Para isto, se define um espaco
6N-dimensional, conhecido como espago de fase. Um ponto existente neste espaco define um
estado do sistema, e € chamado de ponto representativo. No entanto, numa situac¢ao real, como
a de um gas mantido sobre certas condi¢des macroscopicas, existe nao apenas um estado, mas
uma colecdo (ensemble) de estados. Isto pode ser representado por uma distribuicdo de pontos
no espago de fase I', caracterizado por uma func@o densidade p(p,r,t). Assim, o nimero de
pontos representativos em I', em uma regido infinitesimal d>" pd>Nr, num instante de tempo ¢ é
definida por

p(p, r,t)d3di3Nr. (2.29)

Com a abordagem feita na secdo anterior, € possivel definir esta densidade, para ensem-
bles quanticos, por cada um dos membros do operador densidade, representados pelos termos

Pn que formam a diagonal da sua matriz relativa.

Outro postulado da Mecanica Estatistica Quantica deve ser estabelecido:

Postulado da igual probabilidade a priori Quando um sistema macroscopico se encontra em
equilibrio termodindmico, o seu estado pode ser qualquer estado que satisfaca as condi-

¢des macroscopicas do sistema, com igual probabilidade.

Assim, todos os sistemas isolados com uma dada temperatura 7', volume V, e com
energias entre E e E + AE pertencem a um mesmo conjunto, denominado de ensemble micro-

canonico. No contexto quantico, € possivel sumarizar estas ideias dizendo que

Constante, se £ < E,, < E + AE;
Pn = (2.30)
0, caso contrario.

O conjunto {E,} pode ser definido como conjunto de autovalores de energia do sis-
tema. Assim, o nimero de pontos representativos na regido em anélise ¢ exatamente o nimero
de estados termodindmicos nos quais a energia se encontra entre £ e E + AE. Este pode ser

definido como

L(E)=) pn=Tr(p). (2.31)

O espectro {E, } possui valores discretos. No entanto, a variagdo entre os seus autoestados é de

ordem microscépica. Em sistemas macroscépicos, {E,} praticamente forma um continuo.

A grandeza termodindmica associada a I'(E) é a chamada entropia, que pode ser defi-
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nida, neste contexto, como

S(E,V) =kgInT'(E), (2.32)
onde
kg =1,38x 107" m? kgs 2 K!

€ a conhecida constante universal de Boltzmann.

A energia de um sistema quantico pode ser definida pelo seu hamiltoniano. No caso
de um gas ideal de particulas idénticas, este valor € dado pela soma da energia cinética de todas

as suas N particulas. Matematicamente falando,

3 (2.33)

onde P; representa o operador momento da i-ésima particula. Para uma udnica particula, as

energias possiveis podem ser definidas pelos seus autovalores, ou niveis de energia, que sao

dados por
»?
£, =—. 2.34
P= 2 (2.34)
onde
2 _
p =pp

e p € o autovalor do momento associado. A equacdo dos operadores associados a equacdo acima

é

hz
epu(x) = —2—V2u(x). (2.35)
m
Unindo as duas dltimas equacdes
2
VZu(x) = —?u(x). (2.36)
A solucao pode ser dada por
u(x) = CenP*, (2.37)

Utilizando a técnica de separacdo de varidveis e condi¢des de contorno periddicas (uy, (x;+L) =

uy,(x;)), se obtém a seguinte relacdo

%L = 2n,~77:
2rth
o= (2.38)

=, (2.39)
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onde n é um vetor cujos componentes pertencem exclusivamente ao conjunto dos ndmeros
inteiros.

Definindo {n, } como o conjunto de nimeros de particulas com cada um dos momentos

existentes no sistema, € facil ver que

N=Yn, (2.40)
p
€
E=E{n,} =Y &n,. (2.41)
p

Tendo em vista as consideragdes feitas na se¢do 2.2, para particulas idénticas, € possi-
vel concluir que

0,1,2,..., para bésons;
np = (2.42)
0,1, para férmions.

Uma maneira de estimar o valor de I'(E), é por dividir o espectro de energias em
grupos, ou células. O nimero de particulas n; do i-ésimo grupo € a soma de todos 0s numeros
de particulas de cada um dos g; niveis energéticos do grupo. Seja W{n;} definido como o

8i i

niimero de estados correspondente a um determinado conjunto {n;} que satisfaca as condi¢des

E=Y &n, (2.44)
i

onde & € a média energética da i-€sima célula. O numero total de estados do sistema passa

entdo a ser definido por

[(E) = {Z:}W{ni}. (2.45)

E necessério entdo estimar o valor de W{n;} para gases compostos de bésons ou de
férmions. Para isso, € preciso encontrar a quantidade w; de maneiras em que as n; particulas po-
dem estar dispostas na i-ésima célula. Sendo isto efetuado para todos os membros do conjunto
{n;}, é facil concluir que

Win;} = HWj. (2.46)
j

Algumas das tultimas definicdes dadas acima podem ser observadas de forma intuitiva na fi-

gura 3.

A discriminagdo do valor de I'(E) agora se restringe a determinac@o do valor de w;.

Este valor dependerd do tipo de interagc@o energética de cada tipo de particula (béson ou fér-
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Figura 3: Diagrama das células de energia, com uma disposi¢do possivel. No caso em consideracio,
N =40, {n;} ={11,10,14,5} e {g:} = {5}.

[
[
°e0 Uma das w; configuragoes dos n; elementos

Uma das ws configuragoes dos nsy elementos

Um conjunto {n;}

(X ]
[J
® @ @ @ 0| Uma das ws configuracoes dos ng elementos
(X J
[ N N )
(]
Uma das wy configuragoes dos ny4 elementos
00
[ ]

Fonte: Ilustrado pelo autor.

mion).

Para gases de bdsons, como jd visto (se¢do 2.2), cada nivel energético pode abrigar
um ndmero qualquer de particulas. Intuitivamente, observando a figura 4, a quantidade de

disposicdes dos bosons na célula pode ser dada por

+gi—1 +gi—1)!
w; = (nt +gl ) _ (I’ll +gl ) ‘ (247)
n; n,'! (g,' — 1)'
Assim
+gi—1)!
Win;} = Hwi — H W—ll))" para gases de bosons. (2.48)
i i npi\gi — .

Figura 4: Diagrama da i-ésima célula, contendo n; bésons e g; niveis de energia (ou sub-células).
g; — 1 divisoes

YA\

sub-célula 1 2 3 gi—2 g, —1 gi

Fonte: Adaptado de [23].

Para gases de férmions, cada nivel energético se restringe a ter apenas uma particula.

Portanto, a quantidade de disposi¢cdes dos férmions na célula € exatamente igual ao coeficiente
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binomial de g; e n;:

. .|
w; = (g’) R — (2.49)
Assim

' ) )
W{n;} = Hwi = H m para gases de férmions. (2.50)

Como a maneira de contabilizar os elementos em cada tipo de gés é diferente, cada

um deve ser tratado com um tipo de estatistica distinta. Para os bésons, esta é conhecida como

estatistica de Bose-Einstein. J4 para os férmions, € chamada de estatistica de Fermi-Dirac.?

Seria bastante invidvel tentar discriminar I'(E) com os valores encontrados para
W{n;}. No entanto, é possivel efetuar uma boa aproximagio, utilizando o chamado método

dos multiplicadores de Lagrange, que é definido por:
Snw{n}|—-6|a) n+pY en| =0, (2.51)
i i

onde {7;} € o conjunto de nimero de particulas em cada célula que maximiza W{n;}. Em um

sistema com grande quantidade de particulas,
['(E) ~W{n;}. (2.52)

Para bésons, da eq. (2.48), observa-se que, considerando que g; > 1

nz+gl
InW{n;} = In
! {nl} Z n;!g;!
= Zln n+gi !—Zlnni!—Zlngi!
i i i
= Y (mi+g)In(ni+g) —nilnn; —g;Ing;, (2.53)

i

Onde foi utilizada a conhecida aproximagdo de Stirling:
Inn! ~nlnn—n. (2.54)

Assim, pode se dizer que

Smw{n} ~ Y, { ("’Jrg’)} 57, (2.55)

i

3Geralmente, em estudos assim, é também analisada a chamada estatistica de Maxuell-Boltzmann. Esta con-
siste em analisar conjunto de particulas que ndo podem ser caracterizadas pela simetria de permutacio. Pode incluir
bésons, férmions e outros tipos de particulas, simultaneamente. Tal sistema nunca foi encontrado na natureza. No
entanto, o comportamento termodindmico de sistemas bosonicos e fermidnicos a altas temperaturas se aproxima
da descrita por esta estatistica.



Comparando a equag@o acima com a eq. (2.51), se conclui que
Z |:11’1 (nij_gi) — (X—ﬁ&} on;, = 0
i n
In (ni+gi) = a+feg

i
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n;
ﬁl + gl — e(x+ﬁgi
n;
g = ﬁi (ea+ﬁ£i — 1)
_ gi
Definindo z = e~ %, tem-se
N )
n; = o (bésons). (2.57)
Considerando que 7; = g;np, se conclui que
= b6 . 2.58
np 1B 1 (bdsons) ( )
Desenvolvendo o mesmo método para gases de férmions, é possivel concluir que
Al = ——SL__ (férmions) (2.59)
7 lePei 1
e
1
= férmi . 2.60
np A (férmions) ( )
Combinando as equacdes (2.32), (2.52) e (2.53), a entropia de um sistema bosonico €
dada por
S _ _ S
o Y (74 gi)In(7;+ gi) —m;In7; — g Ing;
i
= Zr_z,-ln (nij_gl) +giln (ni+gi)
i n; 8i
_ 8i n; )
= Y mn (1 + _—) +giln (1 + —) (b6sons). (2.61)
i n; i
Analogamente,
Sy (¢ i) (férmi 2.62
E_Znin ——1)—giln{1——) (férmions). (2.62)
1
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Com a eq. (2.57), a entropia para bosons tem sua forma mais explicita:

s 1 1 e 7 lePei
ks ;g; (z_'eﬁgi—l)ln<z ¢ >+ln zlePe — 1

o ﬁgl - an _ﬁei .
= ;gz [z—leﬁ—&—l —In <1 —ze ) (bosons). (2.63)
Analogamente,
ﬁgl —Be&; P
= Zgz [ —1eﬁ81 T 1 —In <1 +ze > (férmions). (2.64)

2.5 O ensemble grande-can6nico

Até o momento, foi considerado que o sistema termodinamico em andlise estava iso-
lado. No entanto, estes tipos de sistemas nao podem ser reproduzidos com perfeicdo em labo-
ratorio. Tampouco € possivel estimar o nimero total de particulas. Os parametros que podem
ser controlados efetivamente, nestes casos, sdo a temperatura e o volume do sistema. Para isto,
na estatistica que deve ser proposta, o nimero de particulas dependerd das condicdes externas
do sistema. O conjunto que obedece a estes principios € denominado de ensemble grande-

candnico.

Neste ensemble, o espaco de fase € expandido para qualquer nimero de particulas.
Assim, a distribuicdo de pontos representativos serd caracterizada pela densidade p(p,r,N).
Para estimar o seu valor, considere dois sistemas em contato térmico, com energias E e E’. Seja
entdo assumido que as particulas sao compartilhadas entre os dois sistemas, mas que o nimero
de particulas N do primeiro sistema é muito menor do que o nimero N’ do segundo. Estes
formam um sistema isolado, em que os volumes dos dois sistemas, V e V', sdo constantes, com

energia total definida entre E(q) e E(g) + AE (). Pode-se definir que

Egp=E+E (2.65)

Noy=N+N". (2.66)

A probabilidade de um estado especifico, na posi¢do r € com momento p, ser encontrado no
sistema menor estd diretamente reacionado a p(p,r,N)y. O subscrito indica que esta densidade
¢ dada para um volume especifico (no caso, V). Isto ocorre independentemente do estado do
sistema maior. Assim, existe uma relagdo entre a densidade de pontos representativos do sistema

menor e o nimero total de estados do sistema maior. Se o volume do conjunto de sistemas for



28

muito grande, a seguinte relacdo € vélida:

rN(o) -N (E (0)—E )
FN(o) (E(O))

p(p7r7N)V = ’ (2.67)
onde I'y(E) tem a mesma interpretacdo fisica de I'(E), mas passa a também depender do nu-
mero de particulas do sistema. Com a defini¢do dada pela eq. (2.32), e com métodos de aproxi-

macao, € possivel concluir que

th’lFN«))_N (E(O) —E) =S (E(O) _EuN(O) _N)

N 98
S(Eq),N, —E[—] —N{—} (2-68)
(EoNo) —E| 35 wvegy LN gy

0)

Q

Existe um lema matemadtico que diz que, para uma relacdo funcional do tipo f(x,y,z) =0, a

dx dy Jaz\
(5).(3).(5) = 269

Como S(E,N) = f(S,E,N) =0, se observa que:

seguinte relacdo é valida:

as as JE’
)., =L, v, a7
N gy E' [y LON |5y
Uma das conclusdes vindas da chamada primeira lei da termodindmica € que
as 1
=) == (2.71)
JE), T
E valido, neste momento, definir
u= [aE] @72)
aNl S,V ’ '

onde u € conhecido como potencial quimico, um parametro relacionado, entre outras coisas,
ao equilibrio das reacdes quimicas. Note que este € inversamente proporcional a quantidade de

particulas no sistema.
Unindo entdo as ultimas equag¢des acima,

S(Ew) E  Nu
ks kel ksl

E Nu

FN(O) (E(O)) e kBT ekpT (273)

Q

lnrN(O)*N (E(O) - E)

Q

r‘N(o) -N (E(O) - E)

Considerando que H(p,r,N;) = E é o hamiltoniano do menor sistema, é possivel concluir que,

H(p,r,N) Nu

kT okpT | (2.74)

p(paraN)V:e
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Neste momento, € apropriado definir

1
= 2.
p isT (2.75)
€
7= ePH (2.76)

onde z e denominado fugacidade, o nivel de fuga, por assim dizer, das particulas do sistema em

consideracdo. Com isso, a eq. (2.74) pode ser escrita como

p(p.r,N)y =e PHPNIN, (2.77)

Considere o mesmo problema, porém dando aos sistemas a possibilidade de mudarem
o seu volume, desde que

Vigp=V+V' (2.78)

V<V, (2.79)

O processo matemadtico é muito similar. No entanto, a aproximacgao de FN<O> ~NYo)-V (E(O) - F )

¢ acrescida de —V [% . Mas,

} E'N.V'=V,

a1 __[as] [
V' gy  LOE [y [0V gy

Uma outra conclusdo vinda da primeira lei da termodinamica diz que

JE
(W>s =—P (2.80)

Onde P € a pressdo do sistema. Assim, prosseguindo com o desenvolvimento, € f4cil concluir
que
p(p.rN) = ¢ BHPNI BV N = =8PV p (1 )y (2.81)

para qualquer volume dado. De maneira andloga, utilizando as conclusdes da secdo 2.3, €

apropriado utilizar algo equivalente no contexto quantico, ou seja
p=e PHe PPV N — =BV 5], (2.82)

Observando a eq. (2.33) e a eq. (2.34), seus autovalores passam a possuir entdo a seguinte
relacdo:
pn=e PEng PPV N — o=BPV(p 1, (2.83)

O ensemble grande-candnico vem a ser o total de todos os pontos representativos do



30

espaco de fase de todos os sistemas com temperatura 7' e volume V. Para particulas idénticas:

(z,V.T) Z Z Palv i NY e FEn, (2.84)
N=0 n

Os autoestados de energia também podem ser discriminados pelos conjuntos {7, }. Desta ma-

neira, a equagao acima se torna

Z(z,V,T) Z Ny e PEIY, (2.85)

N=0 {n,}

Utilizando as equacdes (2.43) e (2.44), € possivel encontrar uma expressao mais adequada:

o)

Z(z,V,T) = Z ZNZe*BZpepnp
N=Y,np,=0  {np}

_ Z ZN Z e*BZpepnp
N=Y,np=0  {np}

o)

S (CEO R

N=Y,np=0{n,} P

_ Y I (e Per)”. (2.86)

N=Y,n,=0{n,} P

Os primeiros dois somatérios acima sido equivalentes ao conjunto de somatdrios de todos os

valores possiveis para cada n,, ou seja:

Z(z,V,T) = ZZZ [(Ze*ﬁg‘))no (ze*ﬁsl)m (ze*ﬁ@)m...}

SHCONEOENEONR

= TIX [(z")"]. (2.87)

Como estdo sendo somados todos os conjuntos {n,} para todos os valores de N, é possivel

afirmar, sem perda, que
Z(z,V,T) HZ[(ze per)’]. (2.88)

onde

0,1,2,..., para bosons;
n= (2.89)

0, 1, para férmions.
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Assim, a equacdo para o ensemble grande-candnico para particulas idénticas € dado por

1 . .
Hp pR—— para bdsons;

Z(z,V,T) = (2.90)
[1, (1 +ze’ﬁgl’) , para férmions.
Unindo as equacgdes (2.83) e (2.84), observa-se que
Z@V,1) = MY Y
N=0 n
1
PV
InZ(z,V,T) = BPV=—. (2.91)
kT
Para particulas idénticas:
P In <H +87> =—Y,In (1 —ze*ﬁsﬂ> , para bésons;
v _ P 1—ze™Pe P (2.92)

kT In (Hp (l —|—ze‘55p)> =Y,In (1 +ze‘ﬁgﬂ) , para férmions.

O valor médio de um observavel pode ser dado pela eq. (2.28), para o ensemble
grande-candnico, ou seja

(o]

(A) =Tr(pA) = Z anan

N=0
e PPV Y% o alpalvan

7Y Y louly
N=0 n

———
Z(z,V,T)
1 (o]
= —Z (Z’ V, T) Ngoznl[pn]van

Tr([plvA) _ Tr(AZVe PH)

= = ) 2.93
Z(z,V,T) Z(z,V,T) (299
Assim, o valor médio de N vem a ser
Tr(NZNe PEn)
(N) — o
Z(z,V,T)
B Tr(za%zNe_ﬁE") B za%Tr(zNe_ﬁE")
- Z(v,T) Z(z,V,T)
J
Za_ZZ (Z7 V? T) d
= =~ =7—InZ(z,V,T). 2.94
Z(z,V,T) ‘9z nZ(z ) 294
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Para particulas idénticas:

d — o~ BE . 1 . )
(NY=N— 23, (—Zp In <1 —ze ﬁ%)) = ):p 1ieze—ﬁpfp — ):p e para bésons;
=N= ) - o
(2.95)
Unindo isso a eq. (2.40), € possivel concluir que
1 .
————, para bdsons;
ny = (ny) =4 cde—P (2.96)

1

g Y para férmions.

Isto corresponde as mesmas conclusdes obtidas na andlise do ensemble microcandnico (veja as
equagoes (2.58) e (2.60)).

Retomando a eq. (2.38) para sistemas muito grandes em relacdo a variagdo de mo-

mento, € possivel afirmar que

dp; > Api, (2.97)
onde
2nh  h
Ap;j= "= ==, 2.98
Pi= 7 =71 (2.98)
E facil ver entio que
dp h 3d3p
oy < ¥ o= (1) Low
p=0 p=0

h3 dp

=Y rlp) = flp)d’p
="

dgp 1Y%
Y f(p) = 5f(p)dp. (2.99)
p=0
Assim, se conclui nestes casos que
v 3
Y flp)— h—3/f(p)d p. (2.100)
p

Isto pode ser aplicado as equagdes (2.92) e (2.95), de modo que, para férmions:

P = %/aﬁpln(l%—ze—ﬁe”)

ksT
1 T 2 o0 )
- —3/ d9sin9/ dq)/ dpp?in (1+z¢7P%)
h’ Jo 0 0

Am [ )
_ —”/ dpp*in (14 zeP5 (2.101)
W Jo
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<|=
< | =

1 [ 1
= ﬁ/d pZ—_1€B81’+1

L vosing a0 ["dp— P
- h—s/ / =

= / dp———— (2.102)
_leﬁ 2m —l— 1

Para bosons, existem alguns elementos adicionais que devem ser observados. Estas considera-
coes, que sdo a base para a andlise do gas ideal de bdsons, serdo observadas no capitulo 3 desta

dissertacdo. Antes disso, porém, sdo necessdrias mais algumas defini¢des.

2.6 Segunda Quantizacao e o Método dos Campos Quantizados

Voltando a Mecanica Quantica, um estado possivel do sistema também pode ser deter-
minado por um vetor de estado que possui como pardmetros os elementos do conjunto {n,}.

Esta é a base da chamada segunda quantizacdo. Assim, o vetor é definido como
n1,n,n3,...,np,...). (2.103)
Dois casos especiais sdo o vetor que representa o vicuo,
|0) =10,0,0,...,0,...) (2.104)
€ 0 vetor que representa uma particula isolada no estado, e com energia €,
|9,) =10,0,0,...,np,=1,...). (2.105)

Note que ambos os estados sdo normalizados.

E interessante definir alguns operadores que possam manipular o estado em questdo.

.&

O primeiro destes, a b

€ responsdvel por aumentar o nimero de particulas com energia €,, ou
seja
T
aplni,na,nz, ... np,...) o< [nyng,na, . onp+ 1,0, (2.106)

Com os estados especiais, € possivel definir que

a}l0) =19,). (2.107)
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Entao,

1=(00) = (95/9,) =[(0la,] |a}[0)]
~ (01 |aa}|0)] = (0] |apa}[0)]
= (0lap|op)
0) = ap|ep). (2.108)
Assim, € possivel concluir que a,, € responsdvel por diminuir o niimero de particulas com ener-

gia €,, ou seja

aplni,na,n3,...,ny,...) o< |ny,np,n3,...,np—1,...). (2.109)

Também se postula que
apldy) =0, 5¢ p# p, (2.110)

o que implica que
a,|0) =0. (2.111)

Combinando as equagdes (2.108) e (2.110), se conclui que

ap|9y) = 8,y/0). (2.112)

Para estabelecer a condicao de simetria neste tratamento, a seguinte situacao se mostra
vélida. Se duas particulas, com momentos p e p/, colidem, como jd visto (secdo 2.2), estas
podem (bdsons) ou ndo (férmions) passar a um mesmo momento final. Assim, as duas situacdes

iniciais possiveis neste caso podem ser definidas pelos vetores

10p0,) = ab|9,) (2.113)

|6 9p) = al,|0)- (2.114)

Assim, a amplitude de probabilidades € dada por

2 /) (bésons)
(W]0py) +(W|dyop) = W10 0y) oRom (2.115)

0 (férmions),

onde |y) corresponde ao estado final da colisdo. Desenvolvendo a relagdo acima, observa-se



que, no primeiro caso,

No segundo caso,

(Wlaj|0y) + (wla) | 6p)
T T
(Wlaha,[0) + (ylaa[0)

Tt Tt
apap,+ap,ap
Tt Tt

(Wlahloy) + (wlay|9p)
(Wlajay,|0) + (ylal,a} 0)

a;az/ + aj;/ Cl;

= 2(1//’612,’(]),7)
— 2(ylal,a}j0)
_ T

= 2ap,ap

= 0 (bo6sons).

= 0
= 0

= 0 (férmions).
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(2.116)

2.117)

Como os operadores estao relacionados com a quantidade de particulas em cada um

dos niveis energéticos, serd apropriado existir uma relagdo entre estes e o operador n,. Para

isto, note que

Ol [ap.a})10) =

(0| (apa

; - “;%) 0)

= (0lapa}|0) — (0la}a,|0)
N———

p
0

= <¢p|¢p> =1

[a,,,a;} _

Assim, para um vetor arbitrério,

|ni,no,....np,..

) =

T

In1,0,...,n, =0,...) +|0,n2,...,n, =0,...) +--

(2.118)

— al...a-]“ |¢]>+ a;...a; ‘¢2>+...+ a;...a; |¢p>_|_....(2119)
S—— N—— N

n1—1 vezes

ny—1 vezes

np—1 vezes
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Para um dado fator da soma acima, quando se aplica o operador N, = al

p4p

N, a;maj, |0p) = a;ap a;---a; 10p)
——— ——
np—1 vezes np—1 vezes
I T T T T
= aya,ap | ay---a,|0p) | +| a,---a,|9p)
np—2 vezes np—1 vezes

= a;a;a;ap a;~-~a; |9p) +2 a;(,~~-a;(, |0p)
—— ——

np—3 vezes np—1 vezes

np—1 vezes np—1 vezes

= ayayapldp)+(np—1) | ao-a) [9))
N—— N——

np Vezes np—1 vezes
= np| a,-a|op) |- (2.120)
N——
np—1 vezes

Assim, o operador N, € exatamente o observével relativo ao nimero de particulas com um dado

momento p. De modo que € possivel definir, baseado nas equagdes (2.40) e (2.41), que

Nop =Y ala, (2.121)
p

H=Y galap, (2.122)
p
onde N, € o operador relativo a N.

A probabilidade de uma particula “alterar seu nivel energético”, por assim dizer, pode

ser dado por

(n,ng,...onp, .o ony 41, npng, .o np =1, n,.0) =
= M2y My My |apapny o,y ) = (apay). (2.
= (n;,m n Ny,...|dbay|ny,no n Nyy...) (aTa N (2.123)
Até este momento, a discriminacdo das particulas idénticas foi dada pelos seus mo-

mentos. No entanto, esta discriminacdo também pode ser estabelecida tendo como parametro
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as suas posicoes relativas. Isto pode ser desenvolvido através do chamado método dos campos

quantizados.

Define-se que um operador y(r) é dado pela seguinte transformagao:

v(r) =Y apu,(r) (2.124)
p
e, analogamente,
vi(r) = Za;u;(r), (2.125)
P
onde u(r) e uy,(r) sdo fungdes ortonormais, ou seja
Y iy (Fuy(r) = 8(r —r). (2.126)
P
E vilido escolher
uy(r) = %e"ﬂ’. (2.127)

Assim, pela eq. (2.123), € possivel concluir que
1 i(pr—p-
W ) =5 LY PP aay) (2.128)
P p

é a probabilidade de uma particula desaparecer da posicdo r e surgir na posicdo r’.

Todas estas consideracdes se mostram validas e importantes para o estudo da BEC,

como serd observado a seguir.
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3 O CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

Basicamente, o gds ideal é uma idealizacdo do comportamento termodinamico de ga-
ses altamente diluidos. Seus parametros mais importantes sdao a pressdo P, o volume V e o
numero de particulas N. Para um gés ideal de bosons, consideracdes similares as feitas no ca-
pitulo anterior se mostram necessarias. No entanto, para as equagdes (2.92) e (2.95), quando

z — 1, o termo dos somatérios onde p = 0 se tornam, respectivamente
~In(1—¢") = 3.1)
1

eV—1

Tendo isto em vista, antes de aplicar o tratamento matemético da eq. (2.100), se mostra neces-

= Hoco, (3.2)

sério extrair disto o termo onde p = 0. Assim

P

_ 1 3 —Be 1
T = h3/dpln<1 ze ,,) SIn(1—2)

1 T ) 2 oo ) B, 1
— —h—3/0 dGsmG/o d¢/0 dpp*in (1-2¢7P) = Zin(1-2)
A [ ’ gt 1
= _F/o dpp~In (l—ze B2m>—vln(l—z) (3.3)

<|=

1 1 1 1
- — | & -
h3/ p —leB"3P—l+Vz_1 1
21 z
= h3/ dGsmG/ d¢)/ dp _]eﬁgp Vl—z
= dp + 3.4
/ _1 ﬁ2m— Vl_Z ( )

Neste momento, € interessante introduzir a seguinte relacao:

i Z—n (3.5)

Paran =5/2 e n = 3/2, a equago acima apresenta resultados uteis. Assim, para o primeiro

< | =




caso, note que

4 0 2
—_ dxx21n<1—ze_“x> = —
7

2a1/2 13/2
85/2(2)

| ow

~

N/\
—_
[

I=1
- as/z le/z B2

Derivando a expressao acima:

gz [—iﬂ/owdxlen (1 —ze_“x2>]
——/ dxx? —ln ze ax2>

)

0 1 &7
a_z[m,;m]
> 1 97

Zlfl

/ dxx -

—ax2

a3/21_21 13/2

1 1& 7

4 b e
— dxx?
VT /0 1 —ze—a%*

a3/? E Z 13/2

l

83/2( 7)

4 oo ) 1
ﬁ/o P T

as/z Z 132

Aplicando estas relacdes as equacdes (3.3) e (3.4), se conclui que

P 2mm\ >/? 1
W <W> gs5/2(2) — Vln(l —2)
P gsn(z) 1
kT 33 —yn(=2)
c
1 omm\ 2 1z
v = (W) &2 +y 7
L 83/2(2) 1 z
v o A3 Vi—z

B2
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(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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/2 2
(AN 2mn
A= <2m7r | mkgT’ (3.10)

Este valor é da ordem do chamado comprimento de onda de de Broglie, com energia térmica

onde

kpT . Por isso, este € chamado de comprimento de onda térmico.

Para que o valor de % seja satisfeito, é necessario que
0<z<I1. (3.11)

No caso limite (z = 1),

| 3
g3/2(1)22137:§<§):2,612..., (3.12)

=1

onde { (x) é a chamada funcdo zeta de Riemann. Assim, é facil ver que no intervalo em andlise,
g3/2(2) <2.612... (3.13)

Sabendo que, observando a eq. (2.96)
(ng) = ——, (3.14)

€ possivel chegar a seguinte conclusao:

Isto implica que este valor € positivo quando a temperatura e o volume especifico sdo tais que

7L3
- g3/2(1). (3.16)

Ser %—0> positivo significa que uma fragao finita das particulas do gas de bdsons se
encontra no estado fundamental €. Como foi explicado no inicio, esta situagdo caracteriza a

chamada condensagdo de Bose-Einstein.

Com a conclusdo acima, € possivel estabelecer a chamada temperatura critica T, para

um determinado valor de v. Esta é exatamente a temperatura maxima onde ainda é possivel que
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haja a BEC. Em suma,

A2 = vgyp(l)

22\
<kaTc> = vgz)(l)
mkgT, 1
2mn® [ves2(1)] 3
T. — 2nh® (3.17)

mkp [Vg3/2(1)} 23

Similarmente, é também possivel obter o volume critico v,:

A
g32(1)

(3.18)

Ve

E possivel determinar, numericamente, o valor da fugacidade z em funcio de T e de v para

grandes volumes. Isso pode ser observado na figura 5. Assim, quando V — oo

1 , Se A 1);
. > > 832 (3.19)

o resultado de g3/»(z) = %3 , € }”73 < g32(1).

Figura 5: Gréfico da fugacidade de um gés ideal de bésons, para V — oo,

1 E I 1 I 1 I 1
0 1 05 1 15 2

12(312) VIA

Fonte: Adaptado de [23].
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Rescrevendo a eq. (3.15), observa-se que

— = 1—g3/2(z)%. (3.20)

—
S
S
~—
[
o
W
(S
wl=
=
|
|
e
[—
/N
SN
~
w
~
o
|
|<

3
,se > g32(1); 321)

=1-1=0 Jse 2 < gr (1),
o que esta de acordo com os conceitos da BEC (secdo 1.1).

Para o caso onde nio existe o condensado de Bose-Einstein (43 /v < g3 12(1)), de

acordo com a eq. (3.19),

13

83/2(2) = — (3.22)
o que implica que
g20) _ve _ ()" (3.23)
gpl) v \T ' '

Também se mostra vdlido o tratamento da eq. (3.8). Para isso, € interessante notar que

In(1—

I 22) e v o e (3.24)
Para v > v,, que € equivalente a segunda condi¢do da eq. (3.19), In(1 — z) assume valores finitos.
Isto faz com que, nestes casos, a equacio acima seja 6bvia. Quando v < v, é possivel concluir,

a partir da eq. (3.21), que

o S ) (3.25)

onde foi aplicada, na dltima parte, a conhecida regra de L’Hospital. Com esta informagao, é
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possivel ver que

PR sevse 526
. | .
kT gséé( ) ,se v < v,

onde gs/»(1) = ¢ (3) =1,342....

3.1 Quebra de Simetria e Parametro de Ordem

Supondo que, em um dado sistema, os bésons permanecam em seus niveis energéticos.

Isto quer dizer que, neste caso,

<a;ap/> Opp! <a;ap/> =0, (np)- (3.27)
Assim, a eq. (2.128) se torna
1 i(pr—p'
W) = LY 8, ()
p p
1 ip-(r—
= vZep( /)<np>
P
1 .
= @ ) eP ") (). (3.28)
p#0
Para V — oo, pela eq. (2.100),
T _ m 1 / 3 ip-(r—7r)
(W (ny(r) =5+ ] T ) (3.29)
E sabido que
/d3peip'r(np> <e . (3.30)

Assim, quando |r — | — o, 0 segundo termo da eq. (3.29) se anula. Com isso, se conclui que

[r—r|—oo <I’l0>

v (3.31)

(W' ()

Penrose e Onsager [15] propuseram um critério geral para a relagcao acima, que pode ser descrito

pela relacdo:
[r—7|—oo

(v (rw(r)) (W) (w (). (3.32)

O valor médio de y/(r) pode ser determinado através das equagdes (2.76) e (2.93):

reBH- UN)
(y(r) = (W(Z()Z V.T) = Z(z,V,T NZO;‘/’ H), (3.33)
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Define-se a seguinte funcional:
H'ly] =H — UN,p, (3.34)

onde a dependéncia com y(r) pode ser facilmente observada, tendo em vista as defini¢coes da

secdo 2.6.

Em sistemas onde V — oo, € possivel que particulas passem a estar dispostas em dife-
rentes niveis energéticos, de modo que a diferenca E,, — UN seja a mesma para diversos estados.

Isto quer dizer que, nesta situagdo, H'[y] se torna degenerado.

Se observa que, para cada possivel ndmero de particulas, o sistema pode possuir qual-

quer uma das energias totais permitidas. Assim, o valor médio pode ser entdo dado por

1 > /
_ —B(EL[y])
W) = Zev bk v : (3.35)
Define-se entao
y(r) = |y(r)le', (3.36)

onde a fase o € um numero real diferente para cada valor de N. Assim, como consequéncia,

2r
y - /0 da. (3.37)

Pela degenerescéncia, a seguinte relacao € valida:
H'[y] = H'[ye"]. (3.38)

Esta relacdo é um resultado da chamada simetria global de calibre. Deste modo,

W) = s Llwlrle PEW [ " dae =0 (3.39)
= — e n e = V. .

v zZ@v,n) =Y 0

Tendo em vista as equagdes (3.31) e (3.32), se este resultado fosse correto, ndo seria possivel

a existéncia de bdésons no estado fundamental. Consequentemente, o condensado de Bose-

Einstein ndo existiria, o que ndo é verdade.

Para resolver este problema, se diz que existe, para determinadas temperaturas, uma
quebra de simetria espontdnea. Um sistema que se assemelha a este € o da magnetizagdo es-
pontanea de ferromagnetos. Neste caso, é a média do momento magnético (M) que se anula.
para resolver este paradoxo, diz-se que o sistema passa a sofrer a acdo de um campo magné-
tico externo H de direcdo arbitraria, mas fixa. Assim, € adicionado ao hamiltoniano a energia

referente a este campo, —MH. A média € obtida no limite em que H — 0.

Em analogia com esta situacdo, para inserir a quebra de simetria no hamiltoniano, basta
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que o sistema “sofra a a¢@o”, por assim dizer, de “pseudo-campos”, v(r) e v*(r), relativos a

cada um dos operadores y(r) e W' (r), respectivamente. Assim, define-se:

H'lyv) = HepiNo— [ & [yo)v(n) + v (v ()

1 .
= H—UN,p— —/d3r2 [apvpe’pr+apvpe ip- r}
VvV >

= H—UuN,,— \/_Z apvp/d3relpr+a /d3re ipr

—_— | S
V(S()p V5p0
= H = iNop =V |aovo +afg] . (3.40)
Dizendo que
v, = 2
p \/‘7
+ (3.41)
a
R
Wp - \/‘7
se conclui que
H'[y,v] = H — N, —V [w()voJr wgvg}. (3.42)

Assim, o valor médio pode ser dado por

y w(r)e P (Ea—uN—=V [wovo+ygvg])

1 oo
= lim lim ————
(y(r)) V(}Elovlfioz z,V,T) 1\;0

(
1
(

3 ip- T 3 _ip- —B(E,—uN—V +yi v
[ = i ks B g e o

t—:M

N=0
‘ ) Tk
BrePT — lim [ BretP B(Es—uN=V [vovo+vg vi])
/ re?" (yp) ooy, re? Z(Z, ,T) NZO;llfe
1 - v
_ 1 l —B(Etl_“N_V[W0v0+w0v0]) E\P . 343
(¥p) VJLHOVgI:oZ(Z,V,T) 1\;0;1//196 p O
Analogamente,
W i i - B(Ea—uN=V [wovo+wgv5]) 3.44
P nglovf!JzVT g; o

Gunton e Buckingham [24] denominaram ‘¥, e ‘P;, em analogia com o caso da mag-
netizacdo espontanea, de momentos de Bose (ou momentos de Bose por unidade de volume).
Note que, para altas temperaturas, os momentos de Bose sdo irrelevantes, pois sdo aproximada-
mente equivalentes aos resultados obtidos sem o pseudo-campo. No entanto, para temperaturas
muito baixas, BVvy (e, consequentemente, 3 vg ) passa a ter valores relevantes. Em outras pala-

vras, com este tratamento matemdtico, o condensado de Bose-Einstein efetivamente aparece a
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baixas temperaturas.

Na Mecanica Estatistica, quando o sistema possui uma quebra de simetria a baixas
temperaturas, o parametro associado a esta quebra ¢ denominado pardmetro de ordem. Este
parametro deve ser uma quantidade termodinamica extensiva, ou seja, deve depender da quan-
tidade de particulas em andlise. No caso em consideragdo, V¥, chamado de momento total de
Bose possui estas caracteristicas. Também sdo extensivas a quantidade V'¥j,, o nimero de parti-
culas N e o proprio volume V. O parametro de ordem sempre estd associado a uma quantidade
termodinamica intensiva, independente da quantidade de particulas. E ficil ver que, no caso em

andlise, Vo, v, 4 e —P possuem este papel.

A temperatura critica pode ser entdo definida como a temperatura limite onde o pa-
rametro de ordem passa a ser relevante. Nas proximidades de 7., este passa a ser a unica
quantidade termodinamica importante. Na Mecanica Estatistica, o trabalho pode ser definido

pela seguinte transformacao infinitesimal:
dW = —Y YdX;, (3.45)
i
onde Y; é uma quantidade intensiva, e X, extensiva. Para um gés de Bose,
dW = PdV — pdN — vod (VW) — vod(V¥y). (3.46)
Definindo a forma infinitesimal da primeira lei da termodinamica,
dU =TdS —dw, (3.47)

e sabendo que

U=E,, (3.48)

se estabelece a conhecida relagdo de Gibbs-Duhem:

d(uN —V [%vo + wgv(;] ) = TdS—PdV — pdN —vod(V¥) — vid (VW)
VAP = SdT +Ndu +V¥odvo+V¥idv]
dP = sdT +pdp+Y¥odvo+¥idv] (3.49)

,onde s=S/Vep=N/V.Assim

o'?P)
s= () (3.50)
<8T u,vo

oP
= — 3.51
P (a:u)T,Vo ( )
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w— (2P (3.52)
8v0 T.u

Associando as equacdes (2.121), (2.122) e (3.42), o hamiltoniano do sistema se torna

H"[y,v] = ¥ (&, — wasa, —VV [aovo +agvg} . (3.53)
p

E possivel efetuar uma mudanca de base, através de transformagdes candnicas:
v*
b() =ag— \/V 0
&— MU
Vo
bl =a’ =V
070 & — I (3.54)
b,=ap,sep#0

Tt
b,=a,,se p#0.

Assim,

ViVo
H'lw,v]=Y (e, —n)bib,—V—2"_.
[w,V] ;u Wbyby =V 2=

Comparando as equacdes (2.93) e (3.44), o ensemble grande-candnico passa a ser

(3.55)

_ _th _y YaYo 787
Z(‘I,L7V,T) Ty <e B l:ZP(ep w)bpbp VE()”:|> _ eﬁvs(g)—g Tr (efﬁ Z,,(gp—u)b;bp> ) (3.56)

Considerando que, por serem transformacdes candnicas, pode-se concluir que
bib,=0,12,... (3.57)

a associagdo do ensemble com as equacgdes (2.34) e (2.91) resulta na seguinte equacdo para a

pressao:

* 2 .
P — lim —VOVO+LV1nTr<e‘ﬁZ”(§"_”)bbbp)}

V—oo H ﬁ
O (e—ﬁzp<5i—u>b}‘;bp) , (3.58)
S LA = T

Comparando este resultado com a eq. (2.85), e realizando um procedimento anélogo, tem-se

que

_ Vv .| 1 o BE-w
P= ” thio [ﬁvzplln(l e P2 . (3.59)

Até este momento, foi considerado que as particulas se encontravam em um espago

tridimensional. Porém, os ultimos resultados, envolvendo o momento, podem ser aplicados
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a uma dimensdo arbitrdria d qualquer. Assim, se efetua uma transformacdo andloga a da eq.

(2.100):
Vv
o [ F)ap (3.60)
Entdo,
P Yoo : hm dipln(1—e Bl—)
u o Brivs
2
vivo | g > e ﬁ*“)l
= li
TR TR ;
ViV, 1 & ePu o2
- 0™ lim ddpe Bl
ivo 1 & ePH /°° fﬁﬁzd
— d 2m
0 Bn ,; I o “P°
B _vgvo 1 = Bul {Zmﬂ}g
Lo Bem)i4m L L Bl
vivo 1 { ] > eﬁ“l
= — +5 (3.61)
wo B l2anp ,_Zl 15+
Com as equagdes (3.5) e (3.10), conclui-se que
VoVo  kgT B
ot ().
Assim as quantidades extensivas se tornam
s 1 d B u e
- = — kpT \ _ _* kpT
ks Ad Kz“) gg.1 () kT (e )} (.63)
VoV 1
G+ ()
e
Vo
Y, = _H_ (3.65)
Unindo as duas ultimas equagdes,
§ 1 _ 0
p:‘PO‘I’O—Fﬁg% e YoksT ). (3.66)
Mas,
¥ ¥
Wity = () (yo) = 0 l0) _ Loto) _ (o) (3.67)
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Assim, a equacao para p pode ser reescrita como

N _(mo) 1 (g%). (3.68)

Relembrando o fato de que o tratamento matemético considera que vy — 0, é possivel
estabelecer 7, como a temperatura minima para que nao existam particulas no estado funda-

mental. Assim,
N 1 1 d
SR D=—¢(=). 3.6
v = 7a¢ () kﬁg<2> (3.69)

A funcdo zeta de Riemann possui a seguinte propriedade:
£ (s) converge, se s > 1. (3.70)
Por conta disso,
1 d
p = )L—CdC (E),parad>2
1,/d
A4 = Eg (§>,parad>2. (3.71)

Por fim, a eq. (3.68) se torna (para d > 2)

i) , (1) 86 ()

Pode-se ver que, para T < T, a quantidade de bésons no estado fundamental passa a ser rele-

vante.

Sem perda de generalidade, € possivel considerar que vy € um ndmero real. Assim, a

equagdo acima pode ser reescrita como

£ d
gy () _ (l)z 1_%5)_ (3.73)

E interessante definir

(3.74)
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que, por consequéncia, possui a seguinte funcao inversa

G/,(z) = x, onde G4(x) = z. (3.75)
Assim
u Vo
G N 3.76
) = T GokeT (3.76)
e

4 2
-3 ()

E também interessante definir uma quantidade adimensional para a temperatura:

T
= ——1. .
t T. (3.78)

Sabe-se que, pelas equacdes (3.65) e (3.67),

VoV
(no) _ V%o (3.79)
14 H
Se vo — 0, se conclui que
< 1;¥o> 1,parar <0
H P (3.80)

u>1;¥y <1, parat > 0.

Assim, na temperatura critica, os valores de 7, 4 e ¥y também se anulam, e a seguinte aproxi-

Vo , ‘P% d
~Gh—2+21). 3.81
WokgT, ¢ ( p 2 (3:81)

macao € valida:

3.2 Dimensionalidade e Expoentes Criticos

Reescrevendo a eq. (3.74), tem-se

- . (3.82)

¢(4)

A fun¢@o g¢ (¢¥) tem sua forma integral definida em [25] como sendo,

rc—]

go (€)= I'(o) /0 e ldr. (3.83)
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Assim,

] r 4—1
er?
dr. 3.84
)/0 (er_l) er+x_1) r ( )

Para d > 4, a integral I d( ) converge. Além disso, considerando que x — 0, ¢ ~ 1 +x. Assim:

Gg(x) o< x, parad > 4. (3.85)

Sed <4, I% (x) diverge. Ento, considerando que, parax < § e § < 1,
el tr= et artl se2<d <4, (3.86)

se mostra necessario o seguinte tratamento matematico:

rz-! e'r
I%(x) —/0 Py +/ —3 (er+x_1)dr. (3.87)

Definindo 7' = r/x, tem-se que

s 4d_ -1
. 4_2 X 2 e }’2
I%(x) =x2 (/o P +A (@ 1) (e l)dr> : (3.88)

Para x — 0, a segunda integral se anula. Para 2 < d < 4 a primeira integral acima converge, de

modo que

2 para2 <d < 4. (3.89)

Por fim,

! para2 <d < 4. (3.90)

Especificamente, para d = 4, a integral se torna
5
[(x):/x ! dr' =In é—1—1 =1In ! +In(0+x) ~In ! (3.91)
2 o r+1 X X x)’ '

1
Gy(x) o< xIn (—) ,parad = 4. (3.92)
x

Assim,
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Com estes resultados, e considerando que

. 1n<%>

1,,) "ty (*F) o )

sey— 0, (3.93)

y o<
In (z)
se conclui, a partir da eq. (3.75), que

2

zd2  ,para2 <d <4
G (z) o< ﬁ ,parad =4 (3.94)

Z ,parad > 4.

Nas proximidades da temperatura critica, a eq. (3.81) € valida, de modo que

/ 2
( + t) - ,para2 <d < 4
0
Vo +2t .
«{ —TL2——7 ,parad=4 (3.95)
YokpT: In <l%%+2z) ]
2
\%-i—%t ,parad > 4.

A dependéncia entre o crescimento Vg e o de W pode ser determinada através de uma

grandeza termodinamica denominada susceptibilidade. Para uma dada temperatura, esta pode

X = kﬂ(a%) . (3.96)
T

A partir da eq. (3.27), a chamada funcdo de correlagcdo é definida como

ser definida como

Cpp = (W) = > 8pp- (3.97)

Esta funcdo define, neste caso, o grau de influéncia existente entre os bosons. A sua transfor-

mada é dada por

) =Y Y Cpet P, (3.98)
p p
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Assim,

C(r):C(r—O):zp:Z ek ZZZ% | ehp Xp: ':f
p

en(P (3.99)

Py

Utilizando a eq. (3.60), tem-se que
e%(prcos 9)

i i 1
C(r) = (ng)et©") + hd/dd pny)er ) = ‘P0+hd/ddppz—. (3.100)
p(&i—+) _ 1
e
A chamada fun¢do adimensional de correlacdo é dada por
24 ld 1 e%(prcomp)
g(r)=——[C(r)—¥5] = g /d"p—2 . (3.101)
(4m)s (47)2 S5
Escrevendo a equacdo acima em coordenadas n-esféricas, tem-se que
8 = - / dp / dpeh(Preosd) gind=2 5 (3.102)
(47f )8 heT (437 5**
Com x = £, a equacdo acima pode ser escrita como
)Ld
g =2 = / dr— 2h2 / Ao sind =29 (3.103)
(471’.)j ( T 2171r

Uma das defini¢des da chamada fungdo de Bessel de primeiro tipo é dada pela seguinte

integral:
(3)’
Jy(z) = ——2 / i2¢0s0 ¢in2Y gd g, se R(V) > —= e |argz| < 7 (3.104)
m2l (v+5) /o
Se v =5 —1ez=ux,aequaclo acima se torna
N
Ji_ (x) = —2—— / 50 5in? 2 pd¢. (3.105)
2 ﬂjr(ﬂ) 0
2

Sabendo disto, a eq. (3.103) se torna

d
1 ld o xjjg_l(X)
g(r)= / dx 2 ) (3.106)
" (2m)? (dm)irdJo " B(5Eu) |

Por fim, definindo R = 2‘){%’ e

(3.107)



54

onde & € conhecido como comprimento de correlagdo, se conclui que

d
00 x2J%71(x)

g(r) < R / . (3.108)
0 6R7+57 _ 1
Como, devido a condi¢do
2
X 1
ﬁ+?<< 1, (3.109)
a seguinte aproximacao € vélida:
wx2Jy ()
g(r) o R2d/ . (3.110)
0 x2 + F
Definindo ¢t = x% eu= %, tem-se que
41
S X% ¢ (%)

d
=x2Jg (%) R\ = oYy
0 Xz—f—? & 0 %Xz—f—l

B (Iéj)glK‘z’—l(“) - (g)gllfg_] (g) (3.111)

onde foi utilizada uma transformada de Hankel e K}, (x) é uma fungdo de Bessel de terceiro tipo

g(r) < R*4 (g) g_lKgl (Ig) . 3.112)

Nas proximidades de 7;., muitas quantidades termodindmicas apresentam singularida-

modificada. Assim,

des. A natureza destas singularidades pode ser descrita através dos chamados expoentes criticos.

As defini¢des destes expoentes podem ser sumarizadas na tabela 1.

O expoente B pode ser obtido pela eq (3.95), considerando que vy = 0. Nas trés

possibilidades, uma parte das solucdes pode ser dada pela equagdo
o4,
p 2
a\:
Yo = £ <—p§t) ,parat <0,
(3.113)

o que indica que, se t — 07,
Yy o 12, (3.114)



Tabela 1: Tabela dos expoentes criticos e suas respectivas quantidades relacionadas.

Expoente critico | Quantidade termodinamica

(=R
M
(e}
R
=

<>
[T
R
=~
<

2 d+2
PP T = P ,para2 < d < 4
o %5 Y gl _
Vo Oln[‘P*I] ln[‘Pal] =¥, ,parad=4
Yo =93 ,parad > 4,
onde se define x; pela seguinte relagdo
fx
X —
P =T

O expoente Y pode ser obtido por se utilizar a eq. (3.96), de modo que

(

d+2 2 2 -1
{% (‘P(”)"Zpdz) —|—(%t)d2} ,para2 <d <4

S CCEN)]

o\l (e 2% parad =4
T+t n 7+t -5
5 L
\[3%’04_%;} , parad > 4.
Parat — 0", ¥y = 0, de modo que
a2 ,para2 <d < 4

— 1=t parad=4

t
1! ,parad > 4.
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(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)
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O expoente V pode ser extraido ao se unir as equagdes (3.65), (3.107) e (3.95). Assim,

(/g2 ey

(%—i—%t)dz ,para2 <d < 4
2
042

(14+1)E 2 { T/ -Parad =4

In (70+2t) ]

2

\%—F%t ,parad > 4.

,parad > 4.

(3.119)

(3.120)

O expoente & pode ser encontrado ao se definir a seguinte energia livre (por unidade

de volume):
g(p,V(),T) :P(‘U,V(),T) —PHU.
Utilizando a eq. (3.49), tem-se que
d(.Z +pu) = sdT +pdu+Yodvo+¥ydv,
dF +udp+pdu = sdT +pdu+Podvy+ Vydvy

d.F = sdT +udp +Wodvo+Widv;.

Por fim,

5= (82)
aT pvo

O calor especifico a volume constante pode entdo ser descrito como

ds d*F
oT ) oT? PV

Utilizando a chamada transformacdo de Mellin na eq. (3.5) (paraz =e

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)

), é possivel



57

encontrar a seguinte relagdo:
G, (e %) = / g (e )dx
0

= 1y~ 4
/O WY i

=1

(o] 1 fo'e)
= Z—/ ek dx.
ln

=170
(3.125)
Com y = x/, a equacdo acima se torna
_ =1 ke
(e )= g |, ¢ v =Cln T, (3.126)
Efetuando a transformacao inversa, se conclui que
_ 1 potie _
gn(e™) = %/Cioo x k%n(e k)dk
L[ k)T (k)dk
= 5 | e Rr @k
(3.127)
I'(k) possui polos em k =m, onde m = 1,2,..., com residuo (_ni!)m. Ja {(n+ k) possui um polo
em k =1—n, comresiduo 1. Assim,
gnle™) = i (_1>mme(n—m) +x (1 —n). (3.128)
o] m!

Unindo este resultado as equacdes (3.62) e (3.121), a energia livre se torna

v (& (= o (d a d p
F=Ny (Z B (G 1-m) (- F(—5)>+3(—ﬁu)-
(3.129)



58

Aplicando também as equagdes (3.71) e (3.107), se observa que

7= (B el e () g ()

- o (e () (D) -e5(2)

1 /Al . (d
+W </'L_Cd — 1> E¢C (5) . (3.130)
Assim, € possivel concluir que
2
V,
F=4
u ' pAd

Onde A, B,C,... sdo fungdes independentes de £. Nas proximidades do ponto critico (t — 0),

(Aé*d+3e§*2r+aj*4+~-). (3.131)

sO passam a ser relevantes os termos de maior ordem. E possivel notar que

ta2 para2<d<4
5_21 _ t2\7+1 — t1,+1 , para d=14 (3.132)
12 ,parad > 4,

ti=2  ,para2<d <4
5_4 = t4v = tz(ll) , para d=4 (3133)

,parad >4

ta2  para2<d <4

gfd = tdv = tz(ll) , para d=4 (3134)

d
2

t ,parad > 4.

\

Os termos restantes possuem valores despreziveis sob estas condi¢des. Note que cada um dos

termos acima, dependendo da dimensionalidade, passa a ser o termo mais relevante. O calor



59

especifico entdo passa a ser

’ n,4=d g
<(A + B )ta2 +Ctd—2> ,para2 <d <4
¢ o <A/td\772 L g +C/t4ofz> _ ((A’ +C)20) —|—B’t0’> ,parad =4 (3.135)

<A’t% —|—B’—|—C’> ,parad > 4.

Para se determinar o expoente critico, € necessario se determinar a singularidade dominante de

¢y, através da relagcdo
2"c, "

S <t O (3.136)

O termo que passa a divergir na derivada m-ésima serd o termo dominante. No primeiro caso,

excetuando-se nos casos em que 3%‘21 resulta em um inteiro positivo, este serd o primeiro termo.

No terceiro caso, jd na primeira derivada, o segundo termo se anula, restando que apenas o
primeiro, apds sucessivas derivadas, passe a divergir. No segundo caso, o expoente do primeiro

termo € praticamente nulo, de modo que este termo pode ser considerado constante.

O expoente 1) pode ser obtido através da eq. (3.112). Para ¢t — 0, & diverge, de modo
que, neste caso,
g(r) o< RZ74. (3.137)

Se isto for comparado com a relacdo existente na tabela 1, se conclui que 1) € nulo.

Todos os resultados obtidos para os expoentes estdo sumarizados na tabela 2.

Tabela 2: Tabela dos expoentes criticos obtidos para o gds ideal de Bose, conforme a sua dimensionali-
dade.

Expoente critico | 2<d <4 |d=4 | d>4
a —a=d 0 | -4H
p : : |
Y i L]
5 a2 3 3
v diz %(11) %
n 0 0 0

Uma outra varidvel que pode ser relacionada a dimensionalidade do sistema em ques-
tao € a chamada densidade de estados, @. Esta esta relacionada ao espacgo I' e é definida pela

relacdo
dQ(€)
w,(e) = ——, (3.138)
dey
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1 L\* N
Qd(p)zh—d/ddrd"p:(z> /ddeCn (Z) /Opd Lap. (3.139)

Diferenciando, tem-se que

onde

d
L
dQu(p) =C, (E) pldp. (3.140)
Mas
1 1 11
p = (2me)? :>dp:§(2m)2£ 2de. (3.141)
Assim,
L\? d d_
dQu(p) = G, 7 (2m)2e2" de
dQ L\ d d_
;8(”) = G, (E) (2m)2e%", (3.142)
Por fim, se conclui que
0, (€) o< g2, (3.143)

Isto quer dizer que € possivel obter os expoentes criticos para a BEC, simplesmente
por se definir a densidade de estados do sistema ao qual o gds de bdsons estd sujeito. Esta

informacao serd consideravelmente util para o exemplo de caso que serd analisado a seguir.
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4 A BEC EM UMA REDE DE LIGACAO FORTE COM ACOPLAMENTOS DE
LONGO ALCANCE

Neste capitulo, serd considerado um gds ideal de bdsons restritos a se moverem ao
longo de uma cadeia unidimensional com condicdes periddicas de contorno. O Hamiltoniano
para uma particula serd escrito na aproximacgdo de ligacdo forte ("tight-binding"), onde cada
sitio representa uma regido em torno da qual a particula tem maior probabilidade de ser encon-
trada. Esta rede discreta de posi¢des pode ser gerada, por exemplo, através de feixes opticos. As
particulas tém energias de ligacao idénticas em cada sitio. O salto quantico entre sitios distantes
€ permitido e sua amplitude de probabilidade decai com uma lei de poténcia. Este Hamiltoniano

pode ser definido como:

N/2

H=Y eln){n|— Y  h(r)n)(m], (4.1)

r=|m—n|=1

onde
t

PR
roz

h(r) = 4.2)

N é o nimero de sitios da cadeia e |n) representa o sitio n na representacdo de Wannier. Os

autoestados de uma particula sdo solugdes harmonicas da forma
ik
W) < Y e |n), (4.3)
n

onde |y;) é um autovetor do Hamiltoniano. Substituindo esta expressdo no hamiltoniano, é

possivel obter facilmente a relacao de dispersao como sendo:

Bom ey SOk (4.4)
k — ~ S0 .

onde k=2n(i—1)/Nei=1,2,...,N.

A densidade de estados no limite termodindmico € definida como
1 (dEN"' 1 = sinkr) |
sinkr
0(E)=— | — =— |2t . 4.5
(E) Zﬂ(dk) 27r< Zro‘—1> (4.5)

E possivel mostrar que para o > 2, a densidade de estados nas proximidades da energia

do estado fundamental Ey comporta-se como @ (E) o< (E — Eo)~'/2. Para o = 2, a densidade de
estados aproxima-se a um valor constante no fundo da banda. Para 1 < o < 2, a densidade de
estados anula-se no fundo da banda com um expoente dado por ®(E) o< (E — E)(?~®)/(a=1),

Para menores valores de & a energia do estado fundamental € divergente.



62

Todas as auto-energias podem ser deslocadas uniformemente sem qualquer influéncia

nas propriedades fisicas do sistema. Fazendo este deslocamento ser tal que Ey = 0, e com-

parando o regime de 1 < @ < 2 com a eq. (3.143), € possivel definir uma relacdo entre @ e

uma dimensionalidade espectral efetiva do gds de bdsons inserido numa rede de forte ligagdo.

Portanto,

(\CRIRSW

2—o
o—1
2
oa—1

(4.6)

O intervalo em que esta relacdo € valida, para a dimensionalidade, pode ser dado da seguinte

maneira:
1<
0<
1<
2<
Assim,

o <2
a—1 <1
1

a—1 <
2

a1 <
d>?2

4.7)

(4.8)

Isto significa que € possivel encontrar os expoentes criticos dos trés casos alistados na tabela 2,

quando I < a < 2.

Se2<d<4,
2<
1<
: <
2
3 <
2
Obviamente,

3
1<a<§,parad>4

3
Ozzi,parad:4.

A tabela 2 pode entdo ser reescrita, tendo & como varidvel principal (tabela 3).

<4

<2

<1

<2.

4.9)

(4.10)

4.11)
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Tabela 3: Tabela dos expoentes criticos estimados para o gis ideal de Bose, para uma rede de forte
ligagdo com interagdo de longo alcance.

Expoente critico | 1 < a0 < % o= % % <o<?2
& -S| -0 | -2
p : p 2
Y 1 1 Lo
) 3 3 s
v % 2(1y) 405:2%1
n 0 0 0

4.1 Escala de Tamanhos Finitos

Em toda a discussdo sobre gases de bésons e a BEC, analisada no capitulo anterior,
foram considerados sistemas de grandes dimensdes — praticamente infinitos. Para desenvolvi-
mentos numéricos, isto ndo € aplicidvel. Uma maneira de suprimir este problema € através de
uma das teorias mais utilizadas para estimar expoentes criticos em transi¢des de fase — A teoria

da escala de tamanhos finitos (finite-size scaling).

Serd assumido que nas proximidades da transi¢do existe apenas uma escala de com-
primento relevante associada ao comprimento de correlacdo. Esta teoria, portanto, estabelece
que a dependéncia do parametro de ordem com a temperatura e o tamanho do sistema pode ser

escrita como:

po(T,N) =N~%/"1 [|T—TC|N%}, 4.12)

onde { =2 e v = Vd. Supondo que se conheca os valores de py para diversos tamanhos de

rede, a razdo entre uma densidade dada e a densidade da maior rede, p(gM) ¢ dada por

N—¢/(Vd)p, [‘T T|N1/Vd}

Po  _
_ 1/(vd)
- ['T LelN v}
non T Ta M, Tl /()
Py w1y )
h[|T TNV V]
P il Al e
an}‘}) ¢ [‘T T‘Nl/vd]
= ot . (4.13)
lnN—M \% ll’lN—M
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Em T =T, definindo v = Vd, a relacdo acima se torna

In L0 h[0]
p(()M) TiTC _£ + In h[O] _ _£ (4 14)
InN v I v )
Ny Ny

Assim, € possivel definir, através deste tratamento, a temperatura critica para um dado valor de

%. Este valor pode ser entdo definido através da relacao

Po(T = To,N) o< N~ ¥ (4.15)

Uma outra estimativa util também pode ser obtida através da eq. (4.12). Note que
¢ L
Inpo(T,N) :—;lnN+lnh[|T—TC|NV}. (4.16)
definindo g [x] = Inh [x] e derivando a equacdo acima, tem-se que

d 1 1
“-inpy(T,N) = Nvg/ [|T—TC|NV]. 4.17)

Assim, se conclui que
d
Elnpo(T:Tc,N)cxN%. (4.18)

4.2 Resultados Obtidos

Para este trabalho, os valores de py foram obtidos numericamente, através do seguinte

algoritimo:
1. Se estabelecem os valores de o € N;

2. Os autovalores de energia sao estabelecidos através da relagdo

Ei—¢ N2 om(i—1)
= 2Y —cos T 21,2, N; 4.19
t r;lracos N 7l ) 9 ) ( )

3. localiza-se Ep/t e se definem as variagdes AE; através da relagio

AE; E;,—E E,—e Ey—¢
i Ei O: i . 0 : (4.20)
t t t t

4. define-se B’ =1 = 0 e o seu valor méaximo, f3;,;

5. A fugacidade z é determinada ao se encontrar, através do método da biparticdo, o zero da

funcao

fl@)=Y, (—1AE,. —N> ; 4.21)
" 71 1
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6. A fracdo de particulas condensadas no estado fundamental (par@metro de ordem) € esta-
belecida através da relagdo
(4.22)

7. os valores de B’ € py sdo armazenados;

8. se B’ = B;,, fim do algoritmo. Se ndo, volte ao passo 5, com 8’ = '+ Ap’

Alguns dos resultados obtidos podem ser observados na figura 6. Também foram co-
locados juntos, apenas para fins de comparacdo, os resultados das maiores redes obtidas, em
diversos valores de o (Figura 7). A determinacdo de T, através da eq. (4.14), pode ser obser-

vada na figura 8.

Figura 6: Gréficos da densidade de particulas no condensado de Bose-Einstein.

(a) a=1,25. (b) a=1,75.
l, T T T T ] 1 T T T T T T T ]
| R L SE
0,8- — N = 4000 0,8 —N=4000 |
| N ate-y|
0.6 —N=32000 |7 O6F — N = 32000 |
< ! —N=64000 | { &£ ~— N = 64000 | |
04l — N = 128000 — N = 128000
: —N = 256000 0,4- N = 256000 -
! — N = 512000) — N =512000) |
0.2 02" .
Ot L) T I \ | S S
0 15 % 3

kg T/t

Fonte: Ilustrado pelo autor.

Figura 7: Gréfico da densidade de particulas no condensado de Bose-Einstein, para N = 512000.

1

0,8

0,6
o
Q

04

0,2

0
kTt

Fonte: Ilustrado pelo autor.
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Figura 8: Gréfico relativo a obtencdo da temperatura critica.

(a) a=1,25. (b) @ =1,75.
O, T T T T T T T T ] O, e ! T T T T T T T ]
o NI a0 SE
0.2 —~N=4000 |1 =702 ~— N = 4000
S 03 —N=800 |{ 5 -03 ~~N=8000 |-
v_04; «— N = 16000 B \_/_047 — N = 16000 i
£ 04 —N=32000 |] £ Y — N =32000 |-
= 05" ~—N=64000 | | = 05 ~—+ N = 64000 |-
s , ~—N=128000 { = ~— N =128000| -
~-0,61 —N=256000] 06 *~ N = 256000 -
E_O'O,?j _ i B_O '0,7
E '018? TC - 12,551 i E/ '0,8
-0,9- -0,9+
_17 ! ‘ ! ‘ ! ‘ ‘ _ _17 ‘ ! ‘ ! P
11 12 13 14 15 2 2,5
Kg T/t kg T/t

Fonte: Ilustrado pelo autor.

Griéficos relativos a eq. (4.15) podem ser observados na figura 9. Os resultados obtidos
para o expoente %, para cada valor de o analisado podem ser vistos na figura 10. E possivel
observar que os resultados obtidos para este expoente equivalem a estimativa tedrica para uma
rede hipercubica de dimensao equivalente a dimensado espectral para o regime de o¢ > 1,5 (2 <

d < 4). Para dimensdes espectrais d > 4, o presente modelo apresenta um comportamento de

escala distinto.

Figura 9: Gréfico da densidade critica para varios valores de N.

(a) a=1,25. (b) o = 1,75.

v = 0,246 |

{/v=0,748

P(T=T))

10°F E

1000 ””idc‘)oo‘l\l””iéioy 1000 ””i‘o‘boo‘N””iéioé

Fonte: Ilustrado pelo autor.

Graficos relativos a eq. (4.18) podem ser observados na figura 11. Os resultados ob-
tidos para o expoente V, para cada valor de o analisado podem ser vistos na figura 12. Os
valores se aproximam dos valores para uma rede hipercibica de dimensao equivalente a di-

mensdo espectral do presente modelo, exceto na regido proxima de o = 1,5. Esta diferenca
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Figura 10: Gréfico do expoente % para varios valores de . A linha tracejada representa a estimativa

tedrica para uma rede hipercibica de dimensdo equivalente.

1

0,81 o i

0,6- o |

v
o)

0,47 I’l//,,,»’ \@\ B

0,2+ \@\ |

O 12 14 16 18 2

Fonte: Ilustrado pelo autor.

pode estar relacionada a correcdes de escala que, em geral, sdo muito fortes em sistemas com

acoplamentos de longo alcance.

Figura 11: Gréfico de % Inpo(7,N) na temperatura critica para varios valores de N.

(@) a=1,25. (b) o = 1,75.
T T T T T T T T T T
v =373 97 v = 3,592

ok S
= o =
o o
c c
= = 3 1
B B
3, 3,

i i i L L i i .

1000 10000 N 1605 1000 10000 N 1e+05

Fonte: Ilustrado pelo autor.
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Figura 12: Grafico do expoente v para vdrios valores de ¢. A linha tracejada representa a estimativa

tedrica para uma rede hiperctibica de dimensao espectral equivalente.

8

>

\\\\\
00000000

7
6
5
4-
3
2

1 12

Fonte: Ilustrado pelo autor.

O calor especifico também foi estimado. Note que o numero total de particulas ndao

varia com a temperatura. Assim,

N
I

(ep—,u)eﬁ(sp—ﬂ) ﬁ8 Z eBlep—n)
+ L,
> (eﬁ<sp—u>_1)2 Ip 5 (emepfu)_l)z
8;1 eﬁ(&‘P*“)
p B;(eﬁ(ep w_1)?
u
Jp

(ep—1)eBler—)
(emep—u)_])z
eﬁ(ﬁp/*m

Ly

(4.23)
Zp/



Efetuando um tratamento similar a energia interna do sistema,

U dn
B~ Lop

- Ze”aﬁ <g,,+1)

5 <8p - Bg—ﬁ) Bler—1)
= —) ¢
p r (eﬁ(spi;u) — 1)2

Unindo as duas equagdes, tem-se que

(‘Sp’ 7”)EB(8P/ —u)

Ly (eﬁ(ep/fu)71)2

8 —
& — K- e, ePler=)
Ly (eﬁ(s,,ufuLI)Z
= = —Ve,
dp = (ePlEr—1) — 1)
(8/ “)eﬁ(ep' u)
B\
B(e,yr—n)
ZP,,%
B(e in—n)
e[3 &p—1) (e g 71)

eﬁ (sp_”)

= Zsp (Pler ZP

Mas, note que

eﬁ(&‘l’*”) eﬁ(ep*/i) <e—g(£‘py)>2
(eﬁ(é'p*ﬂ) — 1)2 - (eg(ep_“) B e_g(ep_li)>2
_ 1
= ; . .
(e?(fp—u) — 8_7(817—#))

1
4 sinh? (%( p— ,u)) '

(ePler—i) — 1)2
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(4.24)

(4.25)

(4.26)
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Assim, definindo y, =

(&y—#)

U I 4smh2(y /)

_ (&p—n) &
ip Z’81)4sinh2 (p) +§ 4sinh? (vp) zltzp” sinh™ (yp”)

(Sp’fl'l)

Z ) ZPI 4sinh? (yp/) Z &
Py smh2 (yp) g Xrsinh™2 (y,r) 5 4sinh® (yp)

8 / gp
EI% Zl’ 4smh2(y /) Zp 4smh2(yp)

_Zp: 4sinh? (y,) 1Y, »sinh ™2 (y,7)

1 1.2 £
y Y,y 7 sinh ()’p’) Xy (W)
TH Z 4sinh? (y,) - # Ly sinh > ( )
2 Yp 4" G

2
B N e B S [Zpgpsmhfz(yp)]
= 4( zp:epsmh (yp) + Y sioh 2 () ) (4.27)

Portanto, o calor especifico a volume constante pode ser definido como

cv ﬁz B2 2. 2 X, €psinh? <yl’)]2
P (8ﬁ) =i <§£p sinh™~ (y,) — Y s () ) (4.28)

Para se obter este resultado numericamente, € necessdrio realizar a seguinte mudanga

no algoritimo j4 citado:

6. O calor especifico é obtido, a partir da eq. (4.28). Para se adequar as variaveis do algori-

timo, manipula¢cdes matematicas similares sdo efetuadas, de modo que

2

E—€ . 1.—2
c 17) E—e\2 Y = sinh™~ (y;)
k_V = E_N Y (’—) sinh™2 (y;) — —— (4.29)
B t Y/ sinh™“ (yy)

i
7. os valores de B’ e 7 sdo armazenados;

Os resultados obtidos por esta consideracdo para diversos valores de o podem ser vi-
sualizados na figura 13. Note que, para 0 < o < 1,5 (d > 4), o calor especifico passa a ter um
comportamento descontinuo. Isto pode ser comparado com a estimativa tedrica. Conforme a
tabela 3, no intervalo acima, & > 0. Nestas condi¢des, o calor especifico possui uma descon-
tinuidade em ¢t = 0, como se esperava. Também se pode observar que, para 1,5 < o < 1,67,

os resultados indicam uma descontinuidade em sua derivada. Da mesma maneira, isto esta de
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acordo com a estimativa tedrica. Nestas condi¢des, —1 < & < 0, o que faz com que o calor

especifico possua exatamente sua derivada descontinua em ¢t = 0.

Figura 13: Gréfico do calor especifico a volume constante, para varios valores de «.

l T \ T A T T T
o= 1,251
=145
—a=1,50
=155
=175
e = 1,90
20 40

Fonte: Ilustrado pelo autor.

A partir da eq. (4.12), para um dado «, € possivel colapsar os resultados, para todos os

valores de N. Note que, na regido da transicao,
¢
h[x] = po(T,N)NT, com x = |T — T,|N¥ (430)

¢ uma funcdo que possuird sempre 0 mesmo comportamento, independentemente do tamanho

da rede. Os resultados deste colapso podem ser observados na figura 14.

Figura 14: Gréfico do colapso dos resultados para as densidades py em vérios tamanhos de rede.

(@) a=1,25. ) a=1,75.

-‘b‘U'I

O N W

In(e,N?")

N~ N B B B B _ R N B R B
5% 1 0 1 2z %32 a1 o0 1 2 3

In(T-T I NY1t) In(T-T | N*1t)

Fonte: Ilustrado pelo autor.

E possivel observar que, para @ = 1,75, o colapso nao se mostra efetivo. Isto corrobora

com o fato de que, para @ > 1,5, o expoente /v encontrado pelo método numérico utilizado
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neste estudo ndo é compativel com a estimativa tedrica.

Por fim, as temperaturas criticas em funcdo de o podem ser visualizadas na figura 15.
E possivel observar que, quando 7, é disposto em escala logaritmica, os valores encontrados
formam uma curva caracteristica. Utilizando a eq. (4.6), e trocando os eixos coordenados, é
possivel estabelecer a relagdo existente entre a dimensao efetiva d. sy € T... Isto pode ser visto
na figura 16. Através de uma regressdo ndo-linear sobre a curva resultante, é possivel observar
que a BEC ocorre somente quando o sistema possui dimensado efetiva maior do que 2, como era

esperado.

Figura 15: Gréfico da temperatura critica para varios valores de .

Fonte: Ilustrado pelo autor.

Figura 16: Gréfico da dimensio efetiva para diferentes temperaturas criticas.

1A :
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- 8; ,0" ] ;
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2r" ]
07 “““““ [ Loty Loy
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Ky T/t

Fonte: Ilustrado pelo autor.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo, foi analisado o comportamento critico da transi¢do de condensagao
de Bose-Einstein em uma cadeia linear com acoplamentos de longo alcance que decaem que
uma poténcia « da distancia. A densidade de estados nas proximidades do estado fundamental
apresenta um comportamento do tipo lei de poténcia que se assemelha ao observado em sistemas

com interagdes de curto alcance com dimensdo dorr =2/(a¢ — 1) para 1 < o < 2.

O espectro de energias do Hamiltoniano foi analiticamente determinado em cadeias de
tamanho finito. No contexto do ensemble grande-candnico, usamos o espectro exato de energias
possiveis para uma particula, para obter a fracao de particulas condensadas no estado fundamen-
tal que representa o parametro de ordem da transicao de condensacao de Bose-Einstein. Apos
uma andlise de escala por tamanho finito, foram obtidas a temperatura de transi¢ao e os expoen-
tes relevantes que caracterizam sua classe de universalidade para diferentes valores do expoente
« que caracterizam o alcance dos acoplamentos. Dois comportamentos foram observados. No
primeiro, quando a dimens@o efetiva se encontra entre 2 e 4, isto é, para 3/2 < o < 2, todos 0s
expoentes numericamente obtidos coincidem com os valores conhecidos na literatura para siste-
mas homogéneos com acoplamentos de curto alcance numa rede hiperctibica de dimensio d, .
Isto foi corroborado pelo colapso das curvas do parametro de ordem, mediante o tratamento

feito com os expoentes obtidos numericamente.

Quando a dimensio efetiva é maior do que 4, isto é, no regime de 1 < o < 3/2 os ex-

poentes obtidos pela andlise de escala de tamanhos finitos diferem daqueles observados em uma

¢

rede hipercibica de dimensédo d,fr. A inconsisténcia se dé particularmente para o expoente 3,
que governa a dependéncia do parametro de ordem com a dimensao linear do sistema na transi-
cdo. Este resultado indica que, neste regime, estes dois modelos ndo sdo equivalentes do ponto
de vista de suas classes de universalidade. Apesar dos dois modelos apresentarem a mesma lei
de poténcia que caracteriza o comportamento da densidade de estados nas proximidades do es-
tado fundamental, estes devem apresentar diferentes comportamentos de escala do gap entre o
estado fundamental e o primeiro estado excitado quando o acoplamento torna-se de muito longo
alcance. Isto justificaria a diferenca nos expoentes criticos que governam a transi¢do de conden-
sacdo de Bose-Einstein nestes dois modelos. Uma segunda alternativa diz respeito a validade
da hipdtese de que apenas um tinico comprimento de escala deva ser utilizado para obtencdo
dos expoentes criticos. Acima da dimensao critica superior d = 4 que delimita o inicio de um
regime onde o comportamento critico usualmente satisfaz a previsdo da teoria de campo médio,
um segundo comprimento caracteristico pode ser necessdrio para descrever a dependéncia do

parametro de ordem com a temperatura e o tamanho do sistema. Isto teria impacto na medida

numérica dos expoentes através da andlise de escala de tamanhos finitos aqui desenvolvida.
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Como proposta de continuidade do presente trabalho, seria importante fazer uma ana-
lise de escala comparativa do gap de energia no fundo da banda para o presente modelo bem
como em uma rede hipercubica de dimensdo d. Uma andlise de escala incluindo dois compri-
mentos caracteristicos também poderia revelar a presenga de correcdes a teoria de escala tradici-
onal. Adicionalmente, seria interessante desenvolver argumentos analiticos que permitam obter
os expoentes criticos do presente modelo nos dois regimes de alcance dos acoplamentos. Se
espera que os resultados apresentados neste trabalho possam motivar desenvolvimentos futuros

ao longo destas direcdes.
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