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RESUMO

Neste trabalho, analisamos dois problemas provenientes da biologia teórica. Na primeira

parte, propomos um modelo de população espacialmente estruturada, que é definido numa

rede cont́ınua. No modelo, indiv́ıduos se dispersam numa taxa constante v e a competição

é local e delimitada pelo raio de competição R. Devido à dispersão, o tamanho da vi-

zinhança flutua ao longo do tempo. Analisamos como essas variáveis afetam o processo

adaptativo. Embora as probabilidades de fixação de mutações benéficas sejam aproxi-

madamente as mesmas que numa população panmı́tica para valores de adaptação de

pequeno e médio s, uma dependência de v e R aparece para grandes s. Estas quantidades

também influenciam fortemente os tempos de fixação. O modelo exibe um comporta-

mento duplo que indica um crescimento em lei de potência para a taxa de fixação e a

velocidade de adaptação com a taxa de mutação benéfica como observado em modelos de

população espacialmente estruturadas, mas simultaneamente mostra um comportamento

não saturante para a velocidade de adaptação com o tamanho da população. Na segunda

parte, estudamos numericamente a dinâmica de modelos de redes imunes com topologias

aleatória e livre de escala. Observamos que um estado memória é alcançado quando o

ant́ıgeno é ligado aos śıtios mais conectados da rede enquanto que um estado de percolação

pode ocorrer quando o ant́ıgeno se liga aos śıtios menos conectados. Para maiores valores

de conectividade, sua população converge exponencialmente para o valor assintótico do

estado de memória. Por outro lado, as populações mais próximas evoluem lentamente,

como leis de potência para o estado virgem.

Palavras-Chave: Redes livres de escala. Sistema imune. Redes idiot́ıpicas. Leis de

potência. Dinâmica adaptativa.
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ABSTRACT

In this work we analyse two problems coming from theoretical biology. In the first part

we propose a spatially structured population model which is defined on a continuous

lattice. In the model individuals disperse at a constant rate v and competition is local

and delimitated by the competition radius R. Due to dispersal, the neighborhooh size

fluctuates over time. We analyse how these variables affect the adaptive process. While

the fixation probabilities of beneficial mutations are roughly the same as in a panmitic

population for small and intermediate fitness effects s, a dependence on v and R appears

for large s. These quantities also strongly influence fixation times. The model exhibits a

dual behavior displaying a power-law growth for the fixation rate and speed of adaptation

with the beneficial mutation rate as observed in spatially structured population models,

but simultaneously showing a non-saturating behavior for the speed of adaptation with the

population size. In the second part we numerically study the dynamics of model immune

networks with random and scale-free topologies. We observe that a memory state is

reached when the antigen is attached to the most connected sites of the network, whereas

a percolation state may occur when the antigen attaches to the less connected sites.

For increasing values of the connectivity, its population converges exponentially to the

asymptotic value of the memory state. On the other hand, the next-nearest populations

evolve slowly as power-laws towards the virgin-like state.

Keywords: Scale-free Networks. Immune system. Idiotypics networks. Power-law.

Adaptive Dynamics.
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simulação foram: m = 0, 000001, p = 1, d = 0, 5, θ1 = 0, 001 e θ2 = 0, 1. . . . . . . . . . 68

Instituto de F́ısica - UFAL



LISTA DE FIGURAS 8

17 Resposta imune induzida pela introdução de ant́ıgenos ao sistema levando o mesmo
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25 Valor assintótico médio de x2(k) − x∗

2
versus a conectividade de AB1 para a rede

livre de escala (a) e para o grafo aleatório (b). Observamos uma convergência com
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Caṕıtulo 1

Introdução

Durante a década de 90, houve uma explosão de interesses, ideias e experimentos no

âmbito de sistemas complexos, também conhecido como dinâmica de redes, ou ainda re-

des não lineares [1]. Dentre os diversos campos multidisciplinares de estudo nesta área

destacamos: oscilações qúımicas, redes genéticas, f́ısica estat́ıstica, redes neurais e imu-

nológicas, genética de populações, ecologia dentre outras.

Aqui estudamos dois modelos pertinentes à area da dinâmica de rede. No primeiro

deles analisamos a dinâmica clonal de células B, enquanto que no segundo abordamos um

modelo de adaptação numa população espacialmente estruturada numa rede cont́ınua.

As células B fazem parte do chamado sistema imune ou imunológico que consiste num

sistema muito complexo que protege o organismo contra v́ırus, bactérias, fungos e outros

agentes patogênicos [2]. Diversas moléculas reguladoras estão presentes neste sistema

e desempenham um papel ativo na resposta imune. Entretanto, frente a esta ampla

gama de células, as mais importantes são as células brancas, também conhecidas como

linfócitos. Os linfócitos são produzidos como um resultado da maturação de células-tronco

que desenvolvem-se em três tipos de células sangúıneas, sendo que uma delas é a célula

branca. Elas são criadas na medula óssea e transportadas pelos vasos sangúıneos por todo

o corpo. Há dois tipos de linfócitos: as células B e as células T. As células B expressam

em sua superf́ıcie receptores, denominados anticorpos, que são regiões variáveis de śıtios

de ligação que lhes permitem ligar-se à ant́ıgenos complementares. A área da molécula do

ant́ıgeno que é reconhecida pelos anticorpos é denominada epitopo, quando o evento de

reconhecimento ocorre as células B proliferam e após poucas gerações se diferenciam em

células de plasma, e células de memória com um peŕıodo de vida prolongado, de maneira

que elas desenvolvem um resposta imune mais senśıvel e intensa durante uma segunda

exposição do mesmo ant́ıgeno espećıfico [3]. Tal caracteŕıstica é considerada uma das mais

importantes desempenhadas pelo sistema imunológico [4].
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Já as células T são classificadas em três grupos: as células T auxiliares, células T

citotóxicas e células T supressoras. As células T citotóxicas são as responsáveis por

matar células infectadas. As células T auxiliares e supressoras são também chamadas

de células reguladoras que, como o nome sugere, regula as atividades de outras células.

A anomalia deste último grupo celular pode causar erros severos na resposta imune, tal

como as doenças autoimunes.

O sistema imune é um conjunto composto de muitos elementos interagentes, dentre

eles encontramos cerca de 107 clones de linfócitos [5]. Entretanto, a organização global

exata e a forma como estes elementos se relacionam funcionalmente é um tema controverso

[6]. Uma importante ideia na imunologia é que a resposta imune evolui rapidamente no

tempo e todas as suas interações são elevadamente reguladas. No conjunto de elementos

que compõem o sistema imune também se encontra uma grande variedade de protéınas

e outras moléculas que interagem e se comunicam numa rede complexa e dinâmica de

sinalização qúımica. Mais especificamente, clones de linfócitos podem se comunicar uns

com outros por sinais de transmissão [2].

Uma forma apropriada para investigar um sistema integrado é através do uso de

modelagem matemática. Alguns destes modelos propostos, onde a maioria deles é baseado

em sistemas de equações diferenciais que descrevem a evolução temporal da concentração

de linfócitos capturam comportamentos essenciais do sistema imune, enquanto que outros,

pecam na corroboração com evidências emṕıricas. A teoria de redes idiot́ıpicas tem atráıdo

tanto à biólogos quanto a f́ısicos teóricos que estão interessados no comportamento do

sistema imune. Foi Jerne [7, 8, 9] quem teve a ideia de que o conjunto de linfócitos B

forma uma rede funcional. Ele assumiu que durante uma resposta imune o ant́ıgeno é

reconhecido e ativa a produção duma primeira geração de anticorpos, denominada células

ou clones AB1. Estes anticorpos atuariam como ant́ıgenos provocando a produção de

um segundo conjunto de anticorpos anti-idiot́ıpicos, chamadas células AB2. Esta reação

em cadeia pode perpetuar com a geração de anticorpos anti-anti-idiot́ıpicos AB3 que

reconhecem AB2, e assim sucessivamente, formando a rede funcional.

Conforme citado por Perelson e Weisbuch [2] uma das maiores dificuldades em formu-

lar um modelo matemático fiel de uma rede idiot́ıpica é determinar a topologia reaĺıstica

da rede, desde que obter as posśıveis interações presentes num sistema com um repertório

imenso de elementos constitui uma tarefa muito complicada. Entretanto, diversas apro-

ximações teóricas tem sido realizadas, onde assume-se que a topologia da rede e a intensi-

dade das conexões entre os elementos é dada. Neste trabalho utilizamos duas topologias

diferentes afim de modelar a rede idiot́ıpica: o grafo aleatório [10, 11, 12] e a rede livre

de escala [13, 14]. O grafo aleatório constitui uma escolha natural porque este assume

que as conexões entre os consituintes da rede é aleatória. Já a rede livre de escala mos-
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tra uma distribuição assimétrica de conectividades, cuja distribuição é dada por uma

lei de potência. Com isto, a primeira parte deste trabalho apresenta a seguinte questão

fundamental: como a topologia da rede idiot́ıpica afeta a resposta imune?

Corforme mencionamos, as redes genéticas e a genética de populações são campos

multidisciplinares pertencentes à área de sistemos complexos. No ińıcio do século XX, uma

grande contribuição foi dada por três pesquisadores que fundaram o campo da genética

populacional, são eles: Haldane, Wright e Fisher. Estes três autores são reconhecidos na

literatura como a grande trindade da genética populacional [15].

O estudo da evolução adaptativa tem ocupado um lugar proeminente na biologia

evolucionária desde muito tempo [16]. Fisher demonstrou através de seu trabalho [17] que

a adaptação não constitui o produto único da seleção natural, mas é caracterizada pelo

movimento da população para o fenótipo que melhor se ajuste ao ambiente em questão.

A adaptação surge através da ação rećıproca de mecanismos, tais como: seleção natural,

deriva genética e fontes de variabilidade genética.

Um tema de grande interesse na comunidade cient́ıfica consiste na compreensão dos

mecanismos evolucionários que determinam a evolução de populações. A seleção natu-

ral é um dos mecanismos que influencia a adaptação de populações naturais, entretanto

conforme Orr mencinou [18] existem muitas questões de suma importância não respon-

didas a respeito da base genética da adaptação. O processo da adaptação acontece em

dois passos [19]: primeiro, alelos tendo diferentes valores de adaptação surgem através

do aparecimento de mutações, depois os alelos que melhorarem a adaptação tendem a

aumentar em frequência através do processo da seleção natural. A maioria dos trabalhos

iniciais focalizaram sobre o segundo passo do processo tendo como objetivo determinar o

destino das mutações benéficas, aquelas que melhoram a adaptação, em populações sem

estrutura. As mutações benéficas são a essência da evolução adaptativa em populações

[20].

Um dos resultados mais supreendentes foi obtido através dos trabalhos de Haldane

[21], que foi o primeiro a apontar que nem todas as mutações benéficas que surgem são

fixadas, mas grande parte delas são perdidas. Mais especificamente, ele demonstrou que a

probabilidade de uma dada mutação fixar é apenas duas vezes o seu valor seletivo. Grande

parte dos trabalhos clássicos estudaram a evolução adaptativa em populações simples.

Entretanto, o crescente interesse em estudos experimentais de evolução em populações de

micro-organismos trouxe um dicernimento acerca da estrutura das populações e também

concederam uma correta inferência acerca do intervalo de taxas de mutações [22]. Tais

resultados tiveram uma consequência significante em relação à corrente compreensão a

respeito dos processos adaptativos em populações naturais, necessitando, desta forma, de

novas aproximações afim de abordar estas questões.
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O processo da adaptação evolucionária é dirigido pela acumulação de mutações benéficas

[23] que, através de varreduras seletivas chegam à fixar na população. Durante muitos

anos, o cenário de seleção periódica tem sido aceito no âmbito cient́ıfico. Neste regime as

taxas de mutações benéficas são tão pequenas que a adaptação ocorre através da subs-

tituição sequencial de mutações vantajosas dentro da mesma linha de descendentes [24].

No entanto, conforme mencionamos acima, resultados experimentais trouxeram uma nova

visão acerca destas taxas. Uma das contribuições foi a descoberta de que as mutações

benéficas são mais frequentes do que se pensava [25]. Desta forma, temos a possibili-

dade da coexistência de mutações benéficas distintas na mesma linhagem antes que haja

a fixação da primeira mutação benéfica. Quando a população é assexuada, os genomas

que carregam diferentes mutações não podem se recombinar para formar uma entidade

melhor adaptada [26],

levando, desta forma, a uma competição entre as mutações benéficas com a perda

definitiva das demais. Tal fenômeno é conhecido como interferência clonal e diminui a

taxa de adaptação em populações assexuadas.

Um segundo efeito que pode acontecer devido ao frequente surgimento de mutações

vantajosas é o fenômeno de múltiplas mutações, considerado por diversos autores [20,

25, 27, 28], onde um mutante que recebeu mais de uma mutação benéfica segregante na

mesma geração se beneficia de seu efeito combinado.

Resultados experimentais em micróbios demonstraram que diversas populações natu-

rais se prendem às superf́ıcies formando estruturas complexas de biofilmes (ver referências

23 e 24 de [29]), sugerindo que o modelo de população sem estrutura é menos reaĺıstico.

Com isto, notou-se um crescente interesse em investigar a dinâmica de adaptação em

populações que são espacialmente estruturadas [25, 26, 29, 30, 31, 32]. A dinâmica des-

tes modelos é bem diferenciada da suposição bem utilizada de populações homogêneas

(sem estrutura) e parece prover uma modelagem apropriada na progressão do câncer [31].

Observações emṕıricas mostram que a imposição da estrutura espacial altera a taxa com

que mutações benéficas fixam [24]. Isto ocorre apesar da invariância da probabilidade

de fixação de mutações vantajosas em modelos de população espacialmente estruturada

em relação a populações sem estrutura quando condições especiais são mantidas [15].

Em populações estruturadas, as mutações vantajosas se espalham num ritmo mais lento

[30], aumentando a possibilidade de competição entre mutações bem sucedidas, ou seja,

mutações que tem superado a deriva genética.

No presente trabalho sugerimos um modelo para a evolução adaptativa numa po-

pulação espacialmente estruturada. Contudo, diferentemente do modelo padrão que con-

sidera uma rede discreta [30], aqui consideramos um modelo de rede cont́ınua. Uma

caracteŕıstica importante do modelo é que o tamanho da vizinhança, que é fixo para o
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modelo padrão, flutua no tempo devido a dois parâmetros. Um deles determina o alcance

espacial pelo qual os organismos interagem através da seleção natural. Já o outro refere-

se à dispersão dos indiv́ıduos sobre a rede numa taxa constante, mudando a composição

da vizinhança continuamente. Verificamos como estas novas variáveis afetam o processo

adaptativo.

O restante do trabalho é organizado da seguinte maneira. No caṕıtulo subsequente

apresentamos uma breve introdução sobre os dois temas pertinentes aos estudos realizados,

a saber: o sistema imunológico e a genética. Já no caṕıtulo 3 fazemos uma abordagem

a respeito de redes. Primeiro discorremos sobre o conteúdo redes complexas, depois

mostramos algumas propriedades essenciais relativas à dinâmica adaptativa e por último,

exibimos alguns modelos básicos de redes idiot́ıpicas. Nos caṕıtulos 4 e 5 expomos os

resultados para o modelo de redes idiot́ıpicas com diferentes topologias e para o modelo

de população espacialmente estruturada numa rede cont́ınua, respectivamente. No último

caṕıtulo, como é de praxe, finalizamos com as conclusões.
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Caṕıtulo 2

Conceitos Básicos da Imunologia e

da Genética

O presente caṕıtulo tem como objetivo relatarmos as diversas propriedades do sistema

imune (seção 1), assim como, mencionarmos as categorias de micro-organismos capazes

de provocar doenças (seção 2), chamados micro-organismos patogênicos. Na seção 3 dis-

corremos sobre os principais tipos de células que participam da resposta imunológica, são

elas: linfócitos, monócitos, granulócitos e células NK. Na quarta seção, abordamos algu-

mas caracteŕısticas gerais das interações entre hospedeiro e micro-organismo. Na seção

5 discorremos a respeito de uma das formas de prevenção de doenças transmitidas ao

ser humano, a saber: a vacinação. Finalizamos a parte sobre imonologia na seção 6,

apresentando um breve comentário a respeito das redes idiot́ıpicas. As seções posteriores

tem como intuito exibirmos alguns conceitos básicos no âmbito da genética. Mais espe-

cificamente, na seção 7 apresentamos uma introdução básica sobre o tema, enquanto que

nas seções subsequentes discutimos sobre as forças evolucionários inseridas na genética de

populações, a saber: mutação (seção 8), seleção natural (seção 9), deriva genética (seção

10) e, por fim, migração (décima primeira e última seção).

2.1 O sistema imune

A imunologia é o estudo do sistema imune ou sistema imunológico. O sistema imune é

um notável sistema de defesa e manutenção da homeostasia fisiológica que se apresenta em

sua forma mais avançada em vertebrados superiores. O sistema imunológico dos vertebra-

dos é constitúıdo por um conjunto de tecidos, células e moléculas, cuja função é proteger

o organismo contra agentes infecciosos, ou seja, agentes que podem ser transmitidos entre

os indiv́ıduos. Além do mais, ele também é responsável pela limpeza do organismo, i.e., a

retirada de células mortas, a renovação de determinadas estruturas e rejeição de enxertos.
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Também é ativo contra células alteradas, que diariamente surgem no nosso corpo, como

resultado de mitoses anormais. Tumores podem ser originados se essas células não forem

destrúıdas [33].

As células do sistema imune são altamente organizadas como um exército. Por con-

seguinte, podemos imaginar os agentes infecciosos (ou micro-organismos) como inimigos

e o sistema imunológico como uma força de defesa. Cada tipo de célula age de acordo

com a sua função. Algumas são encarregadas de receber ou enviar mensagens de ataque,

ou mensagens de inibição, outras apresentam o inimigo ao exército do sistema imune,

outras só atacam para matar, outras constroem substâncias que neutralizam os inimigos

ou neutralizam substâncias liberadas pelos inimigos.

Os micro-organismos penetram no organismo, que recebe a designação de hospedeiro,

através dos tratos gastrintestinal, respiratório e urogenital, bem como através de lesões da

pele. Estes micro-organismos infecciosos invasores caracterizam-se por um tempo curto de

reprodução e, assim, podem multiplicar-se rapidamente e matar o hospedeiro. Entretanto,

o sistema imunológico é capaz de identificar e destruir os organismos estranhos, bem

como qualquer material tóxico que eles possam produzir, enquanto preserva os próprios

tecidos do corpo. Esta ausência de reatividade contra componentes próprios é denominada

autotolerância e constitui uma das caracteŕısticas do sistema imunológico normal. Em

vista desta capacidade de discriminar entre próprio e não-próprio, conclui-se que o sistema

imune possui especificidade [34].

Qualquer substância capaz de induzir uma resposta imunológica nos seres humanos ou

em outros animais é denominada imunógeno ou ant́ıgeno. Quando um ant́ıgeno estranho

penetra pela primeira vez no organismo, é recebido por uma força de defesa geral, deno-

minada sistema imunológico inato ou imunidade inata, que é capaz de identificar estas

substâncias não-próprias e produzir protéınas espećıficas que são capazes de reconhecê-las

num contato posterior, conferindo imunidade a esses agentes. Se o sistema imunológico

inato não conseguir destruir o micro-organismo invasor, ele pode multiplicar-se e produ-

zir doença. È necessário algum tempo, tipicamente cinco a dez dias, para que o corpo

se familiarize com o invasor particular e desenvolva uma força-tarefa apropriada dirigida

contra ele. Essa força-tarefa especializada é conhecida como imunidade adaptativa ou

adquirida.

A resposta imunológica primária, primeira resposta especializada contra determinado

ant́ıgeno, geralmente, elimina o invasor e resulta em recuperação, com desaparecimento

da doença. A força-tarefa especializada que se desenvolve durante a resposta imunológica

primária permanece mobilizada e pronta para um ataque muito mais rápido por ocasião

de um encontro subseqüente com o mesmo invasor. Quando o indiv́ıduo recebe o mesmo

ant́ıgeno pela segunda vez, o tempo para a produção de células do sistema imune é menor,
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e a quantidade produzida é maior, comparando-se com o que ocorre na resposta primária

[35]. Sendo assim, esta resposta imunológica secundária possui uma amplitude muito

maior e uma melhor precisão do que a resposta imunológica primária. O sistema imune

lembra-se portanto, do primeiro encontro, e dizemos que ele é dotado de memória. Alguns

autores [4] afirmam que a habilidade em responder de forma reforçada à ant́ıgenos en-

contrados previamente constitui uma das caracteŕısticas mais impressionantes do sistema

imune.

Na imunidade adaptativa, duas categorias de receptores de glicoprotéınas em céludas

do hospedeiro denominadas linfócitos são especializadas no reconhecimento de ant́ıgenos

estranhos: os receptores das células T encontrados nos linfócitos T (células T) e os anti-

corpos, também denominados imunoglobinas, nos linfócitos B (células B). Os anticorpos

são protéınas que reconhecem os ant́ıgenos nos agentes patogênicos levando a uma rápida

reação em cadeia no organismo que pode culminar com a destruição dos agentes infeccio-

sos [36]. Um microlitro de sangue contém cerca de 2500 linfócitos, mas somente 2% destas

células residem no sangue, o restante pode ser encontrado distribúıdo em toda a extensão

do corpo, nos vários órgãos do sistema imune, tais como tecido linfático, o baço, o timo

e a medula óssea [37]. No total, há cerca de 1012 linfócitos em um indiv́ıduo adulto.

Diferentemente do sistema imune adaptativo, o sistema imune inato só reconhece ca-

racteŕısticas gerais de grupos de micro-organismos. Este reconhecimento menos espećıfico

é obtido através de receptores existentes na superf́ıcie de tipos celulares de hospedeiro dife-

rentes dos linfócitos T ou B. A seguir apresentamos quatro categorias de micro-organismos.

2.2 Categorias de micro-organismos

Os agentes infecciosos podem ser divididos em quatro categorias principais: bactérias,

fungos, parasitas e v́ırus. Cada categoria é formada por uma grande diversidade de

espécies, sendo que dos milhares de micro-organismos conhecidos, apenas um pequeno

número deles são capazes de provocar doenças no hospedeiro infectado, sendo conhecidos,

desta forma, como patógenos. Por outro lado, eles são agentes benéficos, pois efetuam

transformações qúımicas no ambiente que são indispensáveis, tanto para a vida animal

quanto para a vegetal, e são extremamente importantes para o processo de reciclagem da

matéria na natureza. Eles também são denominados de micróbios e são definidos como

organismos unicelulares, sendo encontrados em diversos tipos de habtats distintos, desde o

fundo do oceano até altitudes elevadas, contudo só podem ser vistos apenas com o aux́ılio

de um microscópio [39].

Instituto de F́ısica - UFAL



2.2 Categorias de micro-organismos 22

2.2.1 Bactérias

As bactérias (ver fig. 1) fazem parte do reino monera. Esses organismos podem viver

como células isoladas, microscópicas, ou formar colônias viśıveis a olho nu. São micro-

organismos unicelulares, tipicamente esferas ou bastonetes com 0,5 a 2 micrômetros de

diâmetro ou comprimento. As bactérias são procariotas, o que significa que elas não

possuem núcleo e seu material genético constitui num DNA circular de filamento duplo.

Cada bactéria divide-se em duas células e, em algumas espécies, ocorre divisão celular a

cada 20 minutos em condições ótimas. Por conseguinte, se os nutrientes e o espaço não

fossem fatores limitantes, em 44 horas uma bactéria, (pesando cerca de 1×10−12 gramas)

poderia dar origem a 2132 bactérias (pesando 5, 4× 1024 quilogramas, o que corresponde

aproximadamente à massa da terra) [34].

Figura 1 – Ilustração de diversos tipos de bactérias diferentes.

Fonte: Adaptado de Rodrigues, 2012 [40].

As bactérias, na maioria das vezes, são lembradas como formas nocivas aos demais

seres vivos, pois podem causar doenças. Entretanto, vale salientar que, apenas poucas

espécies causam doenças nos humanos e em outros organismos. Outras vezes, as bactérias

são lembradas por estragarem alimentos, decompondo-os e deixando-os impróprios ao

consumo. Isso realmente é verdade, mas esses micro-organismos são fundamentais para a

manutenção da vida em nosso planeta. Vejamos:

• algumas espécies agem como decompositoras, degradando organismos mortos e com

isso contribuindo para a reciclagem da matéria orgânica no nosso planeta;

• certas espécies vivem em associação com outros organismos, trazendo-lhes alguns

benef́ıcios, como é o caso, por exemplo, das bactérias que ocorrem na nossa flora

intestinal e que produzem vitamina K;

• outras são utilizadas na indústria de alimentos para a produção de iogurtes e outros

produtos.
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Enfim, as bactérias são agentes etiológicos de diversas doenças, dentre as quais destacam-

se a pneumonia bacteriana, a gonorréia, a tuberculose, a doença dos legionários e a farin-

gite.

2.2.2 Fungos

Os fungos são popularmente conhecidos por bolores, mofos, leveduras, cogumelo-

de-chapéu (“champignon”), orelha-de-pau [35]. São organismos eucariontes (possuem

núcleo), unicelulares ou multicelulares que incorporam seus alimentos por absorção: as

células do seu corpo eliminam enzimas que digerem a matéria orgânica presente no meio,

possibilitando sua absorção. Nos ciclos de vida dos fungos há formação de esporos: células

com envoltório resistente que, ao germinarem, dão origem a um novo indiv́ıduo. As células

dos fungos possuem parede celular formada basicamente por quitina, polissacaŕıdeo pre-

sente também em estruturas de certos animais. A membrana citoplasmática é circundada

por uma parede celular constitúıda de múltiplas camadas.

Dentre os exemplos de infecções fúngicas, podemos citar o pé-de-atleta, infecções va-

ginais por leveduras e o sapinho.

2.2.3 Parasitas

Os parasitas são animais invertebrados incapazes de sobreviver independentemente.

São divididos em dois grupos: organismos eucarióticos unicelulares microscópicos, deno-

minados protozoários, e animais multicelulares com tecidos e sistemas de órgãos, denomi-

nados metazoários, vermes ou helmintos.

Um grande número de parasitas passa por ciclos de vida complexos, dos quais parte

ocorre no homem e parte ocorre em hospedeiros intermediários, tais como moscas, carra-

patos e caramujos.

Na terminologia das doenças infecciosas, infecção parasitária refere-se à infecção com

parasitas animais. Dentre os exemplos de doenças causadas por parasitas, destacam-

se a malária, a doença do sono, a infestação por oxiúros e a infestação intestinal por

nematódeos. Estima-se que cerca de 30% da população sofra de infestações parasitárias.

A malária, sozinha, afeta mais de 100 milhões de pessoas em todo o mundo e é responsável

por cerca de 1 milhão de mortes anualmente [41].

2.2.4 Vı́rus
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A palavra v́ırus é originária do latim e significa toxina ou veneno [42]. Os v́ırus são

seres extremamente simples, formados basicamente por uma cápsula protéica, denomi-

nada capśıdio, que envolve o material genético, que pode ser o DNA ou o RNA, nunca

ocorrendo esses dois tipos de ácidos nucleicos juntos em um mesmo v́ırus, com excessão

do citomegalovirus, que foi descoberto recentemente. Os v́ırus variam de 20 a 300 nm de

diâmetro. São organismos biológicos com alta capacidade de automultiplicação. Contudo,

os v́ırus não têm qualquer atividade metabólica quando fora da célula hospedeira, não po-

dendo captar nutrientes, utilizar energia ou realizar qualquer atividade biossintética. Isto

significa, que os v́ırus só podem se reproduzir no interior das células do hospedeiro e,

portanto, são descritos como parasitas intracelulares obrigatórios. É importante sa-

lientar que existem determinadas espécies, inclusas nas categorias de micro-organismos

que são capazes de sobreviver e multiplicar-se no interior das células do hospedeiro, entre-

tanto, os v́ırus são ı́mpares porquanto necessitam da maquinaria da célula do hospedeiro

para replicar o seu material genético e sintetizar protéınas virais.

Alguns v́ırus são chamados envelopados porque possuem um envelope lipoprotéico

(composto de ĺıpidios, protéınas e glicoprotéınas) externo que envolve as várias cápsulas

protéicas que possui. É o caso do HIV (ver figura 2) (v́ırus da imunodeficiência humana)

que provoca a AIDS (śındrome da imunodeficiência adquirida) [35].

Figura 2 – Anatomia do v́ırus da AIDS.

Fonte: Adapatada do repositório de trabalhosescolares.net [43]

Existem diferentes tipos de v́ırus. Atualmente, foram identificadas aproximadamente

3.600 espécies, que podem infectar bactérias, plantas e animais, bem como se instalar

e causar doenças no homem. Cada doença com particularidades quanto ao modo de

transmissão, caracteŕısticas da infecção e medidas profiláticas.

São as moléculas de protéınas virais que determinam qual o tipo de célula o v́ırus irá

infectar. Geralmente, o grupo de células que um tipo de v́ırus infecta é bastante restrito.
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Tipicamente, o ciclo de replicação viral numa célula hospedeira suscet́ıvel leva 16 horas.

Existem basicamente dois tipos de ciclos reprodutivos: o ciclo ĺıtico e o ciclo lisogênico

[44]. Esses dois ciclos iniciam-se com o v́ırus aderindo a superf́ıcie da célula hospedeira,

suponha uma bactéria. A seguir, o material genético do v́ırus é introduzido no interior

da célula. A partir desse momento, começa a diferenciação entre os dois ciclos. No ciclo

lisogênico, o DNA viral incorpora-se ao DNA bacteriano e não interfere no metabolismo da

bactéria, que se reproduz normalmente, transmitindo o DNA viral aos seus descendentes.

Por outro lado, no ciclo ĺıtico, o DNA viral passa a comandar o metabolilmo bacteriano

e a formar vários DNAs virais e cápsulas protéicas, que se organizam formando novos

v́ırus. Ocorre a lise da célula, liberando vários v́ırus que podem infectar outras bactérias,

reiniciando novamente o ciclo.

As maiores diversidades de formas, tamanhos e estratégias genéticas e reprodutivas

encontram-se nos v́ırus que infectam células animais. Grande parte desses v́ırus, ao infec-

tar uma célula animal, penetra com a cápsula e o ácido nucleico. Se o v́ırus for envelopado,

o envelope incorpara-se à membrana plasmática da célula hospedeira. No interior dessa

célula, a cápsula protéica rompe-se, liberando o ácido nucleico, podendo iniciar um ciclo

do tipo ĺıtico ou lisogênico [35].

Dependendo do tipo de v́ırus, uma célula infectada por uma part́ıcula viral pode liberar

de 100 até 100.000 part́ıculas virais. Cada uma dessas part́ıculas virais recém-formadas

pode, por sua vez, infectar outra céluda vizinha suscet́ıvel [34].

Muitas doenças humanas devastadoras são causadas por v́ırus. Como exemplo, po-

demos mencionar o ocorrido em 1919, em que o v́ırus influenza A matou 20 milhões de

pessoas [37]. Existem diversas doenças causadas por v́ırus, dentre as quais encontram-

se a caxumba, raiva, rubéola, sarampo, hepatite, dengue, poliomielite e febre amarela.

Também há a gripe, que é causada por uma variedade de v́ırus, a varicela ou catapora,

vaŕıola, meningite viral e AIDS, que é causada pelo HIV. Recentemente foi mostrado que

o câncer cervical é causado ao menos em partes pelo papilomavirus (que causa papilo-

mas, ou verrugas), representando a primeira evidência significante em humanos para uma

ligação entre câncer e agentes virais.

2.3 Células que participam da resposta imune

Vários tipos de células participam da resposta imune. Os leucócitos ou glóbulos brancos

são os elementos fundamentais do processo. Existem três tipos principais de glóbulos

brancos: linfócitos, monócitos e granulócitos [36]. Além dessas células, destacamos as

chamadas células NK, que são também importantes na resposta imune.
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Linfócitos B

Os linfócitos ou células B são produzidos na medula óssea. Eles concentram-se nos

ganglios linfáticos, onde filtram a linfa, à espera de uma molécula que seja não-própria e

reaja especificamente com o seu receptor aleatório. Sua principal função consiste em pro-

duzir e secretar anticorpos, que são carregados em sua superf́ıcie celular. Um engenhoso

mecanismo genético assegura que moléculas de anticorpos são extremamente diversas:

as sub-unidades das protéınas dos anticorpos podem ser combinadas de várias maneiras

diferentes para gerar um repertório quase indefinido de diferentes anticorpos. Essencial-

mente, para qualquer molécula estranha que entre no corpo humano, há uma molécula de

anticorpo espećıfica que pode ligar-se a esta como um mecanismo fechadura e chave [37].

Se um micro-organismo entra no corpo humano, a maioria das células B não terão

anticorpos de especificidade correta, mas algumas células B estarão aptas a ligar-se a

algumas das protéınas do micro-organismo. Essas células B espećıficas se tornarão ativas

e começarão a se dividir, crescendo em número. Este processo é chamado seleção clonal,

pois os melhores clones (população de células derivadas do mesmo antepassado) de células

B são selecionados para multiplicar. Durante esta multiplicação, variações adicionais

nas moléculas de anticorpos são introduzidas. Alguns desses anticorpos podem ser mais

eficientes que os originais. Esses receberão um forte sinal de ativação devido a interação

com o micro-organismo e se multiplicarão com mais rapidez.

Linfócitos T

Os linfócitos ou células T são são assim chamados porque eles se desenvolvem até a

maturidade na glândula denominada timo [38]. O processo de criação de células T é bas-

tante aleatório. Essas células são classificadas em três amplas categorias [34], baseando-se

nas suas funções: os linfócitos T citotóxicos (CTL, cytotoxic T lymphocytes), também

denominados células T citotóxicas (TC , T cytotoxic), as células T auxiliares (TH ,

T helper) e as células T supressoras (TS, T suppressor). Os CTL são descritos como

células efetoras por exercerem um efeito direto sobre as células-alvo, ou seja, são capa-

zes de matar células. As células TH e TS são denominadas células reguladoras, uma

vez que elas regulam as atividades de outras células. Executam essa função através do

contato direto com essas outras células e da secreção de moléculas solúveis que também

afetam a função dessas outras células. Conforme indicado pelo seu nome, as células TH

potencializam a resposta imunológica, enquanto as células TS a deprimem.

Existem células T CD8+, que são células matadoras, e células T CD4+, que são células
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ajudadoras. CD8 e CD4 referem-se a algumas protéınas da superf́ıcie destas células, a qual

chamamos de receptores, visto que elas se ligam freqüentemente a outras moléculas. Os

imunologistas classificam as células do sistema imune de acordo com os seus receptores.

As células CD8 têm a habilidade de reconhecer e eliminar células que são infectadas

por v́ırus [37]. Quando estas células encontram uma célula infectada, elas são ativadas e

começam a produzir qúımicas que matarão a célula-alvo. Pode-se observar, através de um

microscópio, que as células T CD8 tornam-se agitadas quando elas entram na vizinhaça de

células infectadas. As células T auxiliares CD4+ ativadas proliferam e se diferenciam em

células efetoras cujas funções são mediadas predominantemente por citocinas secretadas.

Estas citocinas possuem um fator de crescimento que atua sobre os linfócitos ativados por

ant́ıgeno e estimula a sua proliferação [41].

Após eliminar a célula infectada, as células T CD8+ permanecem ativadas procurando

por outras células infectadas na região circunvizinha. Elas podem também dividir-se e

criar duas células filhas de mesma especificidade, prontas para matar mais células infec-

tadas por v́ırus.

Monócitos

Os monócitos são células grandes que circulam no sangue. Possuem um núcleo em

forma de ferradura ou bilobulado e grânulos citoplasmáticos circundados por membrana,

que contem enzimas e substâncias tóxicas. Os monócitos são células altamente móveis

que migram nos tecidos periféricos, onde se diferenciam em células maiores denominadas

macrófagos. Os monócitos/macrófagos podem matar alvos diretamente quando esses

são muito grandes para serem fagocitados.

Granulócitos

Os neutrófilos, os eosinófilos e os basófilos são as vezes designados coletivamente de

granulócitos, desde que esses três tipos celulares são dotados de grânulos citoplasmáticos,

circundados por uma membrana. Os eosinófilos são assim denominados em virtude de

os grânulos conterem protéınas alcalinas que se ligam ao corante ácido, eosina. Os

basófilos receberam esse nome porque seus grânulos contêm proteroglicanos sulfatados que

se ligam a corantes básicos. As protéınas existentes nos grânulos dos neutrófilos podem

ligar-se tanto a corantes ácidos quanto básicos, dáı o termo neutrófilos. Os eosinófilos

participam na defesa contra vermes parasitas e também nas reações de hipersensibilidade

via mecanismo de citotoxidade. Os neutrófilos são fagoćıticos móveis, o mais abundante,

e é sempre o primeiro a chegar ao local da invasão e sua morte no local da infecção forma

Instituto de F́ısica - UFAL
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o pus, um ĺıquido pastoso e rico em protéınas estruturais. Eles ingerem, matam e digerem

patógenos microbianos.

Células NK

As células NK (natural killer) constituem um subgrupo de linfócitos. Compartilham

algumas caracteŕısticas com os linfócitos T, porém não expressam receptores de células

T nem de células B. São algumas vezes denominadas grandes linfócitos granulares,

visto que são maiores do que os linfócitos T e B, e possuem grânulos citoplasmáticos

delimitados por membranas. As células NK receberam esse nome em virtude de sua capa-

cidade de destruir células do hospedeiro infectadas por certos v́ırus ou outros patógenos

intracelulares, bem como algumas células tumorais [34].

2.4 Caracteŕısticas gerais das interações entre hospe-

deiro e micro-organismo

A infecção refere-se à invasão dos tecidos de um hospedeiro por micro-organismos,

com multiplicação subseqüente desses micro-organismos nos tecidos do hospedeiro, po-

dendo ou não causar doença.

A imunidade está relacionada à resistência que o hospedeiro desenvolve contra os

micro-organismos invasores. Essa resistência envolve barreiras f́ısicas, mecânicas, bi-

oqúımicas e respostas imunológicas inatas e adaptativas. Se a resistência for eficaz na

detenção ou erradicação do micro-organismo nós denominamos imunidade protetora.

Caso contrário, é descrita como imunidade ineficaz.

O sistema imunológico inato desempenha o principal papel nos primeiros quatro dias

de infecção por micro-organismos com os quais o hospedeiro tem contato pela primeira

vez. Dependendo do micro-organismo, do número de organismos infecciosos e do estado

de competência do sistema imune do hospedeiro, a resposta imunológica inata pode ou

não destruir todos os micro-organismos invasores.

No entanto, se a resposta imunológica inata não for bem sucedida na erradicação da

infecção, a imunidade adaptativa, mediada por linfócitos T e B, desenvolve-se num prazo

de quatro dias após a invasão inicial do micro-organismo. As células ou linfócitos B

produzem anticorpos espećıficos contra o micro-organismo, as células T auxiliares CD4+

produzem citocinas, ajudam os macrófagos a eliminar micróbios ingeridos e ajudam as

células B a produzir anticorpos. Algumas células, como os linfócitos TCD8+, ativados
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proliferam e se diferenciam em CTLs que matam especificamente as células do hospedeiro

que estão infectadas por patógenos intracelulares. Os anticorpos e as citocinas recrutam

as células efetoras do sistema imunológico inato, mais especificamente, os granulócitos,

os monócitos e as células NK, reunindo assim, as forças inatas de destruição contra o

patógeno [34].

Nesse primeiro encontro entre determinado micro-organismo invasor e o sistema imune,

os resultados posśıveis são os seguintes:

1. O micro-organismo invasor é eliminado, ou seja, o sistema imune vence, efetuando

a cura.

2. O micro-organismo invasor mata o hospedeiro.

3. O hospedeiro e o micro-organismo invasor atingem um estado de tolerância, onde

ambas populações aprendem a coexistir.

Os dois primeiros resultados representam a resolução de uma infecção a curto prazo

(aguda). O terceiro resultado posśıvel representa o estabelecimento de uma infecção a

longo prazo. Neste caso, o agente infeccioso permanece no hospedeiro, resultando em

infecção crônica, porém a sua multiplicação é mantida sob controle pelo sistema imune.

Para o micro-organismo não é interessante matar o hospedeiro, pois assim, estaria

perdendo o seu “aposento e espaço livre”. Com efeito, os micro-organismo mais bem

adaptados, em termos evolutivos, são aqueles que estabelecem infecções crônicas no hos-

pedeiro.

2.5 Vacinação

A vacinação é uma das formas de prevenção de doenças transmitidas ao ser humano

por meio de v́ırus ou de bactérias. As vacinas têm por objetivo desencadear em nosso

organismo um mecanismo de imunização ativa. Na vacinação, inocula-se em um indiv́ıduo

sadio, pela primeira vez, uma pequena quantidade de um ant́ıgeno atenuado ou inativo

[45], e seu corpo reage como se estivesse recebendo o agente ativo da doença, desen-

cadeando todas as respostas imunológicas naturais e adquiridas que o micro-organismo

patogênico desencadearia caso fosse uma infecção real. Assim estimulado, o organismo

passa a produzir anticorpos que estarão dispońıveis no sangue somente após alguns dias.

Nessa primeira inoculação, a resposta imunológica é lenta, com produção de pequena

quantidade de anticorpos. Entretanto, ela deixa o organismo preparado ou programado

para que, se uma segunda infecção ocorrer, a resposta imune seja mais senśıvel, intensa
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e prolongada. Conforme citado por Ribeiro e Dickman [3], é nisto que consiste a base

da eficácia de algumas vacinas. Desse modo, se o indiv́ıduo for infectado por v́ırus ou

bactérias causadores de uma doença contra a qual já recebeu vacina, ele já estará pronto

para reagir contra esses organismos e a doença não se manifestará [35].

2.6 Redes idiot́ıpicas

O sistema imune humano é controlado pela ação de uma variedade de moléculas regu-

ladoras e efetoras, sendo que, nem todas as moléculas que participam da resposta imune

foram identificadas. No entanto, conforme citamos anteriormente, o tipo de células mais

importante que compõe o sistema imune é uma classe de células brancas do sangue conhe-

cidas como linfócitos que são criadas na medula óssea junto com todas as outras células

presentes no sangue e são transportadas por todo o corpo através dos vasos sangúıneos

[2].

Existem diversas funções desempenhadas pelos linfócitos, entretanto do ponto de

vista de reconhecimento de padrões, a principal caracteŕıstica consiste no fato de que

eles possuem receptores especializados capazes de reconhecer ant́ıgenos. Estes receptores

localizam-se em regiões variáveis (superf́ıcies dos linfócitos) geradas a partir de proces-

sos aleatórios como recombinação e mutação somática [5]. A grande diversidade destas

regiões variáveis acarreta no reconhecimento de qualquer ant́ıgeno pelo sistema imune.

Assim, o repertório primário do sistema imune pode ser visto como um grande (aleatório)

arranjo de moléculas receptoras.

O sistema imune é mais que uma coleção de linfócitos operando independentemente,

pois existem interações entre células através de muitos sinais qúımicos, mais especifi-

camente, estes sinais se propagam através de interações espećıficas entre receptores da

superf́ıcie celular e moléculas de anticorpos, i.e., os clones da rede imune podem se comu-

nicar uns com os outros em longas distâncias por radiodifusão (broadcasting) na forma

de anticorpos anti-idiot́ıpicos [2]. A origem da teoria de redes idiot́ıpicas se deu em mea-

dos do ano de 1970 por Jerne [8]. Esta teoria, conforme mencionou De boer [46] é baseada

sobre o simples argumento de que, se cerca de 107 células ou clones do sistema imune são

capazes de reconhecer qualquer ant́ıgeno, então eles também seriam capazes de reconhecer

uns aos outros. Portanto, a ideia por trás da hipótese de rede é que os anticorpos são

moléculas que podem reagir com outros anticorpos [6]. Em outras palavras, conforme

proposto por Jerne [8], o sistema imune, em vez de ser um conjunto discreto de clones

que respondem somente quando desencadeado por ant́ıgenos, é uma rede organizada de

moléculas e células que reconhecem umas as outras mesmo na ausência de ant́ıgeno. A
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existência de interações na rede tem sido provada com numerosos dados experimentais [9],

veja ainda referências em [47]. Nos anos 70 e 80 explicações de fenômenos imunológicos

em termos de redes idiot́ıpicas foi extremamente popular.

Inicialmente, os trabalhos sobre redes idiot́ıpicas mostravam a existência de diferentes

regiões sobre os anticorpos [7]. Uma delas era o paratopo que podia reconhecer um

determinado epitopo de um ant́ıgeno (neste caso, o reconhecimento do ant́ıgeno se dá

a ńıvel molecular através das ligações não covalentes que se estabelecem entre as duas

superf́ıcies [48]) ou um conjunto de idiotopos (definido como o conjunto de determinantes

antigênicos da parte variável de um anticorpo) em outros anticorpos. Assim, pensava-se

que ocorria uma estimulação quando idiotopos fossem reconhecidos por paratopos e, caso

acontecesse o inverso, ou seja, se paratopos reconhececem idiotopos em células receptoras,

ocorreria um efeito supressor. Entretanto, a assimetria paratopo-idiotopo de interações

idiot́ıpicas correspondentes a uma rede foi posteriomente revisada e abandonada [49].

A teoria de redes idiot́ıpicas é atualmente aceita no meio cient́ıfico nas mais diversas

áreas da ciência. Entretanto, na década de 1980, houve uma plauśıvel discussão entre os

proponentes desta nova teoria e aqueles da teoria clássica da seleção clonal que levaram

a esclarecer os méritos e desvantagens de ambos os modelos. Alguns anos depois, mais

especificamente no ińıcio da década de 1990, Coutinho e Varela, formularam o conceito de

segunda geração das redes imunes [1] que objetivou combinar o melhor dos dois paradigmas

concorrentes. Mais atualmente, os estudos no âmbito de redes idiot́ıpicas ganharam muito

destaque devido aos trabalhos de Pendergraft e colaboradores [50]. Eles sugeriram que

o desenvolvimento de doenças autoimunes pode ter uma relação muito estreita com a

perturbação do controle de anticorpos autoreativos pela rede idiot́ıpica.

Modelos foram propostos para descrever a maturação e proliferação de linfócitos es-

timulados. Grande parte deles utilizam uma função de estimulação dependente da in-

tensidade do campo de estruturas complementares correspondente a um dado idiótipo

(conjunto de idiotopos).

As redes idiot́ıpicas estão inseridas dentro de um grupo denominado redes biológicas.

As redes biológicas se utilizam das teorias e modelos desenvolvidos para os outros tipos

de redes devido à grande dificuldade na obtenção dos dados.

2.7 Genética - introdução básica

A genética constitui o ramo da biologia que estuda a natureza qúımica do material

hereditário, ou seja, a transferência das caracteŕısticas f́ısicas e biológicas de geração

para geração. O pesquisador que deu a maior contribuição para a genética atual foi
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o monge austŕıaco Gregor Mendel através de seus experimentos com ervilhas. Muitos

cientistas acreditam que a explicação para muitos problemas genéticos se encontra nos

genes. O estudo desta área auxilia na identificação de anormalidades cromossômicas

além de promover a utilização de terapias gênicas como medidas corretivas. Dentre os

problemas ocasiados por alterações e origem genética destacamos: Śındrome de Down,

albinismo, daltonismo, Śındrome de Turner, dentre vários outros. Tais doenças podem

ser divididas em três grupos [51]: as monogênicas ou mendelianas (causadas por

mudanças ou mutações que acontecem na sucessão de DNA de um único gene, como por

exemplo: a anemia falciforme), as cromossômicas (causadas por problemas estruturais

do cromossomo, como mudança de posição) e as poligênicas que ocorrem por definição

genética, como é o caso da diabetes e da hipertensão arterial.

As principais áreas da genética são [52]:

• Genética clássica: consiste nas técnicas e métodos da genética, anteriores ao

advento da biologia molecular;

• Genética molecular: enfatiza o estudo das estruturas e funções dos genes a ńıvel

molecular. Ela ajuda a compreender as mutações genéticas que podem causar certos

tipos de doenças e através dela pode-se descobrir as razões pelas quais as carac-

teŕısticas são exercidas e como e porque algumas podem sofrer mutações [53];

• Genética ecológica: estuda a evolução fenot́ıpica em populações. Além do mais,

analisa a genética com enfoque nas interações entre os organismos e destes com o

meio ambiente.

• Genômica: estuda os padrões genéticos de determinadas espécies;

• Genética de populações: também chamado de genética populacional, este campo

de estudo está muito relacionado com a genética ecológica. Ele constitui o ramo da

biologia que analisa a distribuição e mudança na frequência de alelos sob a influência

de forças evolutivas e também busca explicar fenômenos importantes da evolução,

tais como: especiação e adaptação ao ambiente. Os estudos na área da genética de

populações constituem a parte vital da śıntese evolutiva moderna, cujos principais

fundadores foram Sewall Wright, Sir Ronald Fisher J. B. S. Haldane.

Neste trabalho iremos dar mais ênfase à sub-área da genética denominada genética

populacional, que constitui tanto uma ciência experimental quanto teórica [54]. Do lado

experimental, ela fornece descrições dos padrões reais de variação genética entre membros

individuais das populações e estima as taxas de diversos processos, enquanto que do lado

teórico, faz previsões sobre como se espera que a composição genética das populações
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possa mudar como consequência das várias forças que nelas operam. Os estudos neste

campo foram capazes de explorar apenas conjuntos limitados de caracteŕısticas, por causa

da necessidade de uma relação simples entre a variação genot́ıpica e a fenot́ıpica.

As forças evolucionárias que influenciam as frequências de alelos, no âmbito da genética

populacional, são as seguintes: mutação, seleção natural, deriva genética ou gênica e

migração. A seguir daremos uma descrição suscinta a respeito de cada uma destas forças

evolutivas.

2.8 Mutação

A mutação pode ocorrer em qualquer organismo vivo, podendo ser induzida por agen-

tes f́ısicos ou qúımicos. A despeito da mutação ser um termo considerado vago por muitos

cientistas, ela pode ser definida como uma mudança brusca que ocorre ao acaso no mate-

rial genético de um organismo e que pode ser transmitida aos seus descendentes [55]. O

conceito de mutação foi proposto pelo biólogo holandês Hugo de Vries a partir do estudo

da hereditariedade de uma planta. Ele observou o surgimento aleatório de novas carac-

teŕısticas em algumas plantas, caracteŕısticas estas que não estavam presentes em seus

ancestrais. Ele concluiu que a mutação seria a principal responsável pelo surgimento de

diversos alelos dos genes o que desencadeava a variação genética nos organismos.

Podemos dizer que as mutações podem ser de dois tipos distintos: as mutações gênicas

que ocorrem quando há a alteração de um trecho da molécula de DNA, levando a uma mo-

dificação da protéına sintetizada e a mutação cromossômica quando ocorre a alteração

de partes inteiras de cromossomos, tais como: a alteração da sequência de genes assim

como a alteração no número de cromossomos.

De maneira geral, as mutações podem ser causadas, com uma pequena probabilidade,

por erros de cópia do material genético durante o processo de duplicação do DNA. No

entanto, existem enzimas de reparação que corrigem maior parte dos erros antes que eles se

tornem mutações permanentes, conforme vemos por exemplo, a ação do gene P53, também

conhecido como o guardião do genoma [56], que evita a formação de turmores. A despeito

da pequena probabilidade na ocorrência de mutações, existem certos agentes do ambiente,

denominados agentes mutagênicos, que podem aumentar a taxa de ocorrência de erros

genéticos de qualquer oganismo vivo, desde v́ırus e bactérias até vegetais e animais. Dentre

alguns destes agentes podemos citar: substâncias existentes no fumo, produtos qúımicos

como benzimidazol, ácido nitroso, o gás mostarda, exposição a radiações ionizantes como

os raios X, raios gama e radiação ultravioleta, alguns corantes existentes nos alimentos,

dentre outros.
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Além das mutações causadas por erros de duplicação, vemos também que nas células

também podem ocorrer mutações deliberadamente durante processos conhecidos como

hipermutação. As mutações podem ocorrer em qualquer célula do corpo, sejam elas

somáticas (como as células da pele e do f́ıgado) ou germinativas (espermatozóide ou óvulo).

Quando a mutação ocorre numa célula somática dizemos que houve uma mutação somática

e, como tais células não são transmitidas aos seus descendentes em animais, elas podem

ser ignoradas no contexto evolucionário. Por outro lado, quando temos uma mutação de

linhagem germinativa, as mesmas podem ser transmitidas aos seus descendentes.

As mutações ocorem ao acaso e geram variações no conjunto de genes da população,

atuando de forma crucial na evolução das espécies. Elas podem ser deletérias (desfa-

voráveis), benéficas (vantajosas) ou neutras. As mutações têm um papel importante na

adaptação dos organismos. As mutações neutras são definidas como aquelas cujos efei-

tos não alteram a adaptabilidade do organismo ao meio em que ele se encontra inserido.

Acredita-se que a maioria das mutações não tem efeito significativo na aptidão dos organis-

mos. Já as mutações benéficas ou favoráveis, como o nome sugere, apresentam um efeito

positivo ao organismo e representam uma fração muito pequena das mutações existentes.

Tais mutações conduzem a novas versões de protéınas ajudando o organismo em futuras

gerações a adaptar-se melhor a mudanças ambientais. Por fim, as mutações deletérias

reduzem a adaptação dos organismos ao meio ambiente e são bem mais frequentes que

as mutações vantajosas. A seleção natural (este tema será discutido na próxima seção)

age no intuito de eliminar este tipo de mutação e preservar as combinações dispońıveis

que estão bem mais adaptadas ao ambiente. Entretanto, em alguns casos tais mutações

se fixam na população.

2.9 Seleção natural

Foi Darwin quem percebeu que um processo muito semelhante à seleção artificial

ocorre na natureza. A teoria da seleção natural pode ser definida, de forma sucinta, por

meio de quatro postulados [57], são eles:

1. Variação: nas populações, os indiv́ıduos são variáveis, possuindo fenótipos e genótipos

diferentes entre si;

2. Super reprodução: as variações dos indiv́ıduos são transmitidas dos genitores à

prole;

3. Competição: os indiv́ıduos competem pelos recursos limitados, sendo alguns mais

bem-sucedidos do que outros na sobrevivência e na reprodução, ou seja, nem todos
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os descendentes sobrevivem;

4. Sobrevivência para reprodução: sobrevivência e reprodução não são randômicas,

antes estão ligadas às variações individuais, de maneira que os indiv́ıduos melho-

res adaptados ao ambiente são os que sobrevivem e reproduzem mais, ou seja, são

selecionados naturalmente.

A variação genética sobre a qual a seleção natural e também outras forças evolutivas

atuam origina-se na mutação. A seleção natural em conjunto com as mutações desem-

penham um papel crucial na evolução, pois se um determinado gene que sofreu uma

mutação determinar um caráter incoveniente, na maioria dos casos, o mesmo será elimi-

nado pela seleção natural, enquanto que se a mutação melhorar a adaptação do indiv́ıduo,

a frequência do gene correspondente aumentará nas gerações sucessivas com uma dada

probabilidade e, se a prole herdar os caracteres vantajosos, os indiv́ıduos mais adaptados

vão predominando nas gerações sucessivas. Portanto, pela seleção natural a espécie em

questão irá se aperfeiçoar gradualmente [58].

A seleção natural constitui o artif́ıcio chave que age sobre a casualidade da mutação

e seleciona as caracteŕısticas apropriadas para melhorar a adaptação dos organismos.

Entretanto, o sentido em que a seleção natural age é determinado pelo ambiente em

questão, desde que um caráter que é vantajoso num ambiente pode ser inconveniente

em outro. Um exemplo clássico disto é o chamado melanismo industrial [59], que envolve

mudanças causadas por seleção natural numa população de mariposas (Biston Betularia).

Até a primeira metade do século XIX, a única forma conhecida desta espécie de mariposa

era branco acinzentada, de maneira que exemplares escuros eram dificilmente encontrados.

O primeiro exemplar escuro foi encontrado na Inglaterra no ano de 1848. Depois de 47

anos, percebeu-se que, cerca de 98% dos exemplares coletados eram escuros. O que

acarretou esta mudança foi a crescente industrialização de várias regiões inglesas, pois

a fuligem advinda das fábricas ocasionou o lento enegrecimento de muros e troncos de

árvores. Antes da industrialização as mariposas claras eram facilmente confundidas com

os troncos das árvores, coberto por liquens, dificuldando sua predação por pássaros e,

consequentemente, as mesmas tinham mais chances de transmitirem seus genes a seus

descendentes. Após a industrialização, com os troncos enegrecidos pela fuligem, a situação

ficou mais agradável para as mariposas escuras que se escondiam com mais facilidade dos

predadores, se reproduzindo com maior frequência do que as claras. Atualmente, sabe-se

que a cor da mariposa é hereditária e depende de um par de genes, cuja variedade escura

é determinada por um gene dominante.

A seleção natural pode conduzir a variações nas frequências dos alelos no decorrer do

tempo. Entretanto, não podemos afirmar com total certeza que a seleção natural está
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agindo se houver uma variação qualquer na frequência dos alelos de uma geração a outra,

pois existem outros processos que conduzem a efeitos semelhantes. Um exemplo disto é

a deriva genética, a qual discutiremos a seguir.

2.10 Deriva genética

A deriva genética, também denominada deriva gênica, ou deriva alélica, ou ainda

derivação genética, pode ser definida como a variação do fundo genético das populações

como consequência do acaso [60]. Este mecanismo, conforme mencionamos acima, também

é responsável pela modificação na frequência alélica das populações. Tal conceito, foi

tratado inicialmente por Sewall Wright, um dos fundadores do campo da genética de

populações. Não é posśıvel prever a direção da mudança na frequência de um alelo

causada pela deriva, o que equivale a dizer que o processo é estocástico. Apesar da deriva

genética ser um mecanismo pertencente à evolução, a mesma não produz adaptação,

diferentemente do caso da seleção natural, onde a adaptação é alcançada através da não-

aleatoriedade nas escolhas entre mutações. Além do mais, este mecanismo não é tão

conhecido e popularizado quanto a seleção natural. Inclusive, existem teorias ingênuas

a respeito da evolução que assumem que uma população, na grande maioria dos casos,

alcança uma constituição otimizada somente por seleção.

Um ponto importante na produção de flutuações estocásticas nas frequências dos alelos

é a escolha aleatória dos gametas durante o processo de reprodução devido ao fato do

número de gametas que se encontram numa determinada geração duma população ser

muito maior que o número de indiv́ıduos produzidos na próxima geração.

A deriva genética também pode ser vista como a mudança na frequência dos alelos

resultantes de efeitos amostrais em populações finitas. A permanência de um alelo numa

população é governada pelo tamanho efetivo desta. De forma eventual, a frequência de

um determinado alelo pode diminuir ou aumentar até atingir a frequência 1 (quando to-

dos os indiv́ıduos da população apresentam o mesmo alelo) ou a frequência nula (quando

simplesmente o alelo desaparece da população). As situações descritas representam, res-

pectivamente, os fenômenos de fixação e extinção de um alelo.

2.11 Migração

Quando um determinado alelo fixa na população (o que significa que todos os in-

div́ıduos partilham a mesma mutação), a mesma só será modificada novamente se uma
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nova mutação surgir. Mas isto só acontecerá se os indiv́ıduos pertencentes à população

permanecerem isolados, caso contrário, outro alelo poderá aparecer através de um outro

mecanismo evolucionário denominado fluxo gênico, que é definido sucintamente como a

entrada ou sáıda de indiv́ıduos numa população.

Quando há a migração de um indiv́ıduo de uma população para outra, o mesmo car-

rega os genes advindos de seus genitores para a nova população. Se o mesmo for bem

sucedido em relação ao estabelecimento no seu novo habitat e consegui realizar o cru-

zamento, ele irá transmitir os seus genes para a população receptora. Caso os genes do

indiv́ıduo migrante tenha um valor de adaptação maior que os genes dos indiv́ıduos re-

ceptores, a seleção natural poderá atuar no intuito de aumentar a frequência dos alelos

inseridos, fazendo com que estes possivelmente cheguem à fixação. Por outro lado, caso os

genes do indiv́ıduo migrante sejam desfavoráveis, seu destino vai depender da frequência

de inserção de tais genes. Se esta for menor que a ação da seleção natural, os genes prova-

velmente serão eliminados em alguma geração posterior. Por outro lado, se a frequência

de inserção for superior à seleção, o gene nunca será totalmente eliminado, pois o mesmo

ficará reaparecendo por migração.

São vários os fatores que modificam a taxa de fluxo gênico entre populações distintas,

sendo que um dos mais significativos é a mobilidade, que está mais presente em animais

que em plantas. Dentre as vantagens advindas dos processos migratórios ou do fluxo

gênico podemos destacar a introdução de novos genes numa população, aumentando a

variabilidade genot́ıpica da mesma e a diminuição das diferenças genéticas existentes entre

populações de mesma espécie.
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Caṕıtulo 3

Uma abordagem a respeito de redes

Neste caṕıtulo fazemos uma abordagem geral a respeito de redes. Primeiramente

discorremos a respeito do tema redes complexas, onde abordamos dois tipos de redes

muito utilizadas na literatura, a saber: a rede aleatória e a a rede livre de escala. Mais

precisamente, iremos fazer uma breve discussão a respeito da teoria dos grafos aleatórios

e da rede de Barabàsi que é um tipo de rede livre de escala. Em seguida, na seção

2 mostramos a evolução adaptativa em populações espacialmente estruturadas. Vários

mecanismos inerentes à dinâmica evolutiva são tratados nesta seção que serão enfatizados

posteriormente ao apresentarmos os resultados do modelo que analisamos. Por fim, na

terceira e última seção, apresentamos alguns modelos matemáticos de redes idiot́ıpicas

que tiveram sua origem através dos estudos de Jerne.

Posteriormente, na seção 2,

3.1 Redes complexas

A teoria de redes complexas, redes sociais ou simplesmente redes descreve uma ampla

variedade de sistemas de elevada importância tecnológica e intelectual. Ela constitui uma

recente área interdisciplinar que envolve o formalismo matemático da teoria dos grafos

e sua análise é baseada em ferramentas da mecânica estat́ıstica. A grande importância

que foi dada a esta área nas últimas décadas foi motivada pelo desejo em compreender

vários sistemas reais, desde redes de comunicações à cadeias ecológicas. Uma grande

parcela destes sistemas podem ser adequadamente descritos por redes complexas cujos

nós representam indiv́ıduos ou organizações, enquanto que as arestas imitam as interações

existentes entre eles [62]. Por exemplo, as células são descritas, de forma melhor, por uma

grande rede genética cujos vértices são protéınas e genes, já as interações qúımicas entre

elas representam as arestas [14]. Um outro tipo de rede complexa ocorre em ciências

sociais, onde os vértices são os indiv́ıduos ou organizações e as arestas são interações
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sociais entre eles. O World Wide Web é uma enorme rede virtual de documentos HTML

conectados por hiperlinks. Neste último caso, os documentos são os vértices da rede,

enquanto que os hiperlinks representam as arestas. Além destas redes, podemos mencionar

ainda a rede de colaboração de atores de cinema, a rede de contatos sexuais humanos,

as redes ecológicas, as redes de telefonia, as redes de citações cient́ıficas, as redes de

neurônios, dentre outras [63].

Tradicionalmente, o estudo de redes complexas foi descrito por uma área da ma-

temática chamada teoria dos grafos. Considera-se que o ponto inicial da ciência das redes

e, consequentemente da teoria dos grafos, é o trabalho de Leonard Euler que, em 1735,

resolveu o problema das pontes de Königsberg. Nesta cidade havia um conjunto de sete

pontes que cruzavam o rio Pregel [61] e ligavam duas grandes ilhas. O problema consistia

em descobrir se seria posśıvel fazer um percurso cont́ınuo passando por todas as pontes

uma única vez. Euler se preocupou em analisar que tipo de grafo se podia fazer o tal

caminho fechado. Contudo, ele provou em seu trabalho a impossibilidade de um caminho

fechado elaborando o primeiro grafo matemático, onde as pontes foram consideradas como

arestas.

Conforme visualisamos acima, existem diversos tipos de redes, sendo assim, encontra-

mos em [63] uma classificação para as mesmas. Mais especificamente, as redes podem ser

classificadas em quatro tipos distintos: as redes sociais, as redes tecnológicas, as redes

biológicas e as redes de informação.

A primeira delas, as redes sociais, podem ser caracterizadas por um grupo de pes-

soas com padrão de contato ou relacionamento. Dentro deste conjunto, destacam-se os

trabalhos relativos às amizades entre indiv́ıduos, às relações comerciais entre empresas,

ou ainda as relações familiares. No âmbito das redes sociais, encontramos uma série de

experimentos realizados pelo psicólogo Stanley Milgram (1967) que ocasionou um grande

impacto na sociedade acadêmica mundial, fato que ficou conhecido pelo fenômeno do

mundo pequeno (small world). A primeira experiência realizada por ele teve como intuito

alcançar um determinado indiv́ıduo através do envio indireto de correspondências. Em

primeiro lugar, indiv́ıduos (origem) foram escolhidos aleatoriamente no intuito de encami-

nhar uma carta a um indiv́ıduo (alvo), mas os participantes só podiam enviar a carta para

conhecidos. O resultado obtido foi surpreendente, pois 1/3 das cartas chegaram ao des-

tino final (indiv́ıduo previamente determinado), em uma média de 6 passos. Ele também

conduziu outro experimento semelhante afim de testar a hipótese de que membros de uma

grande rede social, neste caso a população dos Estados Unidos, estariam ligados entre si

por uma pequena cadeia de conhecimentos intermediários. O objetivo era alcançar um

indiv́ıduo alvo em uma região geográfica distante enviando mensagens a centenas de in-

div́ıduos selecionados aleatoriamente. Cada indiv́ıduo teria que encaminhar a mensagem
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para alguém próximo. Mais uma vez, o resultado médio de seis indiv́ıduos, incluindo ele,

necessários para fechar uma cadeia entre ele e o indiv́ıduo alvo, foi encontrado.

Já as redes tecnológicas são aquelas projetadas e constrúıdas diretamente pelo homem

[64]. Um exemplo simples são aquelas que já mencionamos, a saber a Word Wide Web,

assim como as redes de distribuição elétrica e ferroviárias.

Em terceiro lugar estão as redes biológicas. Conforme mencionamos acima as células

são descritas, de forma mais eficaz, como uma rede complexa conectada através de relações

qúımicas. Contudo, devido à grande dificuldade na obtenção de dados, o estudo destas

redes é feito através da utilização de teorias e modelos desenvolvidos para outros tipos de

redes.

O último tipo de rede são as chamadas redes de informação que, como o nome sugere,

são advindas das relações de conhecimento, tal como o exemplo clássico da rede de citações

entre artigos acadêmicos.

3.1.1 Grafo aleatório

Conforme vimos acima, o estudo de redes complexas tem se restringido ao território da

teoria dos grafos que, inicialmente, focalizava sobre grafos regulares, como se pode notar

nos trabalhos primordiais de Leonhard Euler onde grafos pequenos com um alto grau de

regularidade eram considerados. Apesar disto, desde a década de 1950 redes de grande

escala foram descritas como grafos aleatórios, propostos como a realização mais simples

e direta de uma rede complexa [65].

Grafos aleatórios foram primeiramente estudados pelos matemáticos Húngaros Paul

Erdös e Alfréd Rényi. Em seus trabalhos [10, 11, 12] eles visavam as redes como um

conjunto de nodos que são conectados aos pares com igual probabilidade. Devido a

ausência de dados de redes grandes, a predição da teoria de Erdös e Rényi foi raramente

testada em redes reais. No entanto, com a informatização na aquisição de dados em todos

os campos houve o surgimento de grandes bancos de dados de topologias de várias redes

reais, criando a possibilidade de compreender a dinâmica e topologia de grandes redes.

Além do mais, o aumento da capacidade computacional possibilita a investigação de redes

contendo milhões de nodos, explorando, desta forma, questões que não foram abordadas

antes.

As redes aleatórias constituem um campo da ciência da computação e se baseiam nos

grafos aleatórios. No âmbito da matemática, uma rede é representada por um grafo (grafo

é uma designação mais usada na literatura matemática, neste trabalho consideraremos os

dois termos como sendo equivalentes), que é usualmente representado por um conjunto

de pontos e linhas (conexões entre dois pontos). Um grafo (veja figura 3) pode ser repre-
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sentado através da notação G = {P, E}, onde P é um conjunto de N nodos (vértices ou

pontos) P1, P2, . . . , PN e E é um conjunto de arestas (conexões ou linhas) que conectam

dois elementos de P . A seguir descrevemos o modelo de Erdös e Rényi.

Figura 3 – Esquematização de um grafo simples. Podemos notar que a estrutura possui 9

nodos e 12 arestas.

Fonte: Repositório digital da Wdfiles [66].

O modelo de Erdös e Rényi

Com o advento da teoria dos grafos, diversos estudiosos começaram a analisar as mais

variadas propriedades dos diversos tipos de grafos e a forma como os seus nós se agrupam.

Em meados d na literatura de forma abreviada como modelo ER) é definido, em seu

primeiro artigo clássico, por uma rede aleatória com N nós e com n conexões escolhidas

de forma aleatória entre as N(N − 1)/2 conexões posśıveis. Podemos notar que em sua

totalidade existem Cn
N(N−1)/2 possiba década de 1960, Paul Erdös descobriu que métodos

probabiĺısticos eram frequentemente úteis para a resolução de problemas no âmbito desta

teoria. Foi após tal descoberta que ele, juntamente com Alfréd Rényi, introduziram a

teoria dos grafos aleatórios. O modelo de Erdös e Rényi (as vezes nomeadoilidades de

grafos, formando um espaço de probabilidade em que cada grafo é equiprovável.

A construção de um grafo aleatório é frequentemente denominado, na literatura, como

uma evolução, desde que tal construção se inicia com um conjunto de N vértices ou nós

isolados sem nenhuma conexão e o grafo progride através de adições sucessivas de arestas

aleatórias. A rede ou grafo obtido em diferentes momentos deste processo corresponde a

valores cada vez maiores da probabilidade de conexão p. Obviamente, o valor máximo de

p é 1 que corresponde à situação onde a rede é plenamente conectada com um número de

ligações ou arestas dado por:

n =
N(N − 1)

2
(3.1)

Uma definição equivalente e alternativa para um grafo aleatório é o modelo binomial

[65]. Considere que tenhamos, inicialmente, N nodos, onde cada par de nodos é conec-

tado com probabilidade p. Assim, o número total de conexões é uma variável aleatória

Instituto de F́ısica - UFAL



3.1 Redes complexas 42

proporcional a probabilidade p e com valor esperado dado por:

E(n) = p [N(N − 1)/2] (3.2)

Considerando que G0 é um grafo com N nodos e n conexões ou arestas, a probabilidade

em se obter este grafo através deste processo de construção é dada por:

P (G0) = pn(1− p)N(N−1)/2−n (3.3)

O objetivo principal da teoria dos grafos aleatórios consiste em determinar com qual

probabilidade p uma propriedade particular de um grafo provavelmente surgirá. Um

atributo marcante da teoria em questão é a existência de uma probabilidade cŕıtica pc,

onde observamos, no regime p > pc, a existência de um aglomerado gigante que, na

maioria dos casos, engloba todos os elementos do grafo. Abaixo da probabilidade cŕıtica

p < pc, o grafo é composto de vários aglomerados menores e isolados [63].

A teoria dos grafos aleatórios estuda as propriedades do espaço de probabilidades

associado à grafos de N nodos no limite em que N → ∞. A distribuição de grau ou

conectividade do grafo aleatório foi primeiramente estudada por Erdös e Rényi [10], en-

quanto que a distribuição integral de conectividades foi obtida por Bollobás (ver referência

6 de [61]). Para uma rede aleatória com probabilidade de conexão p, a conectividade ki

de um dado nó i, que pode se conectar, no máximo, a N − 1 nós da rede, é dada pela

seguinte equação:

P (ki = k) = Ck
N−1p

k(1− p)N−1−k (3.4)

que é uma distribuição binomial. A equação (3.4) determina a quantidade de maneiras

posśıveis em que k arestas ou ligações podem ser executadas a partir de um determinado

nó. O termo pk representa a probabilidade de existirem k arestas, enquanto que o último

termo, i.e., (1 − p)N−1−k denota a probabilidade de ausência de ligações adicionais. Por

fim, o termo Ck
N−1 determina a quantidade de maneiras equivalentes de selecionar k pontos

(nodos) para estas arestas. No limite de N →∞ a distribuição (3.4) pode ser aproximada

por uma distribuição de Poisson [67] com média z = (N − 1)p ≈ Np da seguinte forma:

P (ki = k) =
pk

k!
e−pN =

zke−z

k!
(3.5)

A figura 4 mostra a distribuição de conectividades para uma rede aleatória com N =

10000 vértices e probabilidade de conexão p = 0, 002, de maneira que a conectividade

média é z = Np = 20. Podemos verificar que os dados da simulação (pontos preenchidos)

são bem descritos pela previsão teórica (linha cheia) obtida através da equação (3.5).
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Figura 4 – Distribuição de conectividade para uma rede aleatória com N = 10000 nós e

conectividade média z = Np = 10000×0, 002 = 20. A linha cheia representa a previsão teórica

dada pela equação (3.5).
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

3.1.2 Rede livre de escala

Os pesquisadores Watts e Strogatz [68] propuseram um modelo (na literatura o mesmo

é denominado abreviadamente como modelo WS) com um único parâmetro que interpola

entre um rede finita ordenada e uma rede aleatória. Eles observaram que o agrupamento

local, uma propriedade comum em redes sociais onde grupos exclusivos de amigos ou

conhecidos são formados, é uma importante caracteŕıstica de redes e, com isto, deram a

primeira indicação de que as redes reais podiam ser mais complexas que aquelas preditas

pelo modelo de Erdös e Rényi.

Apesar da robustez do modelo de Erdös e Rényi para redes aleatórias, existem duas

questões importantes em relação às redes reais que não são consideradas, tanto neste

modelo como naquele introduzido por Watts e Strogatz. Em primeiro lugar, verifica-se

que em ambos os modelos o número de nodos N é fixo. Durante a evolução os vértices

são conectados aleatoriamente, no modelo ER, ou reconectados, no modelo WS, contudo

não há variação alguma no parâmetro N . O segundo ponto genérico consiste no fato de

que no modelo de redes aleatórias assume-se que a probabilidade de dois vértices serem

conectados é aleatória ou uniforme.

Em oposição ao primeiro argumento supracitado, observa-se que a maioria das redes
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reais são abertas e evoluem continuamente através da adição cont́ınua de novos nodos ao

sistema, de maneira que a quantidade de vértices N aumenta com o tempo. Um exemplo

comum disto é a rede de colaboração de atores em filmes que expande-se continuamente,

conforme verificamos na base de dados da internet que contem todos os filmes e seus

elencos, onde no ano de 1998 dados mostraram cerca de 225226 nodos e em maio de

2000 este número cresceu para 449913 [65]. Além deste exemplo podemos citar também

a rede de literaturas cient́ıficas que aumenta à medida que novos artigos são publicados.

Em relação ao segundo ponto abordado no parágrafo anterior, nota-se que a maioria das

redes reais exibem uma conectividade preferencial [14] como é o caso da rede de literaturas

cient́ıficas, onde um novo manuscrito tem uma probabilidade maior de citar um artigo

mais conhecido e, consequentemente, mais citado do que um menos citado e conhecido.

Uma caracteŕıstica comum observada nos modelos ER e WS é que a probabilidade P (k)

que um nodo da rede seja conectado a k outros nodos é limitada e decai exponencialmente

no regime de grandes valores de k, diferentemente do que se pode notar em modelos de

redes reais, tais como a rede de atores, a rede de contatos sexuais humanos, dentre outras,

onde a distribuição de graus de conectividade P (k) decai seguindo uma lei de potência de

acordo com P (k) ≃ k−γ, independentemente da natureza do sistema e da identidade de

seus constituintes [13]. A evidência de que algumas redes com elevado número de vértices

podem se organizar num estado livre de escala é advinda destes resultados e, como as leis

de potência são livres de qualquer escala caracteŕıstica, estas redes são chamadas redes

livres de escala ou redes sem escala. A seguir descrevemos o primeiro modelo de rede livre

de escala proposto por Barabàsi e Albert.

O modelo de Barabàsi-Albert

Barabàsi e Albert [14, 65, 13] foram os primeiros pesquisadores que observaram uma

distribuição de graus de conectividade seguindo uma lei de potência em redes comple-

xas. A origem deste comportamento pode ser remetida aos dois mecanismos mencionados

acima que estão presentes na maioria dos modelos de redes reais. Tais mecanismos apre-

sentam um forte impacto sobre a topologia final da rede.

O modelo proposto por Barabàsi e Albert incorpora esses dois ingredientes levando

a uma distribuição invariante por escala. O algoritmo que inclui estes dois mecanismos

básicos é descrito a seguir:

1. Crescimento: o modelo se inicia com uma quantidade m0 de nodos e, em cada

passo, um novo nó é adicionado com (m ≤ m0) conexões realizadas com elementos

já existentes no sistema.
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2. Ligação preferencial: assume-se que a probabilidade P (ki) de um novo elemento

se conectar a um nodo i existente depende do grau de conectividade ki de i através

da seguinte equação:

P (ki) =
ki

∑N
j=1 kj

(3.6)

onde N determina o número total de elementos existentes na rede. A equação (3.6)

incorpora o fato de que novas ligações apontam para nodos com um quantidade

maior de conexões.

Figura 5 – Simulação numérica do modelo de rede livre de escala usando o algoritmo de

Barabàsi e Albert. A distribuição de conectividade decresce com uma lei de potência, com

expoente γ = 2, 95, conforme é indicado pela linha cheia e pela legenda no gráfico. Os

parâmetros utilizados para a simulação foram: N = m0 + t = 1000 e m = 5.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Após um determinado número de passos t o procedimento descrito acima conduz a

uma rede com N = t + m0 nodos e mt ligações. Na figura 5 indicamos a simulação

numérica usando o algoritmo de Barabàsi e Albert. Podemos notar que a distribuição

de conectividades decresce com k seguindo uma lei de potência como P (k) ≃ k−γ , cujo

expoente γ = 2, 95 é aproximadamente igual a 3. É importante notar que o resultado

independe do único parâmetro do modelo (m).

A rede livre de escala teve sua natureza e propriedades conhecidas mais recentemente

que as redes aleatórias, que são mais simples e já foram bem estudadas. Ambas as redes

apresentam topologias cuja distribuição de conectividades é não homogênea, conforme
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vimos nas figuras (4 e 5). Entretanto, existem algumas diferenças importantes entre as

duas redes. Um exemplo disto é a presença de nós hubs (vértices que possuem um alto grau

de conectividade) com conectividade maior nas redes sem escala que na rede aleatória. A

importância deste tipo de nodo é que, estatisticamente, 60% dos nós de uma rede livre

de escala são alcançados através de apenas 5 deles em comparação com 27% no caso de

redes aleatórias [63]. Isto mostra que a heterogeneidade da rede sem escala é maior que a

da rede aleatória.

3.2 Evolução adaptativa em populações espacialmente

estruturadas

A genética populacional e, mais precisamente, a adaptação através do processo de

seleção natural é uma matéria de suma importância no âmbito da evolução natural de

populações [29]. Apesar de ser um campo com uma rica literatura histórica, tal assunto

ainda está muito longe de ser completamente compreendido. Uma das questões iniciais

neste campo foi a distribuição de frequências genéticas obtida analiticamente através

dos trabalhos de Fisher. Nesta mesma época, Wright e Haldane conduziram estudos

independentes. Estes três autores juntos fundaram o campo da genética populacional e

são reconhecidos na literatura como a grande trindade da genética de populações [15].

Uma ampla gama de trabalhos iniciais encontrados na literatura focalizam no estudo da

dinâmica adaptativa em populações sem estrutura, também denominadas homogêneas.

Oposto ao modelo populacional analisado nestes trabalhos, um grande número de espécie

de bactérias vivem como populações estruturadas no espaço [29]. Mais precisamente,

algumas populações microbianas naturais se prendem às superf́ıcies formando estruturas

complexas chamadas biofilmes [31], em que os indiv́ıduos ficam aprisionados na matriz de

biofilmes ou têm algum grau de liberdade para se mover. Além do mais, em laboratórios,

micróbios são routineiramente cultivados em placas de ágar (um hidrocolóide extráıdo

de diversos gêneros e espécies de algas marinhas vermelhas que consiste numa mistura

heterogênea de dois polissacaŕıdeos, agarose e agaropectina) e adquirem uma estrutura

espacial.

Além dos exemplos mencionados acima podemos citar as estruturas espaciais mais

complicadas que são relevantes nos estudos de evolução de populações virais, que espalham-

se no espaço através de redes de transporte humano, como é o caso do estudo da dinâmica

espacial da pandemia do influenza que ocorreu no ano de 1918 em 3 páıses diferentes [69],

onde os autores usaram um modelo de transmissão de cidade à cidade (conhecido como

modelo de gravidade) para dados de mortalidade coletados de 246 centros populacionais.
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A ideia de que a progressão para o câncer, que é uma doença genética que surge como

uma consequência da evolução somática dentro do corpo [70], pode ser compreendida como

um processo evolucionário foi primeiramente formulada por Nowell em 1976 (ver referência

1 em [32]). Nos últimos anos, a aplicação de prinćıpios abordados na genética populacional

para compreensão e controle da progressão neoplástica tem recebido bastante atenção no

meio cient́ıfico [31, 70, 32] e há uma forte evidência de que a estrutura espacial também seja

importante para os processos evolucionários envolvendo a progressão para o câncer. Os

primeiros modelos matemáticos utilizados na tentativa de obter uma melhor compreensão

sobre a progressão do câncer consideraram um modelo de evolução numa população de

células bem misturadas, ou seja, numa população sem estrutura. Entretanto, sabe-se que

células pré-cancerosas muitas vezes evoluem em estruturas complexas de tecido epitelial.

Assim, os autores em [32] propuseram um novo modelo que considera uma população

celular espacialmente estruturada.

Além dos modelos que citamos, os modelos de genética populacional para estudo da

adaptação em populações assexuadas tem recebido bastante atenção, tanto teórica quanto

experimental. No entanto, grande parte dos trabalhos assumiram que a população em

questão é homogênea ou não estruturada e que cada indiv́ıduo compete com todos os

outros. Entretanto, sabe-se que uma ampla gama de espécies se organizam num tipo de

estrutura dentro de uma população local onde os indiv́ıduos competem com aqueles que

estão nas proximidades. A dinâmica de adaptação em populações homogêneas já foi bem

estabelecida, como pode-se notar nas referências 13–18 em [29]. Por este e outos motivos

já mencionados entendemos que seja de suma importância conhecer como a estrutura

espacial influencia quantidades evolucionárias importantes.

Gordo e Campos [30] introduziram um modelo afim de estudar a evolução adaptativa

em uma população espacialmente estruturada de indiv́ıduos assexuados haplóides. Em tal

modelo, os organismos são dispostos espacialmente numa rede regular bidimensional de

tamanho linear L e são assumidas condições de contorno periódicas. Cada um dos N = L×
L indiv́ıduos da população ocupam uma célula ou śıtio da rede e é considerado diferentes

ńıveis de estruturas, de maneira que os indiv́ıduos competem com um número diferente

de vizinhos. Mais precisamente, são considerados dois ńıveis de estruturas diferentes

(tais estruturas podem ser visualisadas com mais facilidade na figura 6), que são: a

vizinhança de Moore, onde cada indiv́ıduo interage com os oito vizinhos mais próximos

e a vizinhança de Von Neumann, em que a interação é reduzida para quatro vizinhos.

A evolução da população segue uma versão modificada do modelo de Wright-Fisher que

leva em consideração a estrutura espacial da população. Modelos de Wright-Fisher são

modelos de genética de populações que considera, dentre suas caracteŕısticas, tamanho

finito da população e gerações discretas. Esta classe de modelos é muito importante para
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a interpretação da variação molecular dentro da população [71]. Apesar do tamanho

da população ser fixo neste modelo, alguns autores [72] analisaram um modelo onde a

população se expande seguindo uma lei loǵıstica.

Figura 6 – Esquema das estruturas de Von Newmann (painel esquerdo) e Moore (painel

direito). Na estrutura de Moore o número de vizinhos considerados são oito, enquanto que

para a estrutura de Von Neumann a vizinhança é composta por quatro vizinhos.

Fonte: Adaptada de Hand, 2005 [73].

Outro ponto importante no modelo de Gordo e Campos é que não são consideradas

sobreposições na população, assim todos os indiv́ıduos pertencentes à geração t + 1 são

descendentes diretos dos indiv́ıduos no tempo t e a reprodução é realizada da seguinte

forma: um indiv́ıduo que esteja numa dada célula i só pode ser descendente de um

indiv́ıduo que esteja localizado na célula i ou em sua vizinhança. Isto determina que a

competição neste modelo é local. Matematicamente, um indiv́ıduo i na geração t + 1 é

descendente de um indiv́ıduo j na geração t com a seguinte probabilidade:

pij =
ωj
∑

l ωl

(3.7)

onde ωj é uma constante que denota o valor de adaptação do inviv́ıduo j e a soma que

aparece no denominador é realizada sobre a célula i e sua vizinhança que depende do tipo

de estrutura considerada.

O esquema de mutação no modelo é realizado da seguinte maneira. Durante o processo

de replicação, cada um dos indiv́ıduos descendentes recebe ou herda o número de mutações

já adquiridas por seu ascendente e uma soma adicional n de novas mutações deletérias

obtidas através de uma distribuição de Poisson:

Qn =
Une−U

n!
(3.8)

onde U é uma constante que denota o número médio de novas mutações por indiv́ıduo

por geração. Além destas mutações deletérias, o indiv́ıduo recebe uma soma adicional de

mutações benéficas que surgem numa taxa constante Ub por indiv́ıduo. É assumido que
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cada mutação deletéria diminui o valor de adaptação do indiv́ıduo por um fator constante

dado por (1 − sd), enquanto que as mutações benéficas melhoram o valor de adaptação

por um fator (1 + sb).

No intuito de analisar como a distibuição de mutações fixadas é afetada pela estrutura,

os autores assumiram que o efeito seletivo ĺıquido sb de uma dada mutação benéfica é

exponencialmente distribúıda da seguinte forma:

g(sb) = βexp(−βsb) (3.9)

que é a distribuição esperada de acordo com o que foi argumentado pela teoria dos valores

extremos (veja referências [22] e [23] em [74]). O termo
1

β
determina o efeito seletivo médio

das mutações benéficas [26].

Podemos notar que neste modelo só é utizado uma distribuição de efeitos seletivos para

o caso das mutações benéficas, a despeito de que para um modelo mais reaĺıstico seria

necessário considerar também uma distribuição de efeitos para as mutações deletérias.

Entretanto, o que se tem determinado até o momento para micro-organismos é somente

um efeito deletério médio [29], de maneira que, por falta de suporte experimental não

podemos assumir nenhuma distribuição, antes supomos simplesmente o valor sd.

Para conclúırmos a descrição do modelo introduzido por Gordo e Campos precisa-

mos indicar como o valor de adaptação de cada indiv́ıduo é atualizado em cada geração.

Então, suponha que Kb e Kd correspondam ao número de mutações benéficas e deletérias,

respectivamente. Portanto, o valor de adaptação de cada indiv́ıduo é dado por

π (Kd, Kb) =





Kb
∏

i=1

(1 + sb (i))



 (1− sd)Kd (3.10)

Nas subseções seguintes estaremos introduzindo alguns mecanismos importantes no

âmbito da genética de populações. Estaremos frequentemente mencionando o modelo

descrito aqui.

3.2.1 A probabilidade de fixação

Uma das ideias centrais para compreender a adaptação de populações naturais é o

estudo da probabilidade de fixação [16]. Os processos de fixação de alelos benéficos é

um dos blocos da construção da teoria da genética de populações e muitos dos principais

resultados sobre a probabilidade e tempo de fixação datam de seus primeiros dias [75].

O destino final de qualquer mutação é a sua fixação ou sua perda definitiva da po-

pulação. Dentre os elementos que interferem no destino das mutações destacamos a seleção

natural, a deriva genética, a migração e a forma como estes processos variam e interagem
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no espaço e tempo. Por este motivo, alguns autores [77] analisaram se a heterogeneidade

espacial intefere na probabilidade de fixação.

Figura 7 – Representação esquemática do processo de fixação de uma mutação benéfica.

Em (a) uma mutação surge na população e, posteriormente a rota para a fixação pode ser

visualisada acompanhando os painéis de acordo com a ordem alfabética.

Fonte: Ilustrada pelo autor.

Um evento de fixação ocorre quando todos os indiv́ıduos da população adquirem a

mesma mutação [26]. A figura 7 apresenta o esquema de fixação de uma mutação benéfica

que surge inicialmente num único indiv́ıduo, mas após algumas gerações a frequência de tal

mutação na população alcança a unidade. Apesar das mutações benéficas serem a essência

da evolução adaptativa, muitos trabalhos em genética de populações tem focalizado a

atenção em dados de mutações deletérias e neutras. No entanto, o desprezo histórico

pelas mutações vantajosas se deve parcialmente ao fato de que estas mutações são muito

raras comparadas com as deletérias e neutras. Um fator importante relativo a isto é que

não havia meios adequados para detectar as mutações benéficas.

Assim, com o crescimento das abordagens de evolução experimental, pôde-se perceber

que mutações benéficas são mais abundantes que anteriormente se suspeitava o que tem

despertado o interesse teórico e experimental de muitos, principalmente no que diz respeito

a modelos de populações assexuadas por duas principais razões. A primeira delas é que

ensaios de evolução experimental são mais facilmente reproduzidos com populações micro-

bianas, desde que as mesmas evoluem ou se propagam com mais facilidade. Enquanto que

a segunda razão reside em suposições teóricas, desde que surgem outros efeitos durante a

substituição de mutações benéficas neste tipo de população [20].

A despeito da frequência das mutações benéficas, a maioria delas se perdem. Um dos

resultados mais notáveis no âmbito da genética de populações é que uma nova mutação,

mesmo sendo favorável ou benéfica e que a mesma tenha surgido numa população suficien-
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temente grande, tem uma baixa probabilidade de fixação. Isto ocorre, segundo Michael C.

Whitlock e colaboradores [77], porque quando um alelo é raro, o mesmo encontra-se pre-

sente em poucas cópias e, portanto tem uma elevada probabilidade de não deixar nenhum

descendente devido à natureza estocástica da reprodução. Mais especificamente, Haldane

[21] mostrou que, para uma grande população de organismos sexuados, a probabilidade de

fixação de mutações benéficas recém surgidas é somente duas vezes sua vantagem seletiva.

Assim, se uma dada mutação possui valor seletivo de 1%, a probabilidade da mesma se

fixar será de apenas 2%. Por outro lado, ela possui 98% de chance de ser perdida. Este

resultado foi, posteriormente generalizado por Kimura [78] que obteve uma expresão mais

geral para a probabilidade de fixação que engloba flutuações aleatórias na intensidade da

seleção assim como deriva aleatória por causa de população de tamanho pequeno.

Segundo Patwa e Wahl [15] existem três aproximações utilizadas para computar a

probabilidade de fixação. A primeira delas pode ser utilizada quando se pode enumerar o

espaço de estado de uma população, onde uma aproximação de cadeias de Markov pode

determinar a probabilidade de fixação com exatidão. No entanto, este procedimento só

é fact́ıvel quando o tamanho da população é bastante pequeno, caso contrário, métodos

baseados em processos discretos de ramificação são muitas vezes utilizados. Estes métodos

constituem o segundo tipo de aproximação e foram desenvolvidos através dos modelos de

Fisher e Haldane [21, 80] que são baseados no processo de ramificação de Galton-Watson.

A última aproximação que pode ser utilizada para estimar a probabilidade de fixação

reside em métodos baseados na teoria de difusão, uma derivação desta aproximação pode

ser vista em [61]. Neste último caso, tal aproximação é utilizada quando o tamanho da

população é grande e a mudança na frequência genética é pequena em cada geração.

Kimura e colaboradores [72] também deram uma notável contribuição nesta área ao

apresentar uma nova teoria capaz de computar a probabilidade que uma rara mutação

benéfica se torne fixa em uma população finita, quando o tamanho da população muda

com o tempo, mais especificamente, eles analisaram o caso em que a população se expande

sob leis loǵısticas.

Processo de ramificação de Galton-Watson

Apesar da existência de três tipos de aproximações, conforme citamos acima, iremos

desenvolver apenas uma delas afim de obtermos uma expressão anaĺıtica para a probabili-

dade de fixação, mais especificamente, iremos apresentar o modelo matemático de Galton

e Watson, que é denominado processo de Galton-Watson. Tal teoria foi aparentemente

desprezada durante muitos anos após sua criação [79], sendo primeiramente utilizada

no contexto da genética populacional por Fisher [80] para estudar a sobrevivência de
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descendentes de um gene mutante e variações aleatórias na frequência de genes e, subse-

quentemente, por Haldane no intuito de investigar a posśıvel fixação de um alelo benéfico

quando o mesmo surge num único indiv́ıduo da população.

O que se entende a respeito de um processo estocástico de ramificação é que o mesmo

constitui um fenômeno em que cada um dos objetos iniciais que compõem um agregado

pode dar origem a mais objetos do mesmo tipo ou diferenciados. Os objetos produzi-

dos, que compõem a primeira geração, podem produzir ainda mais, formando a segunda

geração e assim sucessivamente, sendo que a evolução do sistema é sujeita a certas leis de

probabilidades [81]. Existem diversos exemplos disto, mas destacamos o desenvolvimento

de populações de humanos ou animais e a propagação de genes. A seguir descrevemos o

processo de ramificação de Galton-Watson.

Vamos usar a linguagem da árvore genealógica para ilustrar o processo de ramificação.

Então, suponha que a probabilidade que um homem tenha r filhos seja pr (também

podemos traduzir esta quantidade como sendo a possibilidade que um fator (mutação)

presente num zigoto apareça em r filhos na próxima geração [21]), onde r = 0, 1, 2, . . . ,.

Cada um de seus filhos, que formam a primeira geração, tem a mesma probabilidade de

ter um determinado número de filhos. A segunda geração, por conseguinte, também tem

a mesma probabilidade, e assim por diante. Seja zn o número de indiv́ıduos da n-ésima

geração. No processo de ramificação estuda-se a distribuição de probabilidade de zn.

A partir de agora vamos deixar de lado a linguagem da árvore genealógica, de maneira

que, nossa população agora é formada por N indiv́ıduos e, inicialmente, apenas um deles

possui uma mutação benéfica, ou seja, z0 = 1 e a distribuição de probabilidade P (z1 =

r) = pr. Seja G(s) a função geratriz de z1 definida da seguinte forma:

G(s) =
∞
∑

r=0

prs
r (3.11)

onde | s |≤ 1 é uma variável complexa e pr é a probabilidade da mutação vantajosa

aparecer em r indiv́ıduos na próxima geração. Generalizando, para a n-ésima geração, a

função geratriz de zn é dada por:

Gn(s) =
∞
∑

r=0

pnrs
r (3.12)

onde pnr = P (zn = r). Evidentemente p1r = pr e G0(s) = s, desde que z0 = 1. Afim de

determinarmos a distribuição de probabilidade P (z1 = r) = pr na geração n = 1 iremos

usar a relação G1(s) = G(s), onde G(s) é determinada pela equação (3.11) e para uma

geração qualquer temos:

Gn+1(s) = Gn[G(s)] n = 1, 2, 3, . . . (3.13)
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Isto indica que a função geratriz de zn é dada pela n-ésima iteração funcional de G(s) da

seguinte forma:

Gn+1(s) = G[Gn(s)] (3.14)

A probabilidade da mutação benéfica desaparecer da população é obtida através do

teorema de Koenig (ver referência 4 de [21]) cujo valor é obtido através da raiz de s = G(s).

Esta situação equivale ao chamado regime estacionário.

Quanto mais adaptado um indiv́ıduo estiver ao meio, maior será a possibilidade de

replicação. Assim, neste processo, um indiv́ıduo se multiplicará quanto maior for o seu

valor de adaptação. Como temos incialmente N indiv́ıduos e apenas um deles tem uma

mutação benéfica, o mesmo terá valor de adaptação igual a 1+sb, onde sb é uma constante

que determina o valor seletivo da mutação vantajosa, enquanto que os N − 1 indiv́ıduos

terão valor de adaptação igual a 1. Portanto, a probabilidade que um dado indiv́ıduo

também possua a mutação na próxima geração pode ser descrita matematicamente por:

p =
1 + sb

(N − 1)× (1) + (1)× (1 + sb)
=

1 + sb

N + sb
(3.15)

e a probabilidade que o indiv́ıduo que tenha o maior valor de adaptação seja selecionado

r vezes é dado por uma distribuição binomial da seguinte forma:

pr =
N !

r!(N − r)!
pr(1− p)N−r (3.16)

Quando o valor de N é muito grande, podemos aproximar a equação (3.15) da seguinte

forma:

p =
1 + sb

N (1 + sb/N)
≃ 1 + sb

N
⇒ pN ≃ (1 + sb) (3.17)

Outras aproximaçẽos que podemos utilizar (ver problema 9 do caṕıtulo 1 da referência

[67]) para valores grandes de N são as seguintes:

(1− p)N−r ≃ e−Np (3.18)

N !

r!(N − r)!
≃ N r (3.19)

substituindo o resultado de (3.17) e as aproximações (3.18 e 3.19) em (3.15) obtemos:

pr =
e1+sb (1 + sb)

r

r!
(3.20)

que é uma distribuição de Poisson com média 1 + sb [67]. O próximo passo é substituir a

expressão da probabilidade na equação (3.20) em (3.11) afim de obtermos:

G (s) =
∞
∑

r=0

e−(1+sb)(1 + sb)
rsr

r!
= e−(1+sb) × e(1+sb)s = e−(1+sb)(1−s) (3.21)

Instituto de F́ısica - UFAL



3.2 Evolução adaptativa em populações espacialmente estruturadas 54

onde usamos
∞
∑

r=0

xn

n!
= ex

Como queremos a solução no regime estacionário (G(s) = s) e, sabendo que a probabili-

dade de fixação é determinada por Pfix = 1− s temos:

G (s) = s = e−(1+sb)×(1−s) (3.22)

⇒ Pfix = 1− e−(1+sb)Pfix (3.23)

Fazendo uma expansão de (3.23) para sb muito pequeno até segunda ordem obtemos:

Pfix = 1−
(

1− (1 + sb)Pfix +
(1 + sb)

2P 2
fix

2!
+ . . .

)

(3.24)

1

2
Pfix(1 + 2sb) ≃ sb ⇒ Pfix ≃ 2sb(1− 2sb − . . .) (3.25)

⇒ Pfix ≃ 2sb (3.26)

Este resultado, conforme mencionamos acima, foi obtido por Haldane [21]. Note que,

a probabilidade de uma mutação vantajosa chegar à fixação é muita pequena, desde

que, na maioria dos casos, as mutações possuem baixo valor seletivo [17]. Além disso,

experimentalmente se verifica que a grande maioria das mutações benéficas conferem

pequenos valores de vantagem seletiva, consequentemente uma grande parcela delas são

eliminadas devido à ação da deriva genética [82].

Figura 8 – Probabilidade de fixação versus a vantagem seletiva sb.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Na figura 8 mostramos o resultado numérico da equação (3.23) onde vemos a pro-

babilidade de fixação versus o coeficiente seletivo sb. Podemos notar que, para valores

pequenos de sb temos uma relação linear entre as duas quantidades, a saber: Pfix e sb.
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Figura 9 – Zoom da figura anterior no intervalo de pequenos valores de sb. Podemos notar

que em tal intervalo a curva mostra uma relação linear entre Pfix e sb ratificando o resultado

obtido por Haldane.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Este comportamento pode ser mais claramente visualisado na figura 9 que representa um

zoom da figura anterior no intervalo de pequenos valores de sb.

Probabilidade de fixação de uma mutação para o modelo de Gordo e Campos

Estudos primordiais da probabilidade de fixação em populações espacialmente estru-

turadas foram realizados por Maruyama [76]. Ele mostrou que, para um modelo de ilha

a probabilidade de fixação de um alelo benéfico adicional possui o mesmo valor que o

encontrado para uma população homogênea, ou seja, a probabilidade de fixação é dada

pelo dobro do valor do coeficiente de seleção, igual ao resultado encontrado por Haldane.

Posteriormente, Nagylaki (ver referências relacionadas em [77]) confirmou o resultado de

Maruyama mostrando que, para toda população estruturada com migração conservativa

a probabilidade de fixação é a mesma.

No intuito de verificar como a estrutura pode afetar a probabilidade de fixação de

uma mutação benéfica vamos mostrar o procedimento realizado por Gordo e Campos

em [30]. Primeiramente, temos N indiv́ıduos sem qualquer mutação. No instante t = 1

uma mutação é adicionada em um indiv́ıduo aleatoriamente. Dessa maneira, o indiv́ıduo

que recebeu a mutação passa a ter o valor de adaptação 1 + sb enquanto que os N − 1

indiv́ıduos restantes têm valor de adaptação 1. Deixamos o sistema evoluir e nenhuma

mutação é adicionada durante o processo. Após um dado transiente o sistema evolui para

um dos dois estados absorventes, a saber: a perda total da mutação ou a sua fixação.
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Conforme Maruyama mostrou [76], a probabilidade de fixação de uma mutação vantajosa

não é afetada em certos tipos de estruturas populacionais, tal como o modelo de ilhas

e outros modelos que assumem migração conservativa. O termo afetar aqui denota que

o resultado é o mesmo que àquele obtido para uma população homogênea conforme a

equação (3.23).

Figura 10 – A probabilidade de fixação versus o coeficiente de seleção sb. Pontos cheios

correspondem ao resultado das nossas simulações para uma população espacialmente estru-

turada com vizinhança de Moore e N = L×L = 2500, enquanto de os ćırculos vazios denotam

a predição teórica obtida através da equação (3.23).
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Na figura 10 mostramos a probabilidade de fixação para uma população espacialmente

estruturada com a vizinhança de Moore. Notamos que o resultado da simulação (ćırculos

cheios) é o mesmo que aquele obtido para uma população não estruturada (ćırculos vazios).

Em [29], Perfeito e colaboradores consideraram um variante do modelo original de

Gordo e Campos [30]. O sistema evolui de forma análoga ao modelo anterior e somente

a estrutura de Moore, onde a competição acontece entre os oito vizinhos mais próximos,

é considerada. Entretanto, a caracteŕıstica mais importante de tal modelo, o que o torna

diferenciado do original, é que após uma determinada quantidade de gerações a população

é aleatoriamente misturada. A mistura é realizada periodicamente, de maneira que os

ind́ıviduos, após T gerações, assumem novas localizações aleatórias e, consequentemente

na geração posterior à cada mistura a vizinhança de cada indiv́ıduo muda completamente.

Em tal modelo, espera-se que para valores suficientemente grandes de T , i.e., para T →∞,

ter-se-á uma estrutura intacta e os resultados serão os mesmos que os obtidos para o

modelo original.

Por outro lado, os autores esperavam que, neste novo modelo, quando a mistura fosse
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mais frequente os resultados aproximariam daqueles para uma população homogênea,

desde que para valores pequenos de T o que corresponde a uma frequência maior de

misturas, a competição se tornaria mais global. No entanto, esta assertiva não foi obtida,

desde que para valores pequenos do parâmetro T o valor da probabilidade de fixação obtido

foi muito menor que para o caso homogêneo. Por outro lado, como se esperava, quando

T aumenta os resultados aproximam-se do obtido para uma população espacialmente

estruturada. Um outro ponto importante é que, o valor de T para o qual a probabilidade

de fixação alcança o valor obtido para o modelo original depende do valor do coeficiente

de seleção como podemos verificar na figura 1 da página 303 de [29].

3.2.2 Interferência clonal

A adaptação em populações microbianas se dá através do cont́ınuo processo de fixação

de variantes benéficos na população [83]. Uma das questões fundamentais na biologia

evolucionária é: quão rápido uma população de micróbios adapta-se a um novo ambiente

pelo processo de acumulação de mutações benéficas [31]. Existem dois paradigmas que

têm sido propostos sobre a forma como mutações benéficas são acumuladas no tempo [32].

O primeiro deles é a seleção periódica [20] que ocorre quando o tempo de espera para uma

nova mutação bem sucedida é maior que o tempo de fixação. Neste caso, a mutação

espalha-se por toda a população chegando à fixação antes que uma nova mutação surja.

Neste primeiro regime as mutações são acumuladas rigorosamente de forma sequencial e,

dessa forma, a taxa de acumulação de mutações benéficas seria controlada pela aparição

de novas mutações, que é proporcional tanto à taxa de mutação como ao tamanho da

população. O segundo regime surge quando o tempo de fixação é muito maior que o

tempo de espera para uma nova mutação bem sucedida, havendo a ocorrência de mais

que uma mutação benéfica na mesma linhagem.

O modelo de seleção periódica foi utilizado por muitos anos no campo da genética de

populações [28], isto porque pensava-se que as mutações benéficas eram extramamentes ra-

ras. Entretanto, estudos experimentais de evolução tem recebido forte atenção através da

análise de populações que evoluem rapidamente, tais como: bactérias, v́ırus e protozoários

[15]. Tais organismos evoluem em condições laboratoriais numa escala temporal fact́ıvel,

de maneira, que eles tornam-se bons candidatos para o estudo da evolução em intervalos de

tempo real. Tais experimentos concederam testes experimentais em biologia evolucionária

afim de analisar algumas das mais básicas caracteŕısticas de adaptação. Uma das contri-

buições alcançadas através destes estudos foi a descoberta de que as mutações benéficas

podem ser bem mais comuns do que se pensava previamente [25]. Um exemplo disto é que

dados experimentais mostram [22] que a taxa de mutação vantajosa em micróbios pode
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ser tão grande quanto 5× 10−5 por genoma por geração na bactéria Escherichia Coli.

Quando mutações benéficas são extremamente raras, a taxa de adaptação tanto em

populações sexuadas quanto em assexuados é a mesma dependendo apenas do tempo de

espera entre mutações isoladas bem sucedidas [20]. Por outro lado, quando considera-

mos uma taxa de mutação benéfica maior a coexistência de distintas mutações vantajosas

numa mesma linhagem torna-se comum. Populações sexuadas podem evoluir através do

processo de recombinação, onde as mutações podem se combinar em um simples genoma,

mesmo que elas tenham aparecido em diferentes antecedentes genéticos. Além do mais,

notou-se que a competição entre mutações benéficas pode auxiliar no progresso de fixação,

conforme formulado por Muller [84] em sua discussão sobre a vantagem evolucionária do

sexo. Atualmente a vantagem do sexo é uma das mais importantes explicações do porquê

que a maioria dos organismos se envolve em algum tipo de intercâmbio genético. Em con-

trapartida, em populações assexuadas, onde genomas que carregam diferentes mutações

não podem se recombinar afim de formar uma entidade melhor adaptada, ocorre uma

forte competição entre mutações benéficas distintas no intuito de chegarem à fixação com

a perda definitiva das mutações restantes (veja a figura 11 para uma melhor compreensão).

Tal fenômeno é denominado interferência clonal [26]. Este fenômeno foi extensivamente

analisado tanto em trabalhos teóricos como em experimentais conforme se pode notar nas

referências [85, 86, 87, 74, 88, 89, 90, 91].

3.2.3 Taxa de substituição

Vimos que, para obter a probabilidade de fixação de uma mutação benéfica, Gordo

e Campos [30] assumiram que nenhuma mutação é adicionada durante a evolução do

sistema. Embora, alguns autores [85] analisaram a probabilidade de fixação sob o re-

gime de interferência clonal, ou seja, eles assumiram a possibilidade que outras mutações

benéficas sejam adicionadas na população enquanto uma primeira mutação segue a rota

para a fixação. Afim de analisar como a taxa de evolução adaptativa numa população

espacialmente estruturada é afetada pela interferência clonal e também por mutações

deletérias, Gordo e Campos consideraram uma taxa de mutação benéfica Ub. Para a si-

mulação, considera-se inicialmente que todos os indiv́ıduos possuem valor de adaptação

1. Durante a evolução do sistema, mutações benéficas e/ou deletérias são adicionadas de

acordo com as regras descritas no modelo (ver subseção 3.2.1). Neste ı́nterim, a maioria

das mutações benéficas se perdem devido à ação da deriva genética, enquanto que uma

pequena parcela chega à fixação.

A taxa de fixação ou substituição, é obtida a partir da razão entre o número de

mutações benéficas que se fixaram e o tempo (quantidade de gerações) necessário para isto
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Figura 11 – Representação esquemática da interferência clonal. Em (a) uma mutação

(vermelha) surge na população e, posteriormente sua rota para a fixação é afetada pelo

surgimento de outra mutação (azul) em (b). Notamos que a primeira mutação (vermelha)

se perde da população, enquanto que o novo mutante (azul) fixa na população.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: Ilustrada pelo autor.

ocorrer. A figura 12 mostra a taxa de substituição de mutações benéficas Kb em termos da

taxa de mutação Ub. No painel esquerdo apresentamos os resultados das nossas simulações,

enquanto que no painel direito temos os resultados obtidos por Gordo e Campos tanto

para uma população estruturada, com vizinhança de Moore, quanto para uma população

homogênea, para diferentes valores da taxa de mutação deletéria U . Conforme informamos

anteriormente, a dinâmica adaptativa em populações sem estrutura já é bem determinada,

de maneira que os resultados para este tipo de população são utilizados para fins de

comparação.

Notadamente, verificou-se que a taxa de substituição aumenta com a taxa de mutação

benéfica Ub, mas não numa taxa constante, pois para valores suficientemente grandes

de Ub a taxa de crescimento de Kb declina, como um notável resultado da interferência

clonal. Outro fator importante é que a taxa de fixação é sempre maior quando a população

homogênea é considerada que para o caso de uma população espacialmente estruturada.

Vale notar que os resultados obtidos aproximam-se bastante da predição teórica (linhas

cheias no painel direito de (12)) obtida através do processo de ramificação. Quando

mutações deletérias são consideradas U > 0 a taxa de fixação é menor que para o caso

onde U = 0, porque quando essas mutações são consideradas surge o efeito de seleção de

antecedentes. Além do mais, conforme Peck [92] mostrou, quando uma mutação benéfica
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Figura 12 – A taxa de substituição Kb versus a taxa de mutação benéfica Ub. O painel

esquerdo são os resultados das nossas simulações, enquanto que o painel direito representa

os resultados da referência [30]. Nas duas figuras, os pontos vazios representam resultados

de simulações para uma população espacialmente estruturada de tamanho N = L×L = 2500,

onde foi considerada a vizinhança de Moore, para diferentes valores da taxa de mutação

deléteria. Ćırculos correspondem a U = 0, quadrados a U = 0, 1 e losangos a U = 0, 01

(ver legenda no painel esquerdo). Em relação ao painel direito, os pontos preenchidos

correspondem aos resultados de simulações para uma população homogênea, enquanto que

a linha cheia representa a aproximação teórica. Os parâmetros utilizados nos dois casos

são: sd = 0, 1 e β = 20.

1e-06 1e-05 0,0001 0,001

U
b

0,0001

0,001

0,01

0,1

K
b

1e-06 1e-05 0,0001 0,001
0,0001

0,001

0,01

0,1

U = 0
U = 0,1
U = 0,01

Fonte: (Painel esquerdo) Resultados computacionais do trabalho e (painel direiro) adaptação de Gordo

e Campos, 2006 [30].

surge numa população sujeita a frequentes mutações deletérias, o destino da mutação

benéfica é fracamente afetado em populações sexuadas, mas se a população em questão for

assexuada (que é o caso do modelo de Gordo e Campos que consideraram uma população

de organismos haplóides), então a probabilidade que a mutação benéfica se perca da

população pode ser aumentada através do efeito das mutações deletérias.

Outros resultados interessantes podem ser visualisados através da figura (13 figura 5

da referência [30]), onde os dois tipos de vizinhanças que mencionamos anteriormente são

considerados. Gordo e Campos mostraram que a taxa de substituição é menor quando

o esquema de competição de Von Neumann é considerado, revelando que Kb depende

fortemente do número de indiv́ıduos envolvidos na competição. Por outro lado, observa-

se que, nos dois casos, o comportamento qualitativo é o mesmo.

3.2.4 Efeito seletivo médio das mutações que chegam a fixação

Conforme mencionamos na seção (3.2), Gordo e Campos assumiram uma distribuição
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Figura 13 – A taxa de substituição Kb versus a taxa de mutação benéfica Ub. Os pon-

tos preenchidos (vazios) correspondem aos resultados das simulações para uma população

estruturada, com vizinhança de Moore (Von Neumann). Ćırculos (diamantes) represen-

tam os resultados para U = 0 (U = 0, 1). Em ambos os casos o tamanho da população é

N = L× L = 2500. O restante do parâmetros são os mesmos que o da figura 12.

Fonte: Adaptada de Gordo e Campos, 2006 [30].

no coeficiente de seleção de mutações benéficas afim de estudarem como a distribuição de

mutações fixas, aquelas que conseguiram superar a deriva genética e, subsequentemente

venceram a competição com outras mutações, é afetada pela estrutura considerada. Claro

que só haverá competição entre as mutações benéficas (regime de interferência clonal),

quando for considerado valores suficientemente grandes de Ub. Por outro lado, quando Ub

é pequeno, o surgimento de mutações bem sucedidas é raro e se elas se tornarem suficien-

temente frequentes, expandir-se-ão rapidamente até está presente em todos os indiv́ıduos,

ou seja, até chegar a fixação. Após isto, a população volta ao regime estacionário até o

surgimento da próxima mutação bem sucedida.

A figura 14 mostra o coeficente seletivo médio das mutações que chegaram a fixação,

para as populações estruturada e homogênea, em função da taxa de mutação Ub. Gordo e

Campos verificaram que, para valores pequenos da taxa de mutação, as duas populações

apresentam valores parecidos para o coeficiente de seleção médio, contudo quando Ub

aumenta, surge uma discrepância entre os resultados obtidos para as duas populações.

Em ambos os casos o efeito médio aumenta com Ub, como já era esperado, pois no regime

de interferência clonal as mutações que apresentam os maiores valores de adaptação são

as que sobrevivem. Entretanto, o aumento de ωfix é bem mais notável na população

com estrutura espacial do que na população sem estrutura. Tal padrão é notado para
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Figura 14 – Valor esperado dos efeitos seletivos de mutações favoráveis que chegaram a

fixação ωfix em função da taxa de mutação benéfica Ub. Ćırculos correspondem aos valores

para a população homogênea, enquanto que o diamantes correspondem ao modelo com

população espacialmente estruturada. O tamanho da população é N = 2500 e não temos

nenhuma mutação deletéria, i.e., U = 0. Pontos vazios correpondem a valores de β = 40 e

pontos preenchidos a β = 20. Pontos unidos por linhas pontilhadas correpondem ao tamanho

da população N = 10000.

Fonte: Adaptada de Gordo e Campos, 2006 [30].

diferentes valores do parâmetro β assim como para diferentes tamanhos populacionais.

Podemos verificar que, para valores menores da taxa de mutação Ub o valor de ωfix

converge para o dobro do valor de 1/β, que é o efeito seletivo médio das mutações que se

fixam conforme a equação (3.9). O valor médio das mutações que chegam à fixação, para

o modelo de infinitos śıtios, é analiticamente determinada pela seguinte equação:

ωfix =
1

Pfix

∫

∞

0
g(sb)θ(sb)dsb (3.27)

onde Pfix é a probabilidade de fixação de uma mutação benéfica quando efeitos benéficos

de mutações vantajosas são exponencialmente distribúıdos conforme à equação (3.9). Pfix

é determinado pela seguinte equação:

Pfix =
∫

∞

0
g(sb)θ(sb)dsb (3.28)

onde θ(sb), tanto em (3.28) quanto em (3.27), é a probabilidade de fixação de uma mutação

benéfica com efeito seletivo fixo sb. Para pequenos valores seletivos, θ(sb) é igual à solução

para o modelo de dois alelos (3.23) que pode ser aproximada, neste regime, por θ(sb) ≈ 2sb.

Neste caso, a probabilidade de fixação (3.28) é dada por:

Pfix =
∫

∞

0
2sbβe−βsbdsb =

2

β
(3.29)
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e a equação (3.27) torna-se:

ωfix =
1

Pfix

∫

∞

0
2s2

bβe−βsbdsb = 2× 1

β
(3.30)

i.e., o resultado visualisado na figura 14 corrobora com a predição teórica (3.30).

3.3 Modelos de redes idiot́ıpicas

Um dos eixos principais da teoria em imunologia tem sido avaliar a hipótese de rede

e ilustrar os tipos de fenômenos que podem resultar das interações da rede. A partir

desta hipótese, uma ampla gama de modelos matemáticos foram sugeridos para descrever

as redes idiot́ıpicas ([5, 6, 47, 93, 4, 94, 95, 96]. Infelizmente, muitos imunologistas ex-

perimentais, na década de 1990, abandonaram os trabalhos relativos à hipótese de rede.

A razão para tal abandono encontra-se no fato de que os experimentos que podiam ser

realizados já tinham sido executados e novos experimentos não estavam mais produzindo

resultados empolgantes ou gerando novas ideias [2].

Outro fator importante apontado por Varela e Coutinho [1] é que a teoria de redes

idiot́ıpicas tinha provocado um pequeno impacto sobre a imunologia porque a maioria

dos trabalhos existentes na época tinham seus estudos dirigidos para questões erradas.

Segundo eles, a razão disto residia no fato de que os estudos em redes estavam limita-

dos à propriedades clonais locais, e tanto a teoria quantos os experimentos não estavam

endereçando seus estudos à questões centrais que não foram resolvidas pela teoria da

seleção clonal, tais como: a produção de anticorpo em animais não imunizados, seleção

do repertório pré imune, tolerância e o problema da discriminação self-nonself, evolução

do sistema imune, dentre outros. No entanto, uma nova explosão de interesse, ideias e

experimentos, em meados da década de 90, foi iniciada no intuito de rever tais questões.

Esta explosão ficou conhecida como a segunda geração de redes imunes [1] advindas de

três fontes diferentes, a saber: avanços teóricos, observações em ratos e humanos não

imunizados, e o sucesso terapêutico de novas formas de tratamento no campo de doenças

autoimunes.

No conceito da segunda geração de redes imunes a rede consiste de um núcleo central

formado por clones densamente conectados, uma rede idiot́ıpica auto sustentável que

é responsável pela resposta supressora à formas antigênicas já integrada dentro de seu

repertório, juntos com partes periféricas do sistema, principalmente formada por clones de

células B em repouso que são pobremente conectados à rede. Assim, a resposta espećıfica

a um determinado ant́ıgeno é principalmente advinda dos clones de linfócitos que fazem

parte da parte periférica do sistema.
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Um dos maiores obstáculos em formular um fantástico modelo matemático é determi-

nar uma topologia reaĺıstica para a rede idiot́ıpica. Como apontado por Varela e Couti-

nho [1], por exemplo, existe a impossibilidade de estimar os valores de conectividade para

uma dada população de anticorpos no sangue de indiv́ıduos normais ou autoimunes. Al-

guns destes modelos são baseados em sistemas de equações diferenciais, que descrevem a

evolução temporal da população de linfócitos (clones), como os encontrados nas seguintes

referências [97, 98]. Um outro exemplo deste tipo de modelo é o chamado modelo B com

duas populações interagentes (apresentaremos este modelo em seções posteriores), que é

assim denominado por descrever a dinâmica de interação entre células B [2]. Tal modelo

é relativamente simples, entretanto exibe propriedades interessantes. Além do mais, por

ser um modelo bidimensional não há a necessidade de especificar as interconexões entre

os clones, ou seja, a topologia da rede.

Uma nova classe de modelos relativamente mais recentes foram desenvolvidos onde são

consideradas redes muito maiores e complexas levando possivelmente a topologias mais

reaĺısticas. Um bom número de pesquisadores consideraram modelos de interação com a

topologia árvore de Cayley [4, 47, 95]. A árvore de Cayley constitui uma aproximação

entre o modelo de dois clones (modelo B) e uma rede mais reaĺıstica. Conforme menciona-

mos acima, constitui grande dificultade determinar uma topologia reaĺıstica para a rede.

Isto ocorre devido à grande diversidade do sistema imune e o fato de somente uma célula

a cada 105 responder a um particular epitope, sendo extremamente dif́ıcil examinar expe-

rimentalmente interações entre clones particulares. A topologia da rede é determinada a

partir da escolha dos elementos da matriz que define a magnitude das interações entre os

clones presentes. Por simplicidade, os elementos de matriz são escolhidos como sendo 0

(nehuma interação) ou 1 (interação máxima). Assim, do ponto de vista de redes grandes

e complexas, como há a impossibilidade de determinar os elementos de matriz, torna-se

necessário atribuirmos aleatoriamente uma fração espećıfica de elementos diferentes de

zero. A seguir descrevemos alguns modelos de redes idiot́ıpicas.

3.3.1 O modelo B

A árdua tarefa para os teóricos que trabalham no âmbito da imunologia tem sido

encontrar um modelo que seja simples e possa exibir uma variedade de comportamentos

observados. O modelo que apresentamos aqui [2] representa a dinâmica de células B que,

apesar da simplicidade, exibe propriedades interessantes. Variações do modelo em questão

foram consideradas por outros pesquisadores [5, 94, 99, 100].

Aqui consideramos três etapas da vida celular: (1) os clones de células B são formados

na medula óssea, (2) proliferam devido à estimulação idiot́ıpica e (3) morrem na periferia.
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A taxa de variação temporal da população xi de clones i é descrita pela seguinte equação

diferencial:
dxi

dt
= m + xi[pf(hi)− d] (3.31)

onde m é um termo que está relacionado à produção de células da medula óssea, p é

um parâmetro de proliferação celular, a função f(hi), denominada função de ativação,

correponde à fração de células que proliferam em função do campo hi e d especifica a

taxa de morte celular. Para cada clone i consideramos que a soma total de estimulação

anti-idiot́ıpica é igual à combinação linear de todos os outros clones j, ou seja,

hi =
∑

j

Jijxj (3.32)

onde Jij especifica a afinidade da interação entre os clones xi e xj [101]. Tal afinidade é

determinada pelo valor do elemento da matriz em questão dentro do intervalo [0, 1], ou

seja, elementos diferentes de zero na matriz representam interação e a magnitude dos ele-

mentos representa a força da interação. Numa situação biológia real alguns clones podem

interagir de forma parcial uns com os outros, entretanto, por questão de simplicidade,

escolhemos Jij = 0 como sendo o caso onde não temos interação alguma ou Jij = 1 para

interação máxima. Portanto, a escolha da matriz J que se restringe à escolha 0 ou 1 dos

elementos da matriz define a topologia da rede.

Sabe-se que a influência de um dado clone j sobre um outro clone i é mediada por an-

ticorpos, contudo os mesmos não são inclúıdos no modelo, mas assume-se implicitamente

que a concentração de anticorpos de um clone varia proporcionalmente com a concentração

de células B. Nas seguintes referências [2, 47] é apresentado um modelo mais reaĺıstico que

inclui a interação de anticorpos que são secretados pelas células B, denominado modelo

AB. Em tal modelo, devido à estimulação, os anticorpos são secretados pelas células B,

declinam na região circunvizinha e são removidos ou desativados por formação complexa

com outros anticorpos.

A função f(hi) da equação (3.31) é sempre positiva e sua forma é a caracteŕıstica

mais crucial do modelo. Aqui a função utilizada é bifásica, desde que ela é formada pelo

produto de duas funções, sendo que na primeira delas, crescendo-se o campo estimulatório

hi cresce f(hi) (este regime é conhecido como estimulatório), já na segunda, crescendo-se

hi decresce f(hi) (regime supressor). Mais especificamente, a função de ativação utilizada

é a denominada curva em forma de sino (ver fig. 15), descrita pela seguinte equação

matemática:

f(hi) =
hi

θ1 + hi

θ2

θ2 + hi

(3.33)

onde os parâmetros θ1 e θ2 são escolhidos de maneira que θ1 ≪ θ2. A razão usual para

empregar a função de ativação (3.33) consiste no fato de que as células B são ativadas
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pelo processo de ligação cruzada (do inglês cross-linking) de seus receptores situados na

superf́ıcie do anticorpo [101]. Embora a função de ativação descrita pela equação (3.33)

seja mais reaĺıstica a mesma não facilita o tratamento matemático. Sendo assim, Weisbuch

e colaboradores [4] estudaram a dinâmica idiot́ıpica usando uma função linear por partes

(Piecewise linear) no intuito de obterem resultados anaĺıticos. Consequentemente, a partir

de tais resultados foi posśıvel determinar as condições algébricas para a existência de

memória localizada no sistema. Em [101], pesquisadores utilizaram uma nova função de

ativação semelhante à curva em forma de sino, mas considerando receptores de ligação

cruzada por ligante bivalente, de maneira que dois campos são requeridos: um campo de

ligação e um campo de ligação cruzada.

Conforme mencionamos acima, a equação (3.33) é composta por dois fatores, sendo

que o primeiro cresce de 0 a 1, chegando à metade do seu valor máximo em θ1, enquanto

que o segundo fator decresce de 1 a 0, chegando à metade do seu valor máximo em θ2. O

valor do campo hi para o qual temos um máximo para a função de ativação é dado por:

hmax =
√

θ1θ2 (3.34)

Podemos notar que o valor máximo de f(hi) é menor que 1, pois o valor de (3.33) quando

hi = hmax é dado por:

f(hmax) =
θ2

(√
θ1 +

√
θ2

)2 (3.35)

de maneira que a função de ativação está restrita ao intervalo 0 ≤ f(h) < 1. Note que

(3.35) aproxima-se da unidade no limite em que θ1 ≪ θ2. Isto significa que a taxa máxima

de crescimento das células B é p − d. Podemos notar através da equação (3.31), que só

haverá expansão clonal se o parâmetro p for maior que a taxa de morte d. Se p < d, a

população de clones simplesmente desaparecerá.

3.3.2 O modelo B bidimensional

Antes de analisarmos a dinâmica de redes maiores, vamos abordar o problema de dois

clones interagentes [2, 4]. A evolução do sistema se inicia com a introdução de uma quan-

tidade de ant́ıgenos, cuja concentração é A. O ant́ıgeno é reconhecido pelo sistema imune

provocando à produção de um primeiro conjunto de anticorpos AB1. Devido à completeza

do repertório imune, estes anticorpos atuam, segundo a teoria de Jerne, como ant́ıgenos

provocando a produção de um segundo conjunto de anticorpos AB2. Seja a concentração

da primeira população de células (AB1) ou de idiótipos dada por x1, enquanto que a

concentração anti-idiot́ıpica (AB2) é dada por x2. A população de células AB1 reage com
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Figura 15 – A função de ativação definida pela equação (3.33). Os parâmetros usados para

a simulação foram: p = 1, d = 0, 5, θ1 = 0.1 e θ2 = 10. A linha y = d/p intercepta a função f(h)

em dois pontos que indicam os valores dos campos estimulatório (L) e supressor (H).
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

o ant́ıgeno, enquanto que a população x2 reage com x1. A matriz que conecta as duas

populações de clones é dada por:





0 1

1 0



 (3.36)

de maneira que os campos são: h1 = J12x2 = x2 e h2 = J21x1 = x1. Quando o ant́ıgeno

está presente no sistema com uma concentração A, o campo experimentado por x1 é

levemente modificado. Neste caso temos:

h1 = x2 + J1,AA (3.37)

onde o termo J1,AA determina a interação entre o conjunto de células AB1 e de ant́ıgenos.

Consideramos que o ant́ıgeno é eliminado pela ação dos anticorpos x1. Dessa forma a

taxa de eliminição de A é descrita, matematicamente, por:

dA

dt
= −kAx1 (3.38)

onde k é uma constante. Vamos analisar o comportamento do sistema após um dado

transiente, de maneira que a população de ant́ıgenos já tenha sido erradicada através

da ação de x1. Assim, o sistema de equações que determina a interação entre as duas
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populações de clones pode ser obtida a partir de (3.31) tornando-se:

dx1

dt
= m + x1[pf(h1)− d] (3.39)

dx2

dt
= m + x2[pf(h2)− d] (3.40)

onde h1 = x2, neste caso.

Figura 16 – Isóclinas ẋ1 = 0 e ẋ2 = 0. As curvas mostram os cinco pontos de equiĺıbrio,

determinados pela intesecção das duas isóclinas. Os parâmetros usados para a simulação

foram: m = 0, 000001, p = 1, d = 0, 5, θ1 = 0, 001 e θ2 = 0, 1.

Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Os pontos fixos do sistema, que determinam os atratores do mesmo, podem ser obti-

dos através da condição ẋ1 = ẋ2 = 0. Podemos também verificar a estabilidade de cada

um deles calculando a chamada matriz Jacobiana e, posteriormente, analisando algumas

quantidades matemáticas como o traço e o determinante da matriz (para maiores detalhes

veja o Apêndice A). Verifica-se que as duas isóclinas, ẋ1 = 0 e ẋ2 = 0, interceptam ou

cruzam cinco pontos em comum (veja figura 16), sendo que apenas três deles são estáveis.

Assim, dependendo do valor do campo hi, existem três pontos de equiĺıbrio diferentes

que correspondem aos estados: virgem, imune e tolerante. Tais estados ou configurações

aparecem em diversos modelos imunológicos conforme podemos notar nas seguintes re-

ferências [102, 103, 104, 105]. A seguir analisamos como cada uma das configurações é

obtida.

1. Estado virgem: Este primeiro estado é caracterizado pelo influxo normal de células

da medula óssea e é obtido quando o valor de f(h) é muito pequeno, de maneira
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que pf(h)≪ 1. Com esta aproximação obtemos:

0 = m− x1d⇒ x1 = m/d = x2 (3.41)

2. Estado imune: Se observarmos as curvas y = f(h) e y = d/p na figura 15 iremos

notar que elas se cruzam duas vezes, uma em cada lado do máximo da curva f(h). O

primeiro cruzamento acontece antes do valor máximo (3.35), na região estimulatória

de f(h), em um ponto chamado de campo estimulatório L (pois para valores acima

de L a taxa de proliferação é maior), enquanto que o segundo cruzamento acontece

na região supressora em um ponto chamado campo supressor H (desde que valo-

res acima de H diminuem a proliferação). Estes dois pontos correspondem a dois

posśıveis estados de equiĺıbrio para cada clone. Note, contudo, que estes estados só

são posśıveis se considerarmos o limite m ≈ 0 (se m fosse pequeno, mas diferente

de zero, os estados estacionários teriam valores um pouco abaixo dos dois pontos

de interseção). Tal aproximação é biologicamente plauśıvel, desde que o número de

células fornecidas pela medula óssea para cada clone é muito menor comparado ao

número gerado pela proliferação de um clone estimulado [4]. Neste limite de m ≈ 0,

as soluções estacionárias são obtidas a partir da resolução do seguinte sistema de

equações:

x1[pf(h1)− d] = 0 (3.42)

x2[pf(h2)− d] = 0 (3.43)

de maneira que a solução é f(h1) = f(h2) = d/p.

O estado imune é caracterizado por uma alta concentração de clones x1 que, con-

sequentemente, gera um grande campo supressor para x2. Este estado estacionário

estável ocorre quando x1 experimenta um baixo campo estimulatório L conforme

notamos na figura 17. O tamanho das populações x1 e x2, no estado estacionário,

podem ser calculadas através das seguintes aproximações:

f(h≪ 1) ≈ h

θ1 + h
(3.44)

f(h≫ 1) ≈ θ2

θ2 + h
(3.45)

substituindo (3.44) e (3.45) em (3.42) e (3.43), respectivamente, obtemos:

x1 = H =
(p− d)θ2

d
(3.46)

x2 = L =
dθ1

p− d
(3.47)
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Figura 17 – Resposta imune induzida pela introdução de ant́ıgenos ao sistema levando o

mesmo ao atrator imune. Os parâmetros utilizados para a simulação foram: m = 0, 0005,

d = 0, 5, A = 1, θ1 = 0, 025, θ2 = 40 e x1 = x2 = m/d = 0, 001 Vemos que o tamanho da população

clonal x1 na configuração imune é elevado e seu valor é aproximadamente dado por H = 40

(3.46), que é sustentado através da interação com x2 que se encontra num ńıvel menor

(L = 0, 025 (3.47)).

0 50 100 150 200
Tempo (dias)

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

C
on

ce
nt

ra
çã

o 
po

pu
la

ci
on

al

Concentração de x
1

Concentração de x
2

Concentração de A

Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

O motivo do atrator em questão ser chamado de imune é que durante uma segunda

infecção o sistema responde com mais eficácia, eliminando a população antigênica

com mais rapidez. Esta é uma caracteŕıstica do sistema imunitário que está presente

em alguns modelos matemáticos básicos da resposta imune [45]. A razão para

esta maior eficiência na resposta imune reside no fato da população de clones x1,

que reconhece o ant́ıgeno, se encontrar num ńıvel mais elevado que àquele quando

o sistema se encontra no estado virgem. Note que esta elevada concentração é

mantida mesmo na ausência de ant́ıgenos. Na figura 17 verificamos que o sistema

evolui do estado virgem (x1 = x2 = m/d) para o estado imune, isto significa que

uma memória advinda da resposta original é mantida pelo acoplamento entre x1

e x2. Além disso, sabe-se que a existência destes clones não é duradoura, assim o

fenômeno de memória só pode existir devido à interações idiot́ıpicas na rede [46].

Analisando a estabilidade linear verificamos que a concentração de clones oscila em

torno do ponto de equiĺıbrio, tais oscilações são amortecidas indicando que o sistema

converge para o atrator imune. Este ponto de equiĺıbrio é chamado de foco estável

(ver apêndice A).
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Figura 18 – Resultado para o modelo de dois clones quando o sistema evolui para o atrator

tolerante. Os parâmetros utilizados para a simulação são os mesmos que os da figura 17, ex-

ceto a concentração inicial de ant́ıgenos que, neste caso, é dada por A = 20. Diferentemente

da configuração imune, aqui a população x2 é elevada (H) e é sustentada pela população

clonal X1 dada por L.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

3. Estado tolerante: o último estado de equiĺıbrio é alcançado quando a população

de clones x1, diferentemente do caso anterior, experimenta um campo supressor

originado pela alta concentração de clones x2 (ver figura 18). Nesta configuração,

x1 tem uma baixo ńıvel populacional L, enquanto que x2 converge para o valor

H . Tal atrator é denominado tolerante porque se houver uma segunda infecção a

população de células AB1 não será capaz de conter a infecção, desde que a mesma

encontra-se suprimida pela população de clones x2, de maneira que a concentração

de ant́ıgenos aumentará o campo supressor h1 dado por (3.37).
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Caṕıtulo 4

Resultados - parte 1

No presente caṕıtulo discorremos a respeito dos resultados para um modelo de redes

idiot́ıpicas onde investigamos a dinâmica de células B. Na primeira seção (4.1) apre-

sentamos o nosso modelo com suas respectivas caracteŕısticas e consideramos dois tipos

de topologias diferentes: o grafo aleatório e a rede livre de escala, que foram bem des-

critas na seção (3.1). Ainda na mesma seção fazemos um breve comentário a respeito

dos parâmetros utilizados para as simulações e também sobre algumas propriedades to-

pológicas das redes utilizadas. Posteriormente, na seção seguinte (4.2), discutimos a

respeito da resposta imune do sistema quando o ant́ıgeno é anexado a nodos de diferentes

conectividades e, por fim, na seção (4.3) analisamos o comportamento global da dinâmica

da rede imune.

4.1 Modelo analisado

Neste trabalho propomos um exemplar variante do modelo da dinâmica clonal de

células B que foi apresentado no caṕıtulo 3. De forma análoga, consideramos que não

há diferenciação entre células B e anticorpos. No modelo, assumimos que células B são

originadas ou produzidas na medula óssea numa taxa constante m, onde idiótipos dis-

tintos são gerados por recombinação aleatória [49]. Estas células proliferam em resposta

à estimulação, que depende da concentração de outros clones de células B e também da

presença de ant́ıgenos. Conforme o padrão, o campo estimulatório h quantifica a inten-

sidade da estimulação anti-idiot́ıpica que, de forma usual, é definido como a combinação

linear da concentração de todos os outros clones de células B, conforme a equação (3.32),

ou seja,

hi =
∑

j

Jijxj (4.1)

A topologia da rede depende da intensidade das interações entre os clones, ou seja,

dos valores dos elementos Jij , onde usamos a aproximação usual que considera 0 para a
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ausência de interação e 1 se houver interação máxima.

A evolução temporal das concentrações das populações clonais são descritas pelo

mesmo conjunto de equações diferenciais acopladas que apresentamos no caṕıtulo 3, i.e.,

dxi

dt
= m + xi[pf(hi)− d] (4.2)

A forma da função de ativação, conforme mencionamos, é a caracteŕıstica mais crucial

do modelo. Aqui também escolhemos f(hi) como sendo a curva em forma de sino (ver

equação 3.33).

Figura 19 – Ilustração da árvore de Cayley com z = 3. Podemos notar que cada clone

interage com um número fixo z de outros clones. Um ponto importante nesta topologia é

que o ant́ıgeno Ag reage apenas com o clone x1, que é a raiz da rede.

Fonte: Adaptada de Perelson e Weisbuch, 1997 [2].

Dentre os diversos modelos de redes para interação idiot́ıpica com mais de dois clones

de células B destacamos a rede com topologia árvore de Cayley que foi considerada por

diversos autores [47, 4, 95]. A árvore de Cayley constitui uma aproximação intermediária

entre o modelo de dois clones e uma rede mais reaĺıstica. Esta rede apresenta uma

arquitetura com z conexões (conforme a figura 19) e o ant́ıgeno reage apenas com a raiz

da árvore (representado na figura por x1), o clone AB1. O conjunto dos z clones que

estão na vizinhança de AB1, denominados clones anti-idiot́ıpicos AB2, reagem com AB1.

O conjunto AB2 interage com seus vizinhos anti-anti-idiot́ıpicos clones AB3, e assim por

diante. A importância desta topologia consiste na capacidade do sistema mostrar estados

localizados independentes com um número limitado de clones ativados cercados por clones

virgens ou quase virgens.
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Em nosso modelo consideramos duas topologias distintas afim de modelar a rede

idiot́ıpica: o grafo aleatório e a rede livre de escala, que são descritas no caṕıtulo 3.

Ambas topologias mostram uma distribuição de conectividades não homogênea, diferen-

temente da rede com topologia árvore de Cayley. Em [114] os pesquisadores propõem um

modelo que descreve a transmissão da malária considerando o comportamento dinâmico

do modelo numa rede homogênea e numa rede livre de escala. Ribeiro e colaboradores [3]

propuseram um modelo de rede para estudar a regulação imune, uma das caracteŕısticas

mais intrigantes do sistema imune, numa rede de linfócitos e, motivados pela ampla dis-

tribuição de conectividades também analisou a dinâmica numa rede livre de escala. Para

efeitos de comparação eles também estudaram a mesma dinâmica numa rede aleatória.

Diferentemente do modelo com topologia árvore de Cayley, assumimos aqui que a

população de células AB1 que se liga ao ant́ıgeno pode ser qualquer um dos śıtios da

rede, sendo este o śıtio que, por questão de analogia será a raiz da rede. O restante da

população representa os primeiros vizinhos de AB1 (denominada população de células

AB2), segundos vizinhos (população AB3), e assim por diante.

Outra caracteŕıstica importante concernente à nossa notação é que quando assumimos

o grafo aleatório ou a rede livre de escala, estruturas de laço (loop) podem emergir e,

portanto, é necessário elucidar o significado da topologia citada neste contexto geral.

Conforme adotado acima, o tipo de clone AB1 refere-se à raiz do grafo, i.e., o simples

clone com quem o ant́ıgeno se liga. O conjunto de clones ABj corresponde àqueles clones

que são j−1 ligados para além da raiz. O grafo aleatório e a rede livre de escala apresentam

um baixo grau de agrupamento que avalia o grau em que nós tendem a se agrupar. Isto

significa, por exemplo, que a possibilidade de que um dado tipo de clone AB2 interaja

com um outro clone na mesma hierarquia é pequena, no entanto a probabilidade de tal

ocorrência não é nula. Desta maneira, afim de evitar qualquer eqúıvoco, o conjunto de

clones ABj é unicamente determinado por sua distância até a raiz do grafo.

Mais uma vez, por questão de analogia, assumimos que x1, x2 e x3, representam as

concentrações de clones nos ńıveis AB1, AB2 e AB3, respectivamente. É importante

salientar que podem existir ńıveis mais altos, como AB4 ou AB5, entretanto nossa análise

se restringe até o ńıvel AB3, porque neste caso já temos alcançado a maior parte dos śıtios

da rede.

A evolução temporal das populações de clones yi, i = 1, . . . , N (onde N é o número

total de śıtios na rede) e de ant́ıgenos é descrita pelo seguinte conjunto de equações
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diferenciais acopladas:

dy1

dt
= m + y1[pf(h1)− d]

dy2

dt
= m + y2[pf(h2)− d]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dyN

dt
= m + yi[pf(hi)− d]

dA

dt
= −kAy1

(4.3)

Para solucionarmos este sistema de equações diferenciais utilizamos o método de Runge-

kutta de quarta ordem descrito no apêndice B.

Nosso modelo assume a simplificação de uma rede idiot́ıpica estática, onde cada tipo i

de célula B permanece indefinidamente. Redes imunológicas reais são entidades dinâmicas,

onde os tipos de células estão sendo constantemente removidos devido ao baixo campo

estimulatório e também quando elas são super estimuladas. Novos tipos de células B estão

também sendo constantemente fornecidas pela medula óssea. Foi demonstrado que estas

caracteŕısticas desempenham um papel importante na estabilidade de redes idiot́ıpicas

[115]. Foi mostrado que quando o influxo de células B da medula óssea não é muito

grande, a topologia da rede é completamente estável e a maioria dos tipos de células B

tem uma taxa de persistência muito grande.

Consideramos que seja de suma importância, antes de apresentarmos os resultados

obtidos, discutir os valores de parâmetros adotados para as simulações. Tais valores

são atualmente baseados em estimativas discutidas na literatura [2, 8, 1]. Tipicamente,

observa-se que uma célula, em seu ńıvel máximo de estimulação, divide-se aproxima-

damente a cada 16 horas. Desta forma assumimos uma taxa de proliferação dada por

p = 1dia−1. Por outro lado, o tempo médio de vida das células é cerca de dois dias,

portanto d = 0.5dia−1 é uma razoável taxa de morte. A taxa com que novas células

são produzidas na medula óssea é determinada por m = 0, 001(unidades/ml)/dia, onde

o termo “unidade” está relacionado ao número máximo de anticorpos que uma simples

célula pode produzir em um dia.

Assumimos que a taxa de eliminação de ant́ıgenos pelo sistema imune é dada por

kA = 10−6(unidades/ml)−1dia−1, enquanto que a concentração inicial de ant́ıgenos é

A = 4500unidades/ml. Os parâmetros θ1 e θ2 definem o aspecto da função de ativação e

são escolhidos de tal forma que θ1 ≪ θ2. Aqui usamos θ1 = 10 e θ2 = 105.

Já em relação às topologias escolhidas, as simulações são realizadas em redes de 1000

śıtios ou clones e a conectividade média é z = 10. No grafo aleatório, isto sifnifica que

cada par de nodos tem uma probabilidade de 1% de ser conectado. Por outro lado, na rede

livre de escala, isto corresponde à situação onde cada nodo recém adicionado conecta-se

a cinco nodos já existentes.
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4.2 Resposta imune

Figura 20 – Resposta imune para a rede livre de escala com o ant́ıgeno ligado ao śıtio

mais conectado. O sistema evolui para o atrator imune. A população de clones x1

é sustentada pelo campo estimulatório resultante da interação com x2. A população

x3 é levemente ativada, mas posteriormente evolui para o estado virgem. Parâmetros:

kA = 10−6 (unidades/ml)−1/dia, A = 4500 unidades/dia, d = 0, 5 dia−1, p = 1 dia−1,

m = 10−3 (unidades/ml)/dia, θ1 = 10 unidades/ml e θ2 = 105 unidades/ml.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Figura 21 – Respota imune para a rede livre de escala com o ant́ıgeno conectado ao śıtio

com menor valor de conexão. O sistema imune erradica a infecção e evolui para o estado

de percolação. Parâmetros para a simulação são os mesmos que os da figura 20.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.
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Após termos discutidos a respeito dos parâmetros que utilizamos para as simulações,

estamos aptos para apresentar os resultados que obtivemos. A figura 20 mostra uma

resposta imune t́ıpica quando a topologia livre de escala é assumida. Neste caso, o ant́ıgeno

liga-se ao nodo com maior conectividade na rede. Conforme podemos notar, o sistema

evolui para um atrator imune, com clones AB1 experimentando um campo estimulatório,

enquanto AB2 sofre um campo supressor. Notemos que a população AB3 é levemente

ativada, mas no fim estabiliza-se no estado virgem. Isto significa que o sistema evoluiu

para um estado de memória localizado, onde somente as populações AB1 e AB2 estão no

estado ativo, enquanto os clones AB3, AB4, . . . permanecem no estado virgem, i.e., suas

concentações são da ordem de m/d. Verificamos que a dinâmica do modelo sempre leva

o sistema ao estado imune quando a ligação do ant́ıgeno à rede idiot́ıpica ocorre no nodo

com a maior conectividade.

Figura 22 – Resposta imune para a rede com topologia grafo aleatório com o ant́ıgeno ligado

ao śıtio mais conectado. O sistema evolui para o atrator imune localizado. Os parâmetros

são os mesmos que os da figura 20.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Por outro lado, a figura 21 mostra o resultado de uma simulação numa rede com to-

pologia livre de escala que tem evolúıdo para um outro tipo de regime estacionário. Neste

caso, em vez do ant́ıgeno ligar-se ao nodo mais conectado da rede, a conexão é efetuada

com um dos nodos menos conectado da rede. Notamos que, embora haja a erradicação da

infecção por parte do sistema, o mesmo evolui para um estado de percolação. Após um

peŕıodo transiente, observamos o crescimento da população de ńıvel AB3 devido ao campo

estimulatório. A concentração elevada de clones x3 suprime a concentração de x2 que, por

sua vez, leva a população de clones AB1 ao estado virgem. Podemos notar que, apesar dos

dados não mostrarem, outros clones necessariamente são também ativados, por esta razão
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Figura 23 – Resposta imune para a rede com topologia grafo aleatório com o ant́ıgeno ligado

a um dos śıtios menos conectado. Similar ao resultado obtido para a rede livre de escala, o

sistema imune erradica a infecção e o sistema atinge o estado de percolação. Os parâmetros

são os mesmos que os da figura 20.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

é que os clones AB3 permanecem ativados mesmo com a baixa contribuição de AB2 para

seu campo. Isto caracteriza o que chamamos de estado de percolação. Naturalmente esta

não é uma situação desejável onde um dado ant́ıgeno pode desencadear uma cascata de

campos excitatórios e sustentar a atividade de um grande número de populações clonais

distintas. Esta condição está associada com doenças autoimunes [50, 116, 117, 118]. Não

obstante, ao contrário da consequencia determińıstica da presença do ant́ıgeno quando a

ligação ocorre com o nodo altamente conectado, verificamos que o sistema evolui para o

estado localizado 72% das simulações, enquanto que nas simulações restantes o sistema

evolui para o estado de percolação. Quando a ligação ocorre com nodos cuja conectivi-

dade é k = 6 cerca de 88% das simulações levam o sistema ao estado imune, enquanto

que para nodos com conectividade k = 7 esta porcentagem sobe para 96%. Para nodos

com conectividades maiores o sistema sempre evolui para o estado localizado.

O mesmo comportamento qualitativo é observado para a rede idiot́ıpica com topo-

logia grafo aleatório, conforme podemos ver nas figuras 22 e (23). Portanto, é posśıvel

chegarmos na conclusão de que a resposta imune, de acordo com o modelo, depende da

conectividade dos clones AB1, a quem o ant́ıgeno se liga e a topologia da rede não muda

o resultado geral da dinâmica.
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4.3 Visão global a respeito da dinâmica da rede imune

No intuito de obter uma visão panorâmica acerca da dinâmica da rede imune, na

figura 24 mostramos como o valor assintótico da concentração x1(k) da população de

clones AB1 depende da conectividade. Assim, realizamos uma média temporal sobre

o regime de longos intervalos de tempo para se livrar das oscilações decrescentes que

ocorrem antes que o estado de equiĺıbrio seja atingido. Na figura, geramos o gráfico de

x1(k) − x∗

1, onde x∗

1 é um parâmetro de ajuste de uma função de decaimento de acordo

com a equação x1(k) = x∗

1 + a0e−a1k. Lembrando que, de acordo com a nossa notação,

clone AB1 denota o espećıfico tipo de célula B que se liga ao agente externo, ou seja, o

ant́ıgeno. Apresentamos na figura os resultados para a rede livre de escala (painel (a)) e

para a rede aleatória (painel (b)). Em ambas situações, x1 − x∗

1 decai exponencialmente

com a conectividade k conforme podemos inferir a partir do gráfico semi-log (24). No caso

do grafo aleatório, a análise se restringe a pequenos intervalos de conectividades, porque

a variância da distribuição é consideravelmente menor que àquela para a rede livre de

escala.

Figura 24 – Valor assintótico médio de x1(k)−x∗

1 versus a conectividade do śıtio anexado ao

ant́ıgeno para a rede livre de escala (a) e para a rede aleatória (b). Para ambas topologias de

rede, a convergência para o valor assintótico é exponencial quando o valor da conectividade

aumenta. Os parâmetros utilizados para as simulações são os mesmos que os da figura 20.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Um estudo similar para a concentração assintótica da população clonal AB2 é também

realizado (veja figura 25). Logo, apresentamos a quantidade x2−x∗

2 contra a conectividade

do nodo onde a resposta imune é iniciada, mais especificamente, a conectividade do clone

AB1. Os resultados se encontram em concordância com as simulações apresentadas nas

figuras (20) à 23). Quando AB1 é altamente conectado o sistema evolui para o estado

imune, com x1 alcançando grandes concentrações e, consequentemente a população de
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clones x2 sendo suprimida. Neste caso, a concentração de x2 não é muito maior que m/d,

que é a concentração do estado virgem. O mesmo acontece no estado de percolação, onde

o crescimento transitório da população AB1 no começo do processo inibe o crescimento

dos clones AB2. Mais uma vez, encontramos que a concentração x2 também depende

da conectividade de x1. Para ambas topologias, grafo aleatório e rede livre de escala,

a dependência de x2 − x∗

2 com k é bem aproximada por uma lei de potência. Agora, a

constante x∗

2 corresponde ao parâmetro de ajuste de uma função de decaimento dada por

x2(k) = x∗

2+a0k
−φ. Os ajustes mais convenientes forneceram φ = 1, 75 que é independente

da topologia da rede idiot́ıpica.

Figura 25 – Valor assintótico médio de x2(k)−x∗

2
versus a conectividade de AB1 para a rede

livre de escala (a) e para o grafo aleatório (b). Observamos uma convergência com uma lei

de potência conforme x2(k) = x∗

2
+ a0k−φ, com φ = 1, 75 independente da topologia da rede.

Mais uma vez, os parâmetros para as simulações são os mesmos que os da figura 20.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Do mesmo modo, um comportamento tipo lei de potência é obtido para x3 − x∗

3,

a concentração dos clones AB3, conforme podemos verificar na figura 26. O melhor

ajuste no comportamento assintótico fornece x3 − x∗

3 ∝ k−φ para uma topologia livre de

escala com o mesmo expoente φ = 1, 75 mostrado para x2. Para valores intermediários

de k, próximos da conectividade média da rede, o ajuste da lei de potência apresenta

um expoente levemente maior. O cruzamento no regime de pequenas conectividades é

melhor visualisado sobre o comportamento de lei de escala de x3(k) para o grafo aleatório.

Neste caso, o expoente da lei de potência muda de φ = 3, 6 para φ = 2, 2 para baixos e

intermediários valores de conectividades, respectivamente. Tal cruzamento indica que a

população clonal assintótica AB3 é mais senśıvel à correções de tamanho finito, retratando

desvios mais fortes da simples lei de escala no regime de baixas conectividades.
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Figura 26 – Valor assintótico médio de x3(k) − x∗

3
versus a conectividade de AB1 para a

rede livre de escala (a) e para o grafo aleatório (b). Para a rede livre de escala, x3(k)

mostra a mesma convergência do tipo lei de potência que aquela exibida para x2(k). Para

a topologia grafo aleatório, a figura mostra um cruzamento do regime de baixas para altas

conectividades. Os parâmetros para as simulações são os mesmos que os da figura (20).

10
1

10
2

Conectividade (k)

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

x 3(k
)-

x 3*

φ=1.75

10
0

10
1

10
2

Conectividade (k)

10
-4

10
-2

10
0

x 3(k
)-

x 3*

φ=2.2

φ=3.6

Fonte: Resultados computacionais do trabalho.
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Caṕıtulo 5

Resultados - parte 2

Neste caṕıtulo mostramos os resultados obtidos para um modelo de evolução adapta-

tiva numa população assexuada espacialmente estruturada numa rede cont́ınua. Primei-

ramente, na seção (5.1) descrevemos o modelo estudado. Em seguida, diversos elementos

pertencentes ao campo da dinâmica evolucionária são analisados no modelo, tais como: a

probabilidade de fixação (5.2), o tempo médio de fixação de uma mutação vantajosa (5.3),

a taxa de fixação de mutações benéficas (5.4), a velocidade de adaptação na população

(5.5) e o valor seletivo médio das mutações que alcançam a fixação (5.6).

5.1 Descrição do modelo

No momento iremos apresentar o modelo que nós analisamos em nossos estudos que

constitui um variante do modelo original de Gordo e Campos [30] descrito no caṕıtulo

anterior. Neste, a população consiste de N indiv́ıduos assexuados aleatoriamente dis-

tribúıdos sobre uma rede quadrada cont́ınua de tamanho L. Desta forma, cada uma das

componentes de cada indiv́ıduo pode assumir qualquer número real limitado à área da

rede, ou seja, x ∈ (0, L] e y ∈ (0, L]. A partir de agora, vamos definir L = 1, de maneira

que N também corresponde à densidade de organismos. O modelo assume que não há

sobreposição de geração, analogamente ao modelo de Gordo e Campos. Além do mais,

cada indiv́ıduo se replica com probabilidade proporcional ao seu valor de adaptação.

Em cada geração todos os indiv́ıduos são substitúıdos pelo descendente de qualquer

indiv́ıduo que esteja situado dentro da região centrada em sua localização e delimitada

pelo raio de competição, denotado por R. Conforme mencionado acima, um indiv́ıduo

i, nesta área limitada por R, produz um descendente para substituir o indiv́ıduo central

com probabilidade pi dada por:

pi =
ωi

∑

j∈A(R) ωj

(5.1)
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Figura 27 – Ilustração do modelo. Painel esquerdo: N indiv́ıduos são distribúıdos numa

rede cont́ınua de tamanho L. Doravante, definimos L = 1, de maneira que N também

corresponde à densidade de indiv́ıduos por unidade de área. O modelo assume que não há

sobreposição de gerações. Em cada geração, cada indiv́ıduo é escolhido para morrer. Todos

os indiv́ıduos dentro de uma dada área delimitada pelo raio de competição R (centrado

em torno do indiv́ıduo a ser substitúıdo (ćırculo azur)) são candidatos para produzir o

descendente que ocupará a mesma posição do indiv́ıduo a ser substitúıdo. A probabilidade

de descendentes produzidos é proporcional ao valor de adaptação do indiv́ıduo. Durante

a reprodução, mutações benéficas ocorrem numa taxa constante Ub. Painel direito: após

o estágio de reprodução, os indiv́ıduos se difundem sobre a rede numa taxa constate v.

Assim, em cada passo temporal, cada indiv́ıduo se desloca de sua posição anterior por uma

quantidade v, que é uma constante, mas sua orientação θ é aleatória, onde θ ∈ (0, 2π).

R

Fonte: Elaborada pelo autor.

onde ωi denota o valor de adaptação do indiv́ıduo i, e a soma é realizada sobre todos

os indiv́ıduos dentro do elemento de área (para uma melhor compreensão ver a figura

27). Indiv́ıduos dão origem a descendentes mutantes numa taxa Ub. Cada nova mutação

aumenta o valor de adaptação do organismo por um fator (1+s) (o subscrito b que aparecia

quando queŕıamos fazer alusão às mutações benéficas não será mais necessário aqui, pois

iremos trabalhar apenas com mutações vantajosas). O valor de s para uma dada mutação

não é fixo, antes é obtido através de uma distribuição de probabilidade exponencial com

média 1/α da seguinte forma:

g(s) = αexp(−αs) (5.2)

No próximo estágio, os indiv́ıduos se difudem de acordo com o vetor −→v (ver figura 27),

cujo módulo v = ‖~v‖ é constante, mas o ângulo θ em relação a horizontal é completamente

aleatório, mas é limitado pelo intervalo (0, 2π). Desta forma, a posição vetorial de cada

indiv́ıduo é dada pela seguinte equação:

~rt+1 = ~rt + ~v (5.3)

isto significa que a variação na posição das componentes é δx = v cos(θ) e δy = v sin(θ).
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5.2 Probabilidade de fixação

No intuito de obter um melhor entendimento acerca do papel dos processos evolu-

cionários na dinâmica, estudamos, em primeiro lugar, como a probabilidade de fixação

de uma simples mutação benéfica é afetada pelo conjunto de parâmetros. Sabemos que

mutações neutras e deletérias também podem chegar à fixação em populações finitas, en-

tretanto iremos restringir nossa análise às mutações benéficas, tanto nesta seção como nas

demais. Maruyama [76] demonstrou que para alguns modelos a probabilidade de fixação

não depende da estrutura da população, além do mais, o resultado é o mesmo que aquele

obtido para uma população homogênea. Ratificando o resultado de Maruyama, Paulo R.

A. Campos e outros [30] analisaram um modelo de população espacialmente estruturada

na ausência de mutação deletéria e interferência clonal e observaram que a probabilidade

de fixação é a mesma que a obtida para uma população não estruturada conforme vimos

em caṕıtulos anteriores.

Figura 28 – A probabilidade de fixação Pfix em função do coeficiente de seleção s. A linha

cheia na figura representa a predição teórica obtida através do processo de ramificação,

conforme à equação 5.4. O valor da densidade de indiv́ıduos utilizada para esta simulação

foi N = 50000 e os parâmetros restantes são os seguintes: v = 0, 002 e R = 0, 005 (ćırculos),

v = 0, 005 e R = 0, 005 (diamantes), v = 0, 01 e R = 0, 005 (triângulos) e v = 0, 005 e R = 0, 02

(triângulos para a esquerda). Podemos notar facilmente que os resultados das simulações

aproximam-se do resultado teórico para uma população homogênea para maiores valores

de R, indicando que este parâmetro possui um intenso efeito homogeneizador.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

Para mostrar a dependência da probabilidade de fixação com os parâmetros do modelo,

começamos com uma população de N − 1 indiv́ıduos sem qualquer mutação e valor de

adaptação igual a 1, enquanto que um único indiv́ıduo carrega uma mutação benéfica
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de efeito s, tal que seu valor de adaptação é 1 + s. Neste caso o valor de s não é

distribúıdo exponencialmente como nas referências [29, 30, 26, 74], antes possui um valor

fixo. Durante a dinâmica não há ocorrências de novas mutações, evitando, desta forma,

que as mesmas se percam pela competição entre diferentes mutantes [106]. Assim o

sistema evolui para um dos seguintes estados absorventes: a perda da mutação por deriva

genética [107] ou a sua fixação, que significa que todos os indiv́ıduos partilham a mesma

mutação. Por conseguinte, os resultados são comparados com a predição teórica bem

estabelecida para uma população não estruturada. Vimos no caṕıtulo 3 que, para este

último tipo de população, a probabilidade de fixação Pfix é obtida através da solução

numérica da seguinte equação recursiva

Pfix = 1− exp[−(1 + s)Pfix] (5.4)

obtida por meio da formulação do processo de ramificação [79, 61, 81, 82] para a proba-

bilidade de fixação numa população homogênea, conforme discutimos na seção 3.2.1. A

figura 28 mostra a probabilidade de fixação versus o efeito seletivo s para diferentes con-

juntos dos valores de parâmetros. A linha sólida contitui a predição teórica obtida através

da equação (5.4). Podemos notar que Pfix apresenta uma dependência com os valores dos

parâmetros do modelo. Este resultado é o oposto do que foi encontrado para uma po-

pulação estruturada em uma rede discreta com uma vizinhança bem definida, tal como

as vizinhanças de von Neumann e Moore [30], onde verificamos uma ótima concordância

entre a teoria e os dados das simulações em todo o intervalo de s, como podemos verificar

na figura 10.

Verificamos em nosso modelo que a velocidade de difusão v tem um efeito fortemente

notável sobre Pfix. Para pequenos valores de v notamos uma intensa redução de Pfix,

especialmente para valores intermediário e grande de s. Entretanto, quando s é pequeno

a probabilidade de fixação é aproximadamente independente do parâmetro de dispersão

v assim como do raio de competição R. Quando aumentamos o raio de competição R as

discrepâncias entre a solução da equação (5.4) e as simulações são atenuadas, chegando a

desaparecer quando R torna-se consideravelmente grande, indicando que R tem um forte

efeito homogeneizante.

5.3 Tempo médio de fixação

Vimos na seção anterior que a probabilidade de fixação de mutações vantajosas de-

pende do valor seletivo s da mutação. Entretanto, não sabemos qual o tempo necessário

para que uma dada mutação benéfica chegue à fixação e também de que maneira este re-

sultado depende dos parâmetros do modelo. O tempo de fixação de uma mutação benéfica
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é um problema importante no campo da genética evolucionária desde que este influencia

muitos processos. Na referência a seguir [108], por exemplo, tenta-se determinar como a

subdivisão de populações aumenta o tempo de fixação. Podemos conjecturar que, quanto

maior o valor seletivo da mutação menor será o tempo que a mesma levará para fixar

na população devido o processo de seleção natural, pois quanto maior for o valor seletivo

da mutação vantajosa mais adaptado ao meio estará o indiv́ıduo mutante e, desta forma,

a mutação se espalhará com mais facilidade. Este tempo também deve diminuir se au-

mentarmos o valor do parâmetro de difusão do modelo, já que a mutação se difundirá

mais rapidamente neste caso. Objetivamos comparar os resultados obtidos com os valores

teóricos existentes na literatura, assim para uma população homogênea, o tempo médio

de fixação de uma mutação é dado pela seguinte equação:

T =
2

s
ln(N) (5.5)

onde N é o tamanho da população e s o efeito seletivo médio.

Figura 29 – Tempo médio de fixação em função do efeito seletivo s. O tamanho da população

usado para a simulação é N = 10000, o raio de competição é R = 0, 01 e os outros parâmetros

estão viśıveis na legenda. Podemos notar um decĺınio do tempo médio de fixação em relação

ao valor do efeito seletivo de acordo com a equação Tfix = s−φ, com os valores dos expoentes

mostrados na legenda. Podemos notar que o valor de φ é fortemente inluenciado pelo

parâmetro de difusão v.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

No intuito de entendermos como o tempo médio de fixação se comporta no modelo

que estamos analisando usamos um procedimento análogo ao que foi realizado na seção

anterior, ou seja, iremos introduzir uma única mutação na população, com isto o indiv́ıduo
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Figura 30 – Tempo médio de fixação em função do efeito seletivo s. O tamanho da população

usado para a simulação é N = 50000. Para valores pequenos de s o tempo médio de fixação se

aproxima do valor esperado para uma popululação não estruturada. Notamos que o decĺınio

do tempo de fixação é proporcional a s−1/2. Verificamos que o tempo de fixação é menor

para valores maiores do raio de competição, apresentando, desta forma, um comportamento

similar ao da figura anterior. Os parâmetros usados para as simulações assim como as

representações são os mesmos que o da figura 28.

0,01 0,1
s

10

100

1000

10000

t m
ed

Tfix=(2/s)ln N

~ s
-1/2

Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

mutante terá valor de adaptação igual a 1 + s, enquanto que os (N − 1) indiv́ıduos

restantes da população possúırão valor de adaptação igual a 1. Posteriormente, veremos

se a mutação inserida evolui para um dos dois estados absorventes descritos na seção

anterior. Caso a mutação não se perca, o que significa que a mesma atingiu a fixação,

calculamos o tempo necessário para o processo ocorrer. Fazemos isto diversas vezes (1000

simulações em nosso caso) e depois calculamos o tempo médio que é obtido através da

razão entre a soma de todos os tempos calculados quando a mutação se fixa e o número

de simulações em que o evento da fixação ocorre. A figura 29 mostra o tempo médio de

fixação de uma mutação em função do coeficiente de seleção s. Podemos notar a forte

influência do parâmetro de difusão do modelo nos resultados. O tempo médio depende

do coeficiente de seleção seguindo uma lei de potência dada pela seguinte equação:

tmed = s−φ (5.6)

onde φ é o expente cŕıtico. Quando a velocidade de difusão é pequena o módulo da

inclinação da curva (o valor de φ) é menor, mas quando aumentamos o valor de v, φ

também aumenta. A linha sólida que aparece na figura representa a predição teórica

obtida através da equação (5.5) para uma população homogênea de tamanho igual ao

daquele que utilizamos nas simulações. Conforme mencionamos acima, o tempo médio

de fixação é inversamente proporcional ao valor do coeficiente de seleção s. É interes-
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sante notar também que o tempo médio para a ocorrência da fixação é menor quando o

parâmetro de difusão é maior, ratificando o que foi supracitado.

Um efeito similar a este último é mostrado na figura 30 quando utilizamos outros

conjuntos de parâmetros, pois podemos notar que para os três primeiros conjuntos, onde

v é mantido constante e R varia, o tempo médio de fixação é menor para maiores valores

de R. Uma caracteŕıstica importante que observamos neste último caso é que o decĺınio do

tempo de fixação depende do coeficiente de seleção como s−1/2, diferente da dependência

s−1 para uma população não estruturada (ver equação (5.5)). Isto indica que a velocidade

da frente de onda genética é c ∼ √s, que é consistente com o resultado obtido previamente

para uma população espacialmente estendida [32]. O decĺınio do tempo de fixação de

acordo com s−1/2 não mostra uma dependência significante de v e R no último intervalo

de parâmetros explorado, diferentemente do que observamos na figura anterior.

5.4 Taxa de substituição ou fixação

As mutações benéficas ou vantajosas são intuitivamente importantes para a compre-

ensão da adaptação, no entanto, sabe-se que nem todas elas contribuem para o processo

evolucionário de adaptação. Boa parte destas mutações se perdem devido à deriva genética

e também pela competição entre clones ou indiv́ıduos que carregam diferentes mutações

benéficas [106]. Nas seções anteriores nenhuma mutação vantajosa foi adicionada durante

as simulações, impossibilitando de visualizarmos o último efeito mencionado, a saber: a

competição entre mutações benéficas distintas.

Na dinâmica adaptativa da evolução existem diversos mecanismos evolucionários que

são de suma importância. Dentre esses mecanismos iremos dar ênfase a interferência

clonal [109], que surge quando duas ou mais mutações benéficas em diferentes linhagens

competem pela fixação [74, 110, 85]. Como apenas uma das mutações pode ser mantida

na população, temos a perda definitiva das mutações restantes. Para analisarmos se a

interferência clonal pode afetar a dinâmica evolucionária, vamos assumir, a partir deste

momento, que mutações são concedidas numa taxa constante Ub. Inicialmente, todos

os indiv́ıduos da população estão livres de quaisquer mutações e, desta forma, o valor

de adaptação de cada um deles é 1. Após a população evoluir por um dado peŕıodo,

calculamos a taxa de fixação ou substituição, i.e., a razão entre o número de mutações

que se fixaram e a quantidade de gerações necessárias para isto ocorrer. Na figura 31

mostramos a taxa de fixação Kfix versus a taxa de mutação Ub para conjuntos distintos de

valores de parâmetros. Em [30] vemos que para uma população espacialmente estruturada

numa rede discreta, cuja vizinhança não varia com o tempo, a taxa de substituição de
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Figura 31 – Taxa de fixação versus a taxa de mutação Ub. Os valores dos parâmetros

para a simulação são: N = 30000, efeito médio do valor de adaptação α−1 = 0, 05 e raio de

competição R = 0, 01, enquanto que os valores do parâmetro de dispersão estão mostrados

na legenda da figura.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

mutações benéficas não cresce numa taxa constante com Ub, em vez disto a taxa de

crescimento diminui quando Ub aumenta. Tal efeito também é visualizado numa população

não estruturada [85], como consequência da interferência clonal, diferentemente do que

verificamos em nossas simulações onde a taxa de crescimento de Kfix com Ub é constante

(iremos fornecer uma explicação sucinta a respeito disto mais abaixo). A diminuição

na taxa de crescimento de Kfix é razoável, pois conforme Gerrich e Lenski mostraram

[85], a interferência clonal aumenta o tempo entre eventos de fixação, diminuindo, desta

forma, a taxa de substituição adaptativa. Outrossim, se temos muitas mutações benéficas

na população, elas irão competir umas com as outras e sua probabilidade de fixação

diminuirá [26]. Portanto, Kfix não cresce indefinidamente com a taxa de mutação, antes

a interferência clonal parece fixar uma velocidade limite sobre a taxa de substituição [91].

Notamos que, mantendo o raio de competição constante e variando o parâmetro de

difusão a taxa de fixação cresce com o aumento de v (ver fig. 31). Isto já era esperado,

desde que um maior valor de v levará a um espalhamento da mutação por toda a população

numa quantidade menor de gerações. Este último resultado pode ser melhor visualizado

através da figura 32 que exibe a taxa de fixação versus o parâmetro de difusão para dois

valores diferentes de Ub. Um outro fator importante que podemos destacar nesta última

figura é que a taxa de substituição aumenta com o tamanho da população N . Isto é

favorável, desde que a taxa de substituição é proporcional ao número médio de mutações
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Figura 32 – Taxa de fixação versus o parâmetro de difusão v. Os valores dos parâmetros

podem ser visualizados na legenda da figura. Notamos facilmente o crescimento da taxa de

fixação Kfix com a velocidade de difusão.
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vantajosas que aparecem por geração dado por NUb, multiplicada pela probabilidade de

fixação de cada mutação [91]. Matematicamente escrevemos a taxa de fixação da seguinte

forma [26]:

Kfix = NUbPfix(α) (5.7)

onde Pfix(α) é a probabilidade de fixação de uma dada mutação benéfica cujo efeito

seletivo é exponencialmente distruibúıdo.

Na figura 33 exibimos a taxa de fixação em função da taxa de mutação Ub, mas

desta vez nos três primeiros conjuntos de parâmetros a velocidade de difusão é constante

e variamos o raio de competição R. Neste caso, percebemos que um aumento em R

acarreta num maior valor da taxa de fixação. Isto acontece por duas razões. A primeira

delas é que temos uma maior probabilidade de fixação devido ao efeito homogeneizador

de R, que também acelera o espalhamento da mutação sobre toda a extensão da rede

e assim reduz o tempo médio necessário para a fixação. A segunda razão reside no

fato de que, tempo menor de fixação reduz a probabilidade de competição entre mutações

estabelecidas, ou seja, as mutações que tem superado a deriva genética (chamadas também

de mutações concorrentes [106]), atenuando, desta forma, a intensidade da interferência

clonal. Isto explica o fato da taxa de crescimento de Kfix se manter constante à medida

que aumentamos o valor da taxa de mutação.

Uma outra caracteŕıstica importante neste último resultado é a observação de que
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Figura 33 – Taxa de fixação versus a taxa de mutação Ub. Os valores dos parâmetros

para a simulação são: tamanho da população N = 50000, efeito seletivo médio α−1 = 0.05,

parâmetro de dispersão v = 0.005 e raio de competição R = 0.0025 (ćırculos), v = 0.005 e

R = 0.005 (diamantes), v = 0.005 e R = 0.02 (triângulos) e v = 0.01 e R = 0.005 (triângulos para

a esquerda).
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para valores intermediário e grande da taxa de mutação o crescimento de Kfix com Ub

é bem aproximado por uma lei de potência como Kfix ∼ U
1/3
b . Este comportamento foi

primeiramente notificado por Martens e Hallatschek [31] num modelo de rede discreta.

Apesar da dispersão e do tamanho da vizinhança variando no tempo, é completamente

notável que a mesma lei de crescimento com expoente 1/3 seja verificada aqui. Isto

parece sugerir que o comportamento tipo lei de potência pode ser mais relacionado à

dimensionalidade da rede do que detalhes da interação entre os indiv́ıduos.

5.5 Velocidade de adaptação

Sabemos que a seleção natural não é o único mecanismo que conduz à adaptação. Na

realidade, conforme mencionado em [18] a adaptação é caracterizada pelo movimento de

uma população para o fenótipo que melhor se ajuste ao ambiente em questão. Se uma

população sofre uma mudança súbita nas condições ambientais ou se a mesma é intro-

duzida em um novo ambiente, sabemos que ela inicialmente estará mal adaptada. No

entanto, após um dado peŕıodo a população tende a adaptar-se ao novo ambiente de-

vido ao processo de acumulação de mutações benéficas (processo denominado adaptação

positiva [111]). Essas mutações são muito raras, mas após seu surgimento elas podem

tornar-se suficientemente frequentes e expandir-se rapidamente até estar presente em to-

Instituto de F́ısica - UFAL



5.5 Velocidade de adaptação 92

dos os indiv́ıduos da população, chegando finalmente a fixação [26]. Uma das questões

mais importantes no âmbito da biologia evolucionária é: quão rápido uma população de

micróbios adapta-se a um novo ambiente pela acumulação de mutações benéficas [31]?

Após o evento de fixação, a população experimenta um peŕıodo de baixa atividade onde

nenhuma mutação vantajosa é fixada até o surgimento da próxima mutação. Sendo as-

sim, os eventos de fixação são controlados através do surgimento de novas mutações que

é dependente do tamanho da população e da taxa de mutação. Conforme mencionamos

no caṕıtulo anterior, em populações assexuadas, onde diferentes mutações benéficas que

surgiram independentemente em diferentes indiv́ıduos não podem recombinar, há uma

forte competição entre as distintas mutações afim de alcançarem a posśıvel fixação [112].

Este fenômeno já foi mencionado anteriormente e é denominado interferência clonal. De

forma geral, este fenômeno tem como consequência um maior tempo para a fixação de

uma dada mutação e isto leva a uma menor taxa de adaptação. A taxa de adaptação

de mutações benéficas está relacionada à velocidade de adaptação como pode-se notar

nas seguintes referências [26, 112], entretanto iremos utilizar o conceito de velocidade de

adaptação como sendo a taxa de mudança do valor de adaptação no tempo [111].

Figura 34 – Velocidade de adaptação V versus a taxa de mutação Ub. Os parâmetros

utilizados para as simulações são os mesmos que os da figura 33.
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Na figura 34 mostramos a velocidade de adaptação, que é definida como V = lim
t→∞

ln ω

t
(ver [113]), em termos da taxa de mutação benéfica Ub. Esta medida é de suma im-

portância, pois ela quantifica a taxa de crescimento da adaptação da população. A velo-

cidade de adaptação é diretamente proporcional à taxa de fixação, mas também depende

do efeito seletivo das mutações que chegaram à fixação. Notamos um comportamento

similar àquele mostrado na figura 33, onde um regime tipo lei de potência como V ∼ U
1/3
b
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é verificado.

Figura 35 – Velocidade de adaptação versus o tamanho da população N . Os valores dos

parâmetros utilizados para as simulações estão indicados na legenda da figura.
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O influxo de mutações benéficas por geração é dado por N × Ub. Por esta razão,

uma outra forma de aumentar a interferência clonal, mantendo a taxa de mutação Ub

fixa, é aumentando o tamanho da população N . Assim, no intuito de verificar como

a velocidade de adaptação depende do tamanho da população mostramos a figura 35.

Apesar do crescimento monotônico da velocidade de adaptação V com o tamanho da

população, sua dependência com N é completamente diferente daquela verificada com

Ub. Nossos resultados são mais consistentes com um crescimento logaŕıtmico, no mı́nimo

para valores intermediário e grande do tamanho da população, sendo consistente com

o resultado previsto para uma população homogênea [113, 27]. É importante ressaltar

que estudos anteriores [32, 25] previram que a velocidade de adaptação pode saturar e

tornar-se independente de N no limite de grandes valores de tamanhos da população.

5.6 Efeito seletivo médio das mutações que alcançam

a fixação

Em [106] verifica-se três espécies diferentes de mutações vantajosas. Em primeiro lugar

estão as mutações benéficas, que são todas aquelas que conferem um aumento no valor

da adaptação, em segundo temos as mutações concorrentes formada pelo subconjunto de

mutações que venceram à deriva genética e estão, desta forma, aptas para competirem

pela fixação e, por último, temos as mutações benéficas fixas, o subconjunto de mutações
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que alcançaram a fixação, com a perda definitiva das mutações restantes. Aqui daremos

ênfase ao terceiro tipo de mutações, apesar de existirem na literatura estudos referentes

às mutações que não chegaram à fixação como pode-se notar em [29].

Vimos na seção 5.4 que, tanto para uma população estruturada com uma vizinhança

bem definida quanto para uma população homogênea (não estruturada), a taxa de cresci-

mento de Kb com a taxa de mutação benéfica Ub diminui à medida que valores maiores de

Ub são considerados. E isto acontece devido o seguinte motivo: quando valores grandes de

Ub são considerados pode ocorrer o surgimento de muitas mutações benéficas segregantes

na mesma linhagem, levando à competição entre elas pela fixação. Contudo, este efeito

tem um papel importante não somente sobre Kb, mas também sobre o efeito seletivo médio

(smed) de mutações que eventualmente chegam à fixação [29]. Tanto para uma população

homogênea [85], quanto para uma população espacialmente estruturada numa rede dis-

creta com vizinhança bem definida [30], smed aumenta com a taxa de mutação Ub (ver

figura 14). Portanto, iremos analisar até que ponto o efeito seletivo médio das mutações

vantajosas que alcançaram a fixação é afetada pelos parâmetros do nosso modelo.

Figura 36 – Efeito seletivo médio das mutações benéficas que alcançaram a fixação como

função da taxa de mutação benéfica Ub. Os valores dos parâmetros são os mesmos que os

utilizados na figura 33.
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Na figura 36 apresentamos o efeito seletivo médio smed das mutações que chegaram à

fixação. Observamos que, no intervalo de pequenos valores de Ub o valor de smed aproxima-

se da predição teórica que, neste regime, nos dá smed =
2

β
de acordo com a equação

(3.30). Quando v e R são pequenos, o espalhamento das mutações através da rede é

completamente lento e, consequentemente, a intensidade da interferência clonal torna-se

intensa. Além do mais, outras quantidades de interesse, tais como Kfix e V , apresentam
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menores valores neste intervalo. Um outro ponto importante relativo à interferência clonal

é a fixação de mutações de grande efeito, ou seja, mutações cujo valor de s é grande,

devido ao fato das melhores mutações concorrentes, aquelas que possuem maior valor

de adaptação, sobreviverem na luta pela fixação, eliminando as mutações de fraco efeito

[25]. Isto é exatamente o que observamos até valores da taxa de mutação em torno

de Ub = 10−4. Acima deste ponto, o inverso acontece com smed que torna-se maior

para valores maiores de R e v, i.e., há um comportamento cruzado. Como explicar este

cruzamento no comportamento de smed?

Alguns modelos recentes de interferência clonal sugerem que a evolução em populações

assexuadas é limitada porque mutações benéficas com pequenos valores de adaptação são

suplantadas por mutações benéficas que possuem maiores efeitos que surgem em diferentes

linhagens dentro da mesma população antes que a primeira mutação chegue a fixação.

Entretanto, podemos notar que nesta análise assume-se que as mutações fixam uma de

cada vez (semelhante ao regime de seleção periódica, que é um dos paradigmas no âmbito

de acumulação de mutações no tempo [32]). No modelo de seleção periódica, também

denominado por outros autores como o regime de forte seleção e fraca mutação [90, 27]

a população evolui por meio de um trem de substituições adaptativas isoladas [20], de

maneira que a taxa de fixação é limitada pela taxa de mutação. Suponha que numa dada

população surja uma mutação α e, antes que esta alcance a fixação uma outra mutação β

que tenha maior valor de adaptação, ocorra em um dos indiv́ıduos da população natural

(“wild-type” [27]). Depois disto, pode acarretar que um determinado indiv́ıduo que tenha

uma mutação α ganhe uma mutação adicional θ e, se o efeito combinado das mutações α e

θ exceder ao de β, este mutante múltiplo pode fixar. Portanto, o modelo de interferência

clonal, citado acima, onde as mutações se fixam uma por uma despreza esta possibilidade.

Além do mais, este modelo assume que novas mutações ocorrem somente em indiv́ıduos

pertencentes à população natural. Logo, este efeito de múltipas mutações não pode ser

desprezado, até porque, em populações microbianas, por exemplo, quando o tamanho da

população é suficientemente grande, facilmente existem indiv́ıduos que tenham duas, três,

ou até quatro mutações benéficas, antes que a primeira mutação fixe [88].

Voltando à nossa questão anteriormente formalizada, vemos que acima do valor de

Ub ≈ 10−4 temos o ińıcio do regime de múltiplas mutações [28], onde uma menor taxa

de fixação implica em maiores chances de mutações de pequenos efeitos pegarem carona

naquelas de grande efeito em sua rota de fixação. Por outro lado, para maiores valores

de R e v as mutações podem espalhar-se por toda a rede mais rapidamente, reduzindo

consequentemente a ocorrência de múltiplas mutações.

No intuito de obtermos uma melhor visualisação no comportamento de smed com a

taxa de mutação benéfica Ub mostramos na figura 37 a distribuição de efeitos seletivos
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Figura 37 – Distribuição dos efeitos seletivos das mutações benéficas que alcançaram a

fixação sfix para diferentes valores da taxa de mutação benéfica. Observamos que a média

da distribuição no painel esquerdo (Ub = 10−4) é maior que a média da distribuição no

painel direito (Ub = 10−2). Os parâmetros utilizados para as simulações são: o tamanho da

população é N = 50000, o raio de competição R = 0, 02, o parâmetro de difusão v = 0, 005 e o

efeito seletivo médio α−1 = 0.05.
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Fonte: Resultados computacionais do trabalho.

de mutações favoráveis que chegaram à fixação sfix. Observamos que a distribuição de

mutações vantajosas fixas é fortemente afetada pela taxa de mutação benéfica Ub, pois

no intervalo de Ub entre 10−4 a 10−2 notamos um deslocamento na distribuição para

valores maiores de sfix quando menores valores de Ub são considerados. Além do mais,

verificamos que a média da distribuição é menor para maiores valores de Ub. Os pontos da

figura representam cerca de 1000 execuções e são arranjadas dentro de caixas de tamanho

0, 01, que significa que o primeiro ponto compreende todas as mutações que possuem valor

de efeito seletivo que varia desde 0, 0 até 0, 01, o segundo ponto leva em consideração as

mutações com efeito seletivo cujo valor pertence ao intervalo entre 0, 01 à 0, 02 e assim

por diante.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Neste trabalho analisamos dois modelos no âmbito da dinâmica de redes. No primeiro

deles, propusemos um modelo de rede cont́ınua para investigar a evolução adaptativa de

uma população espacialmente estruturada. Enquanto que no segundo, um modelo de rede

idiot́ıpica para analisar a dinâmica de células B é proposto e, partindo do conhecimento de

que os anticorpos interagem entre eles consideramos duas topologias de redes diferentes,

sendo uma delas a rede livre de escala e a outra o grafo aleatório.

O primeiro modelo analisado, oposto aos modelos padrões de redes discretas onde

cada śıtio registra a identidade genética do clone dominante na subpopulação [32, 26]

ou é simplesmente ocupado por um único indiv́ıduo [30] considerando uma vizinhança

fixa bem definida, aqui o tamanho da vizinhança, que indica o número de indiv́ıduos que

competem localmente, varia com o tempo devido ao parâmetro de dispersão.

Os resultados das simulações mostram que estas novas suposições não alteram a pro-

babilidade de fixação das mutações benéficas com pequenos e intermediários valores do

efeito seletivo s. Determinamos a dependência de Pfix com os parâmetros do modelo,

a saber: a velocidade de difusão v e o raio de competição R. Esta análise nos possi-

bilitou concluir que o aumento de R pode ter um importante papel homogeneizador no

modelo. Tal resultado é relevante, desde que, a competição local se torna cada vez mais

global quando valores maiores de R são considerados, fazendo com que os resultados se

aproximem daqueles para um modelo de população não estruturada.

Notamos que para um determinado conjunto de parâmetros a declividade do tempo

de fixação de uma mutação benéfica com s depende do parâmetro de difusão de acordo

com tmed = s−φ. Valores maiores de φ são obtidos para os ajustes das curvas quando

aumentamos o valor de v. Mais uma vez enfatizamos a aproximação da competição

global, correspondente a uma população homogênea, quando valores maiores de v são

considerados. Num outro intervalo de parâmetros que exploramos, percebemos que o

tempo médio para uma mutação benéfica alcançar a fixação é proporcional a s−1/2. Tal
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caracteŕıstica indica que a velocidade da frente de onda genética é c ∼ √s.

Observamos que tanto a taxa de fixação como a velocidade de adaptação mostram

uma dependência tipo lei de potência de Ub como U
1/3
b , que é encontrado para valores

intermediários e grandes de Ub independente dos valores dos parâmetros. Resultados

similares foram previamente verificados num modelo de população celular espacialmente

estruturada numa rede discreta [31]. A inspeção do comportamento do efeito seletivo

médio das mutações que chegam à fixação em relação a taxa de mutação vantajosa Ub

também permitiu a observação de um ponto de cruzamento delimitando os regimes de

interferência clonal e de múltiplas mutações. Devido ao fato de que menores valores de R

e v aumentam a interferência clonal, uma vez que ambos afetam fortemente o tempo e a

taxa de fixação, maiores valores de smed são naturalmente esperados. Com um acréscimo

da taxa de mutação benéfica, mutações adicionais podem ocorrer na mesma linhagem de

uma mutação benéfica em sua rota para a fixação. Portanto, as mutações de pequeno

efeito podem viajar de carona com mutaçõs de grande efeito e chegar a fixação. Pelo

fato das mutações benéficas de pequeno efeito serem a maioria, este fenômeno onde tais

mutações pegam carona promovem o decĺınio de smed.

Um outro ponto importante que observamos relativo à velocidade de adaptação é

que a mesma cresce logaritmicamente com o tamanho N da população, consistente com

resultados prévios para uma população não estruturada [113, 27]. Este resultado é o

oposto daquele previamente relatado para uma população espacialmente estendida numa

rede discreta que mostra um limite superior e a saturação para a velocidade de adaptação

com o aumento do tamanho da população [25, 32].

Assim, podemos concluir que o presente modelo de população estruturada numa rede

cont́ınua exibe uma dual caracteŕıstica e apresenta aspectos tanto de uma população

espacialmente estruturada numa rede discreta quanto a de uma população homogênea,

podendo ser ajutada variando os parâmetros do modelo, i.e., o raio de competição e o

parâmetro de difusão.

Para o modelo de rede idiot́ıpica mostramos primeiramente que nodos com um pequeno

número de conexões na rede imune parece ser mais disposto para ativar uma cadeia de

autoanticorpos que os nodos mais conectados, pois quando o ant́ıgeno é anexado ao śıtio

mais conectado o sistema sempre evolui para o estado de memória localizada, onde os

clones AB1 experimentam um campo estimulatório e os seus autoanticorpos, células AB2,

experimentam um campo supressor, de maneira que a concentração dessas células, no

estado estacionário, tem um valor próximo daquele para o estado virgem (m/d). Por

outro lado, quando a ligação do ant́ıgeno acontece no nodo com menos conexões, vemos

que, em alguns casos o sistema evolui para o estado de percolação. Este estado pode está

associado com as doenças autoimunes.
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Ao analisarmos a dinâmica global da rede idiot́ıpica foi posśıvel identificar o surgimento

de leis de potência associada com o regime estacionário da dinâmica clonal de células B.

Verificamos que as variações nas concentrações das populações clonais AB2 e AB3, quando

a rede idiot́ıpica é perturbada com a presença do ant́ıgeno, exibe uma lei de potência com

a dependência da conectividade dos clones AB1. Entretanto, a concentração da população

que é diretamente ligada ao ant́ıgeno, os clones AB1, converge exponencialmente para o

seu valor assintótico.

Os resultados para o modelo da dinâmica adaptativa obtidos aqui foram submetidos à

revista Physical Review E com o t́ıtulo Adaptive evolution on a continuous lattice model,

enquanto que os resultados para o modelo de redes idiot́ıpicas foram publicados na revista

Physics Letters A, vol. 376, com o t́ıtulo Onset of power-law scaling behavior in idiotypic

random and scale-free networks.
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[11] Erdös, P. and A. Rényi. On the evolution of random graphs. Publications of the

Mathematical Institute of the Hungarian Academy of Sciences 5, (1960) 17–61.

100



REFERÊNCIAS 101
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[26] Gonçalves, E. de A., V. M. de Oliveira, A. Rosas and P. R. A. Campos. Speed of

adaptation in structured populations. Eur. Phys. J. B 59, (2007) 127–132.

[27] Desai, M. M., D. S. Fisher and A. W. Murray. The speed of evolution and

maintenance of variation in asexual populations. Curr. Biol. 17, (2007) 385–

394.

[28] Campos, P.R.A. and Viviane M. de Oliveira. Population turnover and adapta-

tion in heterogeneous environments. Physica A 391, (2012) 708–714.

[29] Perfeito, L., I. Gordo and P.R.A. Campos. The effect of spatial structure in

adaptive evolution. Eur. Phys. J. B 51, (2006) 301–306.

[30] Gordo, I. and Paulo R. A. Campos. Adaptative evolution in a spatially struc-

tured asexual population. Genetica 127, (2006) 217–229.

[31] Martens, E. A. and O. Hallatschek. Interfering waves of adaptation promote

spatial mixing. Genetics 189, (2011) 1045–1060.

[32] Martens, E. A., R. Kostadinov, C. C. Maley and O. Hallatschek. Spatial structure

increases the waiting time for cancer. New Journal of Physics 13, 115014 (2011).

[33] Vilela, Ana Luiza Miranda. Sistema Imunológico. Dispońıvel em:
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Apêndice A

A.1 Ponto de equiĺıbrio e estabilidade

Define-se um ponto de equiĺıbrio ou ponto fixo de um sistema dinâmico como sendo o

ponto em que o sistema pode permanecer estacionário na medida em que o tempo evolui

[119]. Seja ~x∗ esse determinado ponto. Assim, diz-se que ~x∗ é um ponto de equiĺıbrio de

um sistema dinâmico se, uma vez que o estado do sistema atinge ~x∗, ele permanece neste

ponto indefinidamente. Em outras palavras, quando ~x = ~x∗ = (x∗

1, x∗

2, . . . , x∗

n), o sistema

pára de se mover no espaço de fases. O texto supracitado pode ser resumido da seguinte

forma:

~f(~x∗) =
d~x

dt

∣

∣

∣

∣

~x=~x∗

= 0 (A.1)

Se um ponto ~x não for ponto de equiĺıbrio, nós o chamamos ponto ordinário ou ponto

regular.

A expressão estabilidade está associada à ideia de permanência em um determinado

estado por um determinado ente. Esse termo tem aplicabilidade em diversas disciplinas.

Vejamos:

• Estabilidade é um conceito próprio da resistência de materiais.

• Estabilidade econômica diz respeito à inexistência de mudanças bruscas na economia

de um determinado grupo ou páıs.

• A estabilidade no emprego constitui uma garantia contra a despedida arbitrária do

empregado.

O retrato de fases de um sistema dinâmico é influenciado pela localização e pela

estabilidade dos pontos de equiĺıbrio. Como vimos acima, o termo estabilidade tem uma

grande aplicabilidade. Por isso, queremos deixar expĺıcito, que todas as vezes que nos
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referirmos a este termo estaremos fazendo alusão à chamada estabilidade no sentido de

Lyapunov.

Portanto, define-se ~x∗ um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável se, após uma

perturbação na condição inicial ~x(0) = ~x∗, então a trajetória ~x(t) → ~x∗ quando t → ∞.

Um ponto assintoticamente estável atrai todas as trajetórias contidas numa esfera com

centro em ~x∗, conforme o tempo passa. Se essa esfera possui raio finito, ~x∗ é ponto de

equiĺıbrio localmente assintoticamente estável. Se, por outro lado, essa esfera tem raio

infinito, ou seja, abrange todo o espaço de fases, o ponto de equiĺıbrio é dito globalmente

assintoticamente estável. Em ambos os casos , tal ponto é classificado como um atra-

tor. Simplificadamente, atrator é a figura geométrica que representa o comportamento

assintótico do sistema, num espaço formado pelas variáveis que caracterizam a evolução

desse sistema [120]. O maior conjunto de pontos nesse espaço, tais que, partindo-se de um

desses pontos, tende-se assintoticamente para o atrator é denominado bacia de atração

desse atrator [121].

Define-se ~x∗ como um ponto de equiĺıbrio neutramente estável se, após uma dada

perturbação na condição inicial ~x(0) = ~x∗, então ~x(t) permanece dentro de uma esfera

centrada em ~x∗, conforme o tempo passa, sem contudo, tender para ~x∗ quando t→∞.

Define-se ~x∗ como um ponto instável se, após uma perturbação na condição inicial

~x(0) = ~x∗, ~x(t) deixar a esfera centrada em ~x∗ num tempo finito.

A.2 Sistema linear bidimensional de tempo cont́ınuo

Um sistema bidimensional linear autônomo (o termo autônomo indica que o sistema

está sujeito à funções de entrada que não dependem explicitamente do tempo) é formado

por um conjunto de duas equações diferenciais de primeira ordem. A forma mais geral de

se escrever um sistema desse tipo é:

dx1

dt
= ax1(t) + bx2(t) + α

dx2

dt
= cx1(t) + dx2(t) + β

(A.2)

os coeficientes a, b, c, d e as entradas α, β são constantes. Os pontos fixos do sistema são

tais que
dx1

dt
=

dx2

dt
= 0. Então temos:

ax∗

1(t) + bx∗

2(t) = −α (A.3)

cx∗

1(t) + dx∗

2(t) = −β (A.4)

que é um sistema de equações lineares. Pela equação (A.3) temos:

x∗

1 =
−α − bx∗

2

a
(A.5)
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substituindo (A.5) em (A.4) obtemos:

c

(

−α− bx∗

2

a

)

+ dx∗

2 = −β

⇒ x∗

2 =
cα− aβ

ad− bc
(A.6)

logo:

x∗

1 =
bβ − dα

ad− bc
(A.7)

Para que o ponto de equiĺıbrio se localize na origem do novo sistema de coordenadas,

vamos fazer a seguinte troca de variv́eis:

x(t) ≡ x1(t)− x∗

1

y(t) ≡ x2(t)− x∗

2

Reescrevendo as equações em (A.2) nas novas coordenadas, ficamos com:

dx

dt
= ax(t) + by(t)

dy

dt
= cx(t) + dy(t)

(A.8)

e o ponto de equiĺıbrio do novo sistema é (x∗, y∗) = (0, 0).

O sistema de equações (A.8) também pode ser expresso na forma matricial:

d~z(t)

dt
=
←→
A ~z(t) (A.9)

onde:

~z(t) =





x(t)

y(t)





é a solução de (A.8) e:

←→
A =





a b

c d





é chamada matriz incompleta ou matriz dos coeficientes do sistema (A.8) [122].

A.2.1 Solução geral

Admita que uma solução do sistema (A.8) tenha a seguinte forma:

x(t) = x0eλt

y(t) = y0e
λt

(A.10)
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A razão entre as duas equações acima é determinada por:

x(t)

y(t)
=

x0

y0

⇒ x(t) =
x0

y0

y(t)

que corresponde a uma reta passando pela origem no espaço de fases. Isto significa que,

ao se procurar por soluções do tipo (A.10), está se procurando por soluções de linha reta

no espaço de fases que passam pelo ponto de equiĺıbrio.

Substituindo (A.10) em (A.8) e cancelando os termos eλt, obtemos:

(a− λ)x0 + by0 = 0

cx0 + (d− λ)y0 = 0
(A.11)

que corresponde a um sistema linear homogêneo, ou seja, um sistema onde todos os termos

independentes (funções de entrada) são iguais a zero. Esse sistema é sempre posśıvel, pois

admite pelo menos a ênupla (0, 0) como solução, a qual é chamada de solução nula,

trivial ou imprópria do sistema [122]. Quando resolvemos um sistema homogêneo, é

de interesse achar soluções diferentes da trivial, quando existem, e estas são chamadas

soluções próprias do sistema.

Portanto, um sistema linear homogêneo pode ser:

• posśıvel e determinado quando só admite a solução trivial.

• posśıvel e indeterminado quando admite outras soluções, além da trivial.

Se num sistema homogêneo temos m = n (m equações e n incógnitas) e det.
←→
A = 0

(
←→
A é a matriz do sistema correspondente), então ele é possśıvel e indeterminado. O termo

det. é chamado de determinante e muitas vezes é representado pelo śımbolo △.

O sistema (A.11) admite a solução trivial (x0, y0) = (0, 0)). Para sabermos se este

admite soluções próprias, devemos analisar o determinante de sua matriz correspondente,

essa matriz é dada por:




a− λ b

c d− λ





e o determinante é:

△ = (a− λ)(d− λ)− bc

Assim, as soluções não-triviais são obtidas pela solução do polinômio:

(a− λ)(d− λ)− bc = 0 (A.12)
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este pode ser reescrito da seguinte maneira:

λ2 − (a + d)λ + (ad− bc) = 0

⇒ λ2 − Tλ +△ = 0 (A.13)

onde T representa o traço da matriz
←→
A e é definido como a soma dos elementos da

diagonal principal de uma matiz. As ráızes desse polinômio são:

λ1,2 =
T ±
√

T 2 − 4△
2

(A.14)

Dada uma matriz
←→
A , um número λ é chamado autovalor de

←→
A se tivermos um

vetor-coluna ~z0 que obedeça a seguinte relação:

←→
A ~z0 = λ~z0

Nesse caso, ~z0 é o autovetor correspondente ao autovalor λ. Na equação (A.14), os números

λj (j = 1, 2) são os autovalores de
←→
A . Para cada λj, encontra-se o par (x0j , y0j) corres-

pondente, a partir das expressões (A.11).

Para λ1 6= λ2, a solução geral de (A.8) é dada por:

~z(t) =





x(t)

y(t)



 = k1





x01

y01



 eλ1t + k2





x02

y02



 eλ2t (A.15)

sendo k1 e k2 determinadas pelas condições iniciais do problema.

A.3 Sistema não-linear bidimensional de tempo cont́ınuo

Considere o seguinte sistema de equações diferenciais não-lineares de primeira ordem:

dx

dt
= f(x, y)

dy

dt
= g(x, y)

(A.16)

O ponto de equiĺıbrio desse sistema é tal que f(x∗, y∗) = g(x∗, y∗) = 0. As funções

f(x, y) e g(x, y) podem ser aproximadas por equações de reta, em torno de P = (x∗, y∗).

Essa aproximação pode ser feita, expandindo essas funções em séries de Taylor. Portanto,

expandindo as funções em (A.16) obtemos:

dx

dt
= f(x, y) = f(x∗, y∗) +

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

P

(x− x∗) +
∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

P

(y − y∗)

dy

dt
= g(x, y) = g(x∗, y∗) +

∂g

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

P

(x− x∗) +
∂g

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

P

(y − y∗)
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Para que o ponto de equiĺıbrio P seja transladado para a origem, considere o novo

sistema de coordenadas:

X(t) ≡ x(t)− x∗

Y (t) ≡ y(t)− y∗

As equações que governam a evolução temporal dessas novas variáveis são iguais

àquelas dadas em (A.16), pois:

dX

dt
=

dx

dt
dY

dt
=

dy

dt

Sabemos que f(x∗, y∗) = g(x∗, y∗) = 0, desde que P = (x∗, y∗) é ponto de equiĺıbrio.

Assim, as equações diferenciais que regem a evolução das novas variáveis são, em primeira

aproximação, dadas por:

dX

dt
=

(

∂f

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

P

)

X +

(

∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

P

)

Y

dY

dt
=

(

∂g

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

P

)

X +

(

∂g

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

P

)

Y

que podem ser escritas na notação matricial como:

d~Z(t)

dt
=
←→
A ~Z(t)

onde ~Z é o vetor-coluna das variáveis de estado e
←→
A a matriz jacobiana, dadas respecti-

vamente, por:

~Z(t) =





X(t)

Y (t)



 e
←→
A =





∂f/∂x ∂f/∂y

∂g/∂x ∂g/∂y





P =(x∗,y∗)

Conforme vimos na seção anterior, a matriz
←→
A é chamada matriz dos coeficientes do

sistema (A.8) que corresponde no caso não-linear à matriz Jacobiana acima.

A.4 Classificação do equiĺıbrio quanto à topologia e

à estabilidade

Podemos classificar o ponto fixo de um sistema de acordo com a topologia do seu

retrato de fases e de acordo com sua estabilidade em função dos sinais do autovalores,

expressos a partir do traço T e do determinante △ da matriz
←→
A [120] (ver figura 38):
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• Se △ < 0, então λ1,2 são reais e com sinais opostos: o ponto de equiĺıbrio é chamado

de sela, que é instável no sentido de Lyapunov.

• Se △ > 0 e T 2− 4△ > 0, então λ1,2 são reais e com mesmo sinal: se T > 0, o ponto

de equiĺıbrio é um nó instável; se T < 0, um nó assintoticamente estável.

• Se △ > 0 e T 2 − 4△ < 0, então λ1,2 são complexos conjugados: se T > 0, o ponto

de equiĺıbrio é um foco instável; se T < 0l, um foco assintoticamente estável; e se

T = 0, um centro neutramente estável.

Figura 38 – Classificação dos pontos de equiĺıbrio no espaço △ – T .

Fonte: Adaptada de Monteiro, 2002 [120].

A figura (38) mostra a localização desses tipos de pontos de equiĺıbrio. O eixo-T separa

as selas dos demais tipos de pontos de equiĺıbrio. Sobre este eixo, situam-se pontos de

equiĺıbrio não-isolados, que ocorrem quando um autovalor é zero. A parábola T 2−4△ = 0

separa os nós dos focos. Sobre esta linha localizam-se as estrelas e os nós impróprios, que

são casos em que o sistema apresenta dois autovalores iguais. O eixo-△ positivo separa

pontos instáveis de pontos assintoticamente estáveis. Sobre esse eixo localizam-se os

centros, que são neutramente estáveis.
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Apêndice B

Resolução de equações diferenciais pelo método de

Runge-Kutta

Ao tentarmos resolver um conjunto de equações diferenciais, podemos seguir dois cami-

nhos distintos: tentar integrá-lo analiticamente ou resolvê-lo numericamente. A primeira

abordagem só é posśıvel em casos muito especiais; a segunda tem o incoveniente de ser

válida apenas para a solução calculada: uma nova escolha para os valores das condições

iniciais ou dos parâmetros obriga o cálculo de uma nova solução numérica [120]. Freqüente-

mente, é imposśıvel obter soluções anaĺıticas exatas de equações diferenciais não-lineares.

Sendo assim, consideramos de suma importância introduzirmos um método de resolução

numérico.

Um método numérico para resolver um problema de valor inicial é um processo que dá

soluções aproximadas em pontos particulares utilizando apenas as operações de adição,

subtração, multiplicação, divisão e cálculos funcionais [123]. Um método numérico muito

eficiente em resolver problemas de valor inicial é o chamado método de Runge-Kutta.

Para constrúırmos tal método, considere primeiramente, a fórmula para o método de

Euler [124], dada por:

yn+1 = yn + hf(xn, yn) (B.1)

onde h é uma constante chamada tamanho do passo (step-size) e seu valor é arbitrário.

Contudo, a escolha de h é muito importante, pois se escolhermos um h muito grande, a

solução aproximada pode diferir sensivelmente da solução real. Por outro lado, quanto

menor o tamanho do passo, mais precisa se torna a solução aproximada, à custa apenas

de um pouco mais de trabalho para obter a solução. Por conseguinte, a escolha final de

h pode residir numa posição intermediária entre precisão e esforço.

A fórmula para o método de Euler (B.1) avança uma solução de xn a xn+1 ≡ xn + h.
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Porém, essa fórmula é assimétrica, pois usa informações da derivada somente no começo

de cada intervalo. Há diversas razões que tornam o método de Euler não recomendado

para uso prático as quais não mencionaremos. Considere, porém, o uso de um passo

semelhante a (B.1) para levar um passo de ensaio ao ponto central do intervalo afim de

computar um passo real pelo intervalo completo. Dáı temos:

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn +
1

2
h, yn +

1

2
k1)

yn+1 = yn + k2 + O(h3)

(B.2)

Podemos verificar em (B.2) que o termo de erro de primeira ordem é cancelado, fazendo

com que o método torne-se de segunda ordem, pois um método é convencionalmente

chamado n-ésima ordem se seu termo de erro é O(hn+1).

A idéia básica do método de Runge-Kutta é eliminar os termos de erro ordem por

ordem. Para tal intuito, basta somarmos alguns coeficientes de termos de erro de alta

ordem de f(x, y). Sem dúvida, a mais usada freqüentemente é a clássica fórmula de

Runge-Kutta de Quarta Ordem descrita da seguinte forma:

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn +
1

2
h, yn +

1

2
k1)

k3 = hf(xn +
1

2
h, yn +

1

2
k2)

k4 = hf(xn + h3, yn + k3)

yn+1 = yn +
k1

6
+

k2

3
+

k3

3
+

k4

6
+ O(h5) (B.3)

Podemos observar que o método de Runge -Kutta de quarta ordem requer quatro

avaliações em cada passo h. Este método é superior ao método de segunda ordem se, no

mı́nimo, tomarmos um passo duas vezes maior e obtivermos a mesma precisão. Contudo,

(B.3) se restringe à sistemas de uma equação, mas podemos, de forma direta, generalizar

para sistemas de duas equações ou mais.
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