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RESUMO

Quando se trata do ensino de funcdes afim e quadratica, observamos que o0s
professores de Matematica, orientados pelos livros didaticos atuais, exploram a
construcdo de graficos mediante a ligagdo de pontos no plano cartesiano. Este
método, embora seja valido, ndo garante um esbo¢co seguro e ndo favorece a
observacdo de propriedades importantes das referidas fungbes. Pensando nisto,
este trabalho objetiva verificar a eficiéncia de um roteiro produzido em forma de
cartilha explicativa e metodoldgica. Neste roteiro encontra-se uma maneira pratica e
eficiente para tracar os graficos de func¢des polinomiais do 1° e 2° graus fazendo uso
de materiais simples e indispensaveis, como o papel e o lapis, e também de um
recurso digital, o software GeoGebra. Para verificar a eficiéncia deste roteiro,
tomamos um grupo de alunos composto por individuos que cursam o Ensino Médio
em escolas publicas e que participam do Programa Institucional de Bolsas de
Iniciacdo Cientifica Junior (PIBIC-Jr). A metodologia adotada consistiu na aplicagéo
de questionarios - antes, durante e depois — de nossa intervencdo de ensino: aulas
expositivas, referente as funcdes afins e funcbes quadraticas, destacando a
construcdo de seus graficos; e uso do roteiro impresso que trabalhou a construcao
dos gréficos, fazendo uso, a principio, de lapis e papel quadriculado e, em outro
momento, de um software de geometria dinamica. A utilizacdo deste software, além
de tornar o esboco de graficos mais rapidos, tornou compreensiveis as modificacdes
gréficas sofridas quando muda os coeficientes das funcdes. Como fundamentacao
tedrica para a pesquisa exposta neste trabalho, contamos com a contribuicdo da
Teoria das Situacbes Didaticas, de Guy Brousseau (2008), e das formas
representativas de uma funcéo na visdo de Raymond Duval (2009), na sua Teoria de
Registros de Representacdo Semidtica. Dos dez alunos participantes na pesquisa,
sete apresentaram um avanc¢o no desenvolvimento do tracado grafico das funcbes
consideradas e na compreensao das suas propriedades. Desta maneira, chega-se a
conclusdo de que é possivel estudar e observar as propriedades das fungbes afim e
quadratica levando em consideracdo pontos especificos pertencentes a seus
gréaficos, tanto no papel quanto, e especialmente, no computador.

Palavras-chave: Funcdes Afins - Fungbes Quadraticas - Graficos - GeoGebra.



ABSTRACT

When it comes to teaching linear and quadratic functions, we observed that the
Mathematics teachers, guided by current textbooks, explore the construction of
graphs by connecting points on the Cartesian plane. This method, while valid, does
not guarantee an outline safe and does not imply the observation of important
properties of these functions. With this in mind, this study aims to verify the efficiency
of a screenplay produced in a explanatory and methodological booklet form. This
script is a practical and efficient way to plot the graphs of polynomial functions of the
1st and 2nd grade using simple materials and essentials such as paper and pencil,
and also a digital resource, the software GeoGebra. To check the efficiency of this
route, we take a student group composed of individuals who attend high school in
public schools and participant the Institutional Program for Scientific Initiation
Scholarships Junior (PIBIC-Jr). The methodology consisted of questionnaires -
before, during and after - the teaching intervention: lecture, referring to related
functions and quadratic functions, highlighting the construction of their graphs, and
use of a printed script, developed in the form of a explanatory booklet which worked
the construction of graphs, using the principle of graph paper and pencil, and at
another time, a dynamic geometry software. Using this software, and making a
sketch of faster graphics, it became understandable graphical changes incurred
when changing the coefficients of the functions. As a theoretical framework for the
research exposed in this work, we rely on the contribution of the Theory of Didactic
Situations, Guy Brousseau (2008), and representative forms of a function in the view
of Raymond Duval (2009), in his Theory of Representation Registers Semiotics. The
ten students participating in the study, seven had a breakthrough in the development
of the trace graph of functions considered and understanding of their properties.
Thus, one comes to the conclusion that it is possible to study and observe the
properties of linear and quadratic functions taking into account specific issues
pertaining to its graphics, both on paper and, especially, on the computer.

Keywords: Linear Functions - Quadratic Functions - Graphics - GeoGebra.
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INTRODUCAO

Logo no inicio da minha experiéncia em sala de aula com a Matematica,
percebi que seria necessario criar situacoes de ensino diferentes daquelas que séao
comumente utilizadas, ou seja, 0 emprego do quadro de giz e de aulas expositivas.
Com o decorrer do meu trabalho, intui que as situa¢des de aprendizagem deveriam
estimular a motivacao dos alunos pelo tema estudado, como também, auxiliarem na
compreensao dos conceitos relativos a disciplina. Neste contexto, considerei que
deveriam estar inseridos: jogos, desafios e problemas contextualizados na realidade
vivida pelos estudantes. No meu entendimento, diante dessas novas estratégias,
esses alunos mudariam de opinido sobre a Matematica, considerada - pela maioria -

como uma disciplina desinteressante e dificil.

No decorrer de minha vida profissional, descobri um fator que se revelou
bastante util, que foi a utilizacdo de recursos representativos, de preferéncia visuais,
dentro das situacfes criadas. Por exemplo, no estudo de fun¢cdes matemaéticas, é
importante que se utilize modelagens, analogias, graficos e tabelas, capazes de
contribuir, de maneira significativa, para o entendimento dos conceitos matematicos.

Segundo destacou Oliveira (2006),

Os gréficos representam uma importancia muito grande para o aprendizado
da matemética, uma vez que eles sdo fotografias da compreensdo e do
entendimento da solucdo de um problema matemético e, na maioria das
vezes, é uma solugdo geométrica que nos permite apresentar a solucéo do
problema de forma analitica. E tdo importante que é usado com frequéncia
como recurso didatico para o ensino da matematica, pela visdo de conjunto
e rapidez do problema. (p. 10)

Este trabalho relata os resultados da aplicagdo de um roteiro produzido, em
forma de cartilha explicativa e metodolégica, capaz de permitir aos alunos o tragado
de graficos de fungbes polinomiais do 1° e 2° graus, fazendo uso de materiais
simples, como o papel e o lapis e de um recurso digital, o software GeoGebra. Com
este roteiro, intitulado “Esboco de Graficos: fungdes afins e quadraticas”, e com a
nossa orientagcdo, quais professores e pesquisadores, buscou-se melhores
resultados no que diz respeito a aprendizagem de conceitos matematicos.
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Esta pesquisa, que teve um carater qualitativo, buscou verificar se os alunos
nela envolvidos seriam capazes de perceber que, para esbocar os gréficos das
funcdes afins e das funcdes quadraticas, basta-se ter o cuidado de selecionar
pontos especificos, uma vez conhecida a sua forma geral. Também, buscou verificar
se 0 uso de um aplicativo digital auxilia na compreensao da relagéo existente entre
os coeficientes, de cada uma das fungdes consideradas, em consonancia com seus

respectivos graficos.

Como suportes tedricos para esta pesquisa utilizamos a teoria das situacdes
didaticas de Guy Brousseau (2008) e alguns recortes da teoria de registros de

representacfes semioticas, de Raymond Duval (2009).

Analisando o tratamento que muitos livros didaticos oferecem, no que se
refere ao esboco de gréficos de fun¢des afim e quadratica, pbde-se notar que estes
sao obtidos através da “ligagao” de pontos, no plano cartesiano. Infelizmente, muitos
professores de Matematica apegam-se, somente, a este recurso didatico para a
obtencdo do gréfico de fungBes. Sabe-se que este método ndo deve ser
desconsiderado, porém, deveria servir, apenas, de auxilio no reconhecimento da
forma gréfica da funcdo considerada e, a partir dessa forma, seriam obtidos graficos
de outras funcbes do mesmo tipo, levando em consideracdo algumas de suas

propriedades basicas, como raizes e simetria.

Observa-se também que alguns professores ao considerarem, em suas
turmas, as representacdes graficas das funcdes afim e quadrética, simplesmente
apresentam o formato que estes graficos tem, impossibilitando que seus alunos

descubram isso por si mesmos.

Segundo a Teoria das Situagcfes Didaticas, desenvolvida na Franca por Guy
Brousseau (1986), o papel do professor € criar meios que possibilitem, aos seus
alunos, a aquisicdo de autonomia no que se refere a construcdo de conceitos. Nesse

sentido, Brousseau (1986, p.49) afirma que:

A concepcdo moderna de ensino vai, portanto, requerer que o professor
provoque no aluno as adaptacdes desejadas, por meio de uma escolha
cuidadosa dos problemas, de modo que o aluno possa aceita-lo, agir, falar,
refletir, evoluir por si proprio. (Apud Freitas, 2008, p. 84)
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Entdo, quando o professor simplesmente apresenta aos alunos a
representacdo gréfica de qualquer tipo de funcdo sem dar a oportunidade para que
eles a identifiqgue, mesmo que através do uso de tabelas, priva estes individuos do
importante papel de alunos-pesquisadores, o que contribuiria, de maneira

significativa, para a percepcéao de propriedades e aquisi¢ao de conceitos.

Dos conceitos e definicbes que mais merecem atencdo na area da
Matematica estad o de Funcéao, pois, a partir dele, muitos outros conceitos podem ser
desenvolvidos e compreendidos. Sua aplicacdo é vasta, seja ho campo da propria
Matemética (matemética financeira, sequéncia, determinantes, areas e volumes,
limites e derivadas, dentre outros), bem como na Fisica, Quimica, Biologia e

Economia.

Lidamos diariamente com fungdes: o valor da conta de energia que depende
da quantidade de kilowatts, gasto no més; o salario de um vendedor, que depende
da quantidade de itens vendidos; a corrida de taxi, em funcdo da quilometragem

rodada. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN):

O estudo das func¢des permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre
grandezas e modelar situacdes-problema, construindo modelos descritivos
de fendmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora da propria
matematica. Assim, a énfase do estudo das diferentes funcdes deve estar
no conceito de funcdo e em suas propriedades em relacao as operacgdes, na
interpretacdo de seus gréaficos e nas aplicacdes dessas funcdes. (PCN+,
2002, p. 121)

Segundo a visdo de Raymond Duval (2009), para que um aluno consiga
entender conteuddos matematicos, deve ser capaz de explorar ao maximo todos os
tipos de representacfes destes, fazendo uso do que ja sabe a respeito do que esta

sendo estudado.

Como o conteudo matematico trabalhando nesta pesquisa refere-se as
funcdes afins e funcdes quadraticas - conteudo abrangente e com diversas
aplicacoes e consideracbes -, serdo focadas, aqui, as suas representacoes
algébricas e graficas, destacando um método pratico, rapido e seguro, para a

construcéo de seus graficos.



17

Almejou-se, com isso, que os alunos que participassem da pesquisa fossem
capazes de eshocar graficos manualmente e fazendo uso do programa de geometria
dindmica, o software GeoGebra, e que estes processos lhes permitissem a

percepcao de propriedades referentes as funcdes consideradas.

Vale frisar, que a expressdo “esbogo manual de grafico”, vez por outra
encontrada neste trabalho, refere-se a construcao de grafico a punho, fazendo uso

de papel, régua, lapis ou caneta.

Para verificar se o roteiro que nés desenvolvemos é uma ferramenta eficaz,
no tocante aos objetivos almejados, contamos com a participacdo de uma turma
composta por dez alunos do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo Cientifica
Junior (PIBIC-JR), programa desenvolvido pelo Instituto de Matematica (IM) da
Universidade Federal de Alagoas (UFAL) cujo objetivo é despertar a vocacgao
cientifica e incentivar talentos potenciais, dentre estudantes oriundos de escolas

publicas do Estado de Alagoas.

Este trabalho estd dividido em quatro secBes enumeradas, e mais uma

destinada as consideracdes finais.

A primeira sec¢ao, dividida em quatro subsecdes, apresenta alguns aspectos
histéricos e metodolégicos a respeito do ensino de funcdo no Brasil, apresenta
também as teorias que serviram de suporte para o desenvolvimento desta pesquisa
e trabalhos relevantes que contribuiram de maneira significativa para a definicdo do

tema por nés abordados, da problematica e dos objetivos.

A segunda secdo, dividido em trés subsecdes, dedica-se as definicbes de:
funcdo, funcao afim e funcdo quadratica. Motivado por um exemplo do cotidiano, o
conceito de cada uma das funcdes € apresentado, seguido de sua representacao

gréfica.

Na terceira secao, o leitor encontrara detalhes sobre a intervencéo de ensino,
criada para auxiliar os alunos a atingir os objetivos esperados, e sobre a

metodologia aplicada.
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A quarta secdo, destinada a analise da intervencdo de ensino, tratara com
detalhes, a luz das teorias das situa¢fes didaticas, contrato didatico e registros de
suas representacdes, o0 comportamento dos alunos em cada um dos encontros, que,

no total, foram seis.

Nas consideracdes finais apresentaremos um fechamento geral de todos os
acontecimentos relevantes na execucdo desta pesquisa e uma reflexdo sobre a
situacdo didatica por nés criada, baseada numa perspectiva de criar situacdes de

aprendizagem mais dindmicas, com, ou sem o0 uso da tecnologia de informatica.

Acreditamos que estamos oferecendo uma contribuicdo significativa, para que
haja um aprimoramento dos conceitos que os alunos ja dominam e para a
construgdo de novos conhecimentos, tanto no ambito das experiéncias de

professores, como de alunos.
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1 ASFUNCOES MATEMATICAS

Esta secdo esta dividida em quatro subsecdes. A primeira discorre sobre 0s
fatores histéricos e metodologicos, a respeito de funcdes e sua insercdo entre os
conteddos mateméaticos ministrados no 1° ano do Ensino Médio das escolas
brasileiras. Na segunda e terceira subsecOes sdo apresentadas as teorias que
serviram de base para o desenvolvimento desta pesquisa: as teorias das Situacdes
Didaticas e do Contrato Didatico, ambas desenvolvidas pelo tedrico Guy Brousseau
(2008); e a Teoria dos Registros de representacdo Semiodtica de Raymond Duval
(2009). A quarta subsecédo apresenta uma analise de literatura relevante para o

nosso trabalho.
1.1  Aspectos historicos e didaticos das funcdes

O conceito de funcdo é um dos mais importantes da Matematica e, ao longo
dos séculos, sofreu uma grande evolucdo. Nesta subsecdo sera apresentada a
origem deste conceito, bem como, sua introducdo no ensino de Matemética, no

Brasil.

Para tanto, fez-se uso de obras de alguns autores que se debrucaram sobre o
assunto, em especial Braga (2006), que trata com riqueza de detalhes a introducao

do tema “Fungao”, como conteldo da disciplina Matemética, das escolas brasileiras.
1.1.1 Origem da noc¢éao de funcéo

Desde os tempos dos Gregos até a idade moderna, a teoria dominante - no
que se refere a topicos matematicos - foi a Geometria Euclidiana, cujos elementos

principais eram 0s pontos, as retas e 0s planos.

Com base no que foi apresentado no livro Funcdes de Campiteli e Campiteli
(2006, p.13), foi a partir desta época - final do século XVII -, que surgiu uma nova
teoria, a teoria do Calculo Infinitesimal. A origem da noc&o de funcdo passou a
confundir-se com 0s conceitos iniciais desta nova teoria, que, a partir de entao,

passaram a ser explicitados de varias formas.



20

Segundo exposto na obra acima citada, 0s primeiros conceitos surgiram de
forma um tanto confusa nos "fluentes" e "fluxdes" de Newton (1642-1727). Newton
aproxima-se bastante do sentido atual de funcdo com a utilizacdo dos termos
“relatia quantias" para designar variavel dependente, e "genita" para designar uma
quantidade obtida a partir de outras por intermédio das quatro operac¢des aritméticas

fundamentais.

O primeiro a usar o termo “funcao” foi Leibniz (1646-1716), em 1673, no
manuscrito Latino “Methodus tangentium inversa, seu de fuctionibus” ! Leibniz usou
o termo apenas para designar, de forma muito geral, a dependéncia de uma curva
das quantidades geométricas, como as subtangentes e as subnormais, e introduziu,

da mesma forma, os termos “constante”, “variavel”’ e “parametro”.

O desenvolvimento do estudo de curvas por meios algébricos requereu 0 uso
de um termo que representasse quantidades dependentes de alguma variavel por
meio de uma expressao analitica.“Sendo assim, a palavra “fungao” foi adotada na
correspondéncia trocada entre 1694 e 1698 por Leibniz e Johann Bernoulli (1667-
1748).” (Campiteli e Campiteli, 2006, p. 13)

O termo "funcdo" ndo aparecia ainda num Iéxico matematico, sendo que, este
fato ocorreu em 1716. Mas, dois anos mais tarde, Johann Bernoulli publicou um
artigo que viria a ter grande divulgagéo, contendo a sua definicdo de funcdo, de uma
certa variavel, como uma quantidade, composta de qualquer forma dessa variavel, e
constantes. Um retoque final nesta definicdo viria a ser dado em 1748 por Euler
(1707-1783), um antigo aluno de Bernoulli, substituindo o termo "quantidade" por

"expressado analitica". Foi também Euler quem introduziu a notagao f(x).

A nocgéo de funcédo era identificada com a de expressao analitica, situagéo
que perdurou pelos séculos XVIII e XIX, apesar de logo se perceber que conduzia a
diversas incoeréncias e limita¢des, pois uma mesma funcéo pode ser representada

por diversas expressdes analiticas diferentes.

! Disponivel em < http://www.educ.fc.ul.pt/icm/ icm2000/icm28/hist.htm>. Acesso em: 21 margo 2011.


http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm28/Newton.htm
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm28/Leibniz.htm
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm28/euler.htm
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm28/euler.htm
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Essa nocédo, associada as noc¢des de continuidade e de desenvolvimento em
série, conheceu sucessivas ampliacbes e clarificacbes que |he alteraram

profundamente a sua natureza e significado.

Segundo Ponte (1990, Apud Campiteli e Campiteli, 2006), um dos momentos
mais marcantes, no que tange a evolugdo do conceito de funcéo, resultou dos
trabalhos de Fourier (1768-1830), que se ocupava dos problemas de conducao de
calor nos objetos materiais, considerando a temperatura em funcdo de duas

variaveis: tempo e espaco.

Este problema mais tarde foi retomado por Dirichlet (1805-1859) que, em
1837, separou o conceito de funcdo da sua representacdo analitica, formulando-o
em termos de correspondéncia arbitraria entre conjuntos numéricos. Deste modo,
uma funcdo seria simplesmente uma correspondéncia entre duas variaveis, onde
todo valor da variavel independente é associado a um, e somente um, valor da

variavel dependente.

Finalmente, com o desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos, que foi iniciada
por Cantor (1845-1918), a nocdo de funcdo acabaria de ser estendida a forma de
que tudo o que constituisse correspondéncia entre conjuntos. Sendo eles numéricos

ou nao, constituem uma fungéo.

Como consequéncias da evolucédo do estudo de fungbes, surgem numerosas
aplicagbes da Matematica a outras ciéncias. Os cientistas, partindo de observacdes
procuravam uma formula (uma funcédo) para explicar os sucessivos resultados
obtidos. A fungéo era, entdo, o modelo matematico que explicava a relacdo entre as

variaveis.

De acordo com Campiteli e Campiteli (2006, p. 19), foi com Galileu (1564-
1642) e Kepler (1571-1630) que a nocédo de fungdo surgiu como instrumento
matematico indispensavel para o estudo quantitativo dos fendmenos naturais.
Reagindo as tradi¢cdes da escolastica medieval, Galileu sublinhava ser a Matematica
a linguagem apropriada para estudar a natureza. Era preciso medir grandezas,
identificar regularidades e obter relagées que tivessem, tanto quanto possivel, uma

descricdo matematica simples.
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Assim, o conceito de funcao que hoje nos parece simples, e que mais adiante
serd exposto para o leitor, é resultado de uma evolugao historica que o conduziu,

sempre cada vez mais, a abstracado, e que, so no século XIX, foi finalizado.
1.1.2 Introducdo do tema “funcdo” aos contelidos matematicos no Brasil®

Vimos, na subsecdo anterior, que o conceito de funcdo vem sendo
explicitamente definido pelos matematicos desde o século XVII, mas, seu ensino, até
a metade deste século, ocorria apenas na universidade. A inser¢ao do tema “fungao”
entre os conteudos matematicos do ensino secundario deu-se em 1929, com a
criacdo de uma nova disciplina escolar denominada Matematica. Esta nova
disciplina foi resultado da unificacdo de trés outras disciplinas independentes:

aritmética, algebra e geometria.

Esta fusédo é feita a partir de uma referéncia internacional, centrada nas idéias
do renomado matematico Felix Klein, que propunha uma renovacao nesse nivel de
ensino. Essa transformacdo estrutural da nossa matematica escolar €, em 1931,
referendada por uma reforma educacional mais ampla, conhecida como Reforma

Campos. A partir de agora, detalharemos mais como iSso ocorreu.

O matemético prussiano-alemdo Christian Felix Klein (1849-1925) foi
destaque durante o movimento mundial de renovacdo do ensino da matematica na
escola secundaria (século XX), cujas raizes eram fincadas na Alemanha, Inglaterra,
Franca e Estados Unidos, pelos seus atributos intelectuais e pelo respeito adquirido

na comunidade cientifica.

Klein interessava-se por assuntos educacionais e defendia a idéia de que o
ensino da Matematica deveria enaltecer uma visdo mais abrangente no sentido de
procurar uma unificacdo do conhecimento mateméatico, ao invés de haver um
aprofundamento de estudos particulares, e se pensar a Matematica inicial de

maneira intuitiva.

% Todas as informacdes contidas neste topico foram retiradas, sofrendo pequenas mudancas, do livro
“FUNCAO - A alma do ensino da matematica”, de Ciro Braga (2006).
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Nos anos de 1881 e 1882, Klein trocou correspondéncia com o matematico
Frances Jules Henri Poincaré (1854-1912), que também compartilhava a idéia de
gue a intuicdo deveria ter um lugar de destague no desenvolvimento da Matematica.
Segundo Poincaré, “é pela légica que provamos, é por indugdo que inventamos”.
(Braga, 2006, p. 33).

Embora desenvolvesse pesquisas em comum com Poincaré, Klein percebeu
gue nao poderia acompanhar os passos de seu colega e dedicou-se a atividades
académicas. No final do século XIX comecou a se envolver com as questbes de
ensino da Matematica no curso secundario que acabou o levando, de maneira
decisiva, na criacdo de um organismo emblematico do movimento mundial de sua
modernizacdo: a Comissdo Internacional de Ensino de Matematica (CIEM), em
1908.

Como lider deste movimento internacional, Klein propunha a unificacdo da
Matematica escolar e a posse de alguns assuntos que eram préprios da Matematica
universitaria. Para isso, deveria haver um aperfeicoamento da formacdo de

professores do secundario, outra preocupacao de Klein.

Klein foi levado a lutar pelo descrito acima devido ao que ocorria N0S cursos
oferecidos pelas Escolas Técnicas Superiores da Alemanha. As turmas de alunos
ingressantes nesses cursos eram de culturas bem diversificadas, culturas em que
cada professor de Matematica do secundario destacava o que, para ele, € mais

importante.

Isto acarretava em um grande despreparo matematico dos alunos e, por este
motivo, 0s cursos de Engenharia perdiam um tempo precioso para nivela-los, tempo

este que poderia ser dedicado ao estudo de outras matérias mais especificas.

Ciente da necessidade de repensar o ensino secundario, Klein, na década de
1890, levou adiante seu ponto de vista de que, fazer uma reforma universitaria,
requeria levar em consideracdo um sistema mais extenso: o sistema escolar como
alicerce basico, de educacdo superior. Assim, Klein comecou a se interessar pelo

aperfeicoamento da formacdo dos professores do secundario e a participar de
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encontros, de congressos e a elaborar “aulas” - dirigidas a estes professores - a fim

de atingir seu objetivo.

Em 1904, Klein organizou um curso em que analisava o papel dos diferentes
tipos de escolas nos processos de ensino da Matematica. As anotacfes decorrentes
dessas analises levaram a criacdo da colecdo Matematica Elementar sob o ponto de
Vista Superior, produto do curso de dois semestres, também destinados aos

professores.

Nesta obra, Klein expressa muitas de suas idéias que acabaram se
convertendo em principios do movimento de modernizacédo do ensino da Matematica
secundéria, do século XX. Ainda, o matematico alemao discorre diversas vezes
sobre a necessidade de ter-se o Calculo entre os contetdos escolares, chegando a
afirmar que “o ensino da Matematica secundaria deve ir ascendendo até chegar aos
umbrais do célculo Infinitesimal, de modo que o naturalista e técnico de seguros,
tomando por exemplos, obtenham da escola o instrumentos matematicos de que

venham a necessitar em seus trabalhos” (1927 p. VI, Apud. Braga 2006).

Apesar de varios tipos de argumentos apresentados por Klein, sua idéia ndo
foi aceita e, como lider reformista, ele propds entrelacar e coordenar os varios ramos
da Matematica escolar. Um exemplo foi o conceito de funcdo, com suas diversas
representacfes (tabular, algébrica e grafica). Isto ocorreu, porque 0 sucesso ho
ensino de Calculo, conforme apresentado por Klein, estd intimamente ligado a um
bom dominio de funcdo - que os alunos devem ter -, visto que, faz parte dos
conteudos da disciplina de Célculo: limite de uma fungéo, derivada de uma funcéo

num ponto; funcao derivada; fungao primitiva; integral de uma fungéao etc.
Para o lider reformista,

O assunto funcdo deveria ser introduzido desde as séries iniciais
(desenvolver o pensamento funcional dos mesmos) e favorecer o transito
pelas representac@es tabular, grafica e analitica e ser apresentado de forma
gradativa, ao longo de todo o -curso secundario, conectando e
intermediando, sempre que possivel, 0s conceitos e processos empregados
na Aritmética, na Algebra e na Geometria (Braga, 2006, p. 52).

Klein também defendia a idéia de se manter conexao entre diversas partes da

Matematica. O intercambio de idéias que ocorria, entre os membros do CIEM,
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assegurou a Klein a formulacdo de proposi¢des reconhecidas como de alto valor
educacional, que acabaram ganhando circulacdo por muitos paises, incluindo o

Brasil.

O primeiro feito decorrendo do que acontecia no movimento liderado por
Klein, na Alemanha e em outros paises que compunham a CIEM, foi que, em 1929,
o Colégio Dom Pedro Il do Rio de Janeiro (colégio de referéncia para todo o Brasil)
implantou uma nova disciplina escolar, a Matematica, resultado da unificacdo de trés

disciplinas independentes: Aritmética, Algebra e Geometria.

Para a recém-criada disciplina, a Congregacao do Colégio Dom Pedro i
aprovou o programa do 1° ano, seguindo as instru¢des para a sua execucao que
reservavam - para a nog¢ao de funcao - um papel nunca antes assumido no ensino
das Matematicas. Atendendo a essas instrucbes, em meados do 2° semestre de
1929, é publicado o Volume | do Curso de Matematica Elementar de Euclides Roxo
(1890-1950) - catedréatico do Colégio e diretor do seu externato -. Este livro didatico
foi considerado revolucionario para o padrdo da época. Em 1930, é editado o
Volume Il deste curso, destinado aos alunos do segundo ano.

O processo de implantacdo dos novos programas do Colégio Dom Pedro I,
que deveria ser realizado de maneira progressiva, acabou passando por
turbuléncias devido a eclosdo da Revolucdo Vargas que, em 1931, decretou uma
reforma do sistema educacional brasileiro — a Reforma Francisco Campos. Com
essa Reforma, o ensino secundario passou a ter dois ciclos: um fundamental, de
cinco anos, e outro complementar, de dois anos, visando a preparacdo para o

ensino superior.

Quando Euclides Roxo implantou, em 1929, as reformas modernizadas no
Colégio Dom Pedro Il, imaginava concretizar as concep¢gbes do movimento
internacional, primeiramente, no ambiente do Colégio, para acompanhar de perto as
eventuais e necessarias corregdes de rota imposta pela realidade da sala de aula.
Mas, a Reforma Francisco Campos terminou obrigando, ao ensino de Matematica de
todo Brasil a adaptar-se, de maneira repentina, a essas ideias. Este fato ocorreu de
forma diferente do que foi vivenciado na Alemanha, onde o processo modernizador

foi gradativo e, a partir do convencimento do professorado.
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Desde entdo, os mateméticos brasileiros sofreram bastante influéncia dos
pensamentos e ideologias de matematicos de outros paises, no que se refere ao

ensino de funcao, considerado como uma das prioridades do curso secundario.

Em seu livro A Matematica na Escola Secundaria, publicado em 1937, Roxo
expressa seu pensamento sobre o ideario renovador internacional. No caso da
nocdo de funcéo, no ensino secundario, ele revela que, tanto ele como Breslich,

compartilhava da concepgao de Klein de que “fungéo € a alma da Matematica”.

Ernst Breslich (1874-1966), alemé&o naturalizado cidaddo americano em 1896,
foi um educador que explorou ao maximo o potencial educativo do pensamento
funcional. Em seu artigo Developing Functional Thinking in Secondary School, de
1928, Breslich ressalta a importancia da utilizacdo de fungdo como principio
unificador para a reorganizacdo do ensino secundéario nos Estados Unidos. Essa
importancia esta diretamente relacionada ao carater prioritario que assume o
desenvolvimento do pensamento funcional, na formacéo do aluno, no sentido de lhe
dar uma visdo e uma compreensdo da Matematica, adequada ao mundo

contemporaneo de entao.

Por ocasido da década de emergéncia da nova disciplina - Matematica - no
Brasil, em 1930, foram lancadas diversas colec¢des de livros didaticos, no intuito de

atender a essas mudancas. Entre os que mais se destacam estéo:

- Curso de Matematica Elementar, 2 Volumes (1° e 2° anos), de Euclides
Roxo, professor do Colégio Dom Pedro II;

- Matematica, 2 Volumes (1° e 2° anos), de Cecil Thiré e J.C. de Mello e

Souza (Malba Tahan), professores do Colégio Dom Pedro II;

- Curso de Matematica, 3 Volumes (3 ©, 4° e 5° anos), de Euclides Roxo, Cecil

Thiré e J.C. de Mello e Souza;

- Elementos da Matematica, 5 Volumes, de Jacomo Stavale, professor do
Instituto Caetano de Campos de Séo Paulo;
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- LicBes de Matematica, 5 Volumes, de Algacyr Munhoz Maeder, professor do

Ginasio Paranaense;

- Curso de Matematica, 5 Volumes, de Agricola Bethlem, professor do Colégio

Militar do Rio de Janeiro.

Segundo a analise feita por Braga (2006), os livros didaticos acima utilizaram
como referéncia o atendimento as recomendacdes pertinentes das Instrucdes
Pedagdgicas da Reforma Francisco Campos, isto é: fazer uso da nocéo de funcéo
como ideia central de ensino, apresentado-a inicialmente de maneira intuitiva e
desenvolvida nas sérias sucessivas do curso; incluir o ensino de funcéo na 52 série;
considerar a férmula como expressdo de dependéncia de uma variavel em relacéo a

outra, manter a relacéo entre sua representacao grafica, tabular e outros.

Dos manuais destinados ao primeiro e segundo anos, apenas os de autoria
de Roxo atendiam as instrucfes acima citadas. Os demais autores limitavam-se a
reservar, em cada volume, um dos ultimos capitulos para representacao gréfica, e
limitavam-se a poucos exercicios. Dessa forma, os professores que faziam uso
destas obras optavam por ndo abordar esse assunto em sala de aula. Percebe-se,
assim, que apesar dos autores atenderem ao Programa Oficial, existia alguma
intencionalidade em afastar o tema “funcéo”, dos dois primeiros anos do secundario,

ou no minimo, deixa-lo em segundo plano.

Desta forma, temos que o pensamento funcional, entendido como um método
a ser desenvolvido aos poucos e de forma gradativa, ao longo do curso secundario,
nao vigorou nos dez anos da Reforma Capanema. O que dizer dos outros paises,

em periodo igual, referente a aplicacdo desse principio do movimento internacional?

Pelo o que foi exposto em um relatério do CIEM, relativo ao periodo de 1902
a 1914, esses doze anos foram insuficientes para a assimilacdo do principio que
colocava funcdo e o pensamento funcional como protagonista da Matematica
escolar. Assim, compreende-se que 0 insucesso da aplicacdo dessa concepcao
modernizadora, nos dez anos da Reforma Francisco Campos, néo € algo especifico

do nosso pais.
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Alguns tentam creditar o insucesso da implantacdo do pensamento funcional
e da concepcdo de funcdo como ideia central do ensino no Brasil & Roxo, visto que,
ele ndo se empenhou numa atividade mais intensa junto as bases e manteve uma

atitude menos autoritaria.

Tendo em mente os fatores que deram inicio a introdu¢cdo do ensino de
funcdo - entre os conteudos programaticos da disciplina de Matematica -, nas
escolas brasileiras, torna claro, e até aceitavel, a forma como sdo apresentados 0s

objetivos deste conteido em documentos oficiais.
1.1.3 Ensino de funcado na atualidade

Os que ministram aulas no Ensino Superior, na area das Ciéncias Exatas,
comprovam que o ensino de funcdo continua sendo marginalizado, tanto em escolas
publicas, quanto em particulares. Grande parte dos que ingressam em cursos do
Ensino Superior, cuja disciplina Calculo faz parte de sua grade curricular,
apresentam muitas dificuldades, no que diz respeito a funcdes e seus graficos.

O indice de reprovacdo em Calculo é elevadissimo nas Universidades
Federais, Estaduais e Particulares, do nosso pais. Por exemplo, na Universidade
Federal de Alagoas (UFAL), menos de 30% dos que se matriculam na disciplina de
Céalculo 1 (semestral) sdo aprovados. No intuito de diminuir este indice, acrescentou-
se a grade curricular dos Cursos de Matematica e Quimica da UFAL as disciplinas
Fundamentos da Matematica 1 e Fundamentos da Matemética 2 (esta apenas para
0 curso de Matematica), oferecidas em semestres diferentes e sucessivos, a fim de

nivelar, preparar, os que terdo de cursar a disciplina Calculo.

Na disciplina de Fundamentos da Matematica 1 é apresentado aos alunos a
maioria dos topicos que compdem o Programa do 1° ano do Ensino Meédio:
Conjuntos Numeéricos, Funcgdo, Funcdo Afim, Funcdo Quadratica, Funcdes
Exponenciais e Fun¢bes Logaritmicas. Em Fundamentos da Matematica 2 aborda-

se todos aspectos da Trigonometria, Numeros Complexos e Polinbmios.

Apesar dos documentos oficiais brasileiros destacarem a importancia do

ensino de fungcdo e do desenvolvimento do pensamento funcional, observa-se que
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muitos dos professores do Ensino Médio (antigo secundario) tém dificuldades em
abordar esse tema.

Segundo o topico Competéncias em Matematica dos PCN+ (2002, p. 116), no
que se refere ao ensino de funcdo, os alunos devem ser capazes de identificar
fenbmenos naturais, ou grandezas, em um dominio especifico do conhecimento
cientifico, estabelecer relacdes, identificar regularidades, invariantes e

transformacdes.

Muitos livros didaticos ndo favorecem este topico, o que reflete na maneira
dos professores abordarem o assunto Funcdo, ja que sdo orientados por estes
livros. Como serd visto mais adiante neste trabalho, no subtitulo Revisdo de
Literatura, alguns livros didaticos de Mateméatica destinados ao 1° ano do Ensino
Médio pecam em alguns pontos, principalmente, no que diz respeito a construcao e

analise de gréficos de funcgdes.

Mas, deve-se levar em consideracdo que os professores de Matematica, mais
preocupados com o futuro de seus alunos, tém se esforcado para apresentar a estes
o maximo de conhecimento referente ao ensino de funcées. Um desse esforco esta
descrito neste nosso trabalho que relata uma pesquisa que visa contribuir, tanto por
ensinar algo novo quanto por aprimorar conhecimentos ja existentes nos alunos, no

que diz respeito ao esboco de graficos das fun¢des afins e funcdes quadraticas.
1.2 Teoriadas situacdes didaticas

A teoria das SituagBes Didaticas, cuja nocdo principal € a de Contrato
Didatico®, foi desenvolvida na Franca pelo matematico Guy Brousseau, por volta dos
anos 70. Brousseau nasceu em 04 de fevereiro de 1933, em Taza, Marrocos. Desde
muito jovem se interessou por Matematica, em especial pela maneira como 0s
conhecimentos matematicos eram apresentados aos alunos. Essa sua postura
tornou-se evidente quando decidiu abandonar o Curso Superior de Matematica para

retornar a Escola Normal de Agen, cidade da Aquitania, sudoeste da Franca, para

3 Que sera abordada mais adiante.
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fazer um ano de formacao profissional. Seu interesse era estudar como as criangas

adquirem conhecimentos matematicos.

Apés completar 20 anos de idade, comecou seu trabalho como professor,
dando aulas para alunos do Ensino Fundamental, numa aldeia da regido de Lot et
Garonne. Em 1962 retomou o curso de Matematica, na Universidade, em Bordeaux,
onde lecionou e assumiu o posto de assistente de Matematica. No desenrolar do
Curso Superior de Matemética, Brousseau recebeu, de um de seus professores, a
tarefa de estudar psicologia cognitiva, com Pierre Greco. Brousseau ficou encantado
com a habilidade de Greco em criar dispositivos experimentais, a fim de tornar clara
a origem do pensamento matematico de criancas, nas diversas fases de seu
desenvolvimento. No entanto, percebeu que néo fazia parte das preocupacfes de
Greco a analise dos dispositivos utilizados no processo ensino-aprendizagem, nem
tampouco, a demonstracdo da relacdo existente entre essas criangas e a nogao do

assunto matematico estudado.

Brousseau reconhecia o trabalho realizado pelos professores de Matematica
que consiste em ensinar o0 conteudo através da proposta de diversos problemas e
exercicios, para que seus alunos dele se apropriassem. Nao descartava o fato de
gue este método de ensino pudesse oferecer informacdes sobre a aquisicdo de
conhecimentos gerais, desde que, o meio utilizado para esta finalidade fosse
planejado, de tal forma, que proporcionasse aos alunos estas informacoes.

Entdo, foi pesquisando a relagdo existente entre o meio, o aluno e o
professor, e também buscando respostas a determinadas perguntas - “Que
condi¢cbes podem ser propiciadas para que um sujeito qualquer tenha a necessidade
de um conhecimento matematico para tomar certas decisées?” e “Como explicar de
antemao a razao pela qual a faria?” - que Guy Brousseau desenvolveu a teoria das

Situacdes Didaticas.
Com base em seus estudos, Brousseau chegou a conclusao de que:

Os conhecimentos dos alunos revelam o funcionamento do meio,
considerado como um sistema. Portanto, € o0 meio que deve ser modelado.
Assim, um problema ou exercicio ndo pode ser mera reformulagdo de um
conhecimento, mas um dispositivo, um meio que responde ao sujeito,
segundo algumas regras (2007, p. 19).
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O “meio” ao qual Brousseau se refere diz respeito aos instrumentos utilizados
pelos professores para que seus alunos compreendam 0s conceitos matematicos,
gue estdo sendo estudados. Desta forma, este “meio” pode ser representado por
exercicios, problemas, jogos etc. O professor pode organizar o “meio”, de tal forma
qgue ele mesmo possa intervir diretamente, indiretamente, ou n&o intervir, na

realizacdo da atividade proposta.

Segundo a apresentacdo da edicédo brasileira do livro “Introducédo ao Estudo
das Situagdes Didaticas” de Brousseau (2008), nos anos 90 suas obras comegaram
a se tornar conhecidas no Brasil, quando um grupo de pesquisadores da recém-
criada area de Educacdo Matematica comecou a estudar os principios e o alcance
da didatica francesa no ensino e aprendizagem da Matematica. Desde entdo, muitos

pesquisadores tem utilizado esta teoria como base para seus estudos, inclusive nos.

1.2.1 Situacdes Didaticas e Adidaticas

Brousseau trabalha com dois tipos de situa¢Bes de ensino, a situacao didatica
e a situacdo adidatica. Uma “situagcdo” € um modelo de interagdo de um sujeito,
com um meio determinado, e o termo “situagdes didaticas” refere-se aos modelos
gue descrevem as atividades do professor e do aluno, sendo essas atividades

matematicas ou ndo (Broussau, 2008, p. 21).

Desta forma, pode-se dizer que uma situacdo didatica € o conjunto de
procedimentos adotados que objetiva manter uma relagéao entre o aluno, o professor
e 0 meio. O professor exerce um importante papel neste processo de aprendizagem
por parte dos alunos, pois cabe a ele modelar atividades matematicas de tal forma
que proporcione aos seus alunos a construcdo de conhecimentos e conceitos
matematicos a medida que tentam solucionar a atividade proposta, seja esta

atividade um problema ou um jogo. Conforme descrito por Freitas (2010):

Uma situagdo didatica é um conjunto de relacdes estabelecidas
explicitamente ou implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos,
num certo meio, compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e
um sistema educativo (o professor) com a finalidade de possibilitar a estes
alunos um saber constituido ou em vias de construcdo (...) o trabalho do
aluno deveria, pelo menos em parte, reproduzir caracteristicas do trabalho
cientifico propriamente dito, como garantia de uma construcdo efetiva de
conhecimentos pertinentes (Brousseau, 1986, p.8).
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Quando um problema é proposto ao aluno, e ele - sem a intervencdo do
professor -, consegue soluciond-lo e adquirir um conceito que néo Ihe foi transmitido
anteriormente, mas que se encontra implicito no problema proposto, ocorre o que

Brousseau (2008) chama de “situacao adidatica”.

A idéia é aproximar o trabalho do aluno do trabalho de um pesquisador -
testando conjecturas, formulando hipoteses, provando, construindo modelos,
conceitos, teorias e socializando os resultados - que devera agir sobre o contetdo,
de tal forma, que seja capaz de transforma-lo em conhecimento para si mesmo, isto

com o devido auxilio do professor, que providenciara situacdes favoraveis.

Brousseau (2008) defende que todo método de ensino que objetiva a
aprendizagem, é valido. Mas a construcao de um saber ocorre, efetivamente, a partir
do momento em que o professor provoca o aluno por meio de problemas
selecionados de forma sensata e coerente. Tais problemas devem fazer com que o

aluno atue, fale, reflita e evolua:

Do momento em que o aluno aceita o problema como seu até aquele em
gue se produz a resposta, o professor se recusa a intervir (...). O aluno sabe
gque o problema foi escolhido para fazer com que ele adquira um
conhecimento novo, mas precisa saber, também, que esse conhecimento é
inteiramente justificado pela I6gica interna da situacéo e que pode prescindir
das razdes didaticas para construi-lo. Ndo s6 pode como deve, pois nao
tera adquirido, de fato, essa saber até que o consiga usar fora do contexto
de ensino e sem nenhuma indicacdo intencional. Tal situagdo denomina-se
adidatica (Brousseau, 2008, p. 35).

Desta forma, notamos que, ao contrario do que a palavra da a entender, uma
situacdo adidatica ndo tem nada a ver com uma situacao nao-didatica, que € uma

situacao nao planejada, onde ocorre uma aprendizagem.

Na verdade, as situacOes adidaticas fazem parte das situacOes didaticas. Elas
interagem entre si. E através das situacBes adidaticas que pode ser trabalhada a
situacdo didatica, onde, a aparente auséncia do professor, numa determinada etapa
do processo de ensino-aprendizagem, impulsiona o aluno a trabalhar

individualmente, ou em grupo, para construir um novo conhecimento.
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1.2.2 Classificagdo das Situac¢des Didaticas

Para generalizar os tipos de situacfes didaticas, Brousseau partiu de uma
licdo intitulada “Quem vai dizer 207?”. O objetivo da aula em que essa licdo foi
proposta era revisar a operagdo de divisdo, oferecendo as criancas a possibilidade

de descobrir e demonstrar alguns teoremas.

Esta licao foi dividida em trés fases. Na primeira fase, o jogo acontece entre
duas criangas. De maneira alternada, cada uma deve somar os algarismos 1 ou 2 ao
namero dito pelo adversério, e aquele que chegar primeiro ao numero 20, ganha a
partida. ApOs sucessivas partidas, os alunos devem ser capazes de perceber que

aguele que conseguir chegar ao niumero 17, garante a vitoria.

A segunda fase desta licdo consiste em dividir os alunos em duas equipes e o
jogo acontece, de modo que uma equipe joga contra a outra. Nesta etapa as
criancas descobrem que falar um nimero aleatoriamente ndo € a melhor maneira de

ganhar, sendo assim, € importante discutir e definir estratégias.

Na terceira e ultima fase o professor sugere que cada equipe apresente uma
estratégia que leve a vitdria. Desta forma, os alunos tém a oportunidade de

socializar seus métodos, testar se suas estratégias sao validas e de formaliza-las.

Com suporte nesse jogo, Brousseau (2008) define quatro tipos de situacdes

didaticas. Sao elas:

- Situacdo de Acgdo: € aqui que acontece o primeiro contato do aluno com o
meio modelado pelo professor. Sem a orientagao do professor e com base nos seus
conhecimentos anteriores, sejam estes conhecimentos escolares ou empiricos, o
aluno age sobre o problema de diversas formas em busca da solugcédo. No jogo
“‘Quem vai dizer 207", esta situagcdo ocorre quando os alunos participam do
efetuando vérias partidas. Conforme observado por Brousseau (2008, p. 24), “a
medida que a crianca joga mais partidas, desenvolve novas estratégias, isto €,

razoes que a levam a escolher um numero em vez de outro”.

- Situacdo de Formulacao: esta situacdo € o momento em que o0 aluno

comeca a pensar huma estratégia que o leve a solucado do problema proposto, e o
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socializa com os demais colegas. Faz isto, levando em consideracdo as solugbes
obtidas enquanto estava na Situacdo de Acdo. Ele percebe que, para encontrar a
resposta, € preciso raciocinar em cima do meio modelado por seu professor, que,
obviamente, tem uma solucéo, e estabelecer um padrdo. Aplicando novamente ao
jogo dos 20, Brousseau (2008, p. 26) diz que “o0 meio se modifica nas sucessivas
partidas e cada aluno faz suas formulagcdes em funcdo de sua interpretacdo dos

resultados das partidas anteriores” (N. da t. da edigdo argentina).

- Situacdo da Validacdo: como o proprio nome da a entender, neste tipo de
situacdo o aluno tera de mostrar que a sua estratégia realmente é valida para
resolver o problema que |hes foi apresentado a medida que contesta a estratégia de
outro colega, diferente da sua, exigindo que o0 mesmo prove a veracidade de sua
afirmacéao:

Nesse novo tipo de situacdo, os alunos organizam enunciados em
demonstracbes, constroem teorias — na qualidade de conjuntos de
enunciados de referéncia — e tanto aprendem a convencer os demais alunos
como a se deixarem convencer sem ceder a argumentos retdricos, a

autoridade, a seducdo, a sabedoria, a intimidacdes etc. (Brousseau, 2008,
p. 27)

- Situacéao de Institucionalizacéo: esta é a etapa em que o aluno tem de formalizar
o conhecimento adquirido na situacao anterior e verificar se 0 mesmo vale em outros
contextos, que fazem uso do objeto matemético encontrado. Até este momento,
todo o conhecimento que o aluno adquiriu foi com base em seus proprios esforcos,
para a resolugdao do problema que lhe foi apresentado. Mas, na situagdo de
institucionalizacdo, a prova e a generalizacdo dos conhecimentos adquiridos pelos
alunos acontecem com a intervengéo do professor.

A figura abaixo sintetiza as principais fases ou momentos didaticos referente a

teoria das situagdes didaticas.
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Figura 1. Exemplo de uma situacdo matemética — “Corrida ao 20”

1. Contextualizacao

+ devolugao
PROFESSOR
2. Situacgao adidatica

; Acdo
ALUNOS ——> Formulacio
\ Validacao
4 <AOFESSOR E
3. Institucionalizacao ALUNOS

Fonte: Freitas, 2010, p. 103

O esquema apresenta a ideia geral da teoria das situacdes didaticas. O
professor age no momento em que propde, para o0 aluno, um problema
contextualizado e Ihe transfere a responsabilidade de resolvé-lo. O professor deve
ser capaz de convencer o aluno a aceitar o desafio, ou seja, torna-lo seu e

apaixonar-se por ele, e ndo, resolvé-lo, s6 porque o professor quer.

Dai, exercendo o papel de um pesquisador, 0 aluno age sobre o problema, na
intencdo de encontrar a solucdo. E durante esta “agdo” que novos conhecimentos
vao sendo adquiridos, testados e confirmados, na situacdo de formulacdo e
validacdo. Finalmente, o conhecimento adquirido é formalizado com a contribuicao

do professor, na fase de institucionalizagéo.

Pommer (2008) apresenta em seu artigo que, para Brousseau (1996a), as
situacdes de ensino devem ser criadas pelo professor, de modo a aproximar o aluno
do saber, do qual ele deve se apropriar. Para isso, cabe a este professor fazer um
duplo papel ciclico: procurar situacdes onde os alunos possam dar sentido ao
conhecimento, através da contextualizacdo e personalizacdo do saber, num
movimento onde eles sdo estimulados a vivenciar o conhecimento; e ajudar esses
alunos no sentido inverso, ou seja, descontextualizando e despersonalizando os
conhecimentos, como fazem os matematicos, de modo a tornar as producdes

destes, fatos universais e reutilizaveis.

E exatamente este ciclo contextualizar/descontextualizar que permite ao aluno

avancar em conhecimentos. Desta forma, para aprender, o aluno deve ter um papel
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ativo diante de uma situacdo, comparado ao ato de produzir de um matematico,

auxiliado por seus conhecimentos anteriores.
1.2.3 Contrato Didatico

Fora do contexto da educacéo, entende-se “contrato” como sendo um trato,
um acordo, feito por duas ou mais pessoas que assumem certos Compromissos ou
obrigacdes. Desta forma, a expressédo “Contrato Didatico” relaciona-se com o trato

existente entre o professor e aluno, sendo este, formalizado ou néo.

Brousseau (1986) define contrato didatico como sendo:

O conjunto de comportamentos do professor que sédo esperados pelos
alunos e o conjunto de comportamentos do aluno que é esperado pelo
professor [...] Esse contrato é um conjunto de regras que determinam uma
pequena parte explicitamente, mas sobretudo implicitamente, do que cada
parceiro da relacdo didatica devera gerir e daquilo que, de uma maneira ou
de outra, ele tera de prestar conta perante o outro (Apud, Silva, 2010, p. 50).

Esta nocdo de contrato didatico € um dos principais elementos da teoria das
situacbes didaticas, desempenhando um importante papel na analise e na
construcdo de situacbes para o ensino e a aprendizagem da Matematica e

mantendo o vinculo entre as situacdes didaticas e adidaticas.

O contrato é estabelecido, na maioria das vezes, sem que os envolvidos se
apercebam disso. Por exemplo, o professor prepara e realiza uma situacdo de
ensino, esperando que o aluno fagca uso das aulas vistas, e de problemas,
anteriormente solucionados, para resolver a situacéo proposta. O aluno, por sua vez,
sabe o que o professor espera dele e age para que possa cumprir a atividade

proposta, sempre em busca da resposta correta.

Um componente essencial do contrato didatico € o conceito de “devolugao”.
Brousseau (2008, p. 91) o define como sendo “o ato pelo qual o professor faz com
que o aluno aceite a responsabilidade de uma situacdo de aprendizagem (adidatica),
ou de um problema, e assume ele mesmo as consequéncias dessa transferéncia.” E
exatamente o pensamento de que o professor deve organizar o meio, para que seu

aluno atue como um pesquisador.



37

O contrato predominante entre os professores de Matemética e seus alunos &
aquele em que o professor vai a sala de aula, ministra aulas que, na maioria das
vezes, sdo expositivas e passa uma lista de exercicios sobre o conteudo abordado,
na expectativa de que seus alunos efetuem plenamente todos os problemas
propostos. O aluno, acostumado com “o tal” professor de Matemética, espera dele

todos os passos referidos anteriormente.

Brousseau (2008) aborda varios tipos de contratos, dividido-os em trés

categorias.

Primeiro, os contratos em que néo ha intencao didatica:

7

- Contrato de Emisséo: é o contrato estabelecido onde o professor
monologa e ndo se preocupa se o que esta sendo dito estd sendo captado por seus
alunos. O importante € que figuem calados, enquanto o professor cumpre o
contetdo programado para aquela aula. E, basicamente, o que acontece em um

programa de radio ou de televisao.

- Contrato de Comunicacdao: desta vez, o professor jA passa a se preocupar
em transmitir o contetdo desejado, de tal forma que chegue aos seus alunos. Para
tanto, verifica qual € a melhor maneira de fazer isso. Tendo o aluno captado o

conteudo, cabe a ele interpreta-lo.

- Contrato da Habilidade: aqui o professor deve garantir e provar, se
necessario, a verdade daquilo que ele ensina. Isto acontece, principalmente, quando
expde teoremas, propriedades, proposicoes etc. Porém, cabe ao aluno decidir se vai

querer, ou nao, saber o motivo da afirmagé&o do seu professor.

- Contrato de Producéo de Saber: um novo conhecimento € passado para o
aluno, mas o professor - que transmite este conhecimento - ndo entra em detalhes
guanto aos procedimentos adotados. Um exemplo disso é o uso de férmulas e

propriedades, para resolver uma equacao.

Agora, apresentaremos 0s contratos pouco didaticos que se encarregam de

produzir um novo “saber”:
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- Contrato de Informacgéo: aqui, o professor transmite um novo contetdo a
seus alunos, ao mesmo tempo em que garante a sua veracidade. Faz isso, por
fornecer as demonstracdes de formulas ou algoritmos, por apresentar as fontes de
suas informacgdes etc. O aluno, por sua vez, devera solicitar informacdes a seu

professor, para que - por si proprio - consiga construir novos conhecimentos.

- Contrato de Utilizacdo dos Conhecimentos — neste tipo de contrato o
aluno faz uso do conhecimento que lhe foi recentemente transmitido para resolver
situacOes propostas pelo seu professor. Ao professor cabe a responsabilidade de
organizar aplicacdes para que este conhecimento seja utilizado:

No contrato de informacdo, o emissor de matematica deve organizar uma
teoria que conhece, de modo a articula-la com alguma parte de si mesma;
porém, guarda esse vinculo em “segredo”, e o aluno ndao sabe até onde o
levardo os enunciados que recebe. No contrato de utilizacdo, a relacdo
entre a parte geradora e tudo que foi gerado torna-se explicita. Os
enunciados dados como saber sdo teoremas, mas 0s que devem ser
adquiridos (pela l6gica ou de outro modo) mudam de forma e de nome:
transformam-se em perguntas, situacdo ou problemas (Brousseau, 2008, p.
67).
- Contrato de Iniciacdo ou de Controle: o professor determina que assunto
matematico ird iniciar com seus alunos e verifica se estes realmente compreenderao
0 assunto. Em seguida, prop6e uma série de exercicios e problemas, que fazem uso

do objeto mateméatico em questao.

- Contrato de Instrucdo ou Direcdo de Estudo: além de seguir 0s passos
descritos no contrato anterior, o professor deve apresentar a seus alunos a maneira
de “como” adquirir um novo saber. Assim, os exercicios propostos devem ilustrar os
varios casos possiveis de aplicacdo do conteudo que o professor quer que seus

alunos aprendam.

Finalizaremos esta questdo, apresentando os tipos de contrato, considerados
por Brousseau (2008), como sendo os que se ocupam fortemente de um saber

“novo™

- Contrato de Imitacdo ou de Reproducdo Formal: o professor
compromete-se a fazer com que o aluno execute uma tarefa - como enunciar e

demonstrar um teorema ou fazer uso de algum algoritmo para resolver problemas e
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equacgodes -, sem levar em consideracdo 0s mecanismos que utilizam para isto e se
absorveram novos conhecimento, ou ndo. O importante é chegar a resposta correta,
fazendo uso dos mecanismos apresentados pelo professor. Desta forma, o aluno
aprende a resolver as situacfes que estdo dentro do mesmo contexto da tarefa

proposta, mas ndo aprende o conteido em questéo.

- Contrato de Ostensao: este é o tipo de contrato em que o professor
apresenta para seus alunos os objetos matematicos sem recorrer a definicdo formal
e propriedades. Os alunos, por sua vez, acreditam que estas informacdes sao
suficientes para que possam resolver as atividades propostas por seus professores.

- Contrato de Condicionamento: este é o contrato em que o professor deve
criar condi¢cdes que funcionem como causas de aprendizagem, estas condi¢cdes se
limitam a uma série de exercicios repetitivos que sdo propostos para seus alunos.
Acredita-se que este processo de resolver exercicios que mantém a mesma linha de
pensamento seja capaz de ensinar aos alunos conceito que o professor nao

explicou.

- Contrato Empirista: neste caso o conhecimento é produzido basicamente
pelo contato que o aluno estabelece com o meio ao qual deve se adaptar. A
responsabilidade pela aprendizagem é transferida ao meio e a natureza.

- Contrato Construtivista: aqui o professor organiza o meio e delega ao
aluno a responsabilidade das aquisicfes. Essa organizacdo gira em torno do saber
em questdo e do conhecimento dos processos que levam o aluno a compreensao.
Espera-se que o aluno seja racional, coerente e econbmico ao agir em prol da

resolucao do que lhe foi proposto.

- Contrato de Revisdo de Saberes Antigos: este é o tipo de contrato em
gue o professor faz uso de saberes ja ensinado e da cultura dos que compdem o
grupo a gue se dirige para ensinar algo novo. Os que compdem este grupo fazem

uso de saberes antigos para solucionar os problemas propostos.

Destes trés blocos de tipos de contratos, o que mais sao utilizados - na area
de ensino de Matemética - sdo 0s contratos pouco didaticos. Nao é raro ouvir falar
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de professores que ensinam de uma forma um tanto tradicional e que ndo se
preocupam em inovar, fazendo uso de outros tipos de recursos didaticos, tais como,
jogos, desafios e da tecnologia. Isto talvez seja um reflexo da forma como estes

professores de Matematica apreenderam esta disciplina.

Sendo assim, Brousseau (2008) considera valido todo tipo de a¢gdo que visa a
transmissdo de conhecimento, sendo que, mesmo que esta acdo ndo tenha
determinado objetivo, acarrete uma aquisicdo de saber. Deste modo, Brousseau da
énfase aos tipos de contratos que se ocupam fortemente de um novo saber, e, em

especial, ao ultimo referido, considerado o contrato de revisdo de saber.

Alguns filésofos compartilham desta mesma idéia de Brousseau (2008). Por
exemplo, Ausubel (1968, 1976, Apud Moreira, 2009, p. 31) considera que, para que
haja uma aprendizagem significativa, 0 novo conhecimento deve ser obtido a partir

de uma interacdo com algum conhecimento ja adquirido.

Professores experientes e preocupados com 0 ensino tém percebido que
levar em consideracdo os saberes culturais e intelectuais de seus alunos ajuda no
desenvolvimento de novos saberes. Desta forma, procuram desenvolver atividades
gue impulsionam os alunos a forgcar a mente na busca de saberes anteriormente

adquiridos, para responder a atividade proposta.
1.2.4 Quebra de Contrato e Alguns Efeitos do Contrato Didatico

Vimos, na subsecao anterior, diversos tipos de contratos didaticos. Na maioria
das vezes, estes contratos sdo estabelecidos sem que os envolvidos - professor e
aluno - conversem sobre as clausulas que o compdem. Tudo acontece muito
naturalmente, uma vez que, o professor ja sabe o que o aluno espera dele, e este,

por sua vez, compreende o que o professor espera dele.

Mas, para que ocorra uma aquisicdo de conhecimento por parte do aluno, é
necessario que haja uma quebra do contrato anteriormente existente, ou seja, cabe
ao professor providenciar e executar um tipo de situagcdo completamente diferente
daquela a que seus alunos estdo acostumados. O aluno quebra seu contrato com o

professor, a partir do momento em que toma uma agao inesperada pelo seu mestre,
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acao esta que acarreta a construcdo de um conhecimento novo, adquirido sem a

intencionalidade do professor.

Silva (2008) chama esta quebra de contrato de ruptura e renegociacao.

Conforme destaca, “é preciso que haja a ruptura e a renegociagdo do mesmo

[contrato didatico] para o avango do aprendizado” (p. 54).

Uma quebra de contrato didatico da-se, por exemplo, quando um professor,
conhecido por ser tradicionalista e conteldista, chega a sala de aula com jogos ou
atividades matematicas, fazendo uma aula completamente diferente do que seus

alunos estao acostumados.

Neste caso, 0 aluno quebra seu contrato com o professor, por ndo conseguir
corresponder satisfatoriamente a situacao criada. As dificuldades que apresentam -
ao resolver o problema apresentado nesta aula “diferente” - podem ser fruto da
pratica que era vivenciada anteriormente por seu professor, a qual o aluno ja estava
habituado.

A situacdo criada pelo professor faz com que o contrato do aluno se
assemelhe ao contrato de um pesquisador. Sendo assim, ndo é mais necessaria
uma quebra de contrato, para que ele avance no aprendizado. O aluno ird adquirir
conhecimento a medida que vai executando acdes, que o levem a solucado. Os erros
cometidos nesta etapa servirdo para a construcdo do saber e, por este motivo, nao

devem ser destacados negativamente pelo professor.

Brousseau (2008) aponta alguns efeitos do contrato didatico estabelecido por
professores. Um destes efeitos € o que ele chama de efeito Topaze, que consiste na
acao do professor, visando a simplificacdo do problema, até que o aluno seja capaz
de responder, corretamente, uma atividade proposta. Ao contrario do que se espera,
estas tentativas do professor ndo contribuem para a aquisicdo de um novo saber,
uma vez que, o objeto matematico - implicito na situagéo proposta - perde o sentido.

A expressao “efeito Topaze” provém da peca de teatro, de Marcel Pagnol. Na
primeira cena, que se passa em uma sala de aula, o protagonista Topaze faz um

ditado para um mau aluno. Ele ndo pode aceitar erros muito grosseiros, mas
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também ndo pode fornecer, diretamente a ortografia correta, e por isso passa a
soprar a resposta através de codigos didaticos cada vez mais transparentes.

Outra conseqiiéncia € o efeito Jourdain ou o mal-entendido fundamental. E
uma forma do efeito Topaze e é chamado assim por uma referéncia a cena de O
burgués fidalgo, de Moliere. Aqui, o professor tenta ensinar um conceito matematico
para seu aluno, fazendo uso excessivo de exemplos e exercicios, que envolvam o
objeto matematico em questdo, mas que ndo dao a énfase necessaria a este objeto.
Desta forma, o aluno aprende a resolver exercicios que fazem uso da mesma linha
de raciocinio dos que foram apresentados anteriormente, no entanto, o conceito
matematico almejado fica perdido. E claro que isto ocorre, apenas, na mente do

professor, jA conhecedor do que queria ensinar.

O uso abusivo de analogias é mais um efeito do contrato didatico.
Comparacdes tém se constituido em um método muito util para o ensino de qualquer
tipo de disciplina, em especial, a Matematica. Mas, deve-se ter cuidado para nao
usa-las de maneira excessiva e, mais uma vez, cair em um caso parecido ao do

efeito Topaze:

Resolver um problema procurando respostas num contexto anélogo é uma
boa pratica heuristica, mas, no entanto, limitar a conclusdo a famosa frase,
“caimos de novo no problema anterior”, pode fazer com que o aluno evite
abordar o problema colocado diretamente (Silva, 2008, p. 66).

Finalizaremos esta subsecédo, apresentando outro efeito do contrato didatico
que é o envelhecimento das situagbes de ensino. Muitos professores, ao
ministrarem a mesma aula - vez apos vez -, mesmo que para turmas diferentes,
percebem que existe uma necessidade de muda-la, de aprimora-la. Talvez seja na

maneira de apresentar o contetdo, algum exemplo ou exercicio novo.

Esta defasagem nas situacdes de ensino pode acontecer devido ao progresso
do mundo, nas diversas areas de conhecimento, como por exemplo, 0 grande
avanco das tecnologias de informacédo. Cada vez mais, vé-se a necessidade de
mudancas, quanto ao método de ensinar Matematica, para que os alunos sintam
prazer em aprender e percebam que esta disciplina € uma necessidade comum, a

toda humanidade.
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1.3 Teoria dos registros de representacdo semiotica

Juntamente com as teorias de Situacdo Didatica e Contrato Didatico, de
Brousseau (2008), a teoria dos Registros de Representacdo Semiética de Raymond
Duval (2009), serviu de base para este trabalho. Por termos utilizado alguns
pressupostos desta teoria, faremos uma explanacao destes, a partir de agora.

A teoria dos Registros de Representacdo Semibtica foi desenvolvida pelo
pesquisador francés Raymond Duval (2008, 2009), filésofo e psicélogo de formacéo,
que firmou sua carreira no Instituto de Pesquisa em Educacdo Matemética (IREM)
de Estrasburgo, Franca (1970-1999), ao desenvolver importantes estudos referentes

a Psicologia Cognitiva.

Duval (1993) define representagdes semidticas “como produgdes constituidas
pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacdo os quais tém
suas dificuldades proprias de significado e funcionamento”. Acrescenta ainda que as
representacfes semidticas ndo sdo apenas necessarias para fins de comunicacéo,
visto que, sdo igualmente essenciais para as atividades cognitivas do pensamento
(Apud Damm, 2010, p. 176-177).

Embora Duval ndo tenha formacdo inicial na area da Matemética, seus
trabalhos que envolvem a concepcdo de conhecimento - através dos signos e
cédigos - tem sido a base para diversas pesquisas na area de ensino de
Matematica, visto que, sua aplicabilidade se encaixa muito bem neste campo, cuja
aquisicdo de conhecimento s6 € possivel por meio de representacdes, em especial,

representacdes visuais, tais como, numeros, letras, gréficos, tabelas, entre outros.

Conforme observado por Damm:

Em mateméatica, toda a comunicacdo se estabelece com base em
representacbes, o0s objetos que serdo estudados s&o conceitos,
propriedades, estruturas, relacbes que podem expressar diferentes
situacdes. Portanto, para seu ensino, precisamos levar em consideracdo as
diferentes formas de representacdes de um mesmo objeto matematico
(2010, p. 167).

Para Duval (2009), a aprendizagem em Matematica torna-se possivel a partir

do momento em que o sujeito é capaz de compreender as diferentes formas de
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representacbes do objeto considerado, e de distinguir um objeto de sua
representacdo, passando de um registro para outro, porém mantendo sempre a
ligacdo entre eles. Acontece aprendizagem, também, quando as representacfes
mentais, ou conjunto de imagens e de conceituacées que um individuo pode ter

sobre o0 objeto, sdo exteriorizadas, se tornem visiveis ou acessiveis a outros.
1.3.1 Registro de Representacdes — Compreensao e Aprendizagem

Duval (2009) define semiosis, como sendo a apreensdo ou a producdo de
uma representacdo semidtica e por noésis, a apreensao conceitual de um objeto.
Segundo estudos por ele realizados, ndo existe noésis sem semiosis, pois € a

semiésis que determina as condi¢des de possibilidade e de exercicio da noésis.

A analise do desenvolvimento dos conhecimentos e dos obstaculos
encontrados nas representacoes referentes ao raciocinio, a compreensao de texto e
a aquisicdo de tratamentos légicos e matematicos, levam a trés fendmenos que
aparecem estreitamente ligados: a diversidade dos registros de representacao
semidtica; a diferenciacdo entre o representante e o representado e a coordenacao

entre os diferentes tipos de registros.

No que se refere ao primeiro fenbmeno, apos analisar trabalhos, tais como, o0s
de Piaget (1968b) e Leiser (1987), Duval (2009, p. 38) chegou a concluséo de que
sistemas de representacdo muito diferentes entre si geram, cada um, questdes de
aprendizagem, especificas, como, por exemplo, esquemas, figuras geométricas,

gréaficos cartesianos e tabelas.

Com relacdo ao segundo fenémeno, existe muita confusdo entre o que é o
representante e o que € o representado. O representante € a maneira, a forma de
expressar, desenvolvida para a compreensdao de um determinado conteudo, o
representado. Por exemplo, uma fungdo matematica pode ser representada por
meio de um grafico ou uma tabela. Duval reconhece que esta diferenca ndo é logo
adquirida, seja em qualquer tipo de representacdo ou em qualquer estagio de
desenvolvimento, e que a dificuldade na apreensdo de conhecimentos matematicos

da-se, justamente, por que esta diferenca nédo € percebida.
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Ao citar o terceiro fendbmeno, Duval (2009, p. 38) explica que, para
compreensao plena de conceitos e para a aprendizagem de fenbmenos, 0 sujeito
deve ser capaz de coordenar os diferentes tipos de registros, para um determinado
objeto. De preferéncia, devem ser considerados, no minimo, dois registros do objeto

de estudo, para que se possa fazer a conversao.

Os estudos das aprendizagens intelectuais e cognitivas devem levar em
consideracdo esses trés fendbmenos referentes a semibsis. Assim, para tornar
possivel a compreensdo de conceitos, o professor deve considerar, com seus
alunos, todos os tipos de representacdo que o0 objeto a ser estudado podera
apresentar. Deve criar meios para que estes sejam capazes de migrar de uma
representacdo para outra, mantendo uma ligacdo entres elas. Desta forma, sera
confirmada a hipétese de Duval, de que ndo existe noésis (conceitualizacdo) sem

semiosis (representacoes).

Segundo Damm, quanto maior for a mobilidade com registros de
representacfes diferentes do mesmo objeto matematico, maior sera a possibilidade
de apreenséao desse objeto (2010, p. 177).

Com isso, nota-se que é importante conhecer os diferentes tipos de
representacdo do objeto considerado e os tipos de transformagcdo que essas
representacdes podem ter, para que colaborem na compreensao e aprendizagem de

objetos matematicos.
1.3.2 Transformacdes das Representacdes Semiodticas

Existem dois tipos de transformacfes nas representacfes semioticas: a de
tratamento e a de conversao.

Conforme define o préprio Duval (2009, p.16), um tratamento é uma
transformacao que se efetua no interior de um mesmo registro e que depende da
forma e ndo do conteddo envolvido. Isso acontece no processo de resolucdo de
equacdes, na simplificacdo de expressdes algébricas e no calculo de raizes de

equacoes.
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Converséo é a passagem de um registro para outro, conservando a totalidade
ou partes, do objeto estudado. Nota-se esta conversdo, quando uma funcéo
matematica passa da representacdo algébrica para a representacdo em tabelas; da
representacdo em tabelas, para a algébrica; de representacdes algébricas, para
graficos; de gréficos, para representacfes algébricas; e/ou, ainda, de tabelas para

gréaficos e vice-versa.

Deve-se ter cuidado para ndo confundir tratamento com conversdo. Uma
transformacdo de tratamento acontece dentro de um mesmo registro (operacdes
com nUmeros) e a conversdo € externa a cada registro, ou seja, entre registros. E
importante atentar-se para isso, porgue é por meio da conversao entre registros que
podemos compreender o estreito laco entre semidsis e noésis. Também, € por meio
da converséo entre registros que acontece a compreensdo de conceitos referentes

ao objeto mateméatico em questao.

O comentario de Damm (2010) confirma o que foi dito acima:

O que garante a apreenséo do objeto matemético, ndo € a determinacgéo de
representacdes ou de varias representacdes possiveis de um mesmo
objeto, mas sim a coordenacdo entre esses VAarios registros de
representacao (p. 182).

Entdo, para que a conversao entre registros de um mesmo objeto matematico
contribua para a aquisicAo de conceitos, existe a necessidade de se ter
conhecimento de uma diversidade de registros de representacdes semioticas para

este objeto.

De posse dessas representacoes, para efetuar qualquer tipo de procedimento
matematico, o aluno podera optar pela forma ou método que preferir, ou que lhe for
mais conveniente. Por exemplo, para efetuar a multiplicagdo 35 x 5 poderiamos
adicionar 35 + 35 + 35 + 35 + 35, ou usar a distributividade da seguinte forma (10 +

10 + 10 + 5) x 5, ou ainda, aplicar o algoritmo da multiplicacéo.

Outra vantagem por se conhecer diferentes tipos de registros esta relacionada
a complementaridade de registros. Algo que ndo pode ser percebido, ou
compreendido, fazendo-se uso de uma determinada representacdo semidtica, pode

ser complementada por meio de outra representacdo, para 0 mesmo objeto. Um
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exemplo disso € o trabalho com fun¢des. Suas representacdes (algébricas, graficos,
tabelas e equacgbes) possuem caracteristicas especificas e proprias, que serdo

adquiridas durante o processo de conversao, de um registro, para outro.

Ainda, a variedade de registros semibticos permite a manipulacdo para a
convers&o de um registro em outro, que é um fator crucial para a conceitualizacgéo. E
nesse processo de conversdes, entre representantes, que se constréi a concepgao

cognitiva do objeto matematico analisado.

Com isto, chega-se a conclusdo de que a apreensdo cognitiva de um saber
matematico somente € possivel com a utilizacdo de diferentes registros de
representacfes semidticas e da coordenacdo entre eles. Mas, dai surge a pergunta:
quais sdo os tipos de representacdes semibticas de que poderemos fazer uso?

Analisemos o préximo topico.
1.3.3 Tipos de Representacdes Semiodticas

Duval (2009, p. 45-53) considera que existem trés tipos de representacdes

semibticas: as mentais, as internas e as semidticas.

As representacdes mentais, ou subjetivas, sdo concepg¢des que uma pessoa
pode ter sobre um objeto ou sobre uma situacdo. E o que o individuo entende por
determinado assunto, com base em sua trajetdria de vida. Conforme comentado por
Damm (2010, p. 171), os primeiros estudos a respeito deste tipo de representacao
foram feitos por Piaget, em sua obra A representacdo do mundo na infancia (1924-
26). Piaget apresenta um estudo sobre as crencas, explicagbes e concepcdes das
criangas, referentes a fendmenos fisicos e naturais. Para o estudo das
representacdes mentais, utiliza-se o método da conversao, onde, 0 que parece erro

€ considerado um indicio de outras situacdes ou de uma logica diferenciada.

As representacdes internas, ou computacionais, sdo caracterizadas pela
execucao automatica de uma tarefa. O sujeito a executa, sem pensar em todos 0s
passos necessarios para a sua realizacdo. Um exemplo deste tipo de representacéo

€ guando os alunos fazem uso de algoritmos, para resolver determinados calculos.
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Finalizando, temos as representacdes semidticas, que sdo producdes
constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacao,
0S quais tém suas dificuldades préprias de significado e de funcionamento. As
representacfes semiodticas podem ser convertidas em representacdes equivalentes,
num outro sistema semiético, podendo, no entanto, possuir diferentes significados,
de acordo com as pessoas que as utilizam (Douady, 1984, Apud Damm, 2010, p.
173).

Visto que o ensino/aprendizagem de qualquer conhecimento esta ligado a
compreensao de diferentes registros de representagbes, no desenvolvimento de
nossa pesquisa foi trabalhado o terceiro tipo de representacdo, a representacao
semidtica. A situacdo didatica que criamos fez uso de trés tipos de representacées
para as funcbes afins e funcdo quadréaticas: representacfes algébricas, para a
definicdo formal de cada uma delas; tabelas, que auxiliaram na percepcdo do
comportamento grafico das mesmas; e graficos esbocado tanto no papel quanto no
GeoGebra.

1.4 Revisao de literatura

Sobre temas referentes ao conceito de funcao afim, destacamos Pires (2009)
e Dornelas (2007).

Pires (2009), em sua dissertacao intitulada “O uso da modelagem matematica
na construgdo do conceito de fungdo”, fundamentada na teoria da modelagem
matematica de Bassanezi (2007), destaca quao proveitoso é fazer uso de resolucéo
de problemas para introduzir, de maneira significativa, o conceito de fung¢éo, no 7°
ano do Ensino Fundamental. Segundo o que € proposto nos documentos oficiais da
educacao brasileira (PCN+, 2002), o conceito de funcéo deve ser introduzido a partir
do 9° ano do Ensino Fundamental, sendo estudado, com mais detalhes, no 1° ano
do Ensino Médio. Pires (2009) mostrou que € possivel antecipar isso para o 7° ano,
sem causar complicacdes na dimensao psicolégica ou intelectual, dos que cursam

este grau de estudos.

A pesquisa, de metodologia quase - experimental, foi realizada com 53 alunos
de uma escola municipal do interior de Sado Paulo. Os alunos foram divididos em
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dois grupos: Grupo Experimental (GE), composto por 29 estudantes que passaram
por uma investigacdo de ensino para introduzir no¢des basicas a respeito da fungéo
afim; e o Grupo de Controle (GC), composto por 24 alunos que ndo passaram por

nenhum tipo de intervencao, referente ao tema.

Para os dois grupos, foram desenvolvidos um pré-teste e um pdés-teste, para
qgue no final houvesse uma comparacdo dos resultados. Quando comparados 0s
resultados, Pires (2009) constatou que o GE teve um desempenho muito superior ao
GC. Para o autor, isto prova que a introducao das nocodes de fungéo afim, no 7° ano
do Ensino Fundamental - por meio de resolucédo de problemas -, € uma estratégia
viavel, pois, ao final dos estudos, os alunos mostraram que se apropriaram de
algumas noc¢des, como o crescimento, o decrescimento e a construcdo de graficos

de funcdes afins.

Dornelas (2007) discorreu sob o tema “Analise de uma Sequéncia Didatica
para a Aprendizagem do Conceito de Funcdo Afim”. Seu trabalho apresentou os
resultados obtidos da aplicacdo de uma sequéncia didatica composta por dois
conjuntos de atividades, elaborados com énfase na compreensdo da nocdo entre
grandezas lineares, privilegiando a articulacdo entre as linguagens natural, grafica,
algébrica e tabular da funcéo afim. Para tanto, a autora contou com o apoio de sua
turma do 1° ano do Ensino Médio, que funciona em uma escola publica do Recife-
PE. Teve como fundamentacdo tedrica a teoria das situacdes didaticas, de Guy
Brousseau (1982), cujo estudo estabelece que a aprendizagem de um objeto
matematico esta diretamente ligada ao envolvimento do aluno na busca da solugéo

de um problema, por intermédio de uma situacéo didatica, formulada pelo professor.

O primeiro capitulo da dissertacdo de Dornelas (2007) trata de aspectos
histéricos a respeito do conceito de fungdo. Este fato nos motivou a incluir, neste
trabalho, a primeira secdo deste capitulo que expde a evolucdo do conceito de
funcdo e a sua entrada nos conteudos programaticos da disciplina de Matematica,

no Brasil.

No que tange a maneira como alguns livros didaticos apresentam temas
referentes ao ensino de funcdes, destaca-se o artigo escrito por Maggio e Soares

(2009), que tem como titulo “Registros de Representacdo Semiotica e Fungédo Afim:
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Andlise de Livros Didaticos de Matematica do Ensino Médio”. Este artigo foi
apresentado no X Encontro Gaucho de Educacao Matematica (X EGEM), realizado
na cidade de ljui-RS, em junho de 2009. As autoras desenvolveram este artigo
objetivando expor os principais resultados obtidos em seu trabalho de concluséao de
curso de Licenciatura em Matematica. O trabalho consiste na analise de dois livros
didaticos de Matemética, ambos em volumes Unicos, utilizados por diversos

professores do Ensino Médio. Estes livros foram identificados por LD-1 e LD-2.

Os critérios analisados foram: 1°) Classificacdo das atividades em situacdes-
problema (contextualizados) e problemas “fechados” (sem contextualizagao); 2°)
Articulacbes entre os campos da Matematica e/ou conexdes da Matematica com
outras areas do conhecimento e com situacfes do cotidiano; 3°) Tratamentos
explorados e enfatizados; 4°) Conversdes exploradas e enfatizadas, bem como os
sentidos privilegiados; e 5°) Procedimentos abordados e enfatizados, nos registros

gréficos: globais ou pontuais.

A luz da teoria dos registros de representacio semidtica de Duval (2003),
constatou-se que em LD-1 prevalecem os problemas “fechados” e conversdes no
sentido algébrico-grafico, que sédo enfatizadas em problemas “fechados”. Em LD-2
existe a preocupacao a respeito da contextualizacdo. No entanto, os contelidos séao
apresentados, invariavelmente, com uma situacao-problema contextualizada por
fatos cotidianos ou interdisciplinares, sendo que, ambos n&o privilegiam a
coordenacao entre varios registros da funcao, afim, mas, os tratamentos algébricos,

em detrimento do tratamento gréfico.

Isto confirma o que, ao longo dos nossos anos de pratica docente, ja havia
sido percebido, com respeito ao ensino de fungéo: grande parte dos livros adotados
pelos professores de Matematica - que acabam se orientando apenas e unicamente
por estes livros - tem enfatizado a conceitualizacdo, a resolucdes de problemas, as
equacodes e as inequacodes, deixando de lado as representacdes graficas da funcéo
estudada. Desta forma, os alunos que tem como instrutores tais professores perdem
a preciosidade de conhecimento que pode ser obtido quando ha uma mudanca, do

registro algébrico para o registro grafico e vice-versa.
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Outro trabalho referente a analise de livros didaticos € o de Terto (2008). Sua
dissertacdao de mestrado intitulada “Funcdes Quadraticas nos Livros Didaticos -
realizado sob a Otica da Resolucéo de Problemas”, apresenta um estudo analitico
de quatro livros didaticos de Matematica, de 1° ano do Ensino Médio. O objetivo de
sua pesquisa foi o de analisar de que forma o livro didatico apresenta o conteudo de
funcdo quadratica, sob a otica da resolucéo de problemas. Para tanto, foi utilizada a

metodologia de pesquisa qualitativa e empregado o método da analise de conteudo.

Terto (2008) dedica um dos quatros capitulos que compdem seu trabalho a
histéria do livro didatico e, ainda, uma sec¢do de outro capitulo, destinado a histéria
das resolucdes de problemas. Mas o foco principal do seu trabalho foi a resolucéo
de problemas que, segundo os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 2002), é

peca central para o ensino de Matemética.

Dentre os resultados obtidos, observou-se que, em geral, os livros didaticos
estdo fortemente inseridos na concepcdo de ensinar “para” a resolugdo de
problemas. Essa concepc¢édo configura a resolugcdo de problemas como uma
atividade que os alunos s6 podem realizar ap6s a introdu¢do de um novo conceito
ou apés o treino de alguma habilidade, ou algoritmo de calculo. Quanto aos tipos de
problemas - os fechados, de treino e de conceitos -, foram 0s mais encontrados e,
somente em raros momentos, foram propostos problemas abertos. Na analise do
conteldo quanto a conceituacdo, manipulacdo e aplicacdo, foi observado forte
énfase na manipulacdo. Em geral, parece que os livros didaticos estdo de acordo

com os documentos oficiais, em muitos aspectos.

Destacando novamente que se deve considerar o esboco de graficos de
funcdes, consideramos a dissertagcdo de mestrado de Oliveira (2006), que teve por
tema as “Dificuldades na Construgdo de Graficos de Funcgbes”. Esta pesquisa
expdem os resultados obtidos através de uma investigacdo realizada com uma
turma de Calculo 1 - do referido autor -, no curso de Engenharia da Universidade
Federal do Rio Grande do Norte (UFRN).

Na disciplina de Calculo 1 sdo apresentados topicos de Limites; Derivadas e

Aplicacbes; e de Integrais e Aplicacbes. Para a compreensdo destes topicos, €



52

indispensavel, saber transitar da representacdo algébrica de uma funcgéo, para sua
representacdo grafica, conforme ja observado na primeira secdo deste capitulo.

Oliveira (2006) percebeu que a maioria de seus alunos de Calculo 1 tinha
muita dificuldade em relacdo ao esboco de graficos, o que elevou o indice de
reprovagdo, na disciplina. Esta dificuldade da-se pelo fato de que o ensino de
graficos é marginalizado quando temas referentes a fun¢cdes sao considerados no 9°
ano do Ensino Fundamental (Introducdo a fung¢des), no 1° ano do Ensino Médio
(Funcdes Afim, Quadratica, Modular, Exponencial e Logaritmica), e no inicio do 2°

ano do Ensino Médio (FungBes Trigonométricas).

Em um teste de sondagem, Oliveira (2006) pediu a sua turma, composta por
38 alunos, que esbocassem o grafico da funcdo y = 4, com dominio igual aos

nameros reais. Note-se o resultado:
- 16 alunos esbocaram corretamente o grafico;
- 2 alunos nao responderam a questao;

- 15 alunos representaram dificuldades em relagdo ao dominio da funcéo, pois
esbocaram o grafico considerando como dominio apenas 0S numeros reais

positivos;

- 4 alunos esbocaram o grafico como sendo, apenas, dois pontos no plano

cartesiano;

- 1 aluno afirmou que néo podia fazer o grafico porque ndo conhecia a funcao
que a define.

Este trabalho merece destaque para que, mais uma vez, se confirme o fato de
gue nado € dada, ao estudo de graficos, a atencdo merecida e necessitada. Isto, de

fato, compromete a compreenséao de conteudos futuros.

Para seu estudo, Oliveira (2006) fez uso das teorias das situacdes didaticas
de Guy Brousseau (1983) e da representacdo de registro semiotico, de Duval

(1988), teorias que também serviram de suporte para 0 nosso trabalho. Como
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metodologia de intervencao pedagdgica, o autor em pauta baseou-se na Engenharia
Didética.

Durante o curso da disciplina de Calculo 1, Oliveira (2006) identificou os erros
mais comuns, referentes a construcdo de graficos e os classificou, com base as
teorias acima citadas. Planejou e executou atividades, a fim de ajudar a turma a
aprimorar suas habilidades em esbocar graficos de funcdes, obtendo com isso
resultados positivos. Houve, por parte dos alunos, um amadurecimento gradativo,
tanto que, ao fim da disciplina, as dificuldades anteriormente identificadas ndo mais

existiam.

N&do podemos negar que a tecnologia tem sido uma ferramenta eficaz, no
processo de ensino-aprendizagem. Vivemos cercados por ela, de forma direta ou
indireta. Jovens aprendem a conviver com a tecnologia, desde bem cedo, desde um
simples mp3 player, a celulares com cameras de altas resolucdes e wi-fi, que os

permitem acessar Internet, onde quer que 0s sinais estejam disponiveis.

Assim, para motiva-los a aprender e a continuar aprendendo, muitos
educadores tem feito uso de recursos tecnoldgicos em suas aulas: jogos didaticos,

animacdes, aulas interativas, blogs e outros aplicativos.

Muitos pesquisadores da éarea de ensino da Matematica que focam a
representacdo grafica de funcbes fazem isso por meio de programas de
computadores desenvolvidos para estes fins. A titulo de exemplo destaca-se Scano
(2009), Augusto (2008) e Maia (2007).

Scano (2009), em seu trabalho intitulado “Fungdo Afim: uma sequéncia
didatica envolvendo atividades com o GeoGebra”, apresenta uma sequéncia
didatica, mediada pelo uso do software de geometria dindmica GeoGebra, para

auxiliar no estudo inicial de fungéo afim.

A luz da teoria das situacdes didaticas (Guy Brousseau, 1986, apud Freitas,
2008) e da teoria dos registros de representacdes semidticas (Duval, 2005), Scano
(2009) desenvolveu uma sequiéncia de ensino para iniciar o estudo de funcao afim,

envolvendo alunos do 9° ano do Ensino Fundamental, com o objetivo de contribuir
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para o desenvolvimento da capacidade de expressar, algébrica e graficamente, a
dependéncia de duas varidveis, como também, de reconhecer que seu gréafico é

uma reta.

Esta pesquisa foi realizada em uma turma, composta por 17 alunos do 9° ano
do Ensino Fundamental, de uma escola particular de S&o Paulo. O professor-
pesquisador dividiu a turma em sete duplas e um trio. Convém ressaltar, que esta
turma ja havia tido contato com o software GeoGebra, em outros momentos do ano

letivo, durante o estudo de transformacao geométrica.

Scano (2009) iniciou sua sequéncia delegando questdes para cada equipe,
pedindo que os alunos estudassem as possibilidades de respostas. Vale ressaltar,
que cada equipe dispunha de um notebook, com o software instalado. Logo apdés, o
pesquisador explorou alguns itens no GeoGebra, e seus alunos acompanharam os
feitos, através de um data show.

Para concluir sua pesquisa e constatar se o objetivo foi atingido, novas
atividades foram propostas. Ao comparar as atividades efetuadas pelas equipes -
antes da intervencdo com o software - com as feitas posteriormente, observou-se
gue o uso do GeoGebra apresentou grandes contribuicbes como recurso dinamico e
auxiliou no processo de compreensdo da analise do comportamento grafico da
funcdo afim, no que se refere as alteracbes que estes sofrem, ao mudar os valores

de seus coeficientes. Logo, verificou-se que o objetivo da pesquisa foi atingido.

Augusto (2008) fez uso do software Graphmatica para desenvolver o conceito
de funcdo afim em uma turma composta por 40 alunos do 3° ano do Ensino Médio,
de uma escola publica de Sao Paulo. Seu trabalho, “Aprendizagem de Fungao Afim:
uma intervencdo de ensino do software Graphmatica”, apresentou o resultado da
pesquisa desenvolvida, aplicada e vivenciada por ele, que consistiu em verificar
quais as contribuicbes para a aprendizagem de conceitos relativos a funcao afim,
podem ser produzidas através de uma intervencdo de ensino, com o uso do

Graphmatica.

No seu processo de pesquisa, Augusto (2008) trabalhou com dois grupos de

alunos, sendo que um destes foi denominado Grupo Experimental (GE) e o outro,
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Grupo Controle (GC). Sua pesquisa foi realizada em trés fases (Pré-teste,
Intervencdo de Ensino e Pos-teste), das quais o GE participou de todas trés e o GC,

apenas de duas - o0 pré e o poés- teste.

Pelo que foi apresentado por Augusto (2008) - em seu trabalho -, a escola
ndo dispunha de materiais tecnoldgicos suficientes, para todos os alunos. Sendo
assim, a Intervencdo de Ensino deu-se em um laboratério de informéatica, que
dispunha de cinco computadores, sendo que o GE foi dividido, de tal forma, que
mais de dois alunos pudessem acompanhar as constru¢cdes expostas, em data

show, pelo professor, que realizava a pesquisa.

Com base nas teorias das situacdes didaticas (Brousseau, 1996) e dos
campos conceituais (Vergnaud, 1996), e através da visdo da utilizacdo de
tecnologias a luz da etnomatematica (D’Ambrosio, 1998), Augusto (2008)
desenvolveu sua pesquisa e, ao comparar o pos-teste do GE com o do GC,
observou que o grupo ao qual foi sugerida a Intervencdo de ensino, com o0
Graphmatica - o GE-, apresentou um melhor desenvolvimento, no que se refere aos

guestionamentos, a respeito de funcao afim.

Os dados por ele analisados mostram que o uso de um ambiente grafico,
obtido por meio de um software, facilita a constru¢cédo de novos conceitos, bem como,
o aperfeicoamento do que os alunos ja sabem, sobre o assunto em questdo. Deste
modo, observa-se o campo conceitual, constituido pela intersecgéo entre a leitura, a

interpretacdo de gréficos e a expressao, de funcdes afins.

Maia (2007), em sua pesquisa, intitulada “Fungdo Quadratica: um estudo
didatico de uma abordagem computacional” apresentou os resultados obtidos
atraves da utilizacdo de uma sequéncia didatica, que fez uso do software Winplot,
para proporcionar aos alunos outra visdo a respeito da construcéo de gréaficos, por

meios de observacdes de propriedades gerais.

Como fundamentacdo tedrica, Maia (2007) disp6s dos principios da
engenharia didatica, da teoria de representacdo semiética de Raymond Duval e na
teoria das situacfes didaticas, de Guy Brousseau. Motivada pela analise que havia
feito em livros didaticos, que pouco valoriza a construgdo de graficos de funcdes e,
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muito menos, o uso de ferramentas computacionais para este fim, a autora
desenvolveu a sequiéncia didatica que foi aplicada com alunos da 82 série do Ensino
Fundamental de uma escola particular, da cidade de S&o Bernardo do Campo,

Estado de Sao Paulo.

Seu trabalho estd dividido em quatro capitulos, e um deles é dedicado a
analise de livros didaticos de Matematica, tanto de Ensino Fundamental, quanto do
Ensino Médio, como também a abordagem grafica, que é dada as funcdes
quadraticas. A autora observou que a representacdo grafica, obtida por meio da
construcéo de tabelas, onde na maioria das vezes sdo escolhidos apenas numeros
inteiros, impossibilita aos alunos perceberem as propriedades que regem a familia

de curvas das funcfes quadraticas.

O quarto capitulo de seu trabalho, dedicado a analise da sequéncia didatica,
apresenta os resultados obtidos. Para verificar a eficacia de sua sequéncia, Maia
(2007) fez testes a prior, e posteriori da aplicacdo da sequéncia. Comparando estes
testes, ela p6de perceber o quao proveitoso é fazer uso de aplicativos gréaficos - para

aprimorar os conceitos dos alunos -, no que se refere a esse tipo de construcao.
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2 CONCEITUACOES BASICAS PARA O ESTUDO DAS FUNCOES

Este secao, dividida em trés subsecdes, tem como objetivo apresentar as
definicbes formais, antecedidas de um exemplo motivador, dos objetos matematicos
gue serviram de estudo em nossa pesquisa. A primeira subsecdo aborda sobre o
conceito geral de funcéo e de gréficos, a segunda subsecdo trata das funcbes afins

e a terceira e ultima subsecéo, das funcdes quadraticas.
2.1 Conceito de funcéao

No dia a dia existem diversas relacdes entre grandezas diferentes e relacdes
numericas associadas a um objeto, como por exemplo, a conta de luz a pagar, que
esta relacionada a quantidade de energia elétrica consumida; o valor da corrida de
taxi, que depende de quantos quildmetros o cliente percorreu; o tempo de uma
viagem de carro ou de qualquer outro meio de transporte, que é inversamente
proporcional a velocidade desenvolvida pelo transporte, dentre outras situacées que

vivenciamos.

Considere a situacdo: Numa avicola, a dizia de ovos grandes é vendida a R$

2,50. A partir deste dado, pode-se criar a seguinte tabela:
Tabela 1 : Duzias X Preco
Duzia 1 2 3 4 5 6

Total a pagar (R$) | 2,50 | 5,00 | 7,50 | 10,00 | 12,50 | 15,00
Fonte: Santos, 2011

Denominado x 0 numero de ddzias e y o total a pagar, pode-se expressar a

situacdo acima, pela formula que segue:
y = 2,50. x.

Assim, o valor a pagar (y) € uma funcdo da quantidade de duzias, que sera

comprada (x). Logo, para cada valor atribuido a x, tem-se um anico correspondente

V)

Diante disso, podemos definir funcdo como uma relacdo de dependéncia

entre duas grandezas. Mais especificamente:
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“Considerando dois conjuntos ndo-vazios A e B, chama-se de funcéo de A
em B, qualquer relacdo de A em B que associa cada elemento x do conjunto A a um

Unico elemento y do conjunto B”.
Representando matematicamente:
f: A— B. Lé-se: f é fungdo de A em B.

Ou, no caso de ser possivel escrever uma lei de correspondéncia através de
uma expressao matematica:

y = f(x). Lé-se: y é funcdo de x, comx € Aey € B.
2.1.1 Dominio, Contradominio e Imagem de uma Funcao

Considere a fungao f: A — B, conforme representagao a seguir:

—

Figura 2: Diagrama darelacdoy =x +8

. B
\

© 0o N o o |

Fonte: Filho e Silva (2000)

Cada valor de x € A tem em correspondéncia um valor y e B, de tal forma que

se verifica a relagdo y = x + 8. Assim,
Xx=-1-y=f-1)=-1+8=7
x=0—-y=f0)=0+8=8
x=1->y=f1)=1+8=9

X=2->y=f2)=2+8=10
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Numa funcéo f: A — B, o conjunto A, formado por todos os valores da variavel
independente x, é denominado dominio da funcdo. A variavel y é chamada de

variavel dependente, pois depende do valor de x.

O conjunto B ={5, 6, 7, 8, 9, 10, 11} é denominado contradominio da funcéo,
e o conjunto formado pelos valores de y é conhecido como conjunto-imagem. Ou
seja, Im(f)={7, 8, 9, 10}

2.1.2 Gréfico de uma Funcéo

O grafico de uma funcao € a representacdo da mesma, no plano cartesiano.
Esta representacdo pode ser feita por meio da associacao de pares ordenados (X, y)

com pontos do plano. Outra forma de fazer isso é conhecer as caracteristicas

principais, que a definem.

Analisando graficos, € possivel identificar os que representam uma funcéo, ou
ndo. Para tanto, basta observar se qualquer reta vertical, paralela ao eixo-OY,
encontra o grafico, em apenas um ponto. Desta forma, comprova-se que, para cada

valor de x, tem-se um Unico termo y associado. Note-se os exemplos:

Figura 3: Grafico
kv 1. A relacdo f: A — R, com A = {x

e R/ -1<x< 3} representada ao lado é
HE uma funcdo, pois todos os pontos de
B f abscissa xeA encontra sempre o grafico em

5 £ R S apenas um ponto.
-1 3 x

Fonte: lezzi e Murakami (1977)

Figura 4: Grafico
Ay 2. A relagdo f: A — R, com A = {x

€ R/-2<x<2} ndo é uma funcdo, pois ha

retas verticais que encontra o grafico em dois

pontos.

Fonte: lezzi e Murakami (1977)
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Figura 5: Gréfico
e 3. A relagéo f: A — R, com A = {x

e R/0=<x<4} ndo é uma funcéo, pois a

reta vertical conduzida pelo ponto (1,0) n&o

encontra o grafico que encontra o grafico f.

Mas, se considerarmos a funcéo f: B — R,

comB={xeR/2=<x<4},fseriafuncéao.

Fonte: lezzi e Murakami (1977)

2.2 Funcéao afim

As funcgbes afins, ou fungbes polinomiais do 1° grau, estdo presentes em
diversas situacBes do cotidiano. Um exemplo bem simples disto é uma corrida de
taxi. Suponha que em uma determinada cidade, os taxistas cobram R$ 3,50 a
bandeira, e mais, R$ 5,00 reais por quilometro rodado. Entdo, um passageiro que

percorre trés quildbmetros neste taxi pagara (P) pela corrida:
P=3,50+5,00.3=3,50 + 15,00 = 18,50.
Para visualizar melhor esta situacdo, pode-se atentar para uma tabela:

Tabela 2: Valor a pagar por quildbmetro rodados

Bandeirada (R$) | Km percorrido | Valor a pagar (R$)
3,50 1 8,50
3,50 2 13,50
3,50 3 18,50
3,50 4 23,50
3,50 5 28,50

Fonte: Santos, 2011.

De forma geral, se o passageiro fizer uma viagem de x quildmetros, o valor

gque pagara pode ser representado pela expressao:
P(x)=y = 3,50 + 5,00. x.

A férmula acima expressa uma funcao afim.
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“Fung¢ao afim, também conhecida como funcédo polinomial de 1° grau ou
simplesmente funcéo de 1° grau, é toda relacdo real f: % — ¥ que pode ser escrita

da forma f(x) = y = ax + b, com a e b numeros reais e a # 0.”
Os numeros reais a e b sdo chamados de coeficientes da funcéo:
a) Coeficiente angular
b) Coeficiente linear

Os conjuntos dominio e imagem da funcéo real f(x) = ax + b é o conjunto dos

nameros reais: D(f) = Im(f) = 9.

Exemplos de fungdes afins:

1. f(x) = 7x - 5, cujos coeficientess@doa=7eb=-5.
2. f(x) = - 4x + 3, de coeficientesa=-4e b =3.
3. f(x) = 2x, de coeficientesa=2e b = 0.

Nota-se que no terceiro exemplo tivemos b = 0. Func¢des afins, em que isto

acontece, recebem o nome de func¢éo linear.

Se a condigéo a # 0 da fungéo afim f(x) = ax + b n&o fosse satisfeita, ou seja,
se a = 0, f deixaria de ser uma funcdo afim e passaria a ser uma funcao constante

do tipo f(x) = b, cujo grafico € uma reta paralela ao eixo horizontal do plano

cartesiano, mais conhecido como eixo OX.
2.2.1 Gréfico

O grafico de uma funcéo afim € uma reta inclinada em relagdo aos eixos
coordenados, cuja inclinacéo sera para a direta, se o coeficiente angular for um valor
positivo (neste caso a funcao é dita crescente), e serd inclinada para esquerda, se o
coeficiente angular for negativo (funcédo decrescente). A verificacdo desta afirmacao

encontra-se no Apéndice A (p. 106):
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Figura 6: Funcdo Afim — Decrescimento

a <0| Decrescent

1))

yll

Xy

Fonte: http://vestibular.com.br/revisao/funcoes

Para construir o grafico da funcdo y = 3x — 1, que € uma reta, basta obter dois

de seus pontos e liga-los com o auxilio de uma régua:

. Para x=0,tem-sey=3.0-1=-1; portanto, um ponto é (0, -1).

. Para y =0, tem-se 0 = 3x - 1; portanto, x = 1/3 e outro ponto é (1/3, 0).

Tabela 3: Pontos que o grafico intersecta os eixos coordenados

X y
0 -1
1/3 0

Fonte: Santos, 2011.

Identificando os pontos (0, -1) e (1/3, 0) no plano cartesiano e unindo-os com

uma reta:

Figura 7: Gréfico da funcéo f(x) =3x -1

F'

Y

A
A

/]

Fonte: www.somatematica.com.br
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No exemplo acima, a ideia de escolher apenas dois pontos pertencentes ao
grafico da funcdo para esboca-lo decorre de um principio basico da Geometria
Euclidiana: Dados dois pontos distintos, existe uma Unica reta que 0s contém.
Optamos por escolher pontos que intersectam o0s eixos coordenados devido a

preciséo no tragado.

A tabela 3 auxilia na percepcao da relacéo existente entre os coeficientes da
funcado afim com a posicao de seu grafico. Percebe-se que o ponto em que o grafico
intersecta o eixo das ordenadas, eixo OY, é exatamente o valor do coeficiente b da

funcao f(x) = ax + b. Desta forma, torna-se dispenséavel calculos para obté-lo.

2.3 Funcdao quadratica

Se uma pessoa gosta de esportes, em especial de volei, pode ser que ja
tenha ouvido falar do saque efetuado por Bernard Rajzman, saque este que ficou
conhecido como “Jornada nas Estrelas”. Neste saque, o jogador deu um impulso
inicial & bola - para cima -, fazendo com que ela atingisse a altura de cerca de 10
metros, caindo diretamente no campo adversario. A trajetdria percorrida pela bola foi

uma curva denominada parabola, conforme se pode visualizar na figura que segue:

Figura 8: Trajetdria da bola de vélei

K

Rede

Fonte: www.justvolleyball.com.br ‘

Algebricamente, essa curva representa uma funcao quadratica.

“Func¢ao Quadratica, também conhecida como fungédo polinomial de 2°
grau ou simplesmente funcado de 2° grau, é toda relacéo real f: % — 97 que pode

ser escrita da forma f(x) =y = ax?+ bx + ¢, com a, b e c numeros reaise a # 0.”
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No caso das fungBes quadraticas, os coeficientes ndo recebem nomes

especiais, sao apenas coeficientes.

7

O conjunto dominio da funcédo real f(x) = ax2 + bx + ¢ € o conjunto dos
nameros reais, D(f) = %, e o conjunto imagem € um subconjunto dos numeros reais,

gue podemos escrever: Im(f)  #.
Exemplos de funcbes quadraticas:

f(x) = x2 + 2x - 1, cujos coeficientessdoa=1,b=2ec=-1.
f(x) = - 2x2 + x - 8, de coeficientesa=-2,b=1ec=-8.

f(x) = 1/4 x2 + 3x, de coeficientesa=1/4,b=3ec=0.

f(x) = - 3x2 + 1, de coeficientesa=-3,b=0ec=1.

f(x) = V2 x2 de coeficientes a =v2, b =0 =c.

a bk~ w0 N e

Nos exemplos 1 e 2, todos os coeficientes da funcdo do 2° grau séo diferentes
de zero. Quando isto acontece, a funcdo quadratica é dita completa. Caso pelo
menos um dos coeficientes seja nulo, a funcdo € denominada incompleta, o que

acontece nos exemplos 3, 4 e 5.

2.3.1 Gréfico

O gréafico de uma funcédo quadratica, conforme foi dito no inicio desta
subsecdo, € uma curva denominada parabola cuja concavidade ser& voltada para
cima se o coeficiente do termo x2 for positivo e para baixo se este mesmo coeficiente
for um valor negativo (Figura 9).

Figura 9: Concavidade da Parabola

a»0 a=<0

¥ ¥

X

/TN

Fonte: http://www.tudook.com/guiadoensino/funcao_quadratica.html (Acessado em 19/01/2012)
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Para esbocar o grafico da funcdo quadratica, € comum recorrer a uma tabela
com diversos pontos pertencentes ao grafico. Embora este procedimento seja
inteiramente valido, ele ndo garante uma precisao a respeito do comportamento da
pardbola. Sendo assim, apresentaremos pontos especificos que garantirdo mais
seguranca, no ato de desenhar a pardbola. Estes pontos sdo: o ponto em que o
grafico intersecta o eixo vertical do plano cartesiano, isto €, o eixo QY, as raizes, e 0

vértice (Figura 10).

Figura 10: Pardbola

L)

Fonte: Santos, 2011

- Ponto em que o gréfico intersecta o eixo Y:

Este € um ponto de coordenadas (0, y). Ou seja, para encontrar o valor de y

precisa apenas fazer x = 0 na fungao f(x) = ax? + bx + ¢. Sendo assim,

fO)=y=a.02+b.0+c=y=c.

Portando, o ponto € o de coordenadas (O, c).

Diante disso, nota-se que para verificar o ponto em que o grafico da funcéo
quadratica corta 0 eixo Y, basta apenas identificar o valor do coeficiente ¢ na

expressao algébrica que define a funcéo.
- Raizes:

As raizes, ou zeros, de uma funcao polinomial do 2° grau sao os valores de X

para os quais a funcao se anula, ou seja,
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x € 97 tal que f(x) = 0.

Como a funcdo f(x), aqui considerada, € uma funcdo quadratica, deve-se

resolver a equacao:
ax2+bx+c=0.

Para encontrarmos as raizes de uma equacéo do 2° grau, no caso a equacao

acima, recorre-se a formula:

—h + A4
x=_2t~4 . com A= b2 - 4ac.
2a

A demonstragdo desta férmula pode ser encontrada no Apéndice B (p. 109).

A guantidade de raizes reais de uma funcdo quadratica depende do valor
obtido para o radicando, denominado discriminante. Sendo assim, temos trés

possibilidades:

a) Quando A é positivo, ha duas raizes reais e diferentes,

—h — N.JE —b+ N’E
=— '8 Xq= —————
*1 2a - Za
7 7 Ve . _b
b) Quando A é zero, hasé umaraizreal, x1= x3= 2a

C) Quando A é negativo, ndo ha raiz real.
- Vértice:

O vértice V= (xy, yv) da parabola é o ponto extremo dela, ponto em que a
curva muda de sentido e que fica exatamente entre as raizes x; e Xp, quando estas

existirem.

O vértice da parabola € um ponto cujas coordenadas sao (Ver Apéndice B,
p.111)

e
 \2a'4a /)
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Se o coeficiente de x2, ou seja, o valor de a, for positivo o vértice € chamado

de ponto minimo da funcdo quadratica e se for negativo, € chamando de ponto

maximo da funcéao.

Assim, a imagem da funcg&o de 2° grau fica bem determinada, a saber:

Figura 11: Imagem da fungdo quadrética

¥ w
a=0 & W a<0
T aa
[a] x
T Za
b
=
0 *
A
T 42 v
.Y
_ Im={ye R|yiy =—
Itn={yE IR‘yEyv=4£} { ‘ " 4a
=1

Fonte: http://homework-asap.webnode.com.br

Resumindo todos os passos acima, podemos construir as seguintes tabelas:

-SeA>0

Tabela 4: Pontos principais no caso em que A>0

X y
X1 0
Xy Yv
Xo 0
0 c

Fonte: Santos, 2011
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-SeA=<0

Tabela 5: Pontos principais no caso em que A< 0

X y
X1 Y1
Xv Yv
X2 Y2
0 c

Fonte: Santos, 2011

Onde X1 < Xy < Xp.

Se escolhermos x; e X, valores simétricos em relacdo a reta X = X, hossas
contas serdo simplificadas por conta da simetria da parabola. No caso de A =0, x =

Xy € a Unica raiz da funcao f(x) = ax2 + bx + c.

Com base no que foi considerado acima, construiremos agora os graficos das

funcdes f(x) =x2-9,g(X) =-x2+2x -1 e h(x) =4x2-4x + 2.
Vamos comecar com f(x) = x2-9:
1°) Temos que o ponto em que o gréfico intersecta o eixo y € (0, ¢) = (0, - 9).

2°) Calculando as raizes,

A=b2-4ac=02-4.1.(-9) = 36.
Logo, a fungdo tem duas raizes reais distintas.
-b—d 0-38 -6 —-b+/d 0438 &
_'X,'l:—: =—=—3 e x:=—= = - = 3.
2 21 2 2z 21 2
39 Calculando x, e y,, obtemos
-h 0 =4 -3
Xy =3, =210 € Yo == a1 0

Portanto, V = (0, -9).
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Conforme a tabela 4:

Tabela 6: Funcéo f(x) =x2-9

X y
3| 0
0 | -9
3 0
0 | -9

Fonte: Santos, 2011

Agora somos capazes de esbocar com precisao o grafico da funcéo dada.

Figura 12: Gréfico da fungéo f(x) =x2-9

f

204

V=1(0,-9)

Fonte: Santos, 2011

Agora é a vez da fungdo g(x) = - x2 + 2x - 1:
1°) Temos que o ponto em que o gréfico intersecta o eixo y € (0, ¢) = (0, - 1).
2°) Calculando as raizes,
A=b2-4ac=22-4.(-1).(-1)=4-4=0.

Logo, a funcéo tem duas raizes reais iguais.
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39 Calculando x, e yy, obtemos

e zi-1 v 22 a(-1
Portanto, V = (1, 0).

Observe gque, neste caso, a abscissa do vértice € igual ao valor da Unica raiz
da funcdo g. Isto sempre acontece nos casos em que o discriminante da funcéo
quadratica é nulo. Sendo assim, precisamos tomar X; e X, de tal forma que x; < X, <

Xo.
Tomemos x; = 0 e x, = 2. Conforme a tabela 5 temos:

Tabela 7: Fungdo g(x) =-x2+2x -1

NP |o|x
=l

0 -1

Fonte: Santos, 2011

Portanto, o grafico da funcéo g é:

Figura 13: Gréfico dafuncéo g(x) =-x2+2x -1

Fonte: Santos, 2011
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Por fim, vamos esbocar o grafico da fungcdo h(x) = 4x2 - 4x + 2:
1°) Temos que o ponto em que o gréfico intersecta o eixo y € (0, c) = (0, 2).
2°) Calculando as raizes,
A=b2-4ac = (-4)2- 4. (-4) . (2) = 16 - 32 = -16.

Visto que A4 < 0, temos que a fungcado ndo possui raizes reais. Mesmo assim,

podemos determinar as coordenadas de seu vértice.

3°9) Calculando x, e y,, obtemos:

_ B I:—4:l_4_
Xy=— ===
il 2.4 g

—05 e y=-—-——=--_x

1
2 4a 24 16

=1.

Portanto, V = (0,5; 1).

Neste caso, o valor do discriminante é negativo e novamente precisaremos
escolher x; e x, de tal forma que x; < X, < X2. Sejam x; = 0 e x; = 1. Conforme a

tabela 5 temos

Tabela 8: Funcéo h(x) =4x2-4x + 2

X y
0 2
05 | 1
1 2
0 2

Fonte: Santos, 2011

Portanto, o gréfico da funcéo h é



Figura 14: Grafico da funcéo h(x) = 4x2-4x + 2

Fonte: Santos, 2011
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3 INTERVENCAO DE ENSINO PARA AS FUNCOES AFIM E QUADRATICA

Nesta secdo apresentaremos detalhes a respeito da intervencdo de ensino
criada a fim de afirmar, ou ndo, a hipotese de que é possivel criar um meio que
proporcione a um grupo de alunos a capacidade de esbocar, no papel e no software
GeoGebra, gréficos de fungbes afins e quadraticas, fazendo uso apenas de pontos
especificos. Também, verificar se 0o uso deste recurso informatizado, o GeoGebra,
proporciona que os alunos entendam a influéncia dos coeficientes de cada uma das

funcdes consideradas com sua posicao e forma gréfica.
3.1 Intervencéo de ensino

Inspirados na ideia de Brousseau (2008), tivemos a preocupacao de
proporcionar aos alunos - da disciplina Matematica - um meio que Ihes possibilitasse
a percepcao de fatores que dizem respeito as fungbes afim e quadratica, que, até
entdo - talvez -, ainda ndo tenham percebido. Este meio consiste em um roteiro
escrito, produzido em forma de cartilha explicativa, que foca a construcdo de
gréficos das funcdes afim e quadratica, em dois ambientes bastante comuns a todos
os que frequentam instituicbes de ensino: o ambiente papel e lapis e o ambiente

informatizado.

Figura 15: Capa do roteiro explicativo

R
)

LY Eshoco de Graficos
2

0

P -

R Funcoes
T Afime
¢ Quadratica
0

Por: Vivia Dayana Gomes dos Santos
Email: vidaya14@hotmail com

M0 —AL
2012

Fonte: Santos, 2012
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Este roteiro, fazendo uso das representacdes algébricas e tabular das
funcbes afins e das fung¢des quadraticas, da o passo a passo de como esbocgar o
grafico de uma funcéo afim (reta) e o grafico da uma funcdo quadratica (parabola),
tomando pontos especificos. Apresenta-se com isto uma maneira pratica e segura
para a conversdo da representacdo algébrica para a representacdo tabular,
ressaltando que esta tabela conter4 apenas os pontos relevantes para o esbogo
grafico. Em seguida é feita a conversdo da representacdo tabular para a

representacao grafica, da funcdo considerada.

Queremos deixar claro, aqui, que este roteiro ndo foi produzido com a
intencdo de substituir a construcdo de conceitos que ocorre na primeira vez em que
temas sobre funcédo sdo apresentados, onde geralmente a construcao de graficos é
feita de tal forma que o professor toma diversos pontos do dominio da funcéo,
constréi uma tabela para obter os correspondentes a cada um dos pontos tomados
(imagem da funcéo) e identifica estes pontos no plano cartesiano, para fazer a

ligacdo dos mesmos.

E importante evidenciar que, a estratégia ideal, é que este roteiro seja
apresentado aos alunos depois que todos os tipos de consideracdo, a respeito das
funcdes afins e quadraticas, tenham sido feitas. Desta forma, o roteiro servira de
complemento que lhes proporcionara a possibilidade de enxergar algo, que ainda
nao haviam percebido. No caso da nossa pesquisa, foi assim que ocorreu.

Neste roteiro, o aluno encontrara uma breve apresentacdo. Em seguida, tem-
se 0 primeiro capitulo que apresentara, a principio, um metodo para o esboco do
grafico da funcédo afim, no papel. Ja que o grafico da funcdo afim € uma reta
inclinada, este método consiste na ideia de que, por dois pontos distintos, existe
uma Uunica reta que os contém. Os pontos escolhidos sdo 0s que intersectam
(cortam) os eixos coordenados do plano cartesiano. A partir deste fato, € construida
uma tabela que auxilia na identificacdo destes pontos. Feito isto, basta colocar estes
pontos no plano cartesiano e, com a ajuda de uma régua, liga-los, prolongando o

traco:
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Figura 16: Funcdo Afim — Roteiro para o ambiente de Papel e Lapis

Loge, o pento em que o grafico da fungde fim intersecta o eixo das abscissas Flgura 2: Graflco de y = 2x -3
i  bia, 0 ¥
tem as seguintes coordenadas: (- bia, 0) Tabsla 2: Pontos sm qus y= 2x - 3 Intersscta
O valor x = - b & denominado Zero ou raiz da fungio afim. ou s¢ja. o ponto 08 elxos coordenadon
x =1
do dominio da fungio cuja imagem & nula. ] =

2 [']
Forie: Sanos, 2011

NO EIXO - OY: O ponto onde o grafica. intersecta o eixo das ordenadas tem

alor d Marcande estes dois pontos no papsl
quadriculado & fazendo uso de uma régua para
Assim, ‘gar tais pontos, obtemos o grifico da fungio  Fume Sanos, 2011
oordenadas | dada.
dentificar o ponte cujo g tas ordenadas. Basta observar o valor do
coeficiente inear b na fungdo fix) =ax + b. Exemplo 2- Esboce o grafico da funglo definida por y = - x + 7, sendo x & y
Tabelando o que acabamos de ver, temos: varidveis reais.

Seguiremos os mesmos passos do exemplo anterior

Tabela 3: Pontos em que y = - X + 7 Intareacta
08 8Ix08 coorganados

= T vy=f |
o [ 7 |
I 1]

Basta apenas marcar estes pontos no papel quadriculaso & tragar 3 rets que

por sles passa.

uma folha de papel A4 para efetuar os cilouos necessirios, uma folha de papel Exemplo 3: Esboce o grafico da funglo definida por y = 2x, sendo x e y vaniveis

quadriculado para o esbogo do grifico. lipis & borracha reas.
Tabela 4 — POntos m que y = 2 Intarascta
08 8lx0s coordenados
]
[ o |
LD 1

Fonle: Sanioe, 2011

Neste ¢aso, notamos que hi uma coincidéncia de pontos. Ambos o5 pontos
t&m coordenadas (0, D), eu seja, o grifico da fungdc fix) = 2x & uma reta que passa
peta origem.

Relembrando outro principio da Geometria Plana, de que por um Gnico ponto

passam infinitas retas, podemos conduir que n3o & possivel obter o grafico da

3 4

Fonte: Santos, 2012

Em face do grande avanco da tecnologia e do facil acesso a computadores,
principalmente para a turma de jovens da atual geracdo, além do esboco a méo, de
gréficos, o roteiro deteve-se, também, na construcdo de graficos através do uso de
um poderoso e pratico software de geometria dindmica, o GeoGebra (Ver o
Apéndice C, p. 112).

Ainda no primeiro capitulo, a construcdo de grafico no GeoGebra se deu
fazendo uso da mesma ideia de construcéo de graficos no papel: a identificacdo dos
pontos onde o grafico intersecta os eixos coordenados. Desta forma, de acordo com
Duval (2009), os alunos devem trabalhar o tratamento - na forma algébrica - das

funcdes afins, objetivando identificar estes pontos:
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Figura 17: Funcdo Afim — Roteiro para o ambiente GeoGebra

Figura §: GeoGanra Figura &: Janela Algeprica

/ Fante: Santos. 2011

29) Agora digte no Campo de Entrada a expressio Tjx) = a' + b° & aperie
ENTER
O que aconteceu? lsso mesmo, o grafico da funglo fx) = 2¢ — 3 estd

esbogado (Figura 7).

Figura 7 Graflco ds y = 2x -3

Fonte: Santos, 2011

As femamentas acima discriminadas sio facimente manipulaveis. Em caso de
dividas, pode-se acessar o fhrum (hip:ifwww.geogebra.orgforum) que estd
disponivel no site oficial do GeoGebra

s esbogar o grifico da fungio dada no Exemplo 1., fix) = 2¢

17) No Campo de Entrada digite “a = 2° {sem as aspas) e apene no teclado do
computador a tecla ENTER. Repita 0 mesmo processa agora digitando b= - 3°. Note
que estes valores ficar3o impressos na Janela Algébrica

Fonte: Santos, 2011

7 [

Fonte: Santos, 2012

O professor, ao orientar os alunos que fazem uso do roteiro, no tdpico
referente ao GeoGebra, deve ter em mente a importancia de fazer com que estes
alunos se apercebam das propriedades que relacionam o comportamento do gréafico
com os valores de seus coeficientes. Isso ndo é facilmente notavel quando se
trabalha apenas com construcdo de graficos no ambiente de papel e lapis, pois,

requer diversas construcdes e isto se torna uma atividade cansativa e enfadonha.

O segundo capitulo do roteiro enfatiza a construgdo do gréfico da funcéo
quadratica, a saber, da parabola. Para tanto, leva-se em consideracdo os pontos em
que a curva intersecta 0s eixos coordenados e o vértice da parabola. O vértice tem
um papel muito importante para o esbogo preciso da curva, pois, a abscissa deste

ponto define uma reta vertical, que é o eixo de simetria da parabola.

Assim como foi feito para a funcéo do polinomial do 1° grau, o esboco é feito,

tanto no papel (Figura 18), como no software GeoGebra (Figura 19):



Figura 18: Funcdo Quadratica — Roteiro para o ambiente Papel e Lapis

2. FUNGAO QUADRATICA

A Fungio Quadratica, também conhacida como fungio polinomial de
2* grau ou smplesmente fungdo de 2° grau. & toda relagio real £ &+ &
que pode ser escrita da forma
y=f=actbxte
coma, becnimerosreais e a# 0.

.

0Os conjuntos dominio & imagem da fungdo real f{x) = a* + bx + o sdo,
Arda )
0 grifico de uma fungo quadritica & uma curva denominada parabola cuja

respectivaments, os conjuntos e fy = R/p2 ¥y

concavidade (abertura) serd woltada para cima se o coeficiente do termo x* for
positivo 2. para baixo Se este mesmo coeficiente for um valor negative.

Figura 10: Parsbola

Fonte: Google, 2011

Para o esbogo grdfico da fungio do 2° grau, 20 invés de constnuimmos uma
tabela para obter diversos pontos pertencentes ao grifico (o que ndo garante
precis3o com respeito ac compertamento da parabola) iremos encontrar alguns.
pontos especificos que nos garantirio mais seguranga ao esbogar no papel a
representagdo prifica da fungdo quadritica. Estes pontos s3o: o ponto em que o
grifico intersecta o eixo O, as raizes quando existr e o vértice.

Veja a figura abaixo:

Figura 11: Pontos principals da parsbola

Forte: Goalge, 2011

1°) PONTO EM GUE O GRAFICO INTERSECTA O EIXO OY:
Para isto, basta fazer x = 0 na fung3o fix) = ax* + bx + ¢ para obter
f0)=y=a 0"+b0+c=y=c
Portand. este ponto tem coordenadas (0. o).

2°) RAIZES:
As raizes de uma fungio sdo os valores de x para os quais f{x) = 0. Sendo
assim, nos deparamos com a equag3o do 2° grau
atebxsc=0.
Para resolvé-la fazemos uso da expressde:

—bE P — dao
26

onde pode-se fazer 4 = b*- £ac.

A quantidade de raizes reais de uma fung3o quadritica depende do valor obtido
para o radicando, denominado discriminants. 3 saber:

= Quando A & positivo, hi duas raizes reais & diferentes:

= Quando 4 & zero, ha 56 uma raiz real;

= Quando A & negative. ndo hi raiz real.

Fonte: Santos, 2012

Figura 19: Funcao Quadratica — Roteiro para o ambiente GeoGebra

22 Grifico de uma Fung3o Quadritica - GeoGebra

Tomando passos semelhantes 30 que foram tomados para o esboga grifico
de fungdes afins no GeoGebra, iremos fazer o esbogo do grifico das fungles
quadsitieas apresentadas no Exemplo 4.

Generaizando 0 grifico para fungles quadriticas, abra o GeoGebra ¢ digite
no Campo de Entrada " = 1" (sem as aspas) e em seguida clique em ENTER.
Repita 0 mesmo processo para b = 1”& ¢ = 17 Estes s3o os coeficientes da fungio
quadritica

fx)=axttbxte

Clique nas bolinhas que spareceram na Janela Algébrica para que estes
coeficientes fiquem visiveis na Area de Trabalho.

Agora, digite novaments no Campo de Entrada ix} = 3"x"2 = b'x + " Note
que aparecers o grifico da fungio fix) = ¥+ x + 1.

Flgura 14: Grafico de f{xi = x*~x + 1

it

TN Sanice, 2017
Fara o esbogo do grifico que dessjamos, basta sskecionar o botSo Maver &
armastar os coeficientes a. b e ¢ de tal modo que tenhamos as funges
y=x*-9(Figwals) @ y=x'—x+3X%(Figura 16)

Dbservagio: Se por acaso, a reta onde esta o coeficiente ndo obtiver o valor
desejado, isto pode ser aterado clicando sobre el com o bot3o dirsito no mouse &
selecionar 3 0pg3a Propriedades para alterar o intervalo.

A medida que medfica cada coeficiente, independentzmente,
obsenve o que cada um deles interfere em relagio & posiglo do grific
da funglo quadritica. & possivel padronizar? Se for, faga issol

Figura 15: Gréfico de y = x*- 8
T =

s e G Cgrecn (ot Formense v rn

Fonle: Santos, 2011

Fonte: Santos, 2012
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Ao passar pelo primeiro e segundo capitulo, o aluno ja deve estar apto a
esbocar os gréficos de todo e qualquer tipo de funcdo afim e quadratica, tanto no
papel quanto no GeoGebra. Considerando as construcfes graficas que podem ser
feitas no GeoGebra, o terceiro e ultimo capitulo abordara a resolucao de sistemas de

equacdes afim e quadratica mediante a técnica de interseccao de graficos:

Figura 20: Sistema de Equacfes — Método de interseccao de graficos

3. RESOLVENDO SISTEMAS DE EQUACOES COM O
GEOGEBRA 05 passos tomados na sego 22 para esbogar o grifico de cada uma delas no

Tomande y = fjx) na sentenga (i) @ y = g{x) na sentenca (i), basta agera usar

GeoBebra

Resolver um sistema de equagies que envalvem duas equagdes com duas Frimeiro esbace o grifico da funga fir) =-x + & (Fgura 17)

incognitas consiste em encontrar os walores dessas incognitas que sabsfazem Flgurs 17: Graleo de fjx) =-x + 8§

temos que os valores de x & y que saisfazem a0 mesme tempo as duas igualdades
s30, respectivamente, 3 e 5. De fato,
x+y=3+5=8

B
3x#y=33+5=9+5=14
Algebricamente esta solugio pode ser encentrada pelo métede de tentativas,
onde diversos valores para x para y s3o verificados até que encontre a sokugdo, este
muito exaustivo, pelo método da substituicio ou o métode da adigie.

Graficamente, a solugdo de um sistema de equagles pode ser oblida pela
intersecgdn dos grificos das fungbes envolvidas no sistema. A coordenadas (x, y) do
pendo de intersecgdc destes graficos representa os valores que, substituidos nas
incognitas comespondentes das equagbes, representa a sua sohugic.

A pariir de agora como resclver um sistema de
equagdes fazendo uso do GeoGebra.

Exemplo 5: Fazendo use de representagies graficas, resoiva o sistema

[x+y=8
l3x 4y =14

Teorie. Saros, 2077

Para esbogar o grifico da fung3o gix] = - 3x + 14 no mesmo plano cartesiano
da janela do GeoGebra em que estd o grifico da funglo fx), precisaremos definir

ovos coeficientes.

Mo Campo de Entrada digite “c = - 3" (sem aspas) e o¢ um ENTER. Em
sequida. digite "d = 147 & novaments of um ENTER. Note que estes valores
aparecem na Janela Algébrica logo abaixo dos cosficientes da fungio fif) Estes c e
d 530 os coeficientes da fung3o gix)

A primeira coisa a fazer & escrever cada uma das equagdes do sistema em
fung3o de x. ou seja. isolara inebgnita y no primeiro membro. Desta forma temos.
xty=8=y=-x +8()

e
Bxty= 1=y =-In+ 1400

2] 2

Fonte: Santos, 2012

A partir deste roteiro, dado um sistema qualquer, o aluno devera identificar a
funcdo que define cada uma das equacdes envolvidas, esbocar seus graficos na
mesma Janela Geométrica e apontar seu(s) ponto(s) de intersecgdo. As

coordenadas deste(s) ponto(s) sao a solugéo do sistema considerado.

O roteiro foi elaborado de tal forma que, por si sO, seria suficiente para
compreensao dos que o lessem. Porém, no desenvolvimento desta pesquisa, 0
professor exerceu um importante papel de mediador. Isso foi feito necessério, tanto
para o bom andamento da pesquisa, quanto para apresentar aos alunos o programa
de geometria dinamica que foi utilizado, visto que, nenhum dos sujeitos envolvidos

tinha conhecimento sobre ele.

Ao fim de cada capitulo, uma secdo “Hora de Praticar” é destinada a

exercicios. Com relacdo ao primeiro e segundo capitulo, esta secao apresenta dois
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exercicios: um, d4 a representacdo algébrica da funcdo considerada no capitulo e
solicita a sua representacao gréfica; e o outro faz o contrério, d4 o gréfico da funcéo
e solicita a sua representacéo algébrica (Figura 21). Para que os alunos respondam
estes exercicios, o professor deve admoesta-los, de que, primeiro, facam uso do
ambiente de papel e lapis e, depois, do GeoGebra. Abaixo, exemplo dos exercicios

gue constam no roteiro:

Figura 21: Hora de Praticar — Capitulo 1

1.3 Hora de praticar

1) Fazendo uso dos recursos apresentados anteriorments. esboce os graficos

das seguinies funges:

-~ N
Diante d questio, pode-se
P

Fonte: Santos, 2012

No terceiro capitulo, a atividade consiste em apresentar sistemas e solicitar a
solucdo grafica destes (Figura 22). Neste caso, o aluno deve ficar a vontade para
fazer no ambiente, papel e lapis, ou no GeoGebra, ou seja, da forma que ele

considerar mais conveniente:
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Figura 22: Hora de Praticar — Capitulo 3

3.1 Hora de Praticar
1. Com o auxilic do GeoGebra resolva cada um dos sistemas a baixo:

(x+2y=18
N lax -y =
NELE O]
o
[
L

Fray=
¢ ot
N xay=

Fonte: Santos, 2012

3.2 Aplicagdo da metodologia: Descri¢éo

Para o desenvolvimento desta pesquisa contamos com a participacao
voluntaria de dez alunos de algumas escolas publicas, que participam do Programa
Institucional de Bolsas de Iniciacédo Cientifica Junior (PIBIC-Jr).

O PIBIC-Jr é promovido através de uma parceria do CNPqg* com a FAPEAL’ e
tem como objetivo despertar a vocacao cientifica e incentivar talentos - na area de
Matematica - entre estudantes do Ensino Fundamental, Médio e de Educacao

Profissional, da rede publica de ensino.

No Estado de Alagoas, o PIBIC-Jr é sediado pelo Instituto de Matematica
(IM), na Universidade Federal de Alagoas (UFAL). As aulas normalmente sao
ministradas por bolsistas e alunos do curso superior de Matematica e, por
pesquisadores qualificados. Essas aulas acontecem todos os sabados, pela manha,

das 8 as 12 horas, com um intervalo de 20 minutos - a partir das 10 horas.

* Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico.
® Fundacdo de Amparo & Pesquisa do Estado de Alagoas.
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A metodologia adotada consistiu na aplicacdo de questiondrios, aulas
expositivas, apresentacdo do roteiro impresso e aulas no laboratério de informatica.
Levando em consideracdo que os alunos participantes do PIBIC-Jr ja estavam
habituados com aulas aos sabado pela manh&, nossa intervencédo como professores
e pesquisadores aconteceu em seis encontros presenciais consecutivos, um

encontro por sabado, distribuidos da seguinte forma:

- Primeiro encontro: Fomos apresentados a turma, pelo diretor do IM, como
professores e pesquisadores que contaria com a participacao voluntaria daqueles
alunos para desenvolver um estudo que visaria ampliar seus conhecimentos a
respeito das funcdes Matematicas, mais especificamente, funcdes afins e funcdes
quadraticas. Logo em seguida, foi aplicado um questionario de carater investigativo,
ao qual denominamos de Q1 (Anexo A, p. 119), com a finalidade de conhecer os
sujeitos presentes e para averiguar 0s seus niveis de conhecimento a respeito das

funcdes afim e quadréatica.

Apos o intervalo, o tema “Funcéo Afim” foi apresentado a turma por meio de
uma aula tradicional expositiva. Sobre esse tema foi destacada a sua definicao
formal (representacdo algébrica), motivado por um exemplo pratico e simples, e a
sua representacdo grafica. Com isto, tomando-se como exemplo uma funcéo
polinomial do 1° grau completa e fazendo uso da sua representacdo algébrica, foi
construida uma tabela e a constru¢do do grafico no quadro-negro foi feito por meio
da ligacao de pontos no plano cartesiano. Depois desta constru¢éo, foi demonstrado
que o grafico de uma funcdo polinomial do 1° grau n&o poder ser outro tipo de trago

a ndo ser uma reta.

Dos dez alunos participantes, apenas um fazia o 8° ano do Ensino
Fundamental e nunca tinha ouvido falar sobre fungdes. Os outros nove eram todos
do Ensino Médio, sendo: dois, do 1° ano; quatro, do 2° ano; e trés, do 3° ano. Visto
gue esta pesquisa foi iniciada no segundo semestre de 2011, chegamos a conclusao
de que os alunos que estavam cursando o Ensino Médio ja tinham visto algum tipo
de consideracdo sobre as fungbes afim e quadratica, ja que estes conteudos fazem

parte do programa curricular do 1° ano do Ensino Médio.
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- Segundo encontro: Neste encontro foi considerado o tema “Funcbes
Quadraticas”. Semelhante ao que foi feito no caso das fung¢des afins, apresentou-se
ao grupo a definicdo formal de uma funcéo polinomial do 2° grau, também motivada
por um exemplo simples a qual ela se aplica. A forma geral de seu grafico foi
apresentada e, por meio de um exemplo especifico, o grafico foi esbogcado no
quadro-negro, fazendo uso de sua representacéao tabular.

No segundo momento desta aula, apdés o intervalo, apresentamos para 0s
alunos a formula que fornece as raizes de uma func¢éo quadratica e a demonstracao
da mesma por meio da técnica de completar quadrado. Neste momento, foi
esclarecido para os alunos que, apesar desta formula receber o nome de “Férmula
de Bhaskara”, ndo foi Bhaskara quem a descobriu. Fazendo uso da férmula que
fornece as raizes da funcdo quadratica, deduzimos as coordenadas do vértice da

parabola e seu conjunto-imagem.

- Terceiro encontro: No primeiro momento deste encontro, antes do
intervalo, foi aplicado outro questionario, que identificamos por Q2 (Anexo B, p. 121).
Este questionario foi desenvolvido na mesma linha do Q1, incluindo até as mesmas
perguntas a respeito do que os alunos entendem por funcdo, dominio,
contradominio, imagem e sobre as formas de representacdo de uma funcdo. A
intencéo de preparar Q2 bem semelhante a Q1 foi de que, ao comparar estes dois
questionarios, fosse possivel observar até que ponto uma aula tradicional,

expositiva, contribuiu, na aquisicdo de conhecimentos.

No segundo momento, deste terceiro encontro, o software GeoGebra foi
apresentado aos alunos. Para isso, foram levados para a sala de aula dos
estudantes de pés-graduacdo em Matematica, da UFAL, visto que, neste recinto o
ambiente é climatizado, além de conter os equipamentos indispensaveis a exposi¢ao
do software, tais como, retroprojetor e notebook. Desta forma, 0s principais recursos
fornecidos pelo GeoGebra foram apresentados aos alunos, ao mesmo tempo em
que se fazia algumas constru¢des geométricas. O fato de algumas construgdes
terem sido feitas, a0 mesmo tempo em gque O programa e Seus recursos eram
apresentados, tornou mais viavel a percepcado dos alunos no que diz respeito a

diversidade de acbes que podem ser efetuadas no GeoGebra.
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- Quarto encontro: Foi no quarto encontro que os alunos tiveram acesso ao
roteiro pratico, intitulado “Esbogo Grafico — Funcdes Afins e Quadraticas”. E
importante ressaltar, que para fazer uso deste material, a pessoa deve ser capaz de
perceber a maneira eficiente de esbocar os graficos das funcdes afins e quadraticas,

tanto no ambiente de “papel e lapis”, quanto no “GeoGebra”.

A cada aluno presente foi entregue um roteiro. Foram, também,
disponibilizados alguns minutos da aula para que conhecessem o material, a fim de
verificar a possibilidade de que este roteiro tenha condicdes de auxiliar,
efetivamente, na elaboracdo de um esboco seguro e rapido das funcdes
consideradas nas aulas anteriores. Finalizado o tempo disponivel para o estudo do
roteiro, 0s principais pontos a respeito da construcdo dos graficos das funcdes

polinomiais do 1° e 2° graus foram discutidos e reescritos no quadro-negro.

ApoOs isto, foi entregue, a cada aluno, uma folha de papel quadriculado,
solicitando-se que fizessem, neste papel, os graficos das funcbes afins e funcdes
quadraticas dadas como exercicios no topico “Hora de Praticar’. Sugeriu-se,
também, que os tratamentos destinados ao encontro das coordenadas dos pontos
necessarios para o esboco dos gréaficos, fossem feitos, ou no verso da folha do

papel quadriculado, ou em um caderno a parte.

- Quinto encontro: No quarto encontro, o esbhoco de grafico foi feito apenas
no ambiente papel e lapis. Este quinto encontro foi 0 momento de aplicar o método
exposto - no roteiro explicativo - para construir os gréficos das funcdes afim e
quadratica, no ambiente GeoGebra. Para isto, fez-se uso da mesma idéia de
encontrar pontos especificos, visto que as formas graficas ja eram conhecidas: uma

reta para a funcéo afim; e uma parabola para a funcéo quadratica.

Neste momento do processo, as aulas que sempre haviam sido ministradas
em uma sala de aula normal, foram transferidas para o Laboratério de Informéatica,
do IM-UFAL. No laboratorio estava a nossa disposicdo um numero suficiente de
computadores, de tal forma, que cada aluno participante da pesquisa pode ficar com

um deles.
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Com o auxilio do roteiro, que fornece 0 passo a passo para a construcéao dos
graficos no GeoGebra, e sob a nossa orientagdo, 0s alunos repetiram as
construcdes graficas das mesmas func¢des consideradas no encontro anterior. Desta
forma, era possivel cada um deles comparar as construcdes feitas no papel, com as

que estavam sendo feitas no computador.

- Sexto encontro: Neste Ultimo encontro, aplicou-se outro questionario,
denominado Q3 (Anexo C, p. 123). Diferentemente dos questionamentos
apresentados anteriormente - Q1 e Q2 -, Q3 chama a atencao para a construgéo de
graficos fazendo uso dos métodos apresentados no roteiro. Estas construcdes foram

feitas no papel comum, papel A4.

Foram feitos questionamentos a respeito da relacdo dos coeficientes das
funcBes afim e quadréatica, com suas posi¢cées no plano cartesiano. A essa altura,
esperava-se que, com base nas manipulacées que foram efetuadas no GeoGebra -
no quinto encontro -, os alunos fossem capazes de perceber esta relacdo. Também
fizeram parte deste Ultimo questionario, perguntas sobre a opinido pessoal a respeito

do roteiro utilizado no experimento, sugestdes e criticas.

Ao pensarmos e efetuarmos os procedimentos descritos nessa subsecao,
procuramos desenvolver uma situacdo adidatica segundo a concepcdo de Guy
Brousseau (2008), situacdo que privilegiasse o0s quatro tipos de momentos
caracteristicos de uma situacdo adidatica: acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacdo. Mas, no decorrer dos encontros, percebemos que 0 que
prevaleceu em relacéo as teorias desenvolvidas por Brousseau (2008) foi a teoria do
contrato didatico. Houve quebras de contratos em diversos momentos da
experimentacéo, em especial quando partirmos de uma aula expositiva e tradicional

para o laboratério de informética.

Também, desenvolvemos os questionarios Q1, Q2 e Q3 na intencdo de
proporcionar aos alunos condi¢des para que explorassem ao menos duas formas de
representacdo das funcdes afim e quadratica — representacdo algeébrica e
representacdo grafica. Tendo em mente a teoria dos registros de representacdes
semidticas de Duval (2009), nossa intervencao buscou motivar os alunos a, além de

conhecer e identificar os trés tipos de representacdes das funcdes consideradas
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(algébrica, tabular e gréfica), efetuarem a conversdo de um registro em outro
mantendo sempre a relagdo entre eles. A préxima secdo trard com mais detalhes

estas informacdes.
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4 DOS ENCONTROS PRESENCIAS: ANALISE

A luz da teoria da situacéo didatica e da teoria de contrato didatico de Guy
Brousseau (2008), auxiliada por alguns pressupostos da teoria da representacdo
semidtica de Raymond Duval (2009), esta se¢do apresentard uma analise feita de
cada um dos encontros especificados na sec¢ao anterior.

4.1 Primeiro encontro

Antes do nosso aparecimento como professores e pesquisadores na sala de
aula composta dos alunos participantes da pesquisa, as aulas eram ministradas por
bolsistas-graduandos do curso de Matematica que, até este momentos, tinham
trabalhado com eles tépicos sobre conjuntos numéricos, resolucéo de equacdes do
1° e do 2° graus e plano cartesiano.

Ao sermos apresentados a turma, o diretor do Instituto de Mateméatica da
UFAL explicou que estariamos com eles por um periodo de tempo, a fim de
introduzir tépicos sobre funcbes afins e quadraticas, e que eles seriam participantes
de uma pesquisa que resultaria em um trabalho de conclusdo de mestrado, isto €, se
eles desejassem colaborar. Tendo uma unanimidade de respostas positivas, deu-se

inicio aos trabalhos.

Conforme especificado na secdo anterior, no primeiro momento deste
encontro ocorreu a aplicacdo do questionario Q1. Quanto ao perfil dos alunos
voluntarios, constatou-se que a idade dentre eles variava de 15 a 17 anos, havendo,
apenas, um aluno com a idade de 13 anos. Este era, na ocasidao da pesquisa, 0

anico que néo cursava o Ensino Médio.

Todos dos alunos envolvidos na pesquisa estudavam em escolas publicas.
Quando perguntados sobre a disciplina de que mais gostavam, apenas trés alunos
responderam gue era a Matematica. Sobre a disciplina que mais tinham dificuldades,
também trés (diferentes dos que responderam que gostam de Matematica)
responderam ser a Matematica, argumentando que esta dificuldade dava-se pelo
fato de que a escola em gue estudavam néo tinha professores de Matematica, ou
seja, a dificuldade decorria do fato de que eles ndo tinham conhecimentos basicos

de Matematica.
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Partindo para os questionamentos a respeito de funcdes, funcbes afins e
funcBes quadraticas, notou-se que todos os alunos tinham uma nocgdo sobre o
assunto, mas que nao conseguiam definir, formalmente, o que € uma funcéo, nem
0s conjuntos dominios, contradominios e imagens. Também, cinco dos participantes
deixaram em branco o item que trata sobre as formas de representacdo de uma
funcdo. Mas, dos que responderam, trés alunos disse que uma funcdo pode ser

representada por grafico e pelo diagrama de Venn. Duval (2009) afirma que:

[...] a compreensdo matemética esté intimamente ligada ao fato de dispor de
ao menos dois registros de representacdes diferentes. Essa € a Unica
possibilidade de que se dispfe para ndo confundir o conteddo de uma

representacdo com o objeto representado (p. 22).

Sabemos que - além de graficos e do diagrama de Venn - existem outras
formas de se representar uma funcdo. Mas, o fato desses trés alunos, que
participaram da pesquisa, citarem estas duas formas, leva-nos a entender que eles
entendem a diferenca entre o conceito de funcédo e sua representacdo. Isto pode
indicar que os professores de Matematica que eles tem, ou tiveram, souberam
transmitir os tépicos de funcéo de tal forma que eles, no momento da pesquisa, nao

confundiram o objeto com a sua representacao.

O fato de cinco alunos deixarem este questionamento em branco pode indicar
que, ou realmente ndo sabem a resposta ou que ndo quiseram responder. Ja4 0s
dois, que ndo deram uma resposta satisfatoria, pode indicar a deficiéncia no ensino
de Matemaética, por parte de alguns professores de escolas publicas. Como este néo
era o foco desta pesquisa, ndo entramos em detalhes quanto aos motivos das falhas

apresentadas pela maioria, no que se refere aos questionamentos analisados acima.
O Q1 trouxe, também, perguntas diretas sobre as fun¢des afins e quadraticas:

- Dada uma expressao que representa uma funcao, perguntava-se se 0 seu

grafico era uma reta ou parabola: todos acertaram.

- Esbocar os gréaficos de funcdes: todos fizeram uso do método de construir

tabelas, puseram os pontos encontrados no plano cartesiano e os ligaram.
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- Identificacdo de uma fung¢éo quanto ao seu valor maximo ou minimo e se ela

era crescente ou decrescente: houve muita confusao, e alguns ndo responderam.

Assim, verificamos que em relacdo as formas representativas das funcdes em
questdo, a turma em geral tinha pouco conhecimento. Neste caso, deveriamos fazer
mais uso da teoria de representacdo semiotica de Duval (2009) a fim possibilitar a
este alunos a aquisicdo de conhecimento, bem como o aprimoramento dos que eles

ja tinham, referente as funcdes afim e quadratica e suas representacoes.

Nos problemas propostos - um para funcdo afim, e outro para funcao
quadratica as respostas eram dadas sem recorrer aos conceitos de funcao.
Raciocinaram e escreveram suas respostas, com base nos conhecimentos

matematicos que ja possuiam.

Visto que neste primeiro encontro ndo consideramos nenhum topico referente
as funcdes que pretendiamos considerar com o0s alunos, o contrato didatico
estabelecido implicitamente foi aquele ao qual esperamos que alunos respondessem
ao questionario, estando suas respostas corretas ou ndo. Em quanto os alunos,
usam todos 0s meios possiveis em busca da solugcdo correta, pois € isto que eles

acreditam ser 0 nosso principal interesse.

Uma visdo geral do que foi feito pelos dez alunos, neste primeiro momento da
aula, leva-nos a concluir que a turma € composta de alunos que tém uma base
adequada sobre as funcfes afim e quadratica (seis alunos), e de alunos que nao a
tém (quatro alunos). Percebe-se, também, que, a respeito dos graficos das fungoes,
todos fizeram uso do método de ligagdo de pontos no plano cartesiano, pontos este

obtidos de uma tabela construida atribuindo-se diversos valores ao “x” da

representacao algébrica da funcéo que foi considerada.

No segundo momento deste primeiro encontro, que tratou de uma aula
tradicional expositiva sobre as fungdes afins, fizemos uso apenas do quadro e do giz
para passar informacdes tais como a definicdo da funcdo afim e seu grafico. Desta
forma, pode-se dizer que o contrato estabelecido foi o contrato que Brousseau

(2008) considera como sendo sem intencao didatica, o contrato de comunicagao.
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Ao falarmos do grafico, motivamos o0 seu reconhecimento por meio da
representacdo tabular da funcéo afim e o gréfico foi obtido por meio da ligagdo de
ponto no plano cartesiano. Tendo em mente os pensamentos de Duval (2009)
referente a necessidade de possibilitar aos alunos condicbes para que compreenda
a relacdo existente entre as varias representacdes de um objeto matematico,
demonstramos que o grafico da funcéo afim é uma reta, e ndo outro tipo de traco.
Percebemos que os alunos tiveram a principio certa dificuldade em compreender e
aceitar o que estava sendo exposto. Mas motivando-os a raciocinar com base nos

principios béasicos da Geometria Euclidiana, esta barreira foi vencida.
4.2 Segundo encontro

Neste encontro foi dada uma aula tradicional e expositiva sobre fungdes
quadraticas. Desta forma, o contrato estabelecido foi 0 mesmo que o comentado no

penultimo paragrafo da subsecéo anterior — contrato de comunicacao.

Em nenhum momento os alunos tomaram a iniciativa de questionar algo do
gue estavamos expondo. Apenas, quando questionados diretamente € que alguns

deles se pronunciavam.

A aula preparada - e executada - levou em consideracao a definicdo formal de
uma funcdo quadratica, destacando trés formas de sua representacdo semibtica:

algébrica, tabular e grafica.

A representacgao algébrica foi trabalhada com os alunos no momento em que
a definicdo formal da funcdo quadratica e da sua representacdo tabular foi
considerada. Isso serviu de auxilio aos alunos no esbo¢o do grafico da funcao,
momento em que a representacao grafica aparece, ou seja, no grafico esbocado no

quadro-negro.

Algo que se manifestou como uma novidade para os alunos: a demonstragao
da formula das raizes da funcdo quadratica, conhecida como formula de Bhaskara, a
das coordenadas do vértice da parabola. Neste caso, o contrato de comunicagao

passou a ser quebrado e substituido por um novo contrato, o contrato de habilidade.
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Dentro deste contrato de habilidade fizemos uso da nocgéao de tratamento de
registros representativos de Duval (2009), neste caso trabalhando com a

representacédo algébrica da funcéo quadrética.

Na mesma ocasido, foi dado aos alunos um resumo historico sobre a
descoberta das raizes da equacdo quadréatica, e o motivo dela receber o nome de
Formula de Bhaskara, visto que, ndo foi Bhaskara quem a descobriu. Todos
mostraram certo espanto, visto que, desde o 9° ano do Ensino Fundamental (antiga
82 série), foram ensinados a decorar a formula que recebeu o nome de Férmula de

Bhaskara.

Como observado na anélise do Q1, tudo o que estava sendo passado para 0s
alunos era do conhecimento da maioria. Entdo, esta aula serviu tanto de revisao,
para os que ja tiveram aulas sobre os temas em questdo, como de transmisséo de
conhecimentos novos para 0s que nado tiveram a oportunidade de aprender na

escola em que estudavam, ou estudaram.
4.3 Terceiro encontro

Na aplicagdo de Q2 faltaram quatro alunos. Mas, analisando as atividades
dos que estavam presentes, notou-se que boa parte dos questionamentos nao foram
respondidos. Esta ndo era a perspectiva que tinhamos. Esperavamos que, com base
no que haviam sido expostos nos dois encontros anteriores, estes alunos se
empenhassem um pouco mais em responder o questionario, mesmo sendo um

pouco mais extenso que o Q1.

Os alunos foram avisados no encontro anterior - segundo encontro -, sobre a
atividade que seria realizada. Percebemos que isto os deixava apreensivos, pois,
mesmo sendo avisados de que era s6 para averiguar os conhecimentos dos
mesmos, eles consideravam como sendo uma “prova’, que poderia acarretar em

aprovacao ou desaprovacéo na vida estudantil.

Lembramo-nos que no dia desta atividade, apos entregarem de volta o
guestionario, algumas alunas vieram pedir-nos desculpas por nao terem respondido

a todos o0s questionamentos. Alegaram que durante a semana tiveram
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compromissos com suas escolas de origem - provavelmente atividades, trabalhos e
provas -, desta forma, ndo tiveram tempo para estudar para a atividade que

realizamos com eles.

Apesar disto, em relacdo aos questionamentos sobre as definicdes de funcao
e conjuntos dominios, contradominios e imagem, assim como sobre as formas de

representar uma funcéo, notamos uma melhora e tanto em comparagdo com o Q1.

Sobre os graficos das fungdes, os alunos apresentaram mais dificuldades ao
esbocarem o gréfico da funcdo quadratica fornecida. Visto ser uma funcéo
polinomial do 2° grau incompleta, o método de esbocar seu gréafico, atribuindo
valores, ndo propiciou uma visdo correta a respeito de sua forma gréfica. Deste
modo, 0 que era para ser uma parabola, ficou parecendo com o grafico de uma
funcdo cubica (Figura 23):

Figura 23: Esbogo gréafico da fungao f(x) = - 2x2 + 2, por uma das alunas envolvidas na
pesquisa.
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Em resposta as perguntas sobre a relagéo existente entre os coeficientes das
funcBes e seus graficos, dos seis presentes um respondeu corretamente - tanto para
as funcbes afins quanto para as quadraticas -, trés responderam corretamente -

apenas para as funcdes afins -, e dois ndo responderam nada.

Na quarta questdo do Q2 foi dada duas funcbes, uma afim, e outra
quadratica, e foi solicitado que esbocassem o grafico destas funcbes, no mesmo
plano cartesiano, a fim de responder a duas desigualdades e a uma igualdade.
Apenas uma das alunas presentes fez o esbo¢co no mesmo plano cartesiano, e,
mesmo assim, nao conseguiu encontrar a solucdo das sentencas pedidas. Os
demais fizeram o esboco dos graficos em planos diferentes e ndo conseguiram

encontrar a relacao entre eles.

As questdes 5 e 6 apresentavam problemas envolvendo fungdo afim e
quadratica, respectivamente. Dois dos alunos presentes ndo responderam. Os
demais a responderam, fazendo uso de conhecimentos adquiridos nas aulas

anteriores.

Conforme descrito na secdo, no mesmo dia em que foi realizada a atividade
do Q2, foi apresentado aos alunos o aplicativo GeoGebra. Quebrando a linha de
aulas realizadas em sala de aula, todos os alunos foram levados para uma sala que
continha recursos que propiciaram a projecdo - em um teldo - do que era feito no

programa GeoGebra.

Nenhum dos presentes conhecia este software e ficaram encantados com o0s
recursos disponiveis no programa. A partir desse momento, perceberam que ele

seria de muito proveito para o estudo de graficos.

Foi sugerido que fizessem o download deste programa, que é gratuito, e que
em casa fossem explorando todas as ferramentas que Ihe foram apresentadas, bem
como, as que nao foram apresentadas. Acredita-se que alguns fizeram isto, pois, no
encontro seguinte, quando perguntados se haviam feito isto, alguns deles

responderam que sim.
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4.4  Quarto encontro

NO quarto encontro, apresentamos aos alunos o roteiro que desenvolvemos
na intencdo de proporcionar a estes, o que Brousseau (2008) caracteriza por
situacdo adidatica. Conforme explanado na primeira subsecdo da secdo 3, este
roteiro visa auxiliar nossos alunos no esboco seguro e pratico das funcbes afim e
quadratica, e na percepcdo da influéncia que os coeficientes destas fungcdes tém

com seus gréaficos.

Cada aluno presente, desta vez todos os dez, recebeu um roteiro ao qual
chamaram de “livrinho”. Foram dados uns 60 minutos para que 0s alunos
analisassem o material que tinham em maos. Pedimos que esta andlise, a principio,
fosse feita apenas nas primeiras se¢des dos capitulos 1 e 2, destinadas ao esboco

dos graficos no papel.

Passado o tempo, interagimos e trocamos informacGes sobre o que eles
tinham visto no roteiro. Diferente das aulas anteriores, os alunos agora teriam uma
participacdo mais significativa, expondo suas opinides sobre a eficacia, ou ndo, do
roteiro que criamos. Neste caso, o contrato estabelecido no inicio dos encontros foi

quebrado.

Considerando o0 passo a passo para o esboco dos graficos, a principio, da
funcdo afim e, logo apds, da funcdo quadrética, fizemos uso do quadro-negro para
mostrar a turma a necessidade de tomar pontos especificos para isto. Por exemplo,
dada uma funcédo afim, por que sé precisamos de dois pontos, em especial 0s
pontos em que o grafico intersecta os eixos coordenados do plano cartesiano, para
tracar seu grafico? No caso da funcdo quadrética, por que tomar as raizes e o

vértice?

A maioria dos presentes mostrou admiracao pelo método exposto no roteiro e
concordaram com a eficacia e a praticidade em esbocar graficos, que, até o

momento, nunca haviam lhes sido apresentado.

Aléem da passagem da representacdo algébrica para a grafica, o roteiro

prestigiou também a mudanca do registro gréfico para o algébrico. Dado o gréfico,



94

os alunos foram estimulados a pensar como usar as informacdes nele fornecidas
para encontrar os coeficientes das funcdes, uma vez que, era do conhecimento
destes que se o grafico for uma reta, a sua representacao algébrica, generalizada, é

f(x) = ax + b e, se o grafico for uma parébola a funcéo sera do tipo f(x) = ax2 + bx + c.

Depois desta interacdo entre o professor (nés), o aluno (todos os 10
participantes da pesquisa) e 0 meio (roteiro para esboco de gréaficos), foi entregue
para cada aluno uma folha de papel quadriculado, sendo solicitado que
representasse - graficamente -, neste papel, cada uma das fungdes disponibilizadas
nas secgoes 2.3 e 3.3, destinadas aos exercicios. O tratamento - calculo das raizes e
ponto de interseccdo com o eixo das ordenadas — poderia ser feito no verso do

papel quadriculado fornecido ou em qualquer outro papel.

O roteiro apresenta uma tabela que contém os pontos que poderiam ser
utilizados para o esboco dos graficos em questdo, porém, de forma genérica
(Figuras 16 e 19). Cabia ao aluno decidir se efetuaria os calculos ou, apenas, se
substituiria os coeficientes. Desta forma, fez-se uso de trés representacdes
semiodticas das funcdes: algébrica, tabular e gréafica.

Andando-se pela sala de aula para verificar como os alunos estavam
trabalhando, contatou-se que as sugestbes estavam sendo usadas, e com éxito.
Mas surgiu uma dificuldade, quanto a funcdo afim y = 7x. Como o termo
independente é nulo, alguns alunos perceberam que os dois pontos que intersectam
0s eixos coordenados tinham coordenadas nulas. Sendo assim, quais seriam os dois

pontos através dos quais passaria a reta que representa a funcéo y = 7x?

Raciocinando com estes alunos, os fizemos perceber que a origem do plano
cartesiano é um dos pontos desta funcédo. Sendo assim, eles precisariam somente
de mais um ponto, ponto este que pode ser obtido atribuindo um valor qualquer,

para a variavel x.

Este acontecimento nos lembra de um dos efeitos do contrato didatico, que é
o efeito Topaze. Porém, na totalidade do acontecido, os alunos compreenderam o
que deveria ser feito na busca de um novo ponto pertencente a funcdo, de modo

gue, o sentido do que se pretendia ensinar nao ficou perdido completamente.
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Ao finalizar este quarto encontro, houve uma aluna que se aproximou de nés
para comentar que gostou do roteiro, que o achou pratico, afirmando que, naquele
dia, havia aprendido algo novo, algo que sera de bastante proveito na sua vida

escolar.

Diante deste fato, percebemos a relacéo entre a semiésis e noésis de Duval
(2009). A compreensao da construcao grafica das funcdes consideradas possibilitou,

e até aprimorou, a conceitualizacdo dessas funcoes.
4.5 Quinto encontro

De posse do roteiro, que havia sido distribuido na aula anterior, os alunos
sairam de aulas ministradas em uma sala de aula normal, para um laboratério de
informatica. Estando cada aluno em um computador, 0 qual jA estava com o
GeoGebra instalado no seu sistema, foram orientados pelo roteiro escrito e,
auxiliados por n@s, a representar graficamente as mesmas funcdes fornecidas nas
subsecdes 2.3 e 3.3. Os passos detalhados para este esbo¢o no GeoGebra estavam

disponiveis na subsecéo 2.2, para a funcéo afim, e 3.2 para a funcao quadratica.

No caso da funcao afim, o esboco, no GeoGebra, foi feito fazendo uso das
coordenadas da fungdo considerada. Para fazer o esboco da proxima funcao afim,
apresentamos um recurso no programa que possibilita a variacdo dos coeficientes
da funcdo, sem que seja necessario refazer todo o processo. Desta forma, cada
funcao ia sendo adquirida, a medida que se faziam as mudancas, convenientes, dos

coeficientes da fungéo.

Para verificar se os esbocos feitos no papel realmente estavam corretos, 0s
alunos fizeram comparac¢des com o0s que estavam sendo esbog¢ados no computador.
Desta forma, cada um, por si s, tirava suas duvidas e conclusdes, a respeito da

representacdo gréafica das fung¢des consideradas.

Algo que o uso do GeoGebra possibilitou foi a percepcdo das modificacdes
gréficas, que acontecem, na medida em que variam os coeficientes das funcdes.

Isto ndo é tdo simples de verificar quando o esboco é feito no papel, visto que, seria



96

necessario fazer diversos graficos para enxergar a variacdo das coordenadas e a
influencia disto na aparéncia do gréfico.

Por exemplo, considerando a fungéo afim f(x) = ax + b, com a # 0, para
perceber o que modifica no grafico, quando fixamos o coeficiente de x (vamos tomar
a = 2, por exemplo) e variamos apenas o0 termo independente, teriamos que
construir um grafico para cada tipo de funcédo: uma para f(x) = 2x + 1, outro para f(x)
= 2X + 2, outro para f(x) = 2x + 3 e assim por diante. Esta é uma atividade exaustiva

para se fazer no papel, mas que, com o0 GeoGebra, torna-se uma tarefa facil.

A mudanca de registro no caso contrario, ou seja, dado o grafico encontrar a
funcdo que o define, também foi considerada. Visto que, esbocado o grafico da
funcdo afim ou quadratica no GeoGebra é possivel mudar os coeficientes, até
encontrar a funcdo que desejamos. Deste modo, o aluno pode perceber que, na
Janela Algébrica do programa, a expressao que fornece o gréfico fica visivel. Assim,
ele percebe que ndo tem segredos e ndo € necessario resolver sistemas, com o

objetivo de encontrar os coeficientes.

Mais uma vez vale ressaltar que o objetivo deste roteiro ndo foi o de omitir
conhecimentos importantissimos que devem ser passados para o aluno, tais como,
o esboco de gréaficos mediante uma ligacdo de pontos, obtidos e organizados em
uma tabela e nos diversos métodos utilizados para se resolver sistemas de

equacoes.

Notamos que esta situacdo didatica possibilitou a quebra de um contrato
implicito que, desde o primeiro encontro, havia sido estabelecido e que esta ruptura
proporcionou um aprendizado consideravel. Este crescimento refere-se ao esboco

eficaz dos graficos das funcdes polinomiais do 1° e 2° grau e a percepcdo da

influéncia dos valores do coeficiente destas fun¢gdes, com seus graficos.
4.6 Sexto encontro

A eficiéncia da intervencéo didatica ficou clara, ao se analisar os resultados

do questionario Q3. Este ultimo questionario abrangeu questdes mais especificas,
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desde o eshoco de gréaficos de funcgbes afins e fungcdes quadréticas, a relagédo
coeficientes com a posi¢éo do grafico no plano cartesiano.

Dos dez alunos patrticipantes, seis fizeram o esboco de graficos, seguindo as
instrucbes do roteiro; quatro fizeram uso do método de atribuir diversos valores para
a variavel x e ligar pontos, no plano cartesiano; e um nédo respondeu a nenhum dos

guestionamentos.

Observou-se que trés alunos apresentaram dificuldades ao esbocar o0s
graficos das fungbes quadraticas. Esta dificuldade também foi observada ao

responderem Q1 e Q2, mas em uma escala bem maior.

Neste momento, os alunos nao disponibilizavam de computador, s6 do papel
e lapis, e, na questdo em que, dado o gréafico é solicitada a funcéo que o define, os
calculos para encontrar os coeficientes das funcdes afim e quadratica foram feitos
com base em seus conhecimentos. Alguns desses célculos foram revisados durante
NOsSsos encontros, principalmente, nos que trabalhamos a resolucédo de sistemas de
equacBes com duas incognitas (para funcdo afim) e com trés incognitas (funcéo
qguadratica). Detectamos que alguns tiveram dificuldades nos casos em que a funcéo

quadratica aparecia.

Sobre as trés ultimas perguntas de Q3, iremos destacar o comentario de uma

aluna, que representa a opinido geral dos dez participantes (Figura 24):

Figura 24: Resposta de uma aluna as trés ultimas perguntas de Q3
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Fonte: Santos, 2012
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Sendo assim, durante os seis encontros (aulas expositivas, utilizacdo do
roteiro, aulas no laboratorio e a aplicacdo dos questionarios) foram trabalhados os
dois tipos de transformacdes consideradas por Durval (2009): a conversdo e o

tratamento.

A conversdo mostrou-se presente nos momentos em que ocorriam as
mudancas de representacdo, das funcdes consideradas. Em todos os momentos, foi
trabalhada a mudanca entre as representacfes algébricas, tabulares e gréficas,
tanto no sentido algébrico — tabular — gréafico, quanto no sentido grafico — tabular —

algébrico.

Os tratamentos mostraram-se presentes durante as resolucdes de equacgdes
do 1° e do 2° grau, para encontrar os valores de intersec¢do aos eixos coordenados
e, no caso da funcdo quadratica os calculos das coordenadas do vértice. Este
tratamento deu-se no interior da representacéo algébrica das fungbes. Ainda houve
tratamento para a representacdo grafica das funcdes polinomiais do 1° e 2° graus,

guando se estava fazendo uso do software GeoGebra.

Sabemos que muitas outras coisas poderiam ter sido feitas para 0 sucesso
total da nossa intervencao de ensino com este grupo de alunos. Mas, de modo geral,
0 nosso objetivo foi atingido. Transformando em porcentagens 0s erros e acertos

nos trés questionarios, podemos representar os resultados na tabela abaixo:



Tabela 9: Avanco das habilidades

Alunos Q1 Q2 Q3
Al 72 % 75 % 79 %
A2 55 % 56 % 71 %
A3 50 % 72 % 78 %
A4 50 % Faltou 68 %
A5 13 % Faltou 50 %
A6 21 % 40 % 44 %
A7 33 % 42 % 56 %
A8 30 % Faltou 75 %
A9 36 % 44 % 50 %
Al10 19 % Faltou N&o respondeu

Fonte: Santos, 2012
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CONSIDERACOES FINAIS

O que nos motivou a abordar o tema considerado nesta pesquisa foi as
observacdes realizadas durante a nossa pratica docente no Ensino Superior. Grande
parte dos alunos que ingressam no curso superior de Licenciatura em Matemética e
de Quimica apresenta grande deficiéncia em assuntos relacionados com funcdes
matematicas e seus graficos. Isto nos levou a considerar que um trabalho mais
minucioso deveria ser feito com os alunos da disciplina de Matematica do Ensino
Médio, ja que, tépicos sobre fun¢des sdo considerados com mais detalhes no 1° ano
do Ensino Médio (funcbes, funcbes afim, quadratica, modular, exponencial e

logaritmica) e no inicio do 2° ano (funcdo trigonométrica).

Analisando alguns trabalhos na area de Ensino de Matemética (Ver a
subsecao 1.4), fica mais evidente a necessidade de considerar o estudo sobre
funcdes e gréficos, na tentativa de formular meios e métodos que proporcionem um

aprendizado significativo, por parte dos alunos.

Desta forma, nosso trabalho deteve-se nas funcdes afins e nas funcdes
quadraticas, destacando as suas representacdes algébricas, tabulares e graficas.
Guiados pela teoria das situacdes didatica de Guy Brousseau e fazendo uso de
alguns pressupostos da teoria de representacfes semidtica de Raymond Duval, foi
desenvolvida uma intervencdo de ensino que se compunha de aulas tradicionais
expositivas, questionarios e um roteiro pratico para o esboco de graficos, tanto no

papel quanto no computador.

Fazendo uso desta intervencdo de ensino, nosso objetivo foi responder as

seguintes questdes:

a) O roteiro impresso contribuira para que o aluno perceba que € possivel
esbocar os gréficos das fungdes afins e quadraticas sem precisar recorrer a tabelas,
com inumeros valores?

b) Auxiliado pelo que foi apresentado no roteiro, em especial sob as
orientacdes para o tracado grafico - fazendo uso do GeoGebra -, o aluno foi capaz
de perceber o que os coeficientes de cada uma das fungbes consideradas

indicaram, sobre seu gréafico?
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Para responder as perguntas acima, contamos com a participacdo de um
grupo composto por 10 estudantes de escolas publicas que participavam do

Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo Cientifica Junior (PIBIC-JR).

Ao serem realizados 0s seis encontros, observou-se que o0 contrato
implicitamente estabelecido entre alunos e professor é do tipo em que o professor
fala, e os alunos escutam. Houve tentavas de se quebrar este contrato quando - vez
por outra - 0 professor fazia questionamentos, mas a turma ficava com receio de
responder. Nao se sabe o motivo, mas tudo indica, que era pelo fato do professor

em questao ndo ser o mesmo a que os alunos estavam acostumados.

Ainda, antes de se iniciarem as aulas do primeiro encontro, os alunos
responderam a um questionario, ao qual chamamos de Q1. No terceiro encontro,
outro questionario foi aplicado, o Q2. A intencdo era comparar este questionario e
ver até que ponto os alunos avancaram, em relacéo aos estudos das funcdes afins e
quadraticas e seus graficos. Notamos que houve um consideravel avanco, mas no
que se refere a percepcdo da alteracdo que sofre o grafico das funcbes
consideradas - quando se modifica seus coeficientes - ainda ficou a desejar.

Problemas envolvendo func¢des polinomiais do 1° e 2° grau também foram
contemplados nestes questionarios. Notou-se que ao responder o Q1, os alunos
tiveram uma preocupacdo maior, de resolver todos os itens. O mesmo né&o
aconteceu no Q2, o que dificultou a andlise, que daria um resultado sobre, se houve,

guanto houve, ou se ndo houve, aprimoramento.

Nos trés ultimos encontros houve a intervencdo de ensino, mediada pelo
roteiro, para esbhogo de graficos. Estas considerac¢des séo feitas inicialmente para o
tracado de graficos no papel. Depois, as mesmas consideragdes foram utilizadas em
um programa de geometria dindmica para constru¢cbes de graficos e figuras

geométricas, o GeoGebra.

Este aplicativo possibilitou ao grupo a confirmacéo dos graficos anteriormente
esbocados e a percepcao da influéncia dos coeficientes das funcdes sobre seus

graficos. Questdes sugeridas no roteiro em que dado o grafico para que se encontre



102

a funcdo que o define também foram facilmente resolvidas com o auxilio do
GeoGebra.

Notamos que a substituicio de um contrato didatico tradicionalista por um
novo contrato - que propicia a participagdo dos alunos e a interacédo entre eles, o
professor e 0 meio colaborou — levou a alcancar resultados positivos de quase tudo
0 que se propunha ensinar: esboco de graficos e a relacdo dos coeficientes de cada
funcdo com sua forma grafica. Os alunos sairam de um meio que tinha como

instrumentos o quadro e giz, para um meio informatizado.

Os resultados da eficiéncia do roteiro foram comprovados com a aplicacéo de
um terceiro, e Ultimo, questionario (Q3). Desta vez, houve precisdo na construcao da
reta (representacdo grafica da funcéo afim), da pardbola (representacdo gréfica da
funcdo quadratica) e na determinacdo de seus conjuntos imagens, algo que em
atividades anteriores deixaram a desejar. Situacdes que se pedia o contrario, dado
o grafico determinar a funcdo, também foram plenamente resolvidas, e o0s

comentarios sobre a influéncia dos coeficientes de cada tipo de funcéo, satisfatorios.

Desta forma, chegou-se a conclusdo de que as duas perguntas, as quais
pretendiamos responder, através desta pesquisa, obtiveram respostas positivas. Isto
comprova que o entendimento sobre as representacfes graficas de funcbes reais
pode ser feito, tanto no papel, apesar de mais dificultosa, quanto aquela que é

realizada no computador.

Algo que nao foi abordado nesta pesquisa, mas que poderia ser considerado
por futuros pesquisadores, é a questdo de resolver equacdes e sistemas de
equacdes, fazendo uso de um software de geometria dindmica, como por exemplo, 0

GeoGebra. Roteiros podem ser desenvolvidos para este fim.

Assim, espera-se que este trabalho contribua na éarea de Ensino de
Matematica, no que se refere ao esbogo de graficos de func¢des afins e quadraticas e
na compreensdo da relacdo existente, entre os coeficientes das funcdes afins e
quadraticas com suas posic¢des gréaficas, desde a etapa final do Ensino Fundamental

até o nivel médio.
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APENDICES

APENDICE A — FUNCAO AFIM

1 O Gréfico da Funcao Afim € uma Reta

O fato do grafico de uma funcdo afim ser uma reta fica algebricamente
demonstrado quando tomamos trés pontos distintos pertencentes a esta funcao e

verificamos que estéo alinhados.

Tomando como referéncia a figura abaixo, temos que os pontos P = (Xg, Y1), Q
= (X2, ¥2) € R = (X3, y3) pertencentes ao grafico da funcdo f(x) = ax + b estardo
alinhados se, e somente se, d(P, R) = d(P, Q) + d(Q, R).

Figura 25: Trés pontos sobrearetay =ax +b

d(P,R) = s.-"l":x1 — x3) + (yy — y3)?

Q = J(x;— x9)%+ [ax; —b— (ax;— b)]?

f 2
=1‘||'I:x1— x3}2+ {axl— ﬂxa}

Fonte: Santos, 2012 [ 3
=1‘||(x1— x3)? + @* (g - x3)

= \-"I(ﬂz + Dxy— x3)% = (2, — x3Wa®+ 1.

Com célculos semelhantes encontramos

d(P, Q} = \-'a(x1_ xz}: + (}’1 - }’2}2 = (xl - xz}\"ﬂ: +1

d(Q,R) = \/(x;— x3)*+ (2 — y3)* = (xp— xzlVa® + L.

Logo,

al+ 1

d(P,0) + d(Q,R) = (x1— x5)4/ a2+ 1

+ (x3— x3)y/ 1
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= (x; — x3)va?+ 1 =d(P,R).
Portando, temos que os pontos P, Q e R sao colineares.

2 Condicao Para Crescimento e Decrescimento

Uma funcgédo f: A — B é dita crescente quando

X1 > X2 = f(X1) > f(X2), VX1, X2 € A.
A mesma funcéo é decrescente se

X1 > X = f(X1) < f(X2), VX1, X2 € A.

Sendo assim, vamos analisar as condi¢cdes para que uma funcao real do tipo

f(x) = ax + b, com a # 0, seja crescente ou decrescente.

o Crescente: Considere X3, X, € # tais que X3 > Xp. Segue-se com isto que X; -

X2> 0.
Resolvendo a desigualdade f(x1) > f(x2), temos
f(x1) -f(x2) >0 < ax;+b—-(ax2+b)>0 = axstb—-ax;-b>0 <
axy—axy >0 <al(xp—x2)>0.

Visto que x; - X2 >0, a Unica possibilidade do produto a(x; — Xz) ser positivo é

0 coeficiente a ter o mesmo sinal de x; — X, , ou seja, a > 0.

Portanto, a funcéo afim é crescente se, e somente se, a > 0.
o Decrescente: Nas mesmas condi¢cdes para x; € X, do caso anterior,
temos que

f(x) -f(x2) <0 <= axg+b—-(ax2+b)<0 = axy+tb—-ax;-b<0 <
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ax;—axXy <0 < alxp—x2)<0.

Visto que X1 - X2 >0, a Unica possibilidade do produto a(x; — X») ser negativo é

o coeficiente a ter sinal contrario ao de x; — X, , ou seja, a < 0.

Portanto, a funcéo afim é crescente se, e somente se, a < 0.
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APENDICE B — FUNCAO QUADRATICA

1 Forma Canobnica

A forma candnica da funcdo quadratica € outra maneira de escrever a
expressao f(x) = ax2 + bx + ¢, onde a # 0. Esta representacéo é de ajuda pratica para

o célculo das raizes da funcao do 2° grau e do veértice da parabola.

Dada a expressédo f(x) = ax2 + bx + ¢, a primeira coisa a fazer € colocar o

coeficiente de x2 em evidéncia:

flz) =a (;rz + E:r-l— 5)

a

o ] 2
Feito isto, somamos e subtraimos um termo ¥ de tal forma que

Syr = Py = 2 2 _ O
V=TTV T y_riaz.
Logo,
5 B b ¥oooc
f{.’r}=ﬂ(.1‘ +E$+E_E+E

Fatorando as trés primeiras parcelas que, segundo a soma que fizemos,

€ um quadrado perfeito.

b2 c

- _|_ — )
Somando as outras duas parcelas 4a? = a e colocando o sinal

negativo em evidéncia, temos que

(- 2) -228)
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A expressao a cima é a Forma Canoénica da funcdo quadratica.

2 Raizes

Para encontrar as raizes da funcdo quadrética, faremos uso da sua forma

canonica. Distribua a dentro do parénteses:

)2_ b2 — dac

o wa(es t)

A expressao b*> — 4ac é chamada de discriminante da equacdo do 2° grau e &

representada pela letra grega A(delta maidscula).

Assim, podemos também escrever a funcao f(x) = ax2 + bx + ¢ como:

f{r}=a(r+%)zf$

Fazendo f(x) = 0, tem-se

(+b)2 d—ﬂ_—,&(+b)2—d_—,s(+b)z—d .
\ET 2 4a MW7 24 T g T T T
+b—+|I LN [Nl 4. /1
* Za__1.|42 V24~ T TF°F 2a

A quantidade de raizes reais de uma funcdo quadratica depende do valor

obtido para o radicando, denominado discriminante, a saber:

Quando A é positivo, ha duas raizes reais e diferentes,

—b — 4f4 e —b+ 44
T T 2T T

Quando A é zero, ha s6 uma raiz real,

Quando A é negativo, ndo ha raiz real.
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3 Vértice

Pelo o que foi exposto, temos que o X, € 0 ponto médio do segmento que une

as raizes x; e X, sobre o eixo - X. Logo,

5
o
5

[*]

Ba |

(— b— VA (-b «E}) _

2z

o]

I

Il

b |

!
B2
=
[

-
(]

E para obtermos y,, basta calcular f(x,). Apos alguns calculos obtemos:
—A

Y= yn

Portanto, o vértice da pardbola € um ponto cujas coordenadas sao
—b —A
V= (_,_).
Z2a 4a
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APENDICE C - GEOGEBRA

GeoGebra é um programa matematico desenvolvido pelo austriaco Markus
Hohenwarte, que possibilita fazer construcbes geométricas (pontos, vetores,
segmentos, retas, poligonos e outros) de modo “aleatério” e até mesmo daquelas
que exigem a precisdo de régua e compasso. Além disso, este software permite a

visualizacao de gréaficos de funcdes a partir de expressdes algébricas.

Sendo o GeoGebra € um programa gratuito, ele pode ser instalado em
qualquer computador, sem complicagbes. Pode ser adquirido no site oficial do
GeoGebra (http://www.geogebra.org/cms) e distribuido e transmitido a outros para

fins ndo comerciais.

Além do programa completo para instalar em sua méaquina, o site ainda
disponibiliza, gratuitamente, uma versdo portati que pode ser usada em
computadores que ndo possuem permissdo para que qualquer pessoa instale
programas, 0 que normalmente ocorre em computadores de Lan-houses ou
computadores de laboratérios escolares. Para usar a versdo portétil, basta salva-la
em um diretério qualquer e dar um duplo cliqgue no programa que ele abrir4 pronto

para O uso.

Caso o leitor ndo queira ou ndo possa baixar nenhuma dessas versoes, se
tiver um computador com Internet, ele, ainda, podera utilizar a versdo on-line

bastando acessar o link: http://www.geogebra.org/webstart/geogebra.html.

O site oficial do GeoGebra disponibiliza também um material de estudos que
ensina 0 passo a passo para as manipulacdbes no programa no link:

http://www.geogebra.org/cms/pt_BR.
1 Ferramentas Basicas

Ao iniciar o programa € mostrada a interface do GeoGebra que é composta

por uma barra de ferramentas, uma janela de algebra e uma janela geométrica.
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Na barra de ferramentas se encontra os menu: Arquivo, Editar, Exibir,
Opcdes, Ferramentas, Janela e Ajuda, além de um conjunto de botdes que

compdem as ferramentas basicas para o trabalho no software.

Figura 26: GeoGebra

¥ GeoGebra [F=8E=E =
Menus == srquiyo Editar Exibir Disposicies Opges Ferramentas Janela Ajuda
" A i . @ P/—q . ) -2
Botes % ] e | /7 "df’—; ;;‘.7 | I\.'/v . | LY ABCT . &) ‘%’ Ir_-J»>
Janela de Algebra[x]([=)(x] |Janela de Visualizagio BlER
Objetos Livres
Objetos Dependentes
a4
Janela AlZEDNICe m——— .
Area de Trabalho
249 /
Janela Geométrica £
o
2 0 2 4
2 4
Campo de Entrada — Ciada | @
Fonte: Santos, 2012

2 Botbes e menus

[:]

é a ferramenta mais utilizada nesta interface.

Mover - Esta ferramenta nos permite arrastar e selecionar objetos. Esta

A
L] . . . -
u Novo ponto - Cria um novo ponto ao ser selecionado e clicado na area

de trabalho (janela de visualizagdo) ou sobre objetos (retas ou curvas) e intersecgoes.

~
u Retas definida por dois pontos - Cria uma reta passando por dois

pontos. Para isto, basta clicar sucessivamente sobre os pontos desejados.
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hY

Reta perpendicular - Cria uma reta perpendicular a outra reta ja

existente na area de trabalho. Para isto, clica-se na area livre da area de trabalho e

depois sobre q reta a qual deseja o perpendicularismo.

=
*—2 poligono - Cria poligonos com a quantidade de lados que desejar. Ao
selecionar esta ferramenta, fazem-se ligacdes sucessivas entre seus vertices

lembrando-se que o poligono se fecha ao clicar sobre o primeiro vértice.

L]

E

“ Circulo definido pelo centro e um de seus pontos - Cria um circulo
com centro e raio que desejar. O primeiro clique marca o centro e o0 proximo sera um
ponto do circulo que define a medida de seu raio.

©)
~—s Elipse - Com esta ferramenta vocé podera construir uma elipse

selecionada a principio seus focos e depois um ponto pertencente ao seu traco.

\—*/ Angulo - Identifica a angulo formado entre duas retas ou semi-retas.
Ou, pode-se construir um angulo através de trés pontos distintos onde o primeiro é o
inicio do angulo a ser medido, o segundo ponto sera o vértice do angulo e o terceiro

ponto indicara o valor do angulo.

M Reflexdo em relacdo a uma reta - Reflete um ponto ou um objeto
sobre uma reta. Para tanto, clique sobre o objeto desejado e logo apds, a reta sobre

a qual deseja a reflexao.

a=2

7 Seletor - Cria-se um segmento com um ponto que se movimenta sobre
ele. Geralmente este ponto serve de parametro para coeficiente de funcdes

matematicas.
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\—7/ Deslocar eixos - Desloca a area de trabalho ou os eixos coordenados,

auxiliando assim na visualizacao de objetos na janela geométrica.

Os menus do GeoGebra seguem a mesma légica de padrédo de programas ja
bem conhecidos, como o Word, por exemplo. Clicando na op¢cdo AJUDA disponivel
no menu Ajuda, vocé abrirdA uma pégina com instrucdes, exemplos e dicas do
GeoGebra.

No GeoGebra, assim como em varios outros programas, um clique do botéo
direito na area de trabalho abre uma pequena janela de configuracdo. Esta janela,

denominada Janela de Visualizacdo, mostra as seguintes opcoes:

Figura 27: Janela de Visualizagéo

Janela de Visualizagao

] Eixos

2 Mmalha

& Zoom >
EixoX : EixoY 4

Exibir Todos os Objetos
Visualizacao Padrao

[%] Janela de Visualizac3o ...

Fonte: Santos, 2011

Opcdes
Eixo: Esconde ou mostra os eixos coordenados.
Malha: Esconde ou mostra uma grade (quadriculado) no sistema cartesiano.
Zoom: Aumenta ou diminui 0 zoom da tela, em porcentagem.
Eixo X: Eixo Y: Muda a escala dos eixos.

Exibir todos os Objetos: mostra todos 0s objetos que estavam invisiveis.
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Visualizagao padrao: O sistema de eixo volta para a escala inicial.
Janela de Visualizacdo: Modifica as propriedades da janela de visualizagao.
2 Janela Geométrica e Janela de Algebra

O GeoGebra € composto de duas partes principais denominadas,

respectivamente, Janela Geométrica e Janela de Algebra.

A Janela Geométrica, também chamada de Janela de Visualizacdo ou Area
de Trabalho, é a regido onde séo visualizados os objetos construidos, por exemplo:
pontos, retas, graficos de funcdes, circunferéncias, etc.

Na Janela de Algebra sdo mostradas informacdes algébricas dos objetos que
estdo na janela de visualizac&o. Clicando com o botdo direito do mouse sobre um
objeto qualquer ilustrado na Janela de Algebra é possivel visualizar e ditar

propriedades.

Caso seja interesse, a Janela de Algebra ainda pode ser ocultada, clicando no
menu Exibir , localizado na barra de menu, e marcando ou desmarcando a opc¢ao
Janela de Algebra. Além disso, ela pode ser posicionada & esquerda na vertical ou

abaixo horizontal, clicando no menu Exibir e selecionando Divisao Horizontal.

Um item de entrada muito importante, além da Janela Geométrica, € a Caixa

de Entrada, onde é possivel digitar a expressoes.
3 Operacdes e Func¢des Definidas no GeoGebra

O interpretador de funcdes deste programa foi projetado para reconhecer a
maior parte das operacdoes e funcdes elementares. Essas operacdes e fungdes sao
introduzidas pelo usuario por meio da caixa de entrada. A seguir apresentamos

referéncias a operacdes e funcdes para o GeoGebra:



Tabela 10: Operacbes Elementares

Operacodes Elementares

Expr.
GeoGebra Descricao Matematica
a+b Soma entre os valoresde aeb a+hb
a-b Diferenca entre os valores deaeb a-b
a*b Multiplicac&o entre os valoresde ae b a.b
a/b Diviséo entre os valoresde ae b a:b
a™b Poténcia de a elevado a b a’
Fonte: Apostila do Novos talentos — UFAL
Tabela 11: Constante
Constante
Expr.
GeoGebra Descricao Matematica
pi Valor 3,141592654... T
e Valor 2,718281828... e
Fonte: Apostila do Novos talentos — UFAL
Tabela 12: Fungdes Elementares
Funcdes Elementares
Expr.
GeoGebra Descricao Matematica
abs(x) Valor absoluto de x x|
sqrt(x) Raiz de x VX
In(x) Logaritmo natural de x In x
log(x) Logaritmo na base 10 de x log x
sin(x) Seno de x sen X
cos(x) Cosseno de x COS X
Tan(x) Tangente de x tan x

Fonte: Apostila do Novos talentos — UFAL
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Mais operacdes, fun¢des e comandos matematicos do GeoGebra podem ser
obtidos nas caixas localizadas do lado direito da caixa de entrada.

Figura 28: Constantes

a v Comando ... v

L]
4

Fonte: Apostila do Novos talentos — UFAL
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ANEXOS

ANEXO A-Q1

Universidade Federal de Alagoas - UFAL
Programa de Pos-Graduacao em Ensino de Ciéncias e Matematica — PPGECIM

Instituto de Matematica — IM

DADOS PESSOAIS

1. Nome:
2. ldade:

DADOS EDUCACIONAIS

Nome da Escola:

Que série voce faz:

Ja repetiu 0 ano alguma vez?

Se sim, diga que série e quantas vezes?

ok w0 N PE

Qual a disciplina que vocé sente mais dificuldades em aprender e por qué?

COM BASE NOS SEUS CONHECIMENTOS ESCOLARES, RESPONDA:

1. Expliqgue com suas palavras:

a) O que vocé entende por funcao? Dé exemplos.



b)

d)
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O que vocé entende por dominio, contradominio e imagem de uma fungédo?
Exemplifiqgue cada conceito.

Quais sao as formas de se representar uma funcéo?

Sobre o gréafico da fungéo f(x) = 3x + 1, responda:

O seu grafico é uma linha curva ou uma reta?

Faca um esboco deste grafico e determine seus conjuntos dominio e imagem.
A funcéo dada assume valor maximo (maior que todos) ou valor minimo (menos
que todos)?

A funcdo é crescente ou decrescente. Justifique sua resposta.

Sobre o grafico da fungéo f(x) = x2 - 1, responda:

O seu grafico é uma linha curva ou uma reta?

Faca um esboco deste grafico e determine seus conjuntos dominio e imagem.
A funcéo dada assume valor maximo (maior que todos) ou valor minimo (menor
que todos)?

A funcdo é crescente ou decrescente. Justifique sua resposta.

4. A academia "Fiqgue em Forma" cobra uma taxa de inscricdo de R$ 80,00 e uma

mensalidade de R$ 50,00. A academia "Corpo e Saude" cobra uma taxa de
inscricdo de R$ 60,00 e uma mensalidade de R$ 55,00.

a) Determine as expressoes algébricas das funcdes que representam os gastos

acumulados em relagéo aos meses de aula, em cada academia.

b) Qual academia oferece menor custo para uma pessoa que pretende "malhar"

durante um ano? Justifique, explicitando seu raciocinio.

5. Imagine que a trajetéria de uma pedra lancada ao ar seja um trecho de parabola

dada por: y = -5x*+ 20x , com x e y em metros. Pede-se:

a) O grafico que descreve a trajetoria da pedra.

b) A altura maxima atingida pela pedra.

c) O deslocamento horizontal da pedra quando ela estiver a altura de 10 m?



121

ANEXO B - Q2

Universidade Federal de Alagoas - UFAL
Programa de Pos-Graduacao em Ensino de Ciéncias e Matematica — PPGECIM

Instituto de Matematica — IM

Nome:

VERIFICAQAO DE APRENDIZAGEM
1. Explique:
a) O que vocé entende por funcédo? Dé exemplos.
b) O que vocé entende por dominio, contradominio e imagem de uma funcéo?
Exemplifique cada conceito.

c) Quais sao as formas de se representar uma funcéo?

2. Dada a funcéo f(x) = 5x - 2, determine o que se pede:
a) Seu grafico e os conjuntos dominio e imagem.
b) Esta funcao é crescente ou decrescente? Justifique sua resposta.
c) Qual é a condicdo para que uma fungéo do tipo f(x) = ax + b, com a # 0, seja
crescente ou decrescente?
d) Dada uma funcao do tipo f(x) =ax + b (a # 0) em gque pontos seu grafico corta

0s eixos coordenados, isto €, o eixo - OX e o eixo - OY?

3. Dada afuncgéo f(x) = - 2x2 + 2, determine o que se pede:
a) Seu grafico e os conjuntos dominio e imagem.
b) Esta funcdo assume um valor maximo (maior que todos) ou um valor minimo
(menor que todos)?
c) ldentifigue (obtenha) o vértice V= (Xv, Yv) e o eixo de simetria da parabola
representada por y=f(x).
d) Para uma funcéo do tipo f(x) = ax2 + bx + ¢ (a # 0) qual o significado grafico

do coeficiente do termo que carrega x2 ? E do termo independente c?
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e) Dada uma fungéo quadratica, f(x) = ax2 + bx + ¢ (a # 0), seu grafico sempre
intersecta (corta) os eixos coordenados, isto é, os eixos OX e OY? Justifique
sua resposta.

f) Quando intersecta (corta) o eixo OX qual o significado disto, 0 que representa

o(s) valor(es) de x ?

4. Esboce em um mesmo plano cartesiano os graficos das funcdes
fx)=x2 -2x +3e g(x)=-2x + 1.
Feito isso, determine os valores de x para 0s quais se tem:
a) f(x) <g(x) b) f(x) = 9(x) c) f(x) > g(x)

5. O valor de uma moto nova é de R$9.000,00 e, com 4 anos de uso, é de
R$4.000,00. Supondo que o preco caia com o tempo, segundo uma linha reta,

qual é o valor dessa moto com 1 ano de uso?

6. Suponha que o consumo de um carro para percorrer 100km com velocidade de x
km/h seja dado por
C(x) = 0,006x2 - 0,6x + 25.

Para qual velocidade este consumo € minimo?
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ANEXO C - Q3

Universidade Federal de Alagoas - UFAL

Programa de Pos-Graduacao em Ensino de Ciéncias e Matematica — PPGECIM

Instituto de Matemética — IM

Nome:
Data: / /2011
VERIFICAQAO DE APRENDIZAGEM
1. Fazendo uso do método apresentado no roteiro pratico “Esbogco Grafico —

Funcdo Afim e Quadratica”, esboce os graficos das fungdes abaixo e
determine o conjunto imagem de cada uma:

a) f(x)=3x-9 b) f(x) =- 5x c)f(x)=-x+5 d) f(x) :g
2. Levando em consideracao o grafico da fungéo do tipo f(x) = ax + b, com a # 0,

responda:

a) O que acontece com a fungcdo ao passo que variamos o0 seu coeficiente

angular “a”?

b) E se variarmos o coeficiente linear “b™?

3. Fazendo uso do método apresentado no roteiro pratico “Esbogco Grafico —
Funcdo Afim e Quadratica”, esboce os graficos das fungdes abaixo e
determine o conjunto imagem de cada uma:

a) fx)=x2-1 b) f(x) =x2-2x+4 c)f(x) =-x2+7x—-12 d) f(x)
=-2x?

4. Levando em consideracao o grafico da funcéo do tipo f(x) = ax2 + bx + ¢, com

a # 0, responda:

a) O que acontece com esta funcdo quando variamos o seu coeficiente “a”?
b) E se variarmos os coeficientes “b” e “c”?

5.

Dados os graficos abaixo, encontre as funcdes que os define:
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b)

w Y

Comparando a maneira de construcdo de graficos das funcbes afins e
qguadraticas que vocé aprendeu na escola com a apresentada no roteiro
(livrinho), qual vocé prefere? Por qué?

Acredita que o roteiro para construcao de gréficos contribuiu para seu para o
seu aprendizado? Por qué?

Sugestdes e criticas que contribuam para a melhoria do roteiro para o esboco
de graficos.





