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Resumo

O objetivo desta dissertacao é apresentar uma demonstracao de R. Reilly
para o Teorema de Alexandrov. O teorema estabelece que

As unicas hipersuperficies compactas, conezas, de curvatura média
constante, mergulhadas no espaco Fuclidiano sao as esferas.

O teorema de Alexandrov foi provado por A. D. Alexandrov no artigo
Uniqueness Theorems for Surfaces in the Large V, publicado em 1958 pela
Vestnik Leningrad University, volume 13, nimero 19, péginas 5 a 8. Em
sua demonstracgao, Alexandrov usou o famoso Principio de Tangéncia, intro-
duzido por ele no citado artigo.

No ano de 1962, M. Obata demonstrou em Certain Conditions for a Rie-
mannian Manifold to be Isometric With a Sphere, publicado pelo Journal of
Mathematical Society of Japan, volume 14, paginas 333 a 340, que uma var-
iedade Riemanniana M, compacta, conexa e sem bordo, é isométrica a uma
esfera, desde que a curvatura de Ricci de M satisfaca determinada limitacao
inferior. Este teorema resolve o problema de encontrar as variedades que
atingem a igualdade na estimativa de Lichnerowicz para o primeiro auto-
valor.

Em 1977, R. Reilly, no artigo Applications of the Hessian Operator in a
Riemannian Manifold, publicado no Indianna University Mathematical Jour-
nal, volume 23, paginas 459 a 452, demonstrou uma generalizacdo do Teorema
de Obata para variedades compactas com bordo. Como exemplo da técnica
desenvolvida nesta demonstracao, ele apresenta uma nova demonstracao do
Teorema de Alexandrov. Esta demonstracao, bem como as técnicas envolvi-
das, sao o objeto de estudo deste trabalho.

Palavras Chave: Geometria diferencial; Laplaciano; Hipersuperficies; Cur-
vatura média; Curvatura de Ricci; Alexandrov, teorema de; Obata, teorema
de; Variedade riemanniana compacta.



Abstract

The goal of this dissertation is to present a R. Reilly’s demonstration of
the theorem of Alexandrov . The theorem states that

The only compact hypersurfaces, conected, of constant mean curvature,
immersed in Fuclidean space are spheres.

The theorem of Alexandrov was proved by A. D. Alexandrov in the ar-
ticle Uniqueness Theorems for Surfaces in the Large V, published in 1958
by Vestnik Leningrad University, volume 13, number 19, pages 5 to 8. In
his demonstration, Alexandrov used the famous Principle of tangency, intro-
duced by him in that article.

In the year 1962, M. Obata shown in Certain Conditions for a Rieman-
nian Manifold to be isometric With the Sphere, published by the Journal of
Mathematical Society of Japan, volume 14, pages 333 to 340, that a Rieman-
nian Manifold M, compact, connected and without boundary, is isometric to
a sphere, since the Ricci curvature of M satisfies certain lower bound. This
theorem solves the problem of finding manifolds that reach equality in the
estimate of Lichnerowicz for the first eigenvalue.

In 1977, R. Reilly, in the article Applications of the Hessian operator
in a Riemannian Manifold, published in Indianna University Mathematical
Journal, volume 23, pages 459 to 452, showed a generalization of the Obata
theorem for compact manifolds with boundary. As an example of the tech-
nique developed in this demonstration, he presents a new demonstration of
the theorem of Alexandrov. This demonstration, as well as the techniques
involved are the object of study of this work.

Keywords: Differential geometry; Laplacian; Hypersurfaces; Mean cur-
vature; Ricci Curvature; Alexandrov, theorem of; Obata, theorem of;, Com-
pact riemannian manifolds.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao é apresentar uma demonstracao de R. Reilly
para o Teorema de Alexandrov. O teorema estabelece que

As unicas hipersuperficies compactas, conezas, de curvatura média
constante, mergulhadas no espaco Fuclidiano sao as esferas.

O teorema foi provado por A. D. Alexandrov em [1]. Em sua demon-
stragdo ele usou o famoso Principio de Tangéncia, introduzido por ele no
citado artigo.

Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao m e R o seu tensor
curvatura. A curvatura de Ricci de M em p na direcdo de um vetor unitario
x € TyM é definida por

1

Ric,(z) = . tr(y — R(x,y)x).

O tensor de Ricci é a aplicagdo Ric : (M) x X(M) — D(M) definida por
Ric(X,Y) = tr(Z — R(X, Z)Y).

Sejam M™ e M™ variedades Riemannianas com conexdes V e V, re-
spectivamente. Sejam z : M — M uma imersao isométrica e U C M um
aberto de M tal que z|y ¢ um mergulho. Sejam X(U) e X(U)* os conjuntos
dos campos de vetores definidos em U que sdo tangentes e normais a M,
respectivamente. Seja B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por

B(X,Y) = (VgY)*

a aplicacdo bilinear associada a segunda forma fundamental de z, para X e
Y extensoes de X,Y € X(U). Se {ey,...,en} é uma base ortonormal para
T,M e {e1,...,em,n} é uma base ortonormal para T,M, entdo a curvatura
média H da imersdo x é definida por



Seja D(M) o conjunto das fungoes f : M — R que possuem derivadas
continuas de todas as ordens. O gradiente de f, denotado por V f, é o unico
campo de vetores que satisfaz a equagao

Xf=(VfX), VXexM).
A divergéncia de um campo de vetores X € X(M) é definida por
divX =tr(Y — Vy X).
O Laplaciano Af de f é definido por
Af =div(Vf).

Variando f sobre D(M), obtemos um operador A : D(M) — D(M),
denominado Laplaciano de M. Um numero real A é dito um autovalor de A |
se existe uma fungao f € D(M), denominada autofuncao, tal que Af+A\f =
0.

Na demonstracao do Teorema de Alexandrov, necessitaremos do seguinte

Teorema 0.0.1 (Obata [11], 1962). Seja M uma variedade Riemanniana
de dimensdo m, compacta, sem bordo e conera. Suponha que o primeiro
autovalor nao-nulo do Laplaciano de M € dado por

)\1 =mkK.

Se a curvatura de Ricci na direcao do gradiente da autofuncao f, associada
ao autovalor A1, satisfaz

Ric,(Vf) = K|V f[?,

. , ., .1
entao M € isométrica a uma esfera de raio —.
VK
O Teorema de Obata classifica todas as variedades Riemannianas com-
pactas, sem bordo e conexas que satisfazem a igualdade da estimativa de
Lichnerowicz, a saber:

Teorema 0.0.2 (Lichnerowicz [8],1958). Seja M uma variedade Riemanni-
ana de dimensdo m, compacta, sem bordo e conexa. Seja f € D(M) uma
autofuncao do Laplaciano de M correspondente ao primeiro autovalor nao-
nulo, isto €,

Af=—=Mf, M #0.



Suponha que a curvatura de Ricci de M na direcao do gradiente de f €
limitada inferiormente por

Ric,(Vf) > K|V f[?
para todo p € M e para alguma constante K > 0. Entao
)\1 Z mi.

Em 1977, R. Reilly, no artigo [13], demonstrou uma generalizagdo do
Teorema de Obata para variedades compactas com bordo. Como exem-
plo da técnica desenvolvida nesta demonstracdo, ele apresenta uma nova
demonstracao do Teorema de Alexandrov. Esta demonstracdo, bem como as
técnicas envolvidas, sdo o objeto de estudo deste trabalho.

A demonstragdo do Teorema de Alexandrov aqui apresentada, utiliza uma
versao integral da férmula de Ricci-Bochner-Lichnerowicz desenvolvida por
Reilly no artigo citado, a saber:

Teorema 0.0.3 (Férmula de Reilly, [13]). Seja D uma variedade Riemanni-
ana de dimensao m + 1 cujo bordo € dado por uma variedade Riemanniana
M de dimensao m. Seja f € D(D) satisfazendo o problema de Dirichlet

Af=gemD
e
f=wuem M.
Entao
m 9 9 - .
— [ ¢ > Hf—l—/fA u—l—/ hauau—l—/Rl(:Vf,Vf,
m—l—l/p v A M Maﬂzz1 pRete D ( )

onde H e hopz denotam a curvatura média da seqgunda forma fundamental de
M com respeito ao mnormal n apontando para o exterior (de M) e Ric € o
tensor de Ricci de D. Além disso, a igualdade vale se, e somente se,

o 9%‘
fi = m—+ 1

em D.

A demonstragdo do Teorema de Alexandrov, bem como dos resultados
preliminares, encontram-se em [7]. A demonstragao da férmula de variacdo de
comprimento de arco e dos teoremas de Lichnerowicz e Obata foram baseadas
em [4].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os requisitos necessérios para a compreensao
dos resultados principais desta dissertacao, a saber, os teoremas de Alexan-
drov e Obata. Salvo mengado contraria, os resultados apresentados aqui
encontram-se demonstrados em [6]. Ao longo de todo este trabalho, a palavra
diferencidvel significard possuir derivadas continuas de todas as ordens.

1.1 Variedades Diferenciaveis e Campos de
Vetores

Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicagoes injetivas x, : U, C R"™ — M, definidas em abertos U,
de R™, satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) Uax(Ua) = M:

(ii) Para todo par de indices a, 3 tais que x4(U,) Nx5(Us) = W # 0, os
conjuntos x;' (W) e x, (W) sio abertos de R" e as aplicacdes x30x, !

(W) — x5! (W) sdo diferencidveis;

Xa

(iii) A familia {(Xqa,Ua)}a ¢ maximal com esta propriedade.

A familia {(x,,U,)}a recebe o nome de atlas. Cada (x,,U,) é denomi-
nado carta ou parametrizacao ou ainda sistema de coordenadas. O conjunto
X (Uy) €é chamado vizinhanga coordenada de cada ponto p € x4(U,).

Observemos que o conjunto © = {x,(U,); U, C R™ é aberto} define uma
topologia em M que torna todas as aplicagoes x, homeomorfismos.

Observacao 1.1.1. Durante toda esta dissertacdo, diremos que uma var-
iedade diferenciavel M é compacta se M é um espaco topoldgico compacto.
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Figura 1.1: Representacao geométrica da definicao de variedade.

Diremos ainda que M é uma variedade sem bordo se OM = (), onde OM ¢é a
fronteira de M.

0]
s Yy
\ f(p)
X Y
Y5 o fox,
—_—
D <O -

Figura 1.2: Representacao geométrica da definicdo de funcao diferencidvel.

Sejam M™ e N" duas variedades diferenciaveis de dimensao m e n, com
respectivos atlas {(xa,Ua)} € {(y35, V3)}. Dizemos que uma aplicacao
f: M — N é diferencidvel se as aplicacoes

¥ o foxq:x,' (Us) CR™ = y5'(Vs) CR" (1.1)

sao diferencidveis para todos « e . A aplicagao (1.1) é chamada expressao
de f nos sistema de cordenadas X,,ys. Dizemos que f ¢ um difeomorfismo
se a expressao em coordenadas de f for um difeomorfismo para todos «, 3.

Definicao 1.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacao difer-
encidvel o : (—e,e) — M € denominada curva (diferencidvel) em M. Sejam

9



p = a(0) e D(M) o conjunto das fungoes diferencidveis de M em R. O vetor
tangente a curva o emt =0 € a aplicacao

&(0) © D(M) — R

P dfea)
dt t=0
Com o intuito de simplificar a notacdo, escreveremos 3 no lugar de
Uj

O(fox L ..
g, onde x é uma parametrizacdo de M em uma vizinhanca coorde-

ou;
nada. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p é um espago ve-
torial denominado espaco tangente a M em p, o qual denotaremos por T,M.
O conjunto TM = {(p,v);p € M e v € T,M} é uma variedade diferencidvel
de dimensao 2m, denominada fibrado tangente.

Sejam M e N variedades diferencidveis. Uma aplicacao ¢ : M — N é
dita uma smersao se dp, : T,M — T, N for injetiva para todo p € M. Se,
além disso, ¢ for um homeomorfismo sobre (M) C N, entao dizemos que ¢
¢ um mergulho. Se M C N e a inclusao i : M — N é um mergulho, dizemos
que M ¢é uma subvariedade de N.

Dizemos que uma variedade diferenciavel M é orientdvel se admite uma
estrutura diferencidvel {(U,,x4)} tal que, para todos «, com x,(U,) N
x(Us) # 0, a matriz da diferencial da mudanga de coordenadas x;* o xg
tem determinante positivo. Caso contrario, dizemos que M é nao-orientdvel.
Se M é orientavel, a escolha de uma parametrizacao satisfazendo a definicao
acima é chamada de orientacao de M e, neste caso, dizemos que M esta
orientada.

Definicao 1.1.2. Um campo de vetores X : M — TM em uma variedade
diferencidvel M™ de dimensao n € uma correspondéncia que a cada ponto
p € M associa um vetor em T, M.

Se considerarmos uma parametrizagao x : U C R"™ — M e definirmos os
campos de vetores

)
oy ¢ XU — TaU
P 5, ) =dxle),

entao é possivel escrever




Figura 1.3: Representacao de um campo de vetores em uma variedade.

onde cada a; : U C R" — R é uma funcdo em U e {ey,...,e,} é a base
canonica de R™.

Dizemos que X é diferenciavel se as funcoes a; forem diferencidveis para
alguma (e, portanto para qualquer) parametrizagao.

Uma outra interpretacao do conceito de campo de vetores pode ser dada
pela aplicagdo X : D(M) — D(M), definida por

0

Daqui por diante, a expressao “campo de vetores” significard campo difer-
encidvel de vetores. Também denotaremos por X(M) o conjunto de todos os
campos (diferencidveis) de vetores.

A interpretagdo de X como um operador em D(M) permite considerar os iter-
ados de X. Se X e Y sao campos de vetores diferencidveisem M e f: M — R
¢ uma funcao diferenciavel, podemos considerar as funcoes X (Y f) e V(X f).
O problema é que, na maioria das vezes, tais operagoes nao conduzem a
campos de vetores por envolverem derivadas de ordem superior a primeira.
Entretanto, a aplicacao

[ 0 X(M) x (M) — X(M)
(X,Y) — [X,Y]=XY -YX,

define um campo de vetores chamado colchete de X e Y. O colchete possui
as seguintes propriedades.

Proposicao 1.1.1. Se X.Y e Z sao campos de vetores em M, a,b sao
numeros reais e f, g sao funcoes diferencidveis, entao:

(a) [X,Y] ==Y, X] (anti-comutatividade);
(b) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + VY, Z] (linearidade);
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(c) [X,Y], Z]+ Y, Z],X]+[[Z, X],Y] =0 (identidade de Jacobi);
(d) [fX,g9Y]= fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y )X

1.2 Métricas Riemannianas

Sejam M uma variedade diferenciavel e p € M. Seja g, : T,M x T,M — R
um produto interno em 7, M. Variando p sobre M, defina g : X(M)xX(M) —
F(M), por

9(X,Y)(p) = g,(X(p), Y(p)),

onde F (M) denota o conjunto de todas as fungoes de M em R. Dizemos que
g € uma métrica Riemmaniana sobre M se g(X,Y) € D(M) para quaisquer
X,Y € X(M).

Seja x : U C R" — M uma parametrizacao em torno de p € M. Sejam

9] 0
{e1,...,e,} uma base de R" e 9. x(U) — TU dada por %(p) = dx,(e;).

Como todo campo de vetores X e X(x(U)) pode ser escrito da forma

- 0
X(p) = Zai(p)a—m(p), vemos que ¢g ¢ uma métrica Riemanniana se, e so-
i=1 !

mente se, as funcoes ¢;; : x(U) — R dadas por

g 0
sdo diferencidveis em x(U). Por sua vez, isto é equivalente a dizer que as
fungoes g;jox ™! : U — R sdo diferencidveis. As fungoes g;; sdo denominadas
expressoes da métrica Riemanniana (ou “os g;; da métrica”) no sistema de

coordenadas x : U C R® — M. Uma variedade diferencidvel munida de uma
métrica Riemanniana é denominada variedade Riemanniana.

Definicao 1.2.1. Sejam M e N variedades Riemannianas com métricas g e
h, respectivamente. Uma aplicagao diferencidvel f : M — N € uma isometria
local se

9(X,Y)(p) = h(dfp(X), dfy(Y))(f(p));

para todo p € M. Além disso, se f € um difeomorfismo, dizemos que f € uma
isometria.

Observagao 1.2.1. A definicdo acima introduz uma relagdo de equivaléncia
entre duas variedades Riemannianas. Ela diz que duas variedades isometricas
sao indistinguiveis do ponto de vista métrico. Isto significa que as medidas
como angulo, area, volume, comprimento e curvatura, definidas adiante, sao
idénticas em ambas as variedades.

12



Exemplo 1.2.1 (Variedades Imersas). Seja f : M" — N"t* uma imersao,
isto é, df, : TyM — Tyu N ¢é injetiva para todo p € M. Se N possui
uma métrica Riemanniana g entao podemos definir uma métrica em M por
h(X,Y)(p) = g(df,(X),df,(Y))(p), o que torna f : M — N uma isometria.
Tal aplicacao é denominada imersao isométrica.

Sejam M uma variedade diferencidvel e o : I — M uma curva difer-
enciavel. Um campo de vetores V sobre o é uma aplicagdo V' : I — T'M tal
que t — V(t)f é diferencidvel, qualquer que seja f € D(M). O campo de

0
vetores do ((‘315)’ denotado por fracdadt, é chamado campo de velocidades

de (ou campo tangente a) «

A restricdo de uma curva a um intervalo fechado [a, b] C I é denominada
segmento. Se M é uma variedade Riemanniana, entao podemos definir o
comprimento de um segmento por

L(a) = / ’ {g <f;‘ C;‘j) (t)} o

No restante do trabalho, inspirados pela notacao cldssica de produto interno,
abandonaremos a notacado g(X,Y’), que serd substituida por (X,Y’), exceto
quando houver possibilidade de confusdo.

Introduziremos agora a nogao de conexao Riemanniana. A conexao é uma
generalizacao da derivada covariante de superficies.

Definicao 1.2.2. Uma conexao Riemanniana, ou stmplesmente uma conexao,
em uma variedade Riemanniana M € uma aplicacao

Vo X(M)x X(M) —  X(M)
(X,Y) —  VxY

que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) VixtgvZ = fVxZ 4+ gVy Z;

(ii) Vx(Y + Z) = VxY + Vy Z;

(iii) Vx(fY) = fVxY + (X[)Y

(iv) VxY = Vy X = [X,Y]; (simetria)
(v)

para X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y. VxZ).

13



A proposicao a seguir estabelece a relagdo entre conexao e derivada co-
variante.

Proposicao 1.2.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e V sua conexao.
Entao existe uma unica correspondéncia que associa a cada campo de vetores

V' ao longo de uma curva ¢ : I C R — M um outro campo de vetores ——
ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V' ao longo de c, tal que:

D DV DW
(@) GV + W)=+
D DV
(b) a(fV) = ?;V + fﬂ’ onde [ € uma funcao diferencidvel em I;

(c) Se V' é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto €, V(t) =

DV
Y(C(t)), entao W = Vdc/th.

Observagao 1.2.2. Um campo de vetores V' é dito paralelo quando - 0.

Um conjunto {Ey, ..., E,} é dito um referencial para M se, para cada
p € M, o conjunto {FE1(p),..., En(p)} for uma base de T,M. Isto implica
que todo campo de vetores X € X(M) pode ser escrito da forma

X = i LL’iE,L',
=1

onde as fungdes x; sdo diferencidveis. Um referencial é dito ortonormal se
{E1(p),..., En(p)} for uma base ortonormal de T, M para cada p € M. Dize-
mos que um referencial é geodésico em p € M, se Vg, E;(p) = 0, para todo
i,j€{1,...,n}.

1.3 Curvatura

Definicao 1.3.1. O tensor curvatura ou, simplesmente, a curvatura R de
uma variedade Riemanniana M, € uma correspondéncia que associa a cada
par X, Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ = VxVyZ +VixyZ, 7 € X(M),

onde V € a conexao Riemanniana de M.
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A seguir, enunciaremos algumas das propriedades da curvatura.

Proposicao 1.3.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M goza
das sequintes propriedades:

(i) R € bilinear em X(M) x X(M), isto €,

R(fX +gY,Z) = [R(X,Z)+gR(Y,Z)
R(X,fZ+gW) = [R(X,Z)+gR(X, W),

com f,g € D(M), X,Y,Z,W € X(M);

(ii) Para cada X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) —
X(M) € linear, ou seja,

RIX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X, Y)W
RIX,)Y)(fZ) = [R(X)Y)Z,

com f € D(M) e Z,W € X(M);
(iii) (Primeira Identidade de Bianchi) Para quaisquer XY, 7 € X(M) vale

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y = 0.

Reescrevendo as propriedades acima, obtemos
Corolério 1.3.1. (a) (R(X,Y)Z, T)+(R(Y, Z)X, T)+(R(Z, X)Y,T) = 0;
(b) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T);
(c) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z);
(d) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z,T)X,Y).

Proposicao 1.3.2. Seja o um espago bidimensional do espago tangente T,M
e x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

_ (R@ya)
VIEPRlyP = (z,y)?

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

K(z,y)

Definicao 1.3.2. Sejam p € M e o C T,M um subespaco bidimensional.
O nidmero real K(z,y) = K(p,0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é
chamado de curvatura seccional de o em p.

15



A proposicao a seguir mostra que, numa variedade de curvatura seccional
constante, o tensor curvatura pode ser escrito de uma forma mais simples.

Proposicao 1.3.3. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de
M. Defina uma aplicagao trilinear R : XM x XM x XM — XM por

(R(X,Y)Z,T) = (X, Z)(Y,T) = (Y, Z)(X,T),

para todo X, Y, Z, T € XM. Entao M tem curvatura seccional constante
igual a Ky se, e somente se, R = KoR', onde R € a curvatura de M.

Sejam p € M e x um vetor unitario de 7T,M. Definimos a curvatura de
Ricci no ponto p na direcao de x por

Ric,(z) =

! . tr(y — R(x,y)x).

Se {e1,...,en_1,} é uma base ortonormal de 7,,M, entdo

1 n—1

Ric,(z) = " Z(R(:c, e;)x, e) = nil Z_:K(ac, e;).

1=1

A fungao Ric, : T,M — R é uma forma quadréatica associada a forma bilinear
simétrica
Ric, : T,M xT,M — R
(z,y)  — tr(z = Rz, 2)y).
Variando p sobre M obtemos um tensor Ric : X(M) x X(M) — D(M) dado

por
Ric(X,Y) = tr(Z — R(X, Z)Y).

Observemos que, se M tem dimensao 2, entao Ric, é a curvatura Gaussiana
de M em p. Além disso

Ric, () — 11 Ric(X, X)(p).

Exemplo 1.3.1. Se M é conexa e tem curvatura seccional constante igual
a K, entao

Ric,(z) =

16



1.4 Equacoes de Estrutura de Cartan

Nesta se¢do apresentaremos as equacoes de estrutura de Cartan, as
quais constituem parte importante do chamado método do referencial movel,
com o intuito de demonstrar a Férmula de Ricci-Bochner-Lichnerowicz. Esta
formula é parte importante na demonstracdo do Teorema de Lichnerowicz,
um dos resultados principais deste trabalho. Os calculos relacionados as
fémulas de Cartan s@o baseados em [5]. A parte relacionada & formas difer-
enciais pode ser encontrada em [9].

Sejam Iy, ... E,., I espacos vetoriais. Uma aplicaggow : Fyx---xF, — F
é dita r-linear quando satisfaz

w(vl, ey, Vi1, U4 + )\w/i,vi+1, .. '7U7") = w(vl, ey Ui—1, U4y Uity - - - 7Ur)

‘I‘)\W(Ul, <oy Vi1, Wi, Vig1, - - - JU’I“)'

Quando F' = R, dizemos que f é uma forma r-linear ou uma r-forma.

Sejam wy, ...,w, : ¥ — R funcionais lineares definidos num espago veto-
rial F de dimensao finita m. O produto exterior wi A ... Aw, : E" — R dos
funcionais wi, ..., w, é definido por

wi A Awe(v, .., v) = detfw;i(v))].
Sejam {ey, ..., e, } uma base para E e {dey,...,dey,} a base dual de E*.
Seja I = (i1,...,4,) € {1,...,m}". Denotaremos por de; o produto exterior

de; = deil VAR deir.

Proposicao 1.4.1. O conjunto {dep;I = (i1,...,ip) € {1,....,n}Pi1 <
... <ip} € uma base para o espago U,(E) das r-formas.

Sejam w = E ajwr uma r-forma e n = E bjw; uma s-forma. Definimos

I J
o produto exterior de w e 1 por

w/\nzzafbjwl/\w]:Zafbjwil/\.../\wir/\wjl/\.../\sz.
1.7 1.7

Sejam M uma variedade diferencidvel e U C M um aberto. Para cada
p € M considere w(p) : T,M x ...x T,M — R uma forma r-linear alternada.
Estendendo para campos de vetores em X(M ), obtemos a r-forma w : X(M)x
... X X(M) — D(M). O produto exterior de duas r-formas w e n é definido
pontualmente por

(wAn)(p) =wp) An(p) = det

17



Seja w = ZCLIWI uma r-forma. A diferencial exterior de w, denotada

I
por dw, é a (r 4+ 1)-forma dada por

8@[
’ 8U,
duais de cfui’ isto é, w; 8au]
propriedades bésicas da diferencial exterior. Uma demonstragdo para esse
resultado pode ser encontrada em [9], exceto pelo item (iv), que se encontra
demonstrado em [12], pag. 71.

, . L 0 N
¢ a derivada de ay na direcao de o e w; sao as formas
Uj

= 0;;. A proposicao a seguir lista algumas das

Na equacao acima

Proposicao 1.4.2. A diferencial exterior satisfaz as sequintes propriedades:

(i) d(w + cn) = dw + cdn, para todo ¢ € R, e quaisquer r-formas w, n;
(ii) dodw =0;
(iii) Se w € uma r-forma e n € uma s-forma, entao

dwAn)=dwAn+(—1)"wAdn;

(iv) Sejam M uma variedade e w uma r-forma. Entdo, para Xq,..., X411 €
X(M), temos

r+1
dw(Xla R XT+1) = Z(_l)i+lXi(w(X17 T X’ia ] XTJrl))

=1

r+1

A A

+Z(—1)i+jW([Xi7Xj],X1, SR 7Xi7 . '7Xj7 e '7X7'+1)7

1<j
onde X}, significa que X, foi omitido.
Observacao 1.4.1. No caso r = 1 temos
dw(X,Y) = Xw(Y) = Yw(X) — w([X,Y]),

para todo X,Y € X(M).

18



Seja V a conexao numa variedade Riemanniana M de dimensao n. Fixe-
mos um aberto U C M, que pode ser uma vizinhanca coordenada, e Fy, ..., F,
um referencial em U. Sejam wy, . ..,w, as 1-formas duais de Fjy, ..., E,, isto
é, wi(E;) = d;5. Seja X € X(X). Definimos as 1-formas de conexdo w;; por

VXE,‘ = Zwij(X FE
i=1

Segue que

VxE Zwlk wj Ek Zw,k gk: = wZ](X)

e, portanto, w;; é linear e diferencidvel. Se { £y, ..., E,} é ortonormal, entao

(VxEi, Ej) <szk )Er, E > szk N Ek, Ej) = wij(X),

o que implica

0= X(E;, Ej) = (VxEi, Ej) + (Vx Ej, Ej) = wig(X) + wi(X).

Como VxY — Vy X = [X,Y], temos
0 = Vx¥ —VyX—I[X,)Y]
= Vx (iwi(Y)&) - Vy <iwi(X)Ei> - iwi([){, V)E
P P P

= sz )WV E; — Zwl )Vy E; —I—ZXQ), )E;
- ZYwi(X)Ei - Zwi([x, Y))E

= > wilY)wi(X)E; — sz Jo (V) + 3 dun(X, V) E,
ij i

= = wiAwy(XY)Ej+ Y dwi(X,Y)E;,

©,J J
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ou seja,

i=1
A equacao (1.2) é denominada 1% equacao de estrutura de Cartan.
Seja R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) o tensor curvatura e defina €;;
por

j=1

Escrevendo em termos das formas de conexao, temos

—R(X, Y)Ez = VvaEi — VvaEi - V[X,Y]Ei

= VX (szk(y)Ek> — Vy (Zwlk(X)Ek> — Zwik([X, Y])Ek

_ Z‘*’lk )Wy Ep — Zwlk )Wy Ej, + Zlek V) Ej—
- Zk: Ywip(X)Ej, — Xk: wie([ X, Y]) E},

- ;wikm;wkxxm - ?wmm;ww E

- ;XWU(Y)EZ - ;Ywi,(X)El - Xl:wu([X, Y])E,

= Z (wik(Y)wkl(X) — wik(X)wkl(Y)) FE+ Z dwil(X, Y)E'l

= Z —Zwik/\wkl(X,Y)+dwil(X,Y) E.
! k

Isto implica que
(RIX,Y)E;, Ej) = > wik Awig (X, Y) = dwi;(X,Y).
k
Por outro lado,
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(R(X,Y)E;, E;) = <Z Qi (X, Y)Ek,Ej> = Q;(X,Y).
k
Assim,

dwij = Zwik A Wkj — Q” (13)
k=1

A equagdo (1.3) é denominada 2° equacao de estrutura de Cartan. FEs-
crevendo §2;; em termos da curvatura, temos

Q;(X.Y) = (R(X)Y)E;, E;) = (R(E;, E;)X,Y)

= (R(Ei, Ej)Y wi(X)E, Y wi(Y)E)

= > (R(E;, B;) By, Eywi(X)wy(Y)

1
= 5 Z Rijklwk A wl(X, Y)
k,l

1.5 Algumas Funcoes Importantes

Defini¢ao 1.5.1 (Gradiente). O gradiente de uma fungao f € D(M) € o
inico campo de vetores Vf € X(M) que satisfaz a equagao

(Vf,X)=Xf, VXex(M).

Sob o ponto de vista de formas diferenciais, vemos que df (p) é um fun-
cional linear para cada p € M e, portanto, existe um unico vetor grad f(p)
tal que

df (p)(X(p)) = (grad f(p), X(p))p-
Fazendo p variar sobre M, obtemos
df(X) = (grad £, X).

Sejam {F1, ..., F,} um referencial ortonormal em M e {w;,...,w,} seu cor-
referencial dual, isto é, w;(E;) = d;; e wi(p) : T,M — R séo os funcionais
da base dual de {E1(p), ..., En(p)} C T,M. Definimos a primeira diferencial
covariante f; de f pela equacao
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df = Z fiwi.

Escrevendo grad f = Z a; ;, obtemos

df (Ei) = ijwj(Ei) = fi = (grad f, E;) = <Z ajEj,Ei> = Zaj<Ej7Ei> = aj,

donde .
fi=(grad f, E;) e grad f = Zszz

i=1

n

Por outro lado, se X = E bia— ¢ um campo de vetores, entao
° Uj
=1

df(X) = df (; biaii> = ;bidf (a@u) _ ZbiZa@Zdl’j ((%)

=1 j=1

= ~ 0 = —— = Xf.
MW WY
=1 7=1 =1
Pela unicidade do gradiente, concluimos que

grad f =V f.

Assim sendo, temos
fi=(Vf E) = E(f),
donde

Vf= Z fiEi = Z Ei(f)E:.

Defini¢ao 1.5.2 (Divergéncia). Sejam M uma variedade Riemanniana e
X € X(M) um campo de vetores. A divergéncia de X € o traco do operador
Y — VyX

Se {F1,..., E,} é um referencial ortonormal para M, entao
divX =) (Vp X, Ey).
i=1
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Com o intuito de descrevermos a interpretacao da divergéncia em termos
de formas diferenciais, consideremos { £y, ..., E,} um referencial geodésico e

n
X = E x;F; um campo de vetores. Derivando z; exteriormente, obtemos
=1

dx; = in;jwj = T = dxz<Ez) = El(xl)
=1

Deste modo, usando o fato do referencial ser geodésico,

n n

divX = > (Ve X E)=-> [(X,VgE)+ E(X,E)]

=1 i=1

= Y B({X,E)=) Eilw)=)
i=1 i1 =1

Definicao 1.5.3 (Hessiana). Sejam M uma variedade Riemanniana e f €
D(M) uma fungao diferencidvel. A Hessiana de f € o tensor simétrico

Hess f : X(M)x X(M) — D(M)
(X,Y) — (VxV/[Y).
Observagio 1.5.1 (Simetria da Hessiana). Escrevendo a Hessiana da forma
Hess f(X,Y) = (VxV[Y) = X(V[,Y) = (V[ VxY) = XY [ = (VxY)f
e usando a féormula
do(X,Y) = Xw(V) — Yo (X) — w([X,V])
para w — df, vemos que
0=ddf = Xdf(Y)-Ydf(X)—df([X,Y])

— XYf-YXf—df(VxY — VyX)

= [XYf = (VxV)f] = [YX[ = (VyX)f]

= Hess f(X,Y) — Hess(Y, X)),

isto é,
Hess f(X,Y) = Hess f(Y, X).
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Uma norma para a Hessiana de f pode ser definida por

n

| Hess f|* = Z(invfa Ej)?,

ij=1
onde {FE\, ..., E,} é um referencial ortonormal para M.

Iremos agora obter uma expressao para a Hessiana sob a ética das formas
diferenciais. Seja {F1,..., E,} um referencial geodésico para M. Definimos
a sequnda diferencial covariante f;; de f por

Z fijwj = dfz + Z fjwij. (14)
j=1 j=1
Assim,

= Z fiewr(E;) — Z frwin(E;) = fij — ka(VEjEi, Ey)
=1 =1 =1

fij-

Logo, se X = ZaiE,- eY = ijEj, entao
i=1 j=1

Hess f(X,Y) = (VxV£Y)=> ab(Ve V| E) = ab;f;
ij=1 i,j=1
= > aibj fywi(B)wi(By) = Y apbifijwi( Br)w;(E)
i,j=1 i,5,k,1=1
= Z fijwi (Z akEk> Wsj (Z alEl> = Z fijwi(X)Wj(Y)
i,j=1 k=1 =1 i,j=1

n
= Z fijwi ® wi(X,Y),
ij=1
onde w; @ w;(X,Y) = wi(X)w;(Y) é o produto tensorial das formas w; e w;.
Sob essa nova notacao, a norma da Hessiana pode ser escrita da forma

n

| Hess f|> = Z<VEivfa Ej>2 = zn: 123

1,7=1 1,7=1
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Definicao 1.5.4. Seja f : M — R uma funcao diferencidvel. O Laplaciano
de f em M € a funcao

Af + M — R
p — div(Vf)(p).

Se {Ey, ..., E,} é um referencial ortonormal, entdo

n

Af =div(Vf) =tr(X — VxV/f) = Z(VEZ.Vf, E;) = tr(Hess f).

i=1
Assim, também poderiamos ter definido o Laplaciano de f em M por
Af = tr(Hess f).

Escrevendo o Laplaciano em formas diferencias, temos
n
Af =" fa
i=1

1.6 Geodésicas e Campos de Jacobi

Definicao 1.6.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e I C R um in-
tervalo aberto. Uma curva parametrizada v : I — M € uma geodésica em

to € I se
Ddy

dt dt
em t = ty; se y € geodésica em t, para todo t € I, dizemos que v € uma
geodésica em 1I.

Dizemos que uma geodésica v é normalizada ou que estd parametrizada
pelo comprimento de arco quando |y/(t)| = 1, para todo t € I.

Definicao 1.6.2. Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. A aplicagao
exponencial exp, : T,M — M € a aplicagao diferencidvel

(Y

exp,(v) = v(1,p,v) = (|, p, m),

onde y(t) = v(t,p,v) € a tunica geodésica satisfazendo v(0) =p e +'(0) = v.

Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo-se um com-
primento |v|, a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com velocidade
v

vl
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Figura 1.4: As geodésicas da esfera, do plano hiperbdlico e do plano Euclid-
iano.

Definicao 1.6.3. Seja A C R? um conjunto conezo cuja fronteira OA € uma
curva diferencidvel por partes tal que os angulos dos vértices sejam diferentes
de w. Uma superficie parametrizada € uma aplicacao diferencidvel s : A —
M, isto €, s se estende a uma aplicacao diferencidvel s : U C R? — M, onde
UD A €éum aberto.

Um campo de vetores em s é uma aplicacdo V' : A — T'A tal que (u,v) —
V(u,v)f é diferenciavel para cada fungao diferenciavel f : M — R.
Sejam (u,v) as coordenadas cartesianas de R?. Para vy fixo, consideremos

0
a curva u — s(u,v) e o campo de vetores (u,vy) — ds(y,s) <8u(u, v0)>.
Os

s

Tal campo serd denotado por —. Analogamente, definimos o campo 0
v

Se V é um campo de vetores ao longo de s, entdo definimos as derivadas

. DV . .
covariantes —— e —— como sendo as derivadas covariantes ao longo das
Uu v

curvas u — s(u, vg) € v — s(ug, v), respectivamente.

Lema 1.6.1 (de Simetria). Se M € uma variedade diferencidvel com uma

conexao, entao
D Jds D 0s

dudv  dvou’
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Figura 1.5: A aplicacdo exponencial.

Lema 1.6.2 (Gauss). Sejamp € M ev € T,M tal que exp, v esteja definida.
Seja w € T,(T,M) ~ T,M. Entao

(d(exp,)y(v), d(exp,)o(w)) = (v, w).

Seja V' C T,M uma vizinhanga da origem tal que exp, |y é um difeo-
morfismo. O conjunto U = exp, (V) ¢ denominado wvizinhan¢a normal (ou
geodésica) de p. Se B(0) é a bola de centro na origem de T),M e raio ¢, entao
B.(p) = exp,(B:(0)) é denominado bola normal (ou geodésica) de centro p e
raio ¢, enquanto que S.(p) = exp,(9B.(0)) é¢ denominada esfera normal (ou
geodésica) de centro p e raio e.

exp, (sw)

L .(.)pr(sv)

Figura 1.6: Representacao de bolas geodésicas.

Observemos que S(p) é uma subvariedade de M, pois exp, : IB.(0) —
Se(p) é um difeomorfismo e JB.(0) é uma subvariedade de T,M. O Lema de
Gauss implica que S-(p) é ortogonal as geodésicas que partem de p.
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Proposicao 1.6.1. Sejam f : A C R?> — M uma superficie parametrizada e
(s,t) as coordenadas de R?. Seja V =V (s,t) um campo de vetores ao longo

de f. Entao
DDV DDV_R<8f 8f>v

otds  Dsot 9s’ ot

Definigao 1.6.4 (Campos de Jacobi). Um campo de vetores J ao longo
de uma geodésica v € denominado campo de Jacobi se satisfaz a equacdo

diferencial ,
B+ RO, TN (1) =0, (1)

denominada equacao de Jacobi.

Exemplo 1.6.1 (Campos de Jacobi em variedades de curvatura seccional
constante). Sejam M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional
constante x, v : [0,]] — M uma geodésica normalizada e S, um campo de
Jacobi ao longo de ~, normal a 4/. Primeiramente, observemos que, se T' é
um campo de vetores ao longo de ~, entao

(R(Y',S:)7, T) = K[y, 7)Y (S, T) = (7, T)(Sk, V)] = K(Sx, T),
pois (7,7"y =1 e S, é normal a +'. Logo,
R(v',S.)y = kS,.
Deste modo, a equacao de Jacobi torna-se

D28,
ot?

+ kS, = 0.

Assim, se w(t) é um campo paralelo ao longo de ~, com (7/(¢),w(t)) = 0 e
lw(t)| = 1, verificaremos que

Sen(t\/%ﬁ{)w(t) se k> 0;
Se(t) = tw(t) se k=0
\ Sen%j/{)w(t) se Kk <0;



para S,(0) = 0 e S.(0) = w(0). Com efeito, como w é paralelo, entdo

cial ao longo de . Deste modo, se J(t) = Z fi(t)ei(t),onde fi : I CR — M
i=1
sao fungoes diferencidveis, entao

fi +6fi =0, fi(0) = 0e fi(0) = b;.

As solugodes do sistema acima sao

(
Mbl se k> 0;
VE
fi(t) =< tb; se Kk =0;
senh(ty=r), 0w <0,
\ V —K

como desejavamos.

Os resultados a seguir exibem algumas propriedades dos campos de Ja-
cobi.

Proposicao 1.6.2. Seja v : [0,a] — M uma geodésica. Entdo um campo de
Jacobt ao longo de v € dado por

J(t) = d(expy ey (o)(t(0)), ¢ € [0,d].

Proposicao 1.6.3. Seja v : [0,l] — M uma geodésica parametrizada pelo
comprimento de arco. Sejam v'(0) = v, w € T,M, |w| =1 e (v,w) = 0. Se
K(p, o) denota a curvatura seccional do plano gerado por v e w, entdo
1J()]| =t — 1K(p, o)t® + R(t), lim RO (1.6)
6 t—0 3

Seja v : [0,{] — M uma geodésica. O ponto 7(to) é dito conjugado de
~(0) se existe um campo de Jacobi J, nao identicamente nulo, ao longo de
7, tal que J(tp) = 0 = J(0). O nimero maximo de tais campos linearmente
independentes é a multiplicidade do ponto conjugado (to).

A proposigao a seguir nos fornece uma relagao entre os pontos conjugados
e os pontos criticos da aplicacdo exponencial.

29



Proposicao 1.6.4. Sejam ~y : [0,1] — M uma geodésica e p = v(0) € M. O
ponto ¢ = (to), to € [0,1] € conjugado de p ao longo de 7y se, e somente se,
vo = toy'(0) € um ponto critico de exp,. Além disso, a multiplicidade de q
como ponto conjugado de p € igual a dimensao do nicleo da aplicagao linear
d(expp)vo.

1.7 Imersoes e Segunda Forma Fundamental

Sejam M e M variedades Riemannianas e f : M — M uma imersdo.
Sejam V a conexdo Riemanniana de M, X|Y € X(M) e X,Y € X(M)
extensoes locais de X e Y, respectivamente. Seja U C M um aberto tal que
flu € um mergulho.

Denotaremos por X(U)% o conjunto dos campos de vetores normais a
U = f(U). Definimos a fungao B : X(U) x X(U) — X(U)* por

B(X,Y) = VgV = VxY = (VY)",
onde X eY sdo extensoes locais de X e Y, respectivamente. Sejan € (XM)*.
A aplicacdo H, : XM x XM — D(M) dada por
Hn(Xv Y) = <B(X7 Y)? 7)>
¢ uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.7.1. A segunda forma fundamental 17, da imersao f segundo
o vetor normal 1 € a forma quadrdtica associada a forma bilinear H,, isto €,

I1,(X) = Hy(X, X).

Como H,, é uma forma bilinear simétrica, a ela estd associada uma tnica
transformacao linear auto-adjunta A, : XM — XM que satisfaz

<A77(X)7Y> = HW(X> Y) = <B(X> Y)>77>'

O operador A, é denominado operador (ou 1— tensor) de Weingarten de
f segundo n. A proposicdo a seguir expressa o operador de Weingarten em
termos da conexao de M.

Proposicao 1.7.1. Sejamp € M, x € T,M e n € T,M*. Sejam N uma
extensao local de n e X uma extensao local de x tangente a M. Entao

4,(X) = ~(VxN),

Teorema 1.7.1 (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais em T,M.
Entao

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y,y)) — |B(z,y)*.
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1.8 Variedades Completas e Teorema de Hopf-
Rinow

Uma variedade Riemanniana é dita completa se, para todo p € M, a
aplicacao exponencial estd definida em todo o T, M, isto ¢, as geodésicas de
M podem ser estendidas a aplicacoes v : R — M.

M

Figura 1.7: Representacdo de uma variedade estendivel.

Definicao 1.8.1. Dados p,q € M, a distancia de p a q € definida por
d(p,q) = inf{L(f,4); fpq € uma curva diferencidvel por partes ligando p a ¢},

onde L(«) indica o comprimento da curva c.

Teorema 1.8.1 (Hopf-Rinow). Sejam M uma varieadade Riemanniana e

p € M. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) exp, estd defnida em todo o T,M;

(b) Os limitados e fechados sao compactos;

(¢) (M,d) é um espaco métrico completo;

(d)
)

d

M € uma variedade Riemanniana completa;

(e) Ewmiste uma sucessio de compactos K, C M tais que K, C int K, 1,
U, Kn =M e, seq, & Ky, entao d(p, ¢,) — 0.

Além disso, cada uma das afirmacoes acima implica

(f) Para todo q € M existe uma geodésica v ligando p a q com L(vy) =
d(p, q)-

Corolario 1.8.1. Se M € compacta, entao M € completa.
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1.9 Teorema de Cartan

Sejam M e N variedades Riemannianas de mesma dimensao m. Sejam
p € M e po € N. Escolha uma isometria linear ¢ : T,M — T, N e seja V C
M uma vizinhanga normal de p tal que exp,, estd definida em (¢ oexp,*)(V').
Defina ¢ : V.— N por

p(x) = exp,, oth o exp, ().

Qualquer que seja ¢ € V existe uma unica geodésica normalizada v :
[0,t] — M satisfazendo v(0) = p e y(t) = ¢q. Se P; é o transporte paralelo de
p até ¢ ao longo de v, definamos ainda ¢, : T,M — T, N por

¢:(v) = Qrotpo PTHv), v e T,M,

onde @; ¢ o transporte paralelo ao longo da geodésica normalizada 3 : [0,¢] —
N dada por 3(0) = po, /(0) = ¥(+/(0)). Finalmente indicamos por R e R as
curvaturas de M e N, respectivamente.

Teorema 1.9.1 (Cartan). Com as notagoes introduzidas acima, se para todo
q €V e quaisquer que sejam x,y,u,v € T,M tem-se

(R(z,y)u, v) = (R(¢:(2), ¢1(y)) de(u), ¢e(v)),
entao p: V. C M — o(V) C N € uma isometria e dp, = 1.

Corolario 1.9.1. Sejam M e N espacos de mesma curvatura constante e de
mesma dimensao m. Sejam p € M e po € N. Entao existem uma vizinhanga
V. C M de p, uma vizinhanca W C N de py e uma isometria ¢ : V — W.

A proposicao a seguir sera util na demonstracao do Teorema de Obata.

Proposicao 1.9.1. Sejam M e N wvariedades Riemannianas tal que M €
conexa. Sejam fi, fo : M — N duas isometrias locais. Se existe p € M tal

que fi(p) = fa(p) e (df1), = (df2),, entdo f1 = fo.

1.10 Teorema da Divergéncia, Teorema Es-
pectral e Principio do Min-Max
Teorema 1.10.1 (Teorema da Divergéncia). Sejam M uma variedade Rie-

manniana orientada, compacta, com bordo e X um campo de vetores definido
em M. Entao

/A 4(divX)dM: / (X, 1)dShr,

oM
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onde n € o vetor normal unitdrio apontando para o exterior de OM na ori-
entacao de M. Se OM = (), entao

/ (div X)dM = 0.
M

Aplicando o Teorema da Divergéncia ao campo fVg, obtemos
[ 1£89+ (915g)aM = [ f(Vg.ndsu a7)
M oM

denominada 1% férmula de Green. Através da férmula (1.7) obtemos a
chamada 2° formula de Green:

/ (fAg — gAf)dM = / (fVg— gV f.n)dSn. (18)
M

oM

Teorema 1.10.2 (Teorema Espectral). Seja M uma variedade Riemanniana
compacta e orientada. Entdao sao vdlidas as sequintes propriedades:

(i) O conjunto dos autovalores do operador Laplaciano A : D(M) — D(M)
consiste de uma sequéncia infinita

(0<) M <A< <1+

(ii) Cada autovalor \; tem multiplicidade finita e os autoespagos correspon-
dentes a autovalores distintos sao ortogonais no sentido de L3(M), onde
L3(M) € o completamento de D(M) com respeito a norma

Hs0\|2=/ sDQdM+/ [V|?dM:;
M M

(iii) A soma direta dos autoespagos correpondentes € densa em L3(M) na
topologia da mnorma e densa em C¥(M) na topologia da convergéncia
uniforme, k=1,2,. ...

O célculo destes autovalores ¢ dado pelo principio do Min-Max, que de-
screveremos a seguir, para mais detalhes, ver [14] e [15].

Teorema 1.10.3 (Principio do Min-Max). Sejam f; as autofungoes do Lapla-
ciano correspondentes aos autovalores N;, isto €,

Afi==Aifi.
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Se H={fe€L*M); | fdM =0}, entdo
M

Al—inf{W;fEH}

e By

(e . feH, Mffde_o,j_1,...,¢—1}.

M / < v
M M

1.11 Foérmula de Ricci-Bochner-Lichnerowicz

Em particular

Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao m e N C M uma sub-
variedade de dimensao n < m. Seja {Ey, ..., E,,} um referencial ortonormal
em M tal que {Fj, ..., E,} seja um referencial em N. Adotando a indexagao
1<i,5,k<nen+1<wv,n<m, obtemos uma expressao em formas para
a segunda forma fundamental, a saber

Zh Wy,

onde hy; = (B(E;, I;), E,). De fato,
VxY = B(X,Y) + VyY,

onde V e V sdo as conexdes de M e N, respectivamente. Usando a definicao
de w;;, temos

VXEi—iwij( X)E; + Z win(Ej)Ey e VxE; = iwij(x E
j=1 J=1

n=n+1

e, portanto,

B(E;, E;) Z win(Ej) By = (B(Ey, Bj), Ey) = win(E;),

n=n+1

donde segue o afirmado. Sejam f € D(M) e
df = fiw;. (1.9)
=1
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Derivando (1.9) exteriormente e usando a primeira equagao de estrutura,
obtemos

0=ddf = Z (fiws) = del/\wl—l—Zﬁdwl

= del/\wﬁ— Zflwzj/\w]

1,j=1
m

= Z (dfl + Z fjwji> VAN Wi

=1

= Z fijwj N wj.

Z!]:]‘

Isto implica que f;; = fj; para todo ¢, = 1,...,m. Deste modo, a Hessiana
de f, dada por

Hess f = Z fijwi ® Wi,

ij=1
é um 2-tensor simétrico. Lembremos também que o Laplaciano de f é dado
por

Af =tr(Hess f) = Zf”

Definimos as terceiras diferenciais covariantes por
m m m
Zfijkwk = dfi +ka:jwki+2fikwkj. (1.10)
k=1 k=1 k=1

Derivando exteriormente a equacao (1.4), pag. 24, obtemos

0 = ddf;=> d(fyw;) = > dfjwj)
j=1 j=1
= D dfywi+ Y fidw; =Y dfjwii — > fidw;
J=1 j=1 i=1 j=1

= deljw] + Z fz]wyk Nwg — dejwjl - Z fjwjk N Wi — Zf] i

J,k=1 k=1
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I
INgE

dfij + Z flkwk?]> ANwj — Z <dfjwji + Z frwrj A wji) o Z 138
i=1 =t

1

J

= > | dfii + Z fmwkj) EDS (dfj +> fkwkj> Nwsi = Y 1%
Jj=1 j=1 k=1 j=1

= Z dfij + Z fm%) Nwj — Z (frjwr) A wji — Z [
Jj=1 Jj=1 j=1

I
INgE

(
(
[
(

dfi; + Z firwrj + Z fgk:wm> Awj — Z fi8
j=1

7j=1

1 m
= Z figewi A wj — 2 Z fiRjimwr A wy
Jk=1

J,k, =1

m 1 m
= Z figpwr Awj — 5 Z JiBiikjwi A w;
Jk=1

jvkvl:]-

m 1 m
= Z (fijk: 3 Z flRlik:j> W A\ wj
jk=1 I=1

1 m
= Z (flk] — 5 + ZflRlijk) Wi N Wi
=1

Jk=1

Logo
1 & 1 &
fijk — 5 ;flRlikj =0 e fij— 5 ;flRlijk =0
Isto nos da
1 m m
Jije — fij = 3 Z fi( Riij — Ruiji) = ZflRlijk~ (1.11)
=1 =1

A equagao (1.11) é conhecida como identidade de Ricci. Em particular, para
k=i

fiji — fiij = Z fiRuji.
=1
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Somando em 1 < i < m, obtemos

Zfiji - Z fiij = Z fi (Z Rliji) = Zfl Ric(FE, I
i=1 i=1 =1 i=1 -1
isto é,
> fiai—= > faj =Y fiRic(E, E;). (1.12)
i=1 i=1 =1

A equagao (1.12) também é conhecida como identidade de Ricci.

Teorema 1.11.1 (Férmula de Ricci-Bochner-Lichnerowicz). Sejam M uma
variedade Riemanniana e f € D(M). Entao

—A\Vf|2 (VF,V(Af)) + Ric(Vf,Vf) + | Hess f|*. (1.13)

Demonstracao. Seja {FE1, ..., E,} um referencial geodésico na vizinhanca de
um ponto p € M. Entao

AV =Y (=Y @fifi)y); = Z (fi)i +2 Z fil £

i,7=1 i,7=1 i,j=1 i,j=1

Mas
(f); = dfi(E Z fawi(E Z frwin(By) = fi = > frwin(E5) = fig,
k=1

pois wix(E;) = (Vg s, By) = 0. Assim

(fi)jj - (fzy) dfz] Zfzgkw ka]wkz Zfl]wjk‘ fz]]a

pelo mesmo motivo. Deste modo,
AVIE=2 (f)j+2) filfi)i=2 Z 12 Z fitiij-
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

Por outro lado,

(Vf,V Z Fi(Af)i Z Filfis)i Z fifisi-

i,j=1 i,7=1
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Mas a formula de Ricci nos diz que
Z Fiig — Z fizi = Z fiRic(Ey, E;) = Ric(V f, E;)
j=1 j=1 =1

e isto implica

S fitisi= Y fifii =Y LRV E) = fifji; — Rie(Vf, V f).
i=1

1,7=1 3,7=1 1,7=1

Portanto,

> fifiis = (VL V(Af) + Rie(V, V).

ij=1

Entretanto, fjij = (f]z)] = (fz])] = fijj- LOgO,

> fifiys = (VF,V(AS)) + Rie(Vf, V),

1,7=1
que, juntamente com a expressao
m
2 Z 2
| Hess f| = ij
ij=1

nos da o resultado desejado. ]

1.12 Variacoes do Comprimento de Arco

Sejam M uma variedade Riemanniana e « : [a,b] — M uma geodésica
normalizada. Uma variagcao de v é uma aplicacdo diferencidvel
¢ : [a,b] x (—e,e) — M
(s,¢) — (s, 1)
tal que ¢(s,0) = 7(s). Iremos supor que as curvas a;, oy : (—¢,¢) — M dadas

por ay(t) = ¢(a,t) e as(t) = ¢(b,t) sdo geodésicas. Definimos os campos de
vetores X,Y : [a,b] x (—e,e) — T'M por

P A W Y A L
oao(2) % voa(2) -

Observamos que, para t = 0, temos |X| = 1. Portanto, podemos supor que
e é suficientemente pequeno a fim de garantir que |X| # 0 no dominio de ¢.
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Sejam ~; : [a,b] — M, dadas por v(s) = ¢(s,t), as curvas da variacdo. O
comprimento destas curvas é

L(%)_/ab ds—/ab dgb(i)

onde F(s,t) = (X(s,t), X(s,t)). Variando o parametro ¢ sobre o intervalo
(—e, ), obtemos uma fungao

dy

b b
J ds-/ |X(s,t)|ds-/ E(s,t)Y%ds,
S a

a

L : (—se¢) — R

t o Ly (1.15)

Observemos que a diferenciabilidade de ¢ e a hipdtese sobre ¢ implicam que
L é diferencidvel.

Definicao 1.12.1. A primeira e a sequnda derivadas

awl o, e
dt dt?

t=0 t=0

da funcao L definida por (1.15) sdo denominadas, respectivamente, primeira
e segunda variacado do comprimento de arco.

Nosso objetivo nesta secdo é encontrar uma expressao para a segunda
variagao do comprimento de arco. Esta férmula nos serd til na demonstracao
do Teorema de Obata.

Proposicao 1.12.1 (Férmula da segunda variacdo do comprimento de arco).
Com as consideracoes e as notacoes introduzidas anteriormente, temos

d*L b2 na
/
S| = [ (ROGYIXY) = (Y as
t=0 a
DY
onde Y' = VagY = s e R € o tensor curvatura de M.
E s

Demonstracao. Derivando L duas vezes com respeito ao parametro t, obte-
mos

dL _d [* s —/ng/E(s t)ds—/blaE(s P =
at — dt ), B o T ) o Bt 0t

2 b
d“L d/ 1 or \ds

1
i " dt), 2 mn ot

_ / IR S (M(S t))2+1132E(5 9
o | 4y/E(s,t)3\ 0t 2\/E(s,t) 0t?
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Logo,
d*L
dt?

/b
t=0 a

16°E 1 (OF ?
5871';2(870) — 1 <at(5, 0)) ] dS.
Usando o Lema de Simetria,

o8 _ 0 vy _ 2<DX X>_ <Da¢ X>

ot ot ot ot s’
D 8¢ D
2 <asat’X> —9 <88Y, X> —9 <V%Y,X>
— 2V, X).

Assim, a Proposicao 1.6.1 nos da

10?F 0
2o = o\ H) = (VaVar X+ (Vv X)
¢ I¢
- <v%v€%y,x> n <R <as’ 8t> Y, X> n <V8%Y,V8%X>
_ Y VoV, X VoY, Vo X
= 5 {VarX) = (V41 v X)
¢ 0¢
7 7 . aQS /
Como v é uma geodésicae X (s,0) = 8—8(5, 0) = +/(s), temos que VBQX(S, 0) =

0. Visto que a7 e as também sdo geodésicas, 0 mesmo argumento mostra que
V%Y(a, t) = V%Y(b, t) = 0. Logo,

NEE
2 ). | o

t:J ds — <V§KX>Z—/:<V§KV§SX>CZS
+/ab <R (g? gf) Y’X> ds + /ab<V§SY,V§SY> ds

b b
= /(R(X,Y)Y,X)ds+/ [Y'|?ds.
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Portanto,

oL
dt?

t=0

1 O?°F
2 0t?

b 2
/ — 1 (8E> ] ds
a o 4\ 0t o

[ URCE YY) 4 W 0 30

/b[IY’I2 —(R(X,Y)X,Y) + (Y, X)?]ds.
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Capitulo 2

Resultados Principais

O objetivo deste capitulo é demonstrar o Teorema de Alexandrov. Antes
disso, demonstraremos os teoremas de Lichnerowicz [8] e Obata [11]. O Teo-
rema de Lichnerowicz fornece uma estimativa 6tima para o primeiro autovalor
do Laplaciano em uma variedade compacta. Esta estimativa é atingida pela
esfera Euclidiana, como veremos no Exemplo 2.2.1, pdg. 44. O Teorema de
Obata diz que, reciprocamente, se a estimativa obtida por Lichnerowicz é
atingida, entao M deve ser isométrica a uma esfera. Estes dois resultados
serdo uteis na demonstracdo do Teorema de Alexandrov e as demonstracoes
que apresentaremos aqui sdo baseadas em [4]. Logo apds, apresentaremos
uma versao integral da férmula de Ricci-Bochner-Lichnerowicz, obtida por
R. Reilly em [13] e em seguida demonstraremos o Teorema de Alexandrov.
As demonstracoes destes dois ultimos teoremas, bem como os resultados pre-
liminares, foram baseadas em [7].

2.1 Teoremas de Lichnerowicz e Obata

Lema 2.1.1 (Férmula de Newton). Seja A : R™ — R™ wuma transformagao
linear € A = (aij)mxm Sua matriz associada a uma par de bases qualquer.
Entao

! (tr A)? (2.1)

m

AN >
e a igualdade ocorre se, e somente se, A =al, a € R.

Demonstracao. Com efeito,

m m 1 2 1
PIEES SIS g (z) - Leap,
ij=1 i=1

i=1
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onde a segunda desigualdade acima é exatamente a desigualdade entre as
médias aritmética e quadratica.

A igualdade na primeira desigualdade ocorre se, e somente se, a;; = 0
para i # j. Por outro lado, igualdade entre as médias ocorre se, e somente
S€, A11 = = Qmm- L]

Teorema 2.1.1 (Lichnerowicz, [8]). Seja M uma variedade Riemanniana de
dimensao m, compacta, sem bordo e conexa. Seja f € D(M) uma autofungao
do Laplaciano de M correspondente ao primeiro autovalor nao-nulo, isto €,

Af==Mf, M #0.

Suponha que a curvatura de Ricci de M na direcao do gradiente de f €
limitada inferiormente por

Ric,(Vf) > K|V f[,
para todo p € M e para alguma constante K > 0. Entao
A > mK.
Demonstracao. A férmula de Ricci-Bochner-Lichnerowicz estabelece

SAVFP) = (V. V(Af)) + Rie(Vf, Vf) + | Hess £

Integrando sobre M e usando o Teorema da Divergéncia para OM = (),
obtemos

_1 2 _ i ,
0= 2/MA|Vf| i = /M<Vf,V(Af)>dM+/MRC(Vf,Vf)dM

+ [ |Hess f|*dM.
M

Se {Ey, ..., By} é um referencial para X(M) e f; = E;(f), entdo

| Hess f|* = Z U_Z 2><qu> = (Af)? = 1f2.

i,7=1

A hipétese sobre a curvatura de Ricci e o fato Af = —\; f, juntamente com
a estimativa acima, fornecem

)\2
0> -\ [ |VfPAM + (m —1)K | |Vf[?dM + 1/ fdM.
M M m Ja
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Por outro lado, aplicando o Teorema da Divergéncia na expressao

JAU) = FAT +IVSP,

obtemos
/ IVf?dM = — | fAfdM =)\ | f2dM.
M M

M
Deste modo, temos

2
0 > (=A\+(m— 1)K)/ IV f2dM + M fAdM
M m Jm
)\2
= (=M +m=DK)\ | ffdM+=L [ frdM
M m Jm

= )T;[—(m—l))\ler(m—l)K]/ fPdM.

Como f2>0e \; > 0, vemos que
—(m =1 A +m(m—-1)K <0,
isto é,
)\1 Z miK.
L]

Exemplo 2.1.1 (Primeiro autovalor do Laplaciano na esfera). O objetivo
deste exemplo é calcular o primeiro autovalor ndo-nulo do Laplaciano de S™.
Iremos utilizar a férmula do Laplaciano em coordenadas

& 19 5 Of
A= 2. i, (van i) 2

para estabelecer uma relacdo entre o Laplaciano de S™ e o Laplaciano do
espaco ambiente R™ "1,
Sejam

S™(r) = {z € R™" i a| =1}, S™=8"(1),

a esfera de centro na origem de R™*! e raios r e 1, respectivamente, e P :
0, +00) x S™ — R™*! dada por

r=P(r,w) =rw,
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as coordenadas esféricas em R™*1. Observemos que, em R™*! —{0} a fungao
P admite uma inversa, dada por

PY(z) = (|2], ||>

Se w(uy, ..., uy,) é um sistema de coordenadas para a esfera, entao
oP oP dw
o~ v e ou, = ra—uj.
Consequentemente,
oP

oP OP Ow
=1 — — ) = — =0, V9=1,...
€ <8T’8Uj> T<w7 8U]> ) J ) , M,

pois, na esfera, o vetor posicdo é perpendicular a qualquer vetor tangente.

Além disso,
oP P , /0w Ow
<8uj’8uk> " <8uj’8uk>’ ]’k ’ ) 17

Sejam g;; e h;; sdo os coeficientes das métricas de R™*! parametrizado pelo
sistema de coordenadas esféricas x = rw e S™ munido do sistema de coorde-
nadas w = w(uq, ..., u,), respectivamente. Usando o argumento acima,

or

Grr = 17 grj:O

gin(rw) = r?hjp(w).
Se F': R™™! — R é uma funcdo diferencidvel, entdo pela férmula (2.2), temos
10 ( OF

1
ARm+1F = 7"7777/877" T 87") + ﬁAgm(F ‘Sm(r)) (23)

De fato,

"1 9 OF
Agmiri ' = ( ggw)
Z Vo ou \Y 00,

19 OF
= Jior <\/§g 870) + Agm() (F |smiry)

1 [0 ([, ,OF
— Tm\/ﬁ |:87“ <T \/Ear>} ‘I‘Agm(r)(F’Sm(r))
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1 0 oF OF
- m- ]km
e (750 )+ i 2oy (V)

10 3, 1|1 <& 90 oF
- - mZ i 7 jk
rm Or (T 8r> + r2 [\/ﬁjél ou; (h f@w)

10 oF
- rmor <T or
onde Agm+i1, Agm(y € Agn sdo os Laplacianos nas superficies indicadas. A
notacdo Agm(F |Sm(r)) significa que F \Sm(r) ¢ considerada como uma funcao
definida em S™(r) e o Laplaciano é calculado com respeito as coordenadas
de S™.
Se I’ puder ser escrita da forma

> + 5 Agn(F |smry)

entao
(Agmi1 F) (z) = 7™ (r™ R/ (r))'G(w) + 7 2R(r)AgnG.

Em particular, se
F(z) = r*"G(w), (2.4)

para algum inteiro positivo k, entao
(Agmar F) (z) = r ™(rmkrF=1)YG(w) + rF2Agn G(w)
= kr™(m+k—1)rmF20(w) + ¥ 2Agn G(w)
= "2 k(m+ k- 1)G(w) + AsnG(w)).
Deste modo, F' definida em (2.4) é harménica se, e somente se,
AgnG + k(m+k—1)G = 0. (2.5)

Seja F' : R™™! — R dada por F(z1,...,Tms1) = T1 + ... + Tpmy1. Seja
f :S™ — R definida por
1
f(6) = L F(re), (26)

para z # 0 e f(0) = 0. Vimos acima que o Laplaciano em R™"! pode ser

expresso por
ARerlF = Tk_Q[ASmf + k}(k’ + m — ].)f]
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Assim, para k = 1, temos
ARerlF — Agmf + mf

Visto que I’ é harmonica, concluimos que f é uma autofuncdo com autovalor

m e, portanto,
A (S™) = m.

Teorema 2.1.2 (Obata [11], 1962). Seja M uma variedade Riemanniana
de dimensdo m, compacta, sem bordo e conera. Suponha que o primeiro
autovalor nao-nulo do Laplaciano de M € dado por

)\1me.

Se a curvatura de Ricci na direcao do gradiente da autofuncao f, associada
ao autovalor A1, satisfaz

Ric,(Vf) = K|V [,

. , Ly .1
entao M € isométrica a uma esfera de raio ——.

VK

Demonstragao. 1° Passo. Hess f(X,Y) = =K f(X,Y), quaisquer que sejam
X,Y € X(M).

A igualdade na demonstracao do Teorema de Lichnerowicz implica

| Hess f|* = —(Af)".

1
m
Analisando o caso em que vale a igualdade na Férmula de Newton (2.1),
juntamente com a hipétese que f é uma autofuncdo do Laplaciano, temos

A
que fi; = 0 para i # j e fi; = —Elf. Seja {Ey, ..., E,} um referencial

geodésico de X(M), obtemos, para X = Z x; F;,

1=1
m

Hess f(X,Y) = (VxVfY) =Y (VxfiE.Y)

i=1

m

= Y AVXELY)+ 3] X(F)(ELY)

i=1 =1
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m

= Z (Z ijj(fi)> (Bi,Y) =3 (Z xjfij) (B3, Y)

= i=1 =

m A

pois
(VxE,Y) =Y ;(VgE,Y) =0,
i=1
Assim,

Hess f(X,Y) = -Kf(X,)Y).
Normalizando a métrica,
Hess f(X,Y) = —f(X,Y). (2.7)

2° Passo. Se p € M € um ponto de mdzimo para f e v € uma geodésica
normalizada satisfazendo v(0) = p, entdo (f o~)(t) = cost.

Seja v uma geodésica normalizada em M com parametro t. Entao

d(ffsz) — (VF(7(1)),7 (1))

implica
P~ 19 s (0). )
= (GO ) + (Va0 G o)
= (Vo VA0). 7 (8) = Hess F(/ (1), (1),
isto é, ,
Hess £(+/(1). /(1)) = T 2P ) (2.9

Segue de (2.7) que

dQ(iz;i’ Dty = —(f 0B (1) ()

= —(fen(®).
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Isto implica
(fo)(t) = Acost + Bsent, (2.9)

para toda geodésica y parametrizada pelo comprimento de arco. Normal-
izando f, obtemos f(p) = 1. Se v é uma geodésica normalizada tal que
~(0) = p, entdo

A= (fo)(0)=flp)=1.

Por outro lado, como dM = {), temos que V f(p) = 0. Usando o fato

Cl(fdi’ﬂ = [ Asent+ Beostlly = B,
temos
5= vy 0p =0
Assim B
(fo)(t) = cost. (2.10)

8 Passo. A aplicagio exp, : B(0,7) C T,M — By(m) C M € uma bijegao.

O Teorema de Hopf-Rinow assegura que, para cada ¢ € M, ¢ # p, existe
uma geodésica minimizante v ligando p a ¢. Deste modo,

f(q) = cosd(p, q) = cosry(q) = cosr,
onde r = r, : M — R dada por
rp(q) = d(p, q)
é a funcao distancia ao ponto p. Usando esta notacao, temos
Vf=—senry(r). (2.11)

Como +/(r) # 0 para todo r, vemos que V f(q) # 0 qualquer que seja g €
By(m). Afirmamos que exp, restrita a B(0,7) C T,M ¢é injetiva. Com efeito,
suponha que existam vy, v, € B(0,7) tais que exp,v; = exp, vy = ¢. Neste
caso, existem geodésicas normalizadas 71 : [0,l1] — M e v : [0,l5] — M
ligando p a ¢ tais que ¥;(0) = v; e ¥5(0) = vs. Logo

Vf(q) = —senliv'(ly)

Vf(q) = —senlyy'(I2).
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by (B(O,))

Figura 2.1: Tlustracao referente ao 3° passo.

Visto que |7/'(l1)| = |74 (l2)| = 1, temos
senl; = senls.

Isto implica que v;(l1) = ~4(l2). Aplicando o transporte paralelo de ¢ até
p, obtemos vy = vy. Assim, exp, |p,(r) ¢ injetiva. Como M é completa, a
aplicacao exponencial é sobrejetiva. Portanto

exp, : B(0,m) C T,M — By(m) C M
¢ uma bijecao.

4° Passo. Cdlculo dos campos de Jacobi de M. A aplicagdo exp, : B(0,7) —
B,(m) € um difeomorfismo.

As propriedades da aplicagao exponencial estdo intimamente relacionadas
com os campos de Jacobi. A expressdo obtida para f nos permitird, de certa
forma, conhecer os campos de Jacobi sobre a variedade M.

Sejam ~ : [0,[] — M uma geodésica tal que y(0) = p e J um campo de
Jacobi ao longo de v satisfazendo J(0) = 0 e v/(s) L J(s). Fixemos so € [0, 1]
e seja « : (—e,e) — M uma geodésica com parametro ¢ tal que «(0) = v(so)
e o/(0) = J(sp). Inicialmente, iremos supor que |J(so)| = 1. Consideremos
uma familia de geodésicas 7, ligando p a «(t) tal que vy = 7 e parametrizada
de tal modo que o dominio de ; seja o intervalo [0, so].

Observemos que esta familia define uma variagao ¢ satisfazendo ¢(s,0) =
v(s), ¢(so,t) = aft) e ¢(0,t) = p, que pode ser considerada como uma
geodésica constante. Aplicaremos a segunda férmula de variacdo do compri-
mento de arco para

50



i

p

Ve

Figura 2.2: Tlustragao referente ao 4° passo.

X(S7t) = ’7;(5) € Y(Sat) - Jt(s)a

onde Ji(s) é uma campo de Jacobi ao longo de 7, satisfazendo J,(0) = 0,
Ji(so) = o/(t). Assim, para ¢t = 0, temos

X(s,0) =+'(s) e Y(s,0)=J(s).
Deste modo, a segunda férmula de variacdo do comprimento de arco torna-se

d2L(7t)
dt?

- /OSOHY’P —(R(X,Y)X,Y) — (X,Y")?]ds

- [ gj@

- [T F )y (B wr0) = (0. Fw) |
- / 5 <J(S)’ g;]<3>> - <3J (5), J<S>> + @J (), J<s>>
- (v lfi"<>>] s

= (6.5 ) - [ (v, l;j<s>>2ds.

Como J é ortogonal a +, obtemos

0= g rsaen = (P10 ) + (v, ).

t=0

(RO TN (6 a6 = (76, 0} | ds

S
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Logo

(.5 @) =0

pois o fato de v ser uma geodésica implica que g
s

o <J(S)’ 13;7(8)> - <J(50)> DJ(So)>, (2.12)

0 ds
pois J(0) = 0. Podemos, portanto, escrever f o« de duas maneiras distintas.
A equagao (2.10) fornece

!
= 0. Assim

d’L (’Yt)
dt?

(foa)(t)=cosL(vy), (2.13)

enquanto que a equagao (2.9) mostra que

(foa)(t)= Acost + Bsent,
onde os coeficientes A e B sao determinados pelas condicoes iniciais

A= (foa)(0)=(fov)(so) = cos s,

B=Lfoa) = (VHa(0),a(0)) = (VF(3(50)). T(50))

= —senso(y'(s0), J(s0)) = 0.

Segue que
(f oa)(t) = cos sgcost. (2.14)

Igualando (2.13) e (2.14), temos

cos sp cost = cos L(t). (2.15)

Derivando (2.15) implicitamente com respeito a t, obtemos
dL
—cosspsent = — sen L(t)%(t).

Derivando novamente,

dL

cos sgcost = cos L(t) <dt(t)> + sen L(t)ﬁ(t).
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Em t = 0, temos

d*L d*L
cossy = sen L(O)%(O) = ++/1 — cos? L(0) ﬁ(o)
2L 2L
= +/1—cos? s Cfﬁz(O) = sen Sodclt(0>’
dL
pois —(0) = 0. Segue que
dt
d27L Cos Sg
di? |,_, sensp
Portanto,

(ats0). 5 )y = S0

sen sg

Visto que, em geral, o vetor J(sp) nao é unitario, obtemos

{J(s0), %(So» _ COSSg

|7 (s0)|? ~ sensg

(2.16)

Observemos que a equagao (2.16) acima pode ser reescrita da forma

d d
T log |7 i
7 log |.J(s)] e log(sen s)

S=5p S=Sp
Integrando a expressao acima de € a sg e usando a injetividade do logaritimo,

1 |7 (s0)] ~ log sensg  |J(so)] _sen s
|J(e)] sen e |J(e)]  sene’

Usando a expansao de Taylor de |.J(¢)| para |J'(0)] = 1 e lembrando que o
resto da expansao de Taylor satisfaz

R
lim 7€) g
e—0 I
obtemos
IOl = R
sene  sene e sene
J
tim 17E 4
e—0 sene
Assim,

|7 (s0)| = sen sg.
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Em geral,
|7 (s0)|] = sen so|J'(0)].

Como sy € (0,7) foi fixado arbitrariamente, segue que
|J(s)| = sen s|J'(0)]. (2.17)

A igualdade (2.17) expressa que a derivada da aplicagdo exponencial em p
satisfaz

[d(expy)ey o) (57(0))] = sen s|'(0)] = |d(expy oy o) (0)] = |/ (0)].

(2.18)
Isto mostra que exp,, : B(0,7) C T,M — By(m) C M é, além de bijecao, um
difeomorfismo.

5° Passo. Construcao da Isometria.

Seja S™ C R™™! a esfera unitdria. Provaremos a seguir que, se v :
T,M — T,,S™ é uma isometria qualquer, entao ¢ = (exp,, ) o1 o (exp,) " é
uma isometria entre B,(7) e sua imagem B,,(7) C S™. De fato, os campos

de Jacobi na esfera S™ sao da forma

, , , sens _,
J(s) = d(exp,,)sp0)s)'(0) = sen sJ'(0) = d(exp,, )sp(0)J (0) = ; J'(0)

para qualquer geodésica 5 de S™ satisfazendo 3(0) = po. Por outro lado, se
q € By(m), entao

d(pq = d(expp0)¢o(expp)—1(q) © dw(expp)—l(q) o d[(epr)_l]q-

Logo, se v, w € T,,M, entao

w|
d -1 _ |
d(exp,) ()] = o
e para z,y € T,,S™, tem-se
sen |x|
|d(expy, )| (y)] = lyl.
|7
Portanto
|dipp(v)] = [v],

isto é, dip, é uma isometria linear. Assim, ¢ é uma isometria local. Como ¢
¢ um difeomorfismo, vemos que ¢ é uma isometria.
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6° Passo. A fronteira OB,(m) reduz-se a um unico ponto p’ € M.

Observemos que os campos de Jacobi ao longo de qualquer geodésica nor-
malizada «, partindo de p, se anulam em «(7). Sejam a3 e as duas destas
geodésicas e considere p; = ay(m) e po = ao(m). Estas duas geodésicas for-
mam uma familia de geodésicas {ov}ic(o,r) geradas pela familia de vetores
a}(0) = costa}(0) + sentaj(0).

Os pontos ay(7) formam uma curva 3 cujo vetor tangente é igual ao ve-
tor de algum campo de Jacobi associado & familia {a;}. Com efeito, como
a imagem de [ estd contida em O0B,(w), o Lema de Gauss implica que
(B'(t),a(t)) = 0. Deste modo, 3'(t) = 0 para todo t € (0,7) e isto im-
plica que (3 é constante, donde p; = ps = p'.

T, M

p

Figura 2.3: Tlustragao referente ao 6° passo.

7° Passo. M = B,(m).

Observemos que f atinge um minimo absoluto em p’ e f(p’) = —1. Re-
produzindo os argumentos usados até agora para p’ no lugar de p, vemos que,
exceto por p, todos os pontos de M estdo a uma distdncia menor que 7 de

p'. Isto significa que M = B,(m) U {p'} = B,(m).

8° Passo. Conclusao: M € isométrica a S™.

55



Defina agora a aplicacdo ¢ : M — S™ por p(p’) = pg, onde pj, é o ponto
antipoda de po em S™ e ¢(p) = ¢(p) em B,(m). Usando a continuidade da
parametrizacao da variedade M, vemos que ¢ ¢ um homeomorfismo. Como ¢
¢ uma isometria, segue que By(m) tem curvatura seccional constante igual a
1. Usando a continuidade da métrica, vemos que M também possui a mesma
propriedade.

Seja ¢ € M tal que ¢(q) # po e ¢(q) # py. Sejam qo = ¢(q), ¢y 0 ponto
antipoda de g0 e ¢ = ¢ 1(q)). Seja ¥’ = dip, e definamos ¢’ : M\{¢'} — S™
por

' = exp,, o) o (exp,) .
Observemos que o conjunto W = M\{p,p'} é conexo e ¢ € W. Além disso,
©'(q) = qo = »(q) e, usando o Teorema de Cartan, dy, = 9" = dip,. Logo,
pela Proposi¢ao 1.9.1, temos que ¢’ = ¢ em W.

p

M

...................... Plangpy = @

>

Figura 2.4: Tlustracao referente ao 8° passo.
Definamos ® : M — S™ por
p(x) se xe M\{p'}

¢'(x) se xe M\{q}

Assim, ® é uma isometria local, logo um difeomorfismo local. Por outro lado,
a continuidade de ® implica que ® = ¢. Logo, ® é um difeomorfismo global
e, portanto, uma isometria. O

O(x) =
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2.2 Formula de Reilly e o Teorema de Alexan-
drov

Nesta secdo iremos demonstrar o Teorema de Alexandrov usando uma
versao integral da férmula de Ricci-Bochner-Lichnerowicz, obtida por R.
Reilly em [13]. Antes disso, precisaremos de mais alguns resultados pre-
liminares. Esta se¢ao, incluindo as demonstracoes da férmula de Reilly e do
Teorema de Alexandrov, estd baseada em [7].

Lema 2.2.1. Seja (M, V) uma variedade Riemanniana de dimensdo m im-
ersa numa variedade Riemanniana (N, V) de dimensao n > m. Sejam XY
campos de vetores tangentes a M. Entao

Hessy f(X,Y) = Hessy, f(X,Y) — B(X,Y)f

Anf=Auf+Hf
Demonstracao. Com efeito,

HessN f(X, Y) = (XY - ﬁxy)f = XYf — (ny)f - (v){Y)Nf

= Hessy f(X,Y)— B(X,Y)f.
]
Coroldrio 2.2.1. Sejam uy, ..., un41 as funcoes coordenadas de R". Entdao
Ayu; = —ﬁui.

Em particular, uma subvariedade M de R™ ' € minima se, e somente se,
suas funcoes coordenadas sao harmonicas na métrica induzida.

Demonstragdo. De fato, se V é a conexao usual de R™"! e uy, ..., u,.1 s80
as funcoes coordenadas de R"™!, entdao Hessgn+1 u; = 0. Deste modo,

AMui = —HU,
[
Seja X = (uy,...,uns1) 0 vetor posigdo de R™™!. As seguintes notagoes

serao uteis:
n+1 n+1

AMX = Z(ANIUi)Eia HGSS]M(X) = E(HGSSM UZ)EH

i=1 =1

onde E; = é o referencial usual de R"+!.

0
au,-
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Lema 2.2.2. Seja M uma subvariedade de dimensao m de S". Entao M €
minima se, e somente se, o vetor posicio X = (uy, ..., uny1) de R" satisfaz

A]L[X = —mX.

Demonstracao. Orientemos S" de tal modo que o vetor posicdo de R™*!
coincida com o vetor normal de S". Deste modo, se V* é a conexao de S",
entao

n+1
Hesspe1(X)(Y, Z) = > (YZ = VyZ)uE;

i=1

n+1 n+1

— Z(YZ - Vy 2 )u, By — Z(vyZ)NUiEi

i=1 i=1

= Hessgn (X)(Y, Z2) = > (Vv Z2)", n)nuiE;

= Hesss»(X)(Y, Z) — (Vy 2)V,n) Z Xu; B;
= Hesse (X)(Y, Z) = (Vv 2)",m)n
= Hesssn(X)(Y, Z) — (Vy Z)N

= Hesssn(X)(Y, Z) — B(Y, Z),

pois
n+1 au n+1
Xu; = Zuj@ul- = ZUJO” = U;
j=1 To=
Como o operador de Weingarten de S" é dado por A, = —id, temos

Hessgn (X)(Ei, Ej) = (B(Ei, Ej),mn = (A,(E3), Ej)n
= —(B, B X = =0, X.
Por outro lado,

Hessgn ul(Y, Z) = Hessy, U,(K Z) + B(X, Y)Uz =
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Hessgn (X)(Y, Z) = Hessy(X)(Y, Z)+§B(Y, AN

1=1

n+1

— Hessy (X)(Y, Z) + Z<B(Y, AR

n+1

= Hessy (X)(Y, Z)+ (B(Y, Z),n) > XuE;

— Hessy (X)(Y, Z) + (B(Y, Z),n)n

= HeSS]w(X)(Y, Z) + B(Yv7 Z)
Portanto,

n+1 n+1 n+1

—mX = Y Hessen(X)(Ei, Ei) =Y Hessy(Ei, Ei) + Y B(E;, E;)
i=1

1=1 i=1

= AuX + Hy,
onde {E1, ..., E,y1} é um referencial ortonormal de R™! tal que F1, ..., E,
sdo tangentes a M e E,11 = X/|X|. O

Teorema 2.2.1 (Férmula de Reilly, [13]). Seja D uma variedade Rieman-
niana de dimensao m + 1, orientada, cujo bordo € dado por uma variedade
Riemanniana M de dimensao m. Seja f € D(D) satisfazendo o problema de
Dirichlet

Af=gemD

f=uem M,
onde g € D(D) e u € D(M). Entao

m 9 9 - .
> H —|-/ A,u—l-/ hagtat —I—/RlCV,V ,
m+1/Dg ; f an M MZ suatiy + | (VS V)

a,f=1

onde H e hoz denotam a curvatura média da sequnda forma fundamental de
M com respeito ao normal 1 apontando para o exterior de M na orientacao
de D e Ric € o tensor de Ricci de D. Além disso, a igualdade vale se, e
somente se,
o 99ij
Ju m+ 1
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S

Figura 2.5: Tlustracao referente ao Teorema de Reilly.

em D.
Demonstracao. Consideremos a férmula de Bocnher-Lichnerowicz
SA(VIP) = [Hess f|* + (Vf,V(Af)) + Ric(V [, V)

= |Hess f|* + (Vf,Vg) + Ric(Vf, V).

Usando a desigualdade

m+1 m+1 m+1 2 1 92
2 _ 2 _
|Hessf| Z Z _m—|—1<zf”> *m_l_l(Af) m_l_la

t,j=1

obtemos )
GAVIP) 2 S (V1. Vg) + Rie(Vf, V).

Integrando por partes o segundo termo do lado direito da desigualdade an-

terior,
[ @159 == [asre [ o= [ ¢+ [ ot
Assim

o[z [ [ty [ Re©Rvn. (219
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Por outro lado, se {F1, ..., Eny1} é um referencial ortonormal em D tal que
E1, ..., E, s@o tangentes a M e F, .1 = n é o vetor unitario, normal a M,
apontando para o exterior, entao o Teorema da Divergéncia implica

s [auwsr) = 3 [ avwiwsr =} [ wavinm

m+1

- /ni (/2,1 /MZ 1. fon)

m+1 m+1

= /Zfz (fi); E /M;fi(fi)mﬂ

i,7=1

m+1

- /MZE Epr B ).

Usando as condigoes de bordo e escolhendo o referencial tal que Vg, . Frp1 =
0, temos

m+1 m

Z Ez(f)Em-i-lEz(f) = Em+1(f)Em+1Em+1<f) + Z Ea(f)Em-l-lEa(f)

i=1 a=1

= folg=Hf = Auf)+ Y Ba(f)Emi1 Ba(f)
= folg = Hfy = Daw) + Y Ea(f) Emia Ba(f)

pois
Af = Z (i By),mmf =Y (B(Ei, Ey),n) fy = Hfy.

Usando o fato que

V=Y (V,E)E; + (V, Emy1) Emia
1=1
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e as equacoes

obtemos

<Em+1Ea7 Em+1> = _<E0n VEm+1E7n-i-1> =0

1
(Ve g1, Emy1) = §Ea<Em+1> Epi1) =0,

Em+1Ea(f) - EaEerl(f) + (vEm+1Ea)f - (anEm+1)f

Como

temos

= EyLnn(f)+ <VEm+1Ea’ Ep)Eg(f)

NE

ki
I

m

(Vi1 Bar Emi1) Bmi1(f) = Y AV, Emi1, Es)Es(f)
B=1

- <VEQ Em+1> Em+1>Em+1 (f)

NE

= EoBoii(f) + Y (Vi Fa, Es)Es(f)

1

=
Il

= AV B, Eg) Es(f).
8=1

<VEaEm+17 E,B) - _<Em+17 VEQEB> - haﬂ;

s [a0vr = [t [ - [ o

[ BB ()

/A 1 S (Voo Eo BV E5(F)Ealf)

a,B=1

/M Z B Ba() Es(u).

a,f=1
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Por outro lado,

/N > (Vi B B EaESS) = - / > B Ve B Eal Eal)

a,8=1 a,f=1

-~ /N > (B, Vi, Ba) B(f) Ealf),

avﬁ:]-

onde na ultima igualdade fizemos uma permutacdo de todos os indices a e
B. Deste modo

/M Z (Vi Eas Eg)Eo(f)Es(f) = 0.

a,B=1

Integrando por partes,
J, B EEatr) = [ S RDE) = [ (95.98)

- - anMf = - anMU-
M M

Deste modo,

s [ aawrt = [ o= [ o= [ s [ 3 hoas

a,f=1
Combinando a identidade acima com (2.19), temos o resultado desejado. [

Teorema 2.2.2 (Alexandrov). As unicas hipersuperficies compactas, conexas,
de curvatura média constante, mergulhadas em R™ sao as esferas.

Demonstracao. Seja M™ uma hipersuperficie compacta em R™*! com cur-
vatura média constante /. Como H ¢é constante, podemos orientar M de tal
modo que H > 0. O vetor normal a M correspondente a essa orientagdo seré
representado por 7.

Multiplicando a métrica por uma constante ¢ > 0, a curvatura média
também fica multiplicada por c¢. Assim, podemos assumir que H = m. A
hipéstese de M ser mergulhada implica que M é o bordo de um dominio
limitado D em R™"!. Este resultado é conhecido como o Teorema de Jordan-
Brouwer e, para uma demonstracdo ver, por exemplo, [10]. Consideremos a
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funcao f solucao do problema de Dirichlet

Af=—-1 em D

f=0 em M =0D.

Aplicando a Férmula de Reilly a f e observando que Ric = 0 em R™!
obtemos
V(D) 2

m
" vipys | hppe A2 2.20
m+1 ( )_/M b mA4+1 7 Jy " (2:20)

onde V(D) denota o volume de D. A desigualdade de Cauchy-Schwarz e o
Teorema da Divergencia aplicados as fungoes f,, e 1, implicam

A(M)/Mfg > (/an>2—</M"f>2
= ([wsm) = ([ ar) =vior.

onde A(M) é érea de M. Logo, (2.20) implica que

T2 [ gz VPR S 400 2 e+ yv(D)

Por outro lado, se X = (uy, ..., Un1) é 0 vetor posicio de R™*! referente
ao referencial ortonormal {Fy, ..., E,,,n} entdo Hessgm+1(X) = 0, donde

—Apu; = ﬁu, = Hnu; = Hugy.

Isto implica

m+1 m—+1 m+1

—Au(X) = Y (Anw)Ei = (Huiy) B = HY  n(w)E

=1 i=1 =1

m—+1 m+1

= HY (0,Vu)B;=H» (n,E)E
i=1 =1

= Hn=mn.

Escrevendo

m+1 m—+1 m+1

AX) =D (Au)E;, [VXP = Z|Vul|2eX Znul s

i=1
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a formula da integracdo por partes torna-se

m+1
[ exax) >/,

m—+1 m+1

— _;/Dwui,wi)Jr;/Mum(ui)

= —/M\VX|2+/M<X,X,7>.

Como Agn+1(X) =0,

0:/D<X,AX> = —/D|VX\2+/M(X,X77>

- —(m+1)V(D)+/<X777>

M

= —(m+1)V(D) - e (X, ApX)

m Jy

1 2
= —(m ‘l‘ 1)V(D) - — |VA{X|

m Jy

= —(m+1)V(D)+ A(M),
m+1 m+1
pois |[VX|* = Z |Vu|? = Z B> =m+1 e |[VyuX[> = m pelo mesmo
=1 =1
motivo. Logo, todas as desigualdades obtidas até agora tornam-se igualdades.
Em particular, o caso da igualdade na Férmula de Reilly implica
—0
m+1

fij = (2.21)

em D e f,,4+1 constante em M. Observemos também que

HessD f(EZ, EJ> — HessM f(Eu EJ) = (EZEJ — szEJ)f — (ElE] — VEZEJ)]C

= (inEj)Nf: <(inEj)77}>7}f‘

Como f|y =0, obtemos
fij = hij fmt1-
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Aplicando em (2.21),

— 0y
va]l hz’jfm—|—1~
Assim
m—H—ih = id' m_ oy o T
i=1 Yot D fma i=1 Yo(m A1) fan m +1
e, portanto,
hij 61]

O Teorema 1.7.1, nos dé&
K(E;, E;) — K(E;, Ej) = hiihj; — h?j =1,

donde M tem curvatura seccional constante igual a 1. Isto implica que
Ric,(z) = K para todo p € M e todo # € T,M. Em particular, o Teorema
de Lichnerowicz implica

Anteriormente, vimos que
A]\/[X = —me+1 == —mEm+1.

Por outro lado,

mA(]W) = /]\/[|VA[X|2 = /]W<X7_AJMX> =m JW<X7 Em+1>

< ([ |X|2)1/2 ( /M|Em+1|2)l/2 (229
- (/M|X|2)1/2¢TM>.

Escolhendo a origem de R™*! como centro de gravidade de M, isto é, X =0,

M
temos

/ |VMX|2——/ (X, Ay X) —/ (X, —AyX) 2)\1(]\4)/ | X%,
M M M M
pelo principio do Min-Max. Assim,

AM) < [ |IX]PP< 1/ IV X|? < R A(M). (2.23)
M A S m Jm
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Logo, todas as desigualdades acima tornam-se igualdades. Em particular,

Assim, o Teorema de Obata implica que M é isométrica a uma esfera. Além
disso, a igualdade em (2.22) implica que X = aF,,;1, a € R, enquanto que
a igualdade
A(M) = | X|?
M
em (2.23) implica que o = 1. Portanto, | X| =1 em M, ou seja, M é a esfera
unitéria. n

67



Referéencias Bibliograficas

1]

ALEXANDROV, A. D. Uniqueness Theorems for Surfaces in the Large
V, Vestnik Leningrad University. 13 1958 n°® 19, 5-8. (Tradugao para o
inglés: American Mathematical Society Translations, Ser. 2, 21, 1962,
412-415).

BACHMAN, G. & NARICI, L. Functional Analysis Academic Press,
New York, 1966.

BERARD, P. H. Lectures on Spectral Geometry, 15° Coléquio Brasileiro
de Matematica, SBM, Pocos de Caldas, 1985.

BERGER, M & GAUDUCHON, P. & MAZET, E. Le Spéctre d’Une
Variété Riemannienne, Lecture Notes in Mathematics, n® 194, 1971.

HICKS, N. J. Notes on Differential Geometry, Van Nostrand Reinhold
company, New York, 1965.

DO CARMO, M. P. Geometria Riemanniana, 3* ed., Projeto Euclides,
IMPA, Rio de Janeiro, 2005.

LI, P. Lecture Notes on Geometric Analisis, University of Cali-
fornia, Irvine, 1996. Distribuicdo livre na internet através do link
math.uci.edu/ pli/lecture.pdf

LICHNEROWICZ, A. Geométrie des Groupes de Transformations,
Dunod, 1958.

LIMA, E. L. Andlise Real Volume 3: Andlise Vetorial, Colecao
Matematica Universitaria, IMPA, Rio de Janeiro, 2007.

LIMA, E. L. Duas Novas Demonstracoes do Teorema de Jordan-Brouwer
no Caso Diferencidvel, Revista Matematica Universitdria, n® 4, 1986,
89-105.

68



[11] OBATA, M. Certain Conditions for a Riemannian Manifold to be Iso-
metric with a Sphere, Jornal of Mathmatical Society of Japan 14, 1962,
333-340.

[12] MORITA, S. Translations of Mathematical Monographs, Volume 201:
Geometry of Differential Forms, Providence. American Mathematical
Society, 2001.

[13] REILLY, R. Applications of the Hessian Operator in a Riemannian
Manifold, Indianna University Mathematical Journal 23 1977, 459-472.

[14] REED, M. & SIMON, B. Methods of Modern Mathematical Physics IV:
Analysis of Operators, Academic Press, 1978.

[15] SCHOEN R. & YAU S.T. Lectures on Differential Geometry, Interna-
tional Press, Conference Proceedings and Lecture Notes in Geometry
and Topology, volume I, USA, 1994.

69



Indice Remissivo

Aplicagao tangente, 10
r-linear, 17 )
Aplicacao exponencial, 25 Formula
de Newton, 42
Campo de Reilly, 7, 59
de Jacobi, 28 de Ricci-Bochner-Lichnerowicz, 37
de Jacobi em formas espaciais, 28 Fibrado tangente, 10
de vetores, 10 Formas
de vetores sobre uma curva, 13 de conexao, 19
Colchete, 11
Comprimento Geodésica, 25
de uma curva, 13 normalizada, 25
Conexio parametrizada pelo comprimento

Riemanniana, 13 de arco, 25

Coordenadas esféricas, 45 Green

1# férmula de, 33

Curvatura a £
seccional, 15 22 férmula de, 33
tensor, 14 Hessiana, 23
Derivada‘ Identidade
covariante, 14 de Bianchi, 15
Diferencial de Jacobi 712
covariante, primeira, 21 de Ricci 736

covariante, segunda, 24
covar}ante, terceira, 35 isométrica, 13
i eAxte‘rlor, 18 [sometria, 12
D}stanlea,.fil local, 12
Divergéncia, 22

Imersao, 10, 13

Laplaciano, 25

Equacao Lema de Gauss, 27
de estrutura de Cartan, 12, 20
de estrutura de Cartan, 2%, 21 Métrica Riemanniana, 12
de Jacobi, 28 Mergulho, 10

Espaco

70



Operador de Weingarten, 30
Orientagao, 10

Parametrizacao, 8
Ponto conjugado, 29
Produto
exterior, 17
tensorial, 24

r-forma, 17

Referencial, 14
geodésico, 14
ortonormal, 14

Segmento

de uma curva, 13
Segunda forma fundamental, 30
Sistema de coordenadas, 8
Subvariedade, 10

Teorema
da Divergéncia, 32
de Gauss, 30
de Jordan-Brouwer, 63

Variedade
compacta, 8
completa, 31
diferencidvel, 8
orientavel, 10
sem bordo, 9

Vetor tangente, 10

71



	diss_final
	Ficha
	Biblioteca Central
	Divisão de Tratamento Técnico
	                                      71 f.  
	                                    Bibliografia: f. 68-69.


	diss_final

