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RESUMO

Atualmente tem crescido o interesse por processos de difusdo andmala, i.e., os super
difusivos e sub-difusivos. O problema voltado para difusdo normal ja ¢ bem conhecido, enquanto
para difusdes andmalas ainda existem varios problemas em abertos. Varias técnicas
computacionais ¢ modelos matematicos tém sido desenvolvidos para modelar tais processos.
Estudamos neste trabalho uma caminhada aleatéria, ndo Markoviana em uma dimensao, em que
o desenvolvimento do processo ¢ regido por decisdes tomadas em relacdo ao passado distante.
Utilizamos como ferramenta de andlise uma abordagem analitica e numérica (via método de
Monte Carlo). Nesse problema, o caminhante toma suas decisdes (entre ir para a direita ou para a
esquerda), num determinado tempo ¢, com base nas decisoes tomadas no passado, numa fragao f
do tempo transcorrido. Quando f</ o passado recente ¢ esquecido e apenas o passado distante ¢
considerado. Essa perda de memoria recente induz a fungdo densidade de probabilidade da
posicdo a passar de um regime Gaussiano para ndo Gaussiano e leva ao surgimento de oscilagdes
log-periodicas na posi¢ao, além de produzir uma mudanga no comportamento, de ndo persistente
para persistente, ocasionando difusdo anomala. Essa mudanca ¢ caracterizada pelo expoente de
Hurst e ocorre também, surpreendentemente, numa regido de feedback negativo. O diagrama de
fases em fun¢do dos parametros f'e p (fragdo de memdria antiga e feedback), mostra as seguintes
regides: ndo persisténcia classica; persisténcia cldssica; ndo persisténcia log-periddica e

persisténcia log-periddica; regido Gaussiana e nao Gaussiana da posigao.

Palavras Chaves: Caminhada aleatéria, expoente de Hurst, log-periodicidade, ndo Markoviano.



ABSTRACT

Nowadays there has been a growing interest in anomalous diffusion: the super difusive
and sub-difusive processes. The problem about normal diffusion already well established
whereas many problems still exist in anomalous diffusion. Several mathematical models and
computational techniques have been developed to model such processes. In this work we studied
a non-Markovian Random Walk (RW), in one dimension in which the development of the
process is governed by decisions taken in the distant past. We used as tool of analysis, analytical
and numerical procedures (Monte Carlo method). In this problem, the walker takes its decisions
(go right or left) at a given time ¢, based on the decisions taken in the past, namely in a fraction f
of the total time. As far as the decision making process is considered only the distant past is
taken into account. This loss of recent memory leads the probability density function of the
position to change from Gaussian to non-Gaussian and leads to the emergence of log-periodic
oscillations in position, besides producing a change in the behavior of non-persistent to
persistent, causing anomalous diffusion. This change is characterized by the Hurst exponent, and
is found, surprisingly, in a region where there is negative feedback. The diagram of phases
depending on the parameters f and p (fraction of old memory and feedback), shows the following
phases: classical non persistence, classical persistence, log-periodic non persistence, log-periodic

persistence, Gaussian and non Gaussian with respect to the position of the walker.

Key Words: Random walk, Hurst exponent, log-periodic, non Markovian.
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CAPITULO 1

1 Introducao Geral e Objetivos

Na natureza, sdo encontrados muitos fendmenos em que algumas grandezas variam
com o tempo de forma bastante irregular, por exemplo, a posi¢do de uma particula
descrevendo um movimento aleatério. Nao existe uma forma precisa de calcular essa
variagdo em detalhes, embora uma média temporal possa revelar certa regularidade que

pode ser descrita, matematica e fisicamente, de maneira simples.

A comunidade cientifica tem demonstrado grande interesse em trabalhar com
processos que nao possuem memoria. Uma das principais vantagens de se trabalhar com
esse tipo de processo se deve ao fato de sempre ser possivel trabalhar com varidveis
estocasticas e atribuir a estas um valor médio bem definido. Quando o processo guarda
algum tipo de memoria, os modelos matematicos se tornam dificeis de serem resolvidos
analiticamente, restando o uso de modelos numéricos ou as simulagdes computacionais.
Problemas relacionados a sistemas fisicos reais sdo na maioria das vezes ndo Markovianos
ou com memoria (eventos do passado remoto exercem influéncias significativas nos
eventos futuros). Essa dependéncia temporal acaba gerando correlagdes de longo alcance e

pode resultar em difusdo anomala.

Abordamos neste trabalho uma caminhada aleatéria unidimensional ndo
Markoviana em que o desenvolvimento do processo ¢ regido pelas decisdes tomadas no
passado distante. Apenas uma fracdo do passado distante ¢ considerada e o passado recente
¢ esquecido. Medimos essa fracdo de memoria antiga lembrada, através de um parametro f.
Temos também outro parametro p, que representa a probabilidade de repetir uma mesma

acdo tomada no passado distante. Esses dois pardmetros definem uma rica variedade de



mudangas no comportamento do sistema, desde difusdao anomala, medida através do
expoente de Hurst, a oscilagdes log-periddicas e ndo log-periddicas na posicdo média, e
também a uma mudanca na densidade de probabilidade da posicdo, que passa de um
regime Gaussiano para ndo Gaussiano. Resolvemos o problema utilizando simulagdes
computacionais ¢ também aplicando um tratamento analitico-estocastico. Apesar da
aparente simplicidade do modelo em estudo neste trabalho, este problema conduz a
equacdes matematicas que em alguns casos ainda ndo dispdem de solucdes analiticas

exatas, tornando necessario o uso de simulagdes computacionais.

Para melhor compreensdo do leitor, antes da defini¢do formal do modelo, faremos
uma revisdo dos conceitos basicos dos processos Markovianos ¢ ndo Markovianos
juntamente com sua definicdo, difusao normal e andmala, problemas relacionados com
perda de memoria, defini¢des estatisticas, caminhada aleatodria, distribuicdo Gaussiana e de
Lévy, invariancia discreta de escala e log-periodicidade. Em seguida, apresentaremos
formalmente o modelo e seguiremos com a apresentacdo dos principais resultados. A

estrutura da tese ¢ apresentada a seguir.

1.1 Estrutura da Tese

No capitulo 1 expomos um pouco da histéria da descoberta do movimento
Browniano e seu idealizador. Fazemos uma ligagdo desse movimento com a fisica
estatistica. Em seguida, definimos o processo Markoviano e ndo Markoviano, evitando, por
simplicidade, parte do rigor matematico. Definimos a equacdo da Difusdo, muito
importante em processos difusivos, também apresentamos a equacao de Fokker-Planck que
¢ uma forma estendida e que engloba também a equacao da difusdo e a equagao Mestra que
representa o caso mais geral que reine todas as duas anteriores. Por fim, falamos sobre
perda de memoria distante e perda de memoria recente relacionada a amnésia e

estabilidade de sistemas dindmicos governados por feedback.

No capitulo 2 apresentamos nogdes basicas de probabilidade e estatistica.
Enunciamos o teorema do limite central, um dos mais importantes na Fisica Estatistica.
Como complemento, discutimos distribui¢des Gaussianas e ndo Gaussianas e apresentamos

a generalizacdo do teorema do limite central desenvolvido por Lévy, que obteve uma nova



classe de distribui¢des, denominadas alfa-estaveis, que se ajusta bem a uma larga variedade
de fendmenos. Terminamos este capitulo mostrando algumas fungdes densidade de

probabilidade pertencentes a classe alfa-estdveis de Lévy que possuem solugdes analiticas

fechadas.

No capitulo 3 discutimos processos difusivos, iniciando pelo problema cléassico de
uma caminhada aleatoria, acompanhada do seu caso particular, o “random walk”. Nesta
mesma secdo, determinamos algumas quantidades de interesse, por exemplo, o expoente de
Hurst, usado para fins comparativos com o nosso modelo. Dando continuidade aos
processos de Lévy, apresentamos uma outra classe de caminhada aleatdria, chamada “Lévy
Walk”, bem diferente do caso cldssico. Nesse caso, longos passos sdo estatisticamente
permitidos. Neste mesmo capitulo apresentamos também o “Movimento Browniano
Fraciondrio”, o qual possui correlagdes de longo alcance, ao contrdrio do movimento
Browniano padrdo. Para terminar, revisamos o conceito de invariancia discreta e continua

de escala e oscilagdes log-periddicas.

No capitulo 4 apresentamos o modelo computacional ¢ os principais resultados.
Iniciamos apresentando o modelo que deu origem a este trabalho e seus resultados. A
seguir, definimos o modelo desta tese e os resultados obtidos via simulacdes
computacionais. Em seguida, discutimos a abordagem analitico-estocastica, onde recaimos
em um sistema de equagdes transcendentais para freqiiéncia de oscilagdo (relacionada com
a posicdo média) e o expoente de Hurst (relacionado com a posicdo quadratica média). A
solucdao desse sistema definiu quatro fases, em func¢ao dos parametros f e p, fracdo de
memoria antiga e probabilidade de aceitar uma decisdo passada, respectivamente.
Continuando com os resultados analiticos, apresentamos o diagrama de fases para log-
periodicidade e para persisténcia (medida através do expoente de Hurst). Também
calculamos os expoentes temporais para a posi¢do média. Por ultimo, fazemos um
comparativo entre os resultados numéricos (simulagdes computacionais) e os resultados

analiticos.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos as conclusdes deste trabalho seguidas das

discussoes e relevancias dos resultados obtidos e perspectivas para trabalhos futuros.



1.2 Fisica Estatistica e Movimento Browniano

A Fisica Estatistica estabelece uma relacdo matematica entre a descricdo
microscopica da natureza e as teorias macroscopicas, tdo Uteis em muitas das areas
classicas da ciéncia e da tecnologia. A Fisica Estatistica ¢ muitas vezes descrita como o
estudo de como partimos da dindmica microscopica ou da interagdo de vdrias particulas de
um sistema fisico e descobrimos como essa dindmica pode ser traduzida
macroscopicamente no limite termodindmico, ou seja, no limite de muitos graus de
liberdade. E impossivel falar de fisica estatistica sem falar da termodinimica. A
temperatura de um corpo, por exemplo, que ¢ uma quantidade macroscopica, ¢ resultante
das agitagdes vibracionais moleculares, que ¢ uma quantidade microscopica. As constantes
colisdes dessas moléculas no recipiente acabam resultando na pressdo, que pode ser
facilmente medida, o que contrasta com a dificuldade em calcular as velocidades de cada
uma das moléculas que geram as colisdes. E mesmo que conseguissemos medir todas essas
velocidades, ndo saberiamos como interpretar tanta informacdo. Em resumo, a fisica
estatistica procura quantificar comportamentos microscopicos ou a interagdo de varias

particulas, em variaveis macroscopicas com valores médios bem definidos.

O botanico Robert Brown, em 1827, foi o pioneiro no estudo do movimento,
chamado Browniano, o qual recebeu seu sobrenome como homenagem. Ele observou, ao
estudar as células masculinas de fecundagdo das plantas, o pdlen, que o movimento desses
graos em uma cé¢lula fluida descrevia um comportamento altamente irregular. Ele observou
também que havia uma dependéncia com a temperatura: mais intensos eram os
movimentos para maiores temperaturas. Albert Einstein, no ano de 1905, em sua tese de
doutorado, apresentou a teoria cinética para esse tipo de movimento mostrando que o
fenomeno era ocasionado por colisdes das moléculas do solvente nos graos de polen, que
faziam com que este descrevesse um movimento aleatorio. Einstein descreveu o
comportamento individual das particulas utilizando a estatistica de Boltzmann-Gibbs, ja
bem consolidada naquela época, mostrando que as propriedades da difusdo seguem uma
distribui¢do Gaussiana. Einstein também provou que o movimento devia ser mais intenso
para particulas menores e estudou como outros fatores contribuem para o movimento, por

exemplo, a viscosidade do solvente.



Movimentos brownianos sdo caminhos formados por sucessivos passos com
dire¢des randomicas. Eles surgem como a soma de quantidades que flutuam, por exemplo,
a velocidade de uma particula submetida a colisdes. Neste tipo de movimento, sdo
emergentes dois principais comportamentos: apoés um grande nimero de passos a forma da
caminhada torna-se fractal ou invariante sob uma mudanca de escala de observagao; a sua
distribuicdo de probabilidade obedece a uma simples lei: a equacdo da difusdo. Ambos os

comportamentos sdo independentes dos detalhes microscopicos, eles sdo universais.

O estudo da teoria do movimento Browniano também contribuiu para evidenciar o
mundo microscopico das particulas (&tomos e moléculas) e também para calcular o nimero
de Avogadro. Mas tarde, os trabalhos tedricos de Einstein influenciaram de forma decisiva
os trabalhos experimentais de Perrin (PERRIN, 1913). Este ultimo conseguiu medir o
nimero médio de moléculas em uma massa de dgua e seus resultados foram coincidentes
com os resultados obtidos anteriormente por Einstein. Os trabalhos da teoria do movimento
Browniano desses dois autores foram os precursores na aceitacdo do atomismo.
Movimento Browniano ¢ Random Walk sdo equivalentes, a unica diferenca ¢ que este
ultimo ¢ empregado com varidveis discretas e o primeiro em processos continuos. Ambos
ndo possuem dire¢do privilegiada. Problemas relacionados ao movimento Browniano
também aparecem em economia, exposto primeiramente pelo trabalho do matematico
Bachelier (BACHELIER, 1900) que analisou esse tipo de movimento cinco anos antes do
famoso trabalho de Albert Eisntein (EINSTEIN, 1905). O trabalho de Bachelier ndo
recebeu muita atencdo na época, visto este ser voltado para a teoria de especulacio e
flutuagdes no mercado financeiro. Bachelier foi a primeiro a introduzir o que hoje ¢
conhecida como equagdo de Chapman-Kolmogorov. Bachelier também apresentou uma
equacdo de difusdo para processos estocésticos, mostrando que a probabilidade pode se
difundir de forma andloga ao calor (VAINSTEIN, 2007). Embora para alguns casos
particulares se obtenha uma solugdo analitica para as equagdes diferenciais que descrevem
o fendomeno da difusdo, as vezes a falta de linearidade ou outros fatores tornam impossiveis
as solugdes em forma analitica, restando os métodos numéricos ou as simulagdes

computacionais como uma alternativa de solugdo.

O movimento Browniano ¢ um processo tipicamente difusivo, regido pela equagao
da difusdo e apresenta um regime Gaussiano para a posi¢do. E caracterizado pelo fato da
variancia da distribui¢do crescer de forma linear com o tempo e conseqlientemente ¢ um

processo de difusdo normal. O MB também ¢ chamado processo Wiener (ver apéndice C).



Este processo ¢ caracterizado por trés axiomas (SHONKWILER, 2009, p.171) e vamos

considerar W(#) como a localiza¢do de uma particula no tempo continuo :

1-w(0)=0,
2—parat <t,<..<t, asdiferencas W(t,)-W(t,),....W(t,)—W(t, ) sdo independentes,

3- es<t, (W(t)—W(s)) é normalmente distribuido com média zero e variancia o> ~(¢ —s).

Um grande niimero de observagdes experimentais mostra que existe uma grande
variedade de sistemas complexos em que a varidncia ndo cresce mais linearmente
proporcional ao tempo. Como exemplo desses processos de difusdo andmala, podemos
citar: rotagdo de fluido em 2D (SOLOMOM, 1993), vidros porosos (STAPF at al., 1995),
também em transporte intracelular (CASPI et al., 2000).

1.3 Processos Markovianos e nao Markovianos

Um modelo pode ser definido como uma idealizacdo matematica, empregado para
descrever alguns fendmenos observados. De posse do modelo e a sua solugdo, o passo
seguinte ¢ verificar a sua validade por meio de observagdes experimentais. Teoria e
experimentos devem estar em plena concordancia ou o modelo deve ser reformulado ou até

mesmo descartado.

Um modelo estocastico ¢ a representagao matematica de um processo aleatorio que
¢ simplificado por valores médios. Por exemplo, a posicdo em funcdo do tempo de uma
simples particula descrevendo um movimento irregular, com mudanga de dire¢do a cada
instante de tempo, ndo pode ser descrita por uma equacao analitica, mas por uma equagao
estocastica sim. Também, uma das partes mais importantes da modelagem estocéstica ¢
encontrar a distribuicdo de probabilidade de ocorréncia dos eventos. Nao € nossa intengao
abordar varios tipos de processos estocasticos, mas analisar com alguns detalhes uma
pequena fragdo desses processos, bastante relevantes, que sdo comumente aplicados em

modelagem de sistemas dindmicos devido a sua facilidade de tratamento.
Os processos estocasticos podem ser classificados como:

» Em relacdo ao estado:



e Estado discreto ou cadeia, X(?) ¢ definido como um conjunto ou enumeravel
ou contavel.
e Estado continuo: X(?) ¢ definido entre um intervalo de valores desse estado.
» Em relacdo ao tempo ou parametro indexador #:
e Discreto: ¢ € finito ou infinito enumeravel.

e Continuo: os valores de 7 se encontram em um intervalo de interesse.

O russo Andrei Andreyevitch Markov (1856-1922) foi o pioneiro a investigar uma
rica classe de modelos estocasticos. Esses modelos, que receberam a denominag¢do, como
homenagem ao seu idealizador, de processos Markovianos ou de Markov, sdo também
conhecidos como processos sem memoria. Nao ¢ nosso objetivo falar profundamente de
processos Markovianos, mas sim, apresentar resumidamente os principais aspectos desse
processo. Iremos apenas considerar tempo e estados discretos. Vamos supor que estamos
observando uma cadeia, partindo do tempo ¢ até o tempo ¢, do conjunto

ty <t <..<t_, <t . Sejam os valores observaveis x; em #, como sendo o estado no tempo
presente da cadeia formada por X ={xo(to),xl(tl),...,xk_l(tk_l),},onde X ¢ o espago de
estado e também representa a histéria do passado. Entdo, os estados
{x,€+l () Xin (tk+2),...} representam um futuro desconhecido. De uma forma mais geral, o

principio de Markov declara que o estado atual depende de um nimero finito de estados
anteriores. Quando tomamos o limite assintético (um numero muito grande de estados),
essa dependéncia finita com os estados anteriores torna-se desprezivel e o modelo retorna a
condi¢do de processo sem memoria. Esse fato ¢ freqiientemente referido como processo
sem memoria. Desde que € necessario apenas o presente para probabilisticamente predizer

o futuro, o passado ndo tem importancia, ou seja

PLxo (), %, (#))5eees X, () [ X, (8,0)], (1.1)

=Plx, (t,) | %, (t0)] '
A probabilidade condicional P[x,(z,)|x,,,(t..,)]=Plx,(t,)"x,,(.)]/ Plx,(t,)] é valida
para P[x,(¢,)]>0. Onde P[x,(¢,)]|x,,,(,,)] representa a probabilidade condicional de

ocorréncia da variavel x;+; no tempo #+;, tal que ja tenha ocorrido o evento x; em #. O

termo P[x,(¢,)Nx,,,(t,.,)] representa a probabilidade conjunta de ocorréncia da varidvel

X+ em tir€ xpem fx. E P[x, (¢,)] € a probabilidade de ocorréncia do evento x; em #.



A equagdo (1.1) nos informa que dada a ocorréncia do estado x;, o valor do proximo estado
xx+; depende somente de x; e ndo de qualquer outro estado passado. Essa propriedade ¢é
conhecida como Markoviana ou processo sem memoria. Qualquer processo que seja
estacionario pode ser considerado um processo Markoviano. Dizemos que um processo €
estacionario quando seu comportamento estocdstico ndo depende do tempo, ou seja, €

invariante sob uma translagcdo temporal.
Probabilidades de transicao

Uma cadeia de Markov ¢ descrita em termos da probabilidade condicional,

denominada probabilidade de transigdo p,. Seu comportamento estocastico € definido

piu./ (k) = P[xk (tk) =i | Xt (tk+l) = ]]a (1 2)

para quaisquer estados i, j € ¢, <t,,, . Chama-se probabilidade de transi¢do devido ao fato
do estado passar de i (no tempo %) para j (no instante #+;). Dada essa probabilidade de
transi¢dao e a distribuicao para o estado inicial, ¢ possivel determinar a probabilidade de

estar em qualquer estado, qualquer que seja o instante de tempo. Claramente 0 < p, (k) <1

e para qualquer estado 7 no instante k, devemos ter
Db,k =1, (1.3)
j

o que implica, em notacdo matricial, que a soma de uma linha deve ser sempre igual a um.
Todos os elementos de um modelo constituido por uma Cadeia de Markov podem ser
agrupados em uma matriz quadrada com numeros de linhas e colunas iguais ao nimero de

estados que o modelo pode assumir. A matriz de transi¢ao, para apenas um passo, ¢ escrita

Pu P - P
P: p.2l p22 p.Zm , (14)
pml me pmm

tal que P=[p;], onde cada linha i representa o estado atual e cada coluna j representa o

estado futuro. Outra forma bastante ilustrativa de representar essa probabilidade de
transicdo ¢ via método grafico, chamado de diagrama de transicdes. Como exemplo,
considere o caso de um sistema contendo apenas dois estados, denominados / ¢ 2. Para

este caso, a matriz e o diagrama de transigoes, respectivamente sao:



p- |:p11 p12:|
Py Py

Na forma de representagdo pelo diagrama de transigdes, cada vértice ¢ constituido por um
estado, e cada arco orientado ligando dois vértices representa uma transi¢ao possivel entre
esses estados. O coeficiente ao lado de cada arco simboliza a respectiva taxa de transi¢ao.
Como exemplo, o termo p;, indica a probabilidade de passar do estado / para o estado 2.

J& o termo p;; representa a probabilidade de permanecer no mesmo estado /.
Equaciao de Chapman-Kolmogorov

Anteriormente definimos a matriz de transi¢do para apenas um passo, agora vamos
definir a probabilidade de transi¢do para n passos. A probabilidade p; para a qual o

processo, estando no estado i, estara no estado j apds n transi¢des adicionais, sera

p;=Px,¢,)=ilx,,,.,)=jl, nijzl (1.5)

Essa probabilidade pode ser calculada pela equagdo conhecida como Chapman-

Kolmogorov

P :ZPIZPJ, para todo r,s > 1. (1.6)
k=1

Tomando como exemplo, considere a seguinte situagcdo: vamos considerar apenas dois
estados, digamos / e 2, a pergunta ¢: qual ¢ a probabilidade de apos 3 passos, partindo do
estado /, terminar no estado 2? As possiveis configuracdes ou as possiveis trajetorias
(simbolizadas pelas letras 4, B, C e D) para se chegar ao estado 2 partindo de /, em trés

passos, juntamente com suas probabilidades, respectivamente, sao:

1° passo 2° passo 3° passo

A: P[1>1] P[lp—>1] Pl1->2]=p,-p, P,
B:P[1—=>1] Pl1->2] P2-52]=p, p, Py
C:P[1-52] P2-1] Pll->2]l=p,: Py P
D:P[1->2] P[2—52] P[252]=p, Py Pu>

(1.7)
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ou seja, existem quatro possiveis caminhos para se passar do estado / para 2 em 3

transi¢des. Em (1.7) usamos o fato que P[X NnY]= P[X]P[Y], quando os eventos X ¢ ¥V

sdao independentes. Portanto, a probabilidade total em (1.7) ¢ a composi¢ao de todas as
probabilidades composta por todas as possiveis trajetorias formadas pelos caminhos 4, B,

C e D. Usando outra identidade, P[X U Y]= P[X]+ P[Y], a probabilidade total esperada ¢

simplesmente a soma de todas as probabilidades de cada caminho, ou seja,

P[A]+ P[B]+ P[C]+ P[D]

(1.8)
=P PPt PP Pt PP Pt P Py P

Resolvendo o mesmo problema utilizando a equagdo de Chapman-Kolmogorov (1.6),
fazendo r=2 e s=1, obtemos novamente (1.8). Note que, em termos da matriz de transicao

(1.4), temos que

X = pll(plzl + PuPy)+ Py (PP PaPy)
3
P :{pn p12:| :{xn x12:| . X2 :p12(p121 + PpaPy) + Do (PP + D1 D) (1.9)
Xy, = Py (Do Py + P Day) + Doy (P21 D1 +p222)

Xy, = P (PP + PaPay) + P (PP + pzzz)-

Py Pxn

Entdo, a probabilidade para passar do estado / para o estado 2 utilizando 3 passos, ¢ dada

pelo elemento x,, da matriz (1.9), que se comparado com o resultado obtido em (1.8) sdo

idénticos. A equacdo de Chapman-Kolmogorov leva em conta todas as possiveis
trajetorias, ou todas as probabilidades, para transitar de um estado para outro em 7 passos.
Percebemos que a simplicidade do processo ¢ devido a independéncia dos eventos ou das
probabilidades, quando isso ndo ocorre, recaimos no processo ndo Markoviano. Este
processo nao apresenta uma viabilidade de solu¢do matematica tdo simples, pois agora
recaimos em probabilidades condicionais dependentes de todo o historico. Quando as
probabilidades de transi¢do ja ndo mais se alteram no tempo ou em fun¢do do numero de

passos, ¢ dito que o processo atingiu o regime estacionario.
Classificacao dos estados

O caminho tomado do estado i para o estado j representa uma seqiiéncia de eventos
com probabilidades positivas que conectam dois estados. Nao ha nenhuma restri¢do quanto
ao tamanho do caminho para ir de um estado para outro, este pode ser o mais curto, o mais
longo ou intermedidrio. Dizemos que o estado j ¢ alcancado a partir do estado i se houver

pelo menos um caminho que os conecte. Neste caso, os estados i € j s30 comunicantes se
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houver pelo menos um caminho que conecte os estados i para j e vice versa. Uma cadeia de
Markov ¢ dita irredutivel se todos os estados sdo comunicantes entre eles. Um estado j €
chamado transiente se existe um estado k que seja comunicante com j, mas ndo sendo j
atingivel a partir de k, ou seja, pix#0 e py=0 . Caso contrario, um estado j ¢ considerado
recorrente se este ndo for transiente. Um estado j ¢ considerado absorvente se entrando

nele ndo existem caminhos para sair de 14, ou seja, p;=1.
Cadeia de markov irredutivel e aperiddica

A irredutibilidade e a aperiodicidade s3o condi¢cdes de importancia central em
teoria markoviana, em geral elas sdo consideradas a chave principal para o estudo de
distribuicao estacionaria. A irredutibilidade € a propriedade que todos estados da cadeia de
Markov sdo acessiveis. Dependendo da forma dos modelos de transi¢do e observacao
juntamente com os tipos das varidveis aleatorias, modelos especificos podem ser usados
para o processo de inferéncia temporal, sdo eles: Hidden Markov Modelos (HMM), que ¢
largamente aplicado em bioinformatica (KOSKI, 2001) e reconhecimento de voz

(RAFTERY; TAVARES, 1995); Redes Bayesianas Dindmicas, etc.

Como exemplo geral, considere uma particula movendo-se randomicamente ao
longo do eixo-x, comecando na origem e que pode assumir os seguintes valores

x=..-2,-1,0,1,2,...com coordenadas inteiras. Admitindo que a particula estando na

posi¢ao i, podendo se mover para a posi¢do i+/, ou para i-/ com probabilidade p ou /-p,
respectivamente. Cada passo dado ¢ considerado um evento independente dos anteriores, a
particula ndo se “lembra” do seu passado. Seja S(n) a posicao da particula apos n passos,

portanto, a seqiiéncia S(0) > S(1) > S(2) ¢ considerada uma cadeia de Markov com as

seguintes probabilidades de transicoes

p se j=i+l,

p;=y9 se j=i-l (1.10)
0 outros valores.

O conjunto S(n) representa uma colecdo de variaveis aleatorias, que ¢ usada em varias
areas, dentes elas: fisica, ciéncia da computacdo, teoria da informacdo, matematica
financeira, teoria dos jogos, etc.. Em teoria dos jogos, citamos o seguinte exemplo:
considere um jogador que ganha ou perde um montante com probabilidade p ou /-p,

respectivamente. Seu capital inicial € X e ele joga contra um adversario com capital inicial
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C-X, tal que a soma do montante do apostador e do seu adversario ¢ C. Eles jogam até o
capital do apostador atingir C, ou reduzir a zero, ou seja, até a ruina de algum deles.
Através da abordagem Markoviana, ¢ possivel obter a distribuicdo de probabilidade, por
exemplo, da duragdo do jogo. Também ¢ possivel encontrar a probabilidade do apostador,
comeg¢ando com um capital inicial X, ganhar a fortuna C ou chegar a ruina. A solucao
desse problema pode ser encontrada em Shonkwiler (2009, p.181-185). Neste uUltimo
exemplo, estatisticamente cada evento ¢ considerado independente dos anteriores, mas o
fator psicoldgico do apostador que estd perdendo vai influenciar muito no seu desempenho
futuro. Para uma descricdo mais completa de processos Markovianos recomendamos os

livros dos seguintes autores (BERTSEKAS et al., 2000) e (PRIMAK et al., 2004).

1.4 Equacoes de Difusao, Fokker-Planck e Mestra

1.4.1 Equacao Classica da difusao

Sempre tem sido de grande interesse procurar estudar mudangas de varidveis
macroscopicas em sistemas pertencentes a varias disciplinas, tais com: Fisica, Quimica,
Engenharia Elétrica, entre outras. Quando a transi¢do de um estado para outro ocorre,
flutuagdes ou processos randomicos regem de forma decisiva o desenvolvimento desse

Pprocesso.

Em um processo difusivo, um conjunto de varidveis, sejam elas moléculas, d&tomos,
energia, etc, cada uma dessas varidveis descrevem um movimento individual altamente
irregular. Em contraste, o comportamento coletivo dessas varidveis apresenta grande
regularidade que pode ser descrita por leis dindmicas bem simples, dentre elas: a equagao
da difusdo. A difusdo ¢ um processo relacionado ao fendmeno de transporte, que pode ser
exemplificado como as moléculas de um soluto se espalhando por uma solugdo. Nesse
exemplo a difusdo ocorre da regido de mais alta concentracdo para a mais baixa
concentragdo, tal que as particulas tendem a ocupar de forma uniforme toda a solugdo,
maximizando, assim, o coeficiente de difusdo. De forma andloga, em um processo
termodinamico, o calor flui de uma fonte de mais alta temperatura para uma regido de mais

baixa temperatura a fim de alcangar o equilibrio termodinamico, ou seja, maximizar a
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entropia do sistema. Processos governados por difusdo também aparecem em fendmenos
de interesses tecnologicos e econdmicos, como o escoamento de petréleo em meios
porosos. A seguir, discutimos o caso particular para a equagdo da difusdo sem forgas

externas.
A difusdo ¢ relacionada a partir de dois principios basicos, sdo eles:

1. O montante de matéria que atravessa uma superficie unitdria ¢ proporcional ao
gradiente da concentragdo do material na direcdo perpendicular a area, conhecida
também como a lei de Fick (FICK, 1855). Podemos expressar matematicamente

essa lei da forma
J(%,t) = —DV p(%,1). (1.11)

J(%,1)¢é a densidade de corrente de particulas definida em termos da velocidade local
0(%,1), dada por J(%,t) = p(¥,1)0(%,t). O sinal negativo em (1.11) é para informar que a

difusdo ocorre da regido de maior concentragdo para a regido de mais baixa concentragao.

r

Temos também que p(X,7) ¢ densidade de soluto por unidade de volume e D ¢é o

coeficiente de difusdo ou dispersdo, que pode variar em funcdo de X e de p(X,¢).

2. A matéria ¢ conservada no espaco € no tempo, de modo que estas ndo sao criadas
nem destruidas durante o movimento. Matematicamente essa lei de conservagao

pode ser expressa como

%’;’Z)N-j(x,z):o. (1.12)

De forma ilustrativa e simplificada, a equagdo (1.12) pode ser obtida da forma que
se segue. Considere p(x,7) uma densidade de alguma substancia conservada (quantidade

de moléculas, massa, energia, etc) variando apenas na dimensdo x, no sistema de

coordenadas cartesiano. Seja J(x) a taxa liquida da quantidade conservada, passando da

esquerda para direita através de um ponto x e atravessando uma distancia Ax, da forma

J(x)—> p(x)Ax - > J(x+Ax).

X x+Ax
Ax

A quantidade de matéria em uma pequena regido (x,x+Ax) ¢ n=p(x)4Ax. O fluxo de

particulas na regido x € J(x) e na regido x+4x ¢ J(x+A4x). Logo, n pode ser escrito da forma:
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Z—n =J(x)-J(x+Ax) = Z—pr , 0 que implica na conservagdo da corrente de probabilidade
t t

op_ _JxtA)=J) —a—J. Este resultado pode ser estendido de forma similar para

ot Ax ox

trés dimensdes. Substituindo (1.11) em (1.12) e ja assumindo que D seja independente de

qualquer termo que contenha a posi¢do, chegamos a famosa equagdo da difusdo

%:szp(f,t) (1.13)

A equacdo da difusdo pode ser resolvida analiticamente e, como exemplo, vamos
ilustrar seu resultado apenas para a direcdo x, no sistema de coordenadas cartesianas. A

op(x,1) _ 1, 0" p(x,1)
ot ox*

equacdo (1.13) apenas para a variavel x, fica: . Considerando aqui

p(x,t) como uma densidade de probabilidade da forma p(x,?), a solugdo da equacao da

difusdo ou a fun¢do densidade de probabilidade (PDF, sigla em inglés) para a posi¢ao,

A xx
torna-se p(x,t) = 2[@} . Usando o fato que o’ =2tD e entdo substituindo

1
— ¢
N2~ 2Dt

nessa ultima equagdo, essa agora pode ser escrita como

(x=)’

1 - 2
Puo(X)= e —00 < X < 00, (1.14)
’ oN2rx

A equagdo (1.14) é a famosa distribuicio Gaussiana, com média x e varidncia o”.
Retornaremos a discussdo da distribuicdo Gaussiana na se¢ao 2.3.
Apesar do estudo da difusdo ser bastante abrangente, ainda existem varios

problemas em aberto, principalmente os sistemas considerados fora do equilibrio, sistemas

de difusdao anomala, alguns exemplificados no capitulo 3.

1.4.2 Equacao de Fokker-Planck

A equacdo de Fokker-Planck (FP) foi primeiramente aplicada ao problema do
movimento Browniano. Era impossivel prever a posicdo exata de um grao de pdlen. Ao

invés disso, havia uma certa probabilidade de encontrar esse grdo em uma determinada
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posi¢do e instante de tempo, € com a equacdo de Fokker-Planck, essa densidade de
probabilidade poderia ser calculada (RISKEN, 1996). Como discutido no movimento
Browniano, a solugdo de um sistema macroscOpico consiste em conhecer todos os
movimentos microscopicos do sistema. Geralmente ndo é possivel ter conhecimento dos
movimentos microscopicos, ao invés disso, o sistema pode ser completamente descrito por

varidveis macroscopicas que flutuam de forma estocéstica.

A equacdo de Fokker-Planck fornece a evolucdo temporal da densidade de
probabilidade da varidvel medida. Essa equagdo tem se mostrado uma poderosa ferramenta
para sistemas cujos efeitos de flutuagdes proximos a pontos de transi¢cdes o método pode
fornecer resultados superiores em relacdo a outras abordagens, ex: equagdes de Langevin.
Flutuagdes sdo comuns em um largo numero de sistemas. Estes estdo sujeitos a uma
complicada influéncia de forgas externas e internas. A forma geral, em uma dimensdo, para

a equacao de FP pode ser expressa da seguinte maneira:

op(x,t) 0

1 .
— =[PV peen [+ [ DV peen ). (1.15)

Em (1.15) D" (x,t) é o coeficiente de arrasto (ou “drift”, em inglés) o qual também é
conhecido como termo de transporte e D (x,1) é o coeficiente de difusdo (D (x,¢) > 0,

¢ a Unica restricdo para a equacdo (1.15)). Ambos os coeficientes também podem ser
constantes ou depender apenas da variavel x ou ¢. Se o coeficiente de difusdo for constante
espacialmente, o meio ¢ homogéneo; caso contrario o meio € considerado heterogéneo.
Quando héa dependéncia temporal do coeficiente de difusdo, significa que o processo
guarda memoria. Essa seria umas das formas de caracterizar um processo como
Markoviano ou ndo Markoviano. A equacdo de Fokker-Planck ¢ uma equagdo de
movimento para P(x,t). Matematicamente, esta representa uma equagao diferencial parcial
de segunda ordem do tipo parabdlica. Também podemos dizer que ¢ uma equacdo de
difusdo com um termo adicional de derivada de primeira ordem com respeito a x. A
expressdo (1.15) também ¢ conhecida como equacdo de Kolmogorov. Qualquer processo
que satisfaga a equacdo de Fokker-Plank ¢ considerado um processo difusivo. Quando
D"V (x,t)=0 ¢ D®(x,t)=D a equagdo (1.15) torna-se a equagdo da difusdo (1.13) obtida
por Fick (1855). Portanto, podemos dizer que a equacdo da difusdo ¢ um caso particular da
equacdo de Fokker-Planck. A equacdo de Fokker-Planck também pode ser escrita através

da lei de conservagao
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ap(x,1) t) 0
oy 6 J( ,1)=0, (1.16)

com a corrente de probabilidade é igual a J(x,7)= D" (x,t) p(x, t)—ai(Dm(x, 1) p(x,t)).
X

Essa lei de conservacdo ¢ uma conseqiiéncia direta da conservacdo global da

probabilidade, ou pela condi¢dao de normalizag¢ao

[ pepydx=1. (1.17)

E possivel também generalizar a equagdo (1.15) para N variaveis x,,..., x,, da forma

Gp(x,t)__N 0 M Yo o
T~ 2 (B p(x0) X v (D7 (tx.0)p(ix}.0). (1.18)

i L=

O vetor de arrasto D" e o tensor de difusdio D' normalmente dependem das N varidveis

X,,...,Xy ={x}. Uma possibilidade de generalizar a equacdo (1.15) consiste em levar em

conta a memoria do processo, entdo:
8p(x ) I { — DV (x,t— T)+ & D(z)(x t— T)}p(x r)dr. (1.19)

A equacdo (1.19) ¢ determinada por todas as distribui¢cdes dos tempos anteriores
(processo ndo Markoviano). Quando os coeficientes de memoria em (1.19) decrescem
rapidamente com o tempo, recaimos na equacao (1.15). De uma forma mais resumida, a

equagéo S€ €SCreve

% = [ K(.t-)p(x.o)dr (1.20)

2
onde K(x,t—7)= _§D(l) (x,t—7)+ %D‘z) (x,t—7) representa o Kernel de memoria do
x x

Pprocesso.
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1.4.3 Equacao mestra

Uma forma mais geral para a equacao de Fokker-Planck para a fun¢ao densidade de
probabilidade ¢ a equacdo mestra. Quando a variavel n (indice do estado da variavel) toma

apenas valores inteiros, a equagao mestra assume a forma

%:Z[w(m—)n)pm—w(n—)m)pn]. (1.21)

Em (1.21), p, representa a probabilidade de encontrar o valor n € w(m — n)representa a
taxa de transicdo para que o sistema mude do estado m pra n e w(n — m)representa o

caminho inverso. Normalmente, a maior dificuldade reside em calcular a taxa de transi¢do
de probabilidade (SALINAS, 2005). Para o caso da varidvel ser continua, devemos

substituir a soma por uma integral € a nova equacao se escreve

—apg;’ t = J.[w(x' - x)p(x"t)—w(x = x") p(x, t)]dx'. (1.22)

O processo descrito pela equacao (1.21) ¢ chamado de Markoviano, pois a probabilidade
num tempo ¢ ¢ independente das anteriores. A equagdo (1.15) ¢ um caso particular da

equacdo mestra, com as taxas de transi¢des dadas por

wx'—>x)= |:—£D(l)(x) +a—22D(2)(x)} o(x—x"), (1.23)
ox ox
0 >
w(x—)x'):{——D()(x')+—2D( )(x')}é'(x‘—x). (1.24)
ox' ox'

Substituindo (1.23) e (1.24) em (1.22) chega-se na equacao (1.15). A expressdo (1.24) fard
com que o segundo termo do lado direito da equagdo (1.22) seja zero devido a 0/0x'
(RISKEN, 1996). Existe também a forma ndo Markoviana com o termo de memoria, na

equagao mestra, que representa a forma mais geral e esta € escrita como

Gpg;,l) _ J"w{Zw(x = x,t=7)p(x',7)= > x> x,1-7) p(x, z‘)}dr. (1.25)

Em (1.25) a mudanga da probabilidade num tempo ¢ depende de todo os eventos

acontecidos anteriormente, esses eventos sao ponderados pelas taxas de transicdes w.
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1.5 Perda de memoria distante, perda de memoria
recente e persisténcia induzida amnesticamente (PIA)

Memoria ¢ a habilidade de armazenar informagdes e evoca-las quando necessario.
Todo sistema natural possui sua capacidade limitada, seja ela na produgdo de energia,
capacidade de armazenamento de dados, informacao, crescimento populacional, produgao
de alimentos, etc. O essencial € que o sistema saiba administrar bem seus recursos de modo

que o0 mesmo possa com sabedoria se desfazer, quando necessario, de alguns deles.

O esquecimento ¢ considerado como um algo fundamental e indispensavel para
qualquer sistema provido de memoria. Portanto, ndo deve ser considerado como uma falha.
Esse esquecimento tem por finalidade promover uma desocupagdo de lembrangas intteis e
evitar a sobrecarga da memoria. Dessa forma, processo de esquecimento possibilita o
armazenamento de novas memorias, viabilizando assim, novos aprendizados. O importante
¢ saber qual por¢ao de memoria que deve ser descartada e qual a que deve ser mantida.
Quando ocorre uma falha no processo de esquecimento em excesso, ocorre 0 surgimento
da chamada amnésia. A reten¢do de excesso de memoria acarreta a hipermnésia, caso

oposto da amnésia.
Perda de memoria relacionada a humanos

A memoria pode ser dividida em dois grupos: a memoria de curta duragao (MCD) e
a memoria de longa duragdo (MLD). A informagdo que chegar até o sistema sensorial ¢
processada e armazenada na MCD, para que ela se consolide como memoria de longa
duracdo essa informagdo deve ser exercitada e repetida a fim de facilitar a transferéncia
para esse ultimo sistema. A amnésia consiste na incapacidade de se processar e armazenar
fatos principalmente na MCD. Conseqiientemente a memoria de longa duragdo fica sem
receber novas lembrangas para serem armazenadas a longo prazo e suas vitimas
estacionam em suas lembrangas antigas remanescentes. Nao iremos entrar em detalhes
bioldgicos ou técnicos, estamos apenas analisando superficialmente as enfermidades

relacionadas a perda de memoria em humanos.

Amnésia normalmente representa uma lacuna na memoria de suas vitimas, que
conseguem se lembrar de fatos ocorridos ha muitos anos atras, mas tém dificuldades de se

lembrar de acdes que ocorreram minutos antes. A esse sintoma, damos o nome de perda de
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memoria recente. Uma doenga que acomete os humanos que provoca essa perda de
memoria recente ¢ o mal de Alzheimer, descrita pela primeira vez em 1907 pelo
neurologista alemdo Alois Alzheimer. As suas vitimas tém como principal caracteristica
repetir as mesmas perguntas (ou agdes) varias vezes devido ao esquecimento de ja ter
executado a agdo anteriormente. A essa repeticdo damos o nome de persisténcia. Outra
doenga comum em humanos ¢ a Sindrome de Korsakoff. Essa sindrome foi descrita pela
primeira vez pelo médico russo Sergei Korsakoff no inicio do século XIX. A principal
caracteristica dessa doenca também ¢ a perda de memoria, que ¢ acompanhada em certos

casos de alcoolismo cronico e o abuso de drogas, etc.
Sistemas dinAmicos governados por Feedback

Os sistemas dinamicos podem ser governados por feedback positivos ou uma
mistura deste com o feedback negativo. O temo “feedback negativo” se popularizou na
década de 1930 em teoria de circuitos eletronicos para indicar ganho ou perda de
amplificacdo. Atualmente esse termo ¢ usado em uma larga variedade de areas da ciéncia e
tecnologia. O feedback positivo atua de forma a seguir tendéncia ou repetir as mesmas
acoOes anteriores, € com isso contribuir para a “desestabiliza¢do” de um sistema qualquer.
Em oposi¢do ao feedback positivo, o feedback negativo atua como um mediador ou
regulador responsavel pela manutengdo do equilibrio de um sistema. O feedback negativo
atua de forma a sempre se opor a seguir tendéncia ou preferivelmente tomar decisdes

contrarias as anteriores. Um sistema dinamico equilibrado ¢ guiado por feedback negativo.

Muitos sistemas sociais, econdmicos, ecologicos, fisicos, quimicos, biologicos,
conseguem manter o seu equilibrio interno sempre se opondo a qualquer mudanga efetuada
pelo ambiente externo. Sistemas complexos necessitam dos mecanismos de feedback
negativos para poderem sobreviver. Um bom exemplo em sistemas bioldgicos, aplicado a
mamiferos, ¢ a regulagcdo do nivel de glicose no sangue, impedindo assim, o surgimento de
diabetes. Outro exemplo ¢ a regulagdo hormonal. Podemos citar também a regulacdo da
temperatura corporal, evitando uma hipotermia ou hipertermia, etc. Temos também outro
exemplo, que ¢ aplicado em Economia: para que um mercado de acdes se mantenha
“saudavel” € necessario que o mesmo numero de negocios entre venda e compra de titulos
esteja equilibrado. Quando um negociante ou agente decide vender seus titulos, talvez

outros agentes resolvam tomar a mesma atitude. Se essa tendéncia se mantiver, todos os

negocios serdo voltados apenas para a venda de titulos, havendo assim, uma grande
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desvaloriza¢ao devido a grande oferta. O mesmo se aplica se a agdo fosse a compra de
titulos, s6 que agora haveria uma supervalorizagdo. Mas, quando o numero de agentes que
decidem vender seus titulos ¢ aproximadamente o mesmo numero de agentes que decidem
comprar titulos, ou vice-versa, o mercado se mantém estdvel ou equilibrado. Quando
ocorre um desbalanceamento entre feedbacks os mercados de a¢des tendem a desmoronar.
Esse exemplo € s6 para elucidar que feedback negativo ndo ocorre s6 em sistema naturais,
mas também em processos artificiais. Normalmente os investidores tomam suas decisdes,
quando vao negociar seus titulos, baseadas em tendéncia de mercado. Mas, surge uma
pergunta: ¢ melhor analisar essa tendéncia em relacdo a uma semana ou a um ano atras? E
melhor recorrer ao passado recente ou ao passado antigo? Perguntas desse tipo ainda
necessitam de respostas satisfatorias. Outros exemplos de feedback podem ser encontrados

em (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008).

No problema em estudo nesta tese, iremos mostrar, no que diz respeito a tomada de
decisdo, que a perda da memoria de curto alcance (ou memoria recente) conduz a
resultados totalmente diferentes se comparados aos resultados relativos a da perda de
memoria de longo alcance, ou memdoria antiga. Estaremos aptos a quantificar essa perda de
memoria e os fendmenos que surgem, principalmente na regido guiada por feedback
negativo, pois com a introdu¢ao de memoria, o feedback negativo pode ndo gerar o efeito
esperado. O mais impressionante ¢ que a perda de memoria recente (amnésia) pode gerar
persisténcia, mesmo na regido de feedback negativo. Isso mostra o quanto sdo complexos

OS Processos com memoria.
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CAPITULO 2

2 Teorema do Limite Central e

Distribuicoes Estaveis

Neste capitulo sumarizamos definigdes estatisticas basicas (algumas deixadas no
apéndice A), relevantes para o entendimento das seg¢des seguintes. Apresentamos, também,
o teorema do limite central e sua demonstragdo no apéndice B. Dando continuidade a se¢ao
anterior, discutimos as distribui¢cdes Gaussianas e encerramos o capitulo apresentando uma
nova classe de distribui¢des obtidas por Lévy. Este generalizou o teorema do limite central

desconsiderando a condig¢do de segundo momento finito.

2.1 Defini¢coes estatisticas

Uma variavel aleatéria ¢ determinada pelo conjunto de valores que essa pode
assumir. A ocorréncia de cada valor estd associada a uma probabilidade. Baseado no tipo
de valores que uma variavel aleatdria sob consideragdo pode assumir, ¢ possivel distinguir

trés classes:

a) variavel discreta,
b) varidvel continua,

¢) mistura entre o caso discreto e continuo.
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Existe um grande niimero de caracteristicas que nos permitem fazer uma completa
descricdo de uma varidvel randomica x. Comegamos pela funcdo de distribui¢dao

cumulativa P (x,) (CDF, sigla em inglés), a fungdo densidade de probabilidade p(x)
(PDF, sigla em inglés) e a funcdo caracteristica ¢ (). Essas sdo as funcOes mais

importantes que nos fornecem uma descricdo completa das propriedades da variavel em
questdo. Por questdo de completeza, deixamos no apéndice A algumas defini¢des bésicas

de estatistica, como: média, desvio padrao, covariancia, variancia, etc.

2.1.1 Momentos

Os momentos de uma variavel randomica podem ou ndo divergirem a depender do
quao rapido sua distribuicdo decai no infinito. O i-ésimo momento de uma variavel
randomica X, quando esse existe, em torno do seu valor médio <x> ¢ definido para o caso

discreto e continuo, respectivamente, como

X< X ) p(X =x,),
m =<(X—-<X>)>=q/1 ' (2.1)

J.: (x— < X >) p(x)dkx.

Costuma-se também obter os momentos em torno da origem ao invés do valor médio, neste
caso ¢ so fazer < X >= 0 e a expressdo (2.1) torna-se

> X p(X =x,),
j=1

m =<(X) >= (2.2)

J_i x' p(x)dx.

Usamos aqui a mesma notagdo para o momento em torno da origem e do valor médio
apenas por simplificagdo de notacdo. A fungdo geradora dos momentos de um conjunto

X ={x,,...,x,} € definida pela expressdo, para o caso discreto e continuo, respectivamente,

da forma

2.€" p(X =x)),
Jj=1

M, (t)=<e” >= (2.3)

Iz e” p(x)dx.
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Expandindo em série de Taylor a expressao (2.3), ficamos com

2 n
M, () =< e~ >:<[1+(Xt)+(X2t) +'“+(Xt') j>
" 2.4)
t2 <X2 > < X">
e T —

n!

=l+t< X >+

E possivel mostrar que, se conhecendo a fungdo geradora dos momentos, 0 momento de

ordem 7 pode ser obtido da seguinte forma

dr
m =M (0) . (2.5)
O parametro ¢ também pode ser complexo. Um caso particular para ¢t =iw em (2.3) da

surgimento a fungao caracteristica, definida a seguir.

2.1.2 Funcgao caracteristica

Outra defini¢do de extrema importancia € a fun¢do caracteristica ¢, que ¢ definida
de forma quase similar a funcdo geradora dos momentos, s6 que agora trocamos o
parametro ¢ por i@, onde i ¢ 0 nimero imaginario € w ¢ a variavel de integracdo. Entdo
substituindo ¢ =iwem (2.3), ficamos com a expressao final para o caso discreto e continuo,

respectivamente

e =),
by (0) =< " >=4 - (2.6)

J: e p(x)dx.

Duas ou mais varidveis aleatérias que possuem a mesma func¢do caracteristica sdo

chamadas identicamente distribuidas. Expandindo novamente (2.6) em série de Taylor

P, () =< ¥ >=< (1+(ia)X)+(ia)X)2 +(ia)X)3 +(i60X)4 +...+(M)X)nj>
2! 3! 4! n!
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. n
0’ <X*> -‘03<X3>+ +(za)) <X">
—1 .. _—

=l+io< X >— .
2! 3! n!

(2.7)

o momento m, ¢ dado em (2.2). Também podemos obter o r-ésimo momento a partir da
func¢ao caracteristica mediante a sua derivac¢ao de ordem 7,

d}"

m, =(=1)"7" e

Py (@) (2.8)

=0 "

Se todos os momentos em (2.7) sdo finitos e a série converge absolutamente, entdo
a séric garante a unicidade da distribuicdo (0o que nem sempre ¢ verdade para uma
distribuicao arbitraria, como por exemplo, a log-normal, que ndo ¢ unicamente definida
pelos seus momentos). A ndo unicidade acontece quando os momentos aumentam
rapidamente com os indices, ndo permitindo a convergéncia da série. Tais problemas sdo

. . . v~ 1 . .,
freqiientemente encontrados em distribuicdes com caudas altas’ para o regime assintotico,

que nem sempre o segundo momento em diante € finito.

As fungdes caracteristicas sao de extrema importancia, pois a partir delas € possivel
conhecer todos os momentos desejados, mesmo sem conhecer a funcdo densidade de

probabilidade. Para obtermos a PDF devemos somar ou integrar

i Zn: e—ika,- ¢X (a))a
p(x)= = (2.9)

1 *© —iwx
g'[_we ¢, (w)do.

Na expressao (2.6), a funcdo caracteristica nada mais ¢ do que a transformada de Fourier da
funcdo densidade de probabilidade PDF. Enquanto que na expressio (2.9), a PDF
representa a transformada inversa de Fourier da funcdo caracteristica. Utilizamos essa
notacdo para a tranformada de Fourier ao longo desta tese. Umas das principais razdes para
se usar a funcdo caracteristica ¢ que esta sempre existe, pois sua convergéncia ¢ garantida,
enquanto que a fun¢do geradora dos momentos pode nio existir. Também nem sempre ¢
possivel obter uma solucdo analitica fechada para a funcdo densidade de probabilidade,

pelo fato de nem sempre ser possivel resolver a soma ou a integral em (2.9).

' Chamamos distribuigdes com “caudas altas” as que decaem, no limite assintético, de forma mais lenta que a
distribui¢do Gaussiana.
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2.1.3 Convolucao

Nesta sub-se¢do vamos considerar apenas para o caso continuo, como se comporta
a soma de duas variaveis randomicas. A esse processo de soma, damos o nome de

convolucao.

Defini¢dao 1- Sejam X e Y duas varidveis continuas e aleatérias com funcdes densidades de

probabilidades dadas por f(x) e g(y), respectivamente. Vamos assumir que estas fungdes
sdo definidas para todos os numeros reais. Entdo, a convolu¢do (fog) de fe g é uma

func¢do dada por

(fo)@)=]" f(z=»g)dy

’ (2.10)
=] g(z-0)f(ax.

Quando X e Y sdo independentes, entdo a soma Z=X+Y ou uma combinacdo linear

também ¢ uma varidvel randomica com funcdo densidade f,(z), sendo que esta é a
convolugdo de f, e f,. Esse resultado ndo implica necessariamente que a nova funcdo,
formada pela convolugdo das funcdes f, e f,, obede¢a a mesma distribuicdo de algumas

destas. Quando isso acontece, dizemos que essas funcdes pertencem a um grupo especial

de distribui¢des chamadas “estaveis”, conceito este que serd definido na se¢do 2.4.

2.2 Teorema do Limite Central Classico

O teorema do limite central (TLC) para a soma de varidveis aleatorias
independentes ¢ um dos mais importantes enunciados da fisica estatistica. Foi
desenvolvido por Carl Gauss. O teorema fornece todos os subsidios matematicos de como
uma dada distribuicao pode, ou nao, convergir para uma Gaussiana. O TLC aplica-se a
qualquer processo que resulta de um grande niimero de pequenas contribui¢des. Esse
teorema ¢ essencial para a construgdo do equilibrio da mecanica estatistica, a descrigdo do
movimento Browniano ou qualquer processo de natureza aleatdria ou difusivo. De acordo
com o TLC a funcdo densidade de probabilidade (PDF, sigla em inglés) da soma de

variaveis randomicas ¢ Gaussiana quando cada PDF das varidveis possui segundo
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momento finito. Podemos resumir da seguinte forma: qualquer processo com variancia
finita ira tender para uma distribuicdo Gaussiana. Um exemplo bem simples consiste no
lancamento de um dado onde a probabilidade para a observacdo de cada evento ¢
uniforme, ou seja, //6. J4 a PDF da soma dos valores obtidos a partir do langamento de
varios dados simultaneamente, tendem para uma Gaussiana. Em termos matematicos,
podemos descrever o teorema da seguinte forma: a partir de um conjunto Y de varidveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas (iid), ja assumindo variancia finita,

. . = 1 .
onde o conjunto Y ¢ representado por {y,,»,,...,»,}, tal que ¥ =—z ¥, € seu desvio em

i=1
torno da média como sendo X, da forma x, :l( y,+¥,+..+y,)=Y. A partir do TLC
n

pode-se afirmar que a PDF, p, (x,), se aproxima de uma distribuicdo Gaussiana quando

n—» 0, ou seja,

nx
207

Y

2
n

lim p, (%,)= | == exp| - @.11)

2o

Y

A aproximagdo para a distribui¢do Gaussiana se torna cada vez melhor a medida que o
tamanho amostral aumenta (ver demonstracdo no apéndice B). Uma das grandes
importancias dessa convergéncia Gaussiana ¢ que nos permite conduzir alguns
procedimentos de inferéncia sem qualquer conhecimento da distribui¢do da populagdo. A
forma geral para a distribui¢do Gaussiana, para a variavel x (ver apéndice B) pode ser

escrita como

1 1 x—uY
X)=——exp| —— —00 < x < 00, 2.12
p,u,o-() O'\/g p 2( o j ( )

A expressdo (2.12) representa uma densidade de probabilidade centrada em 1 e com
desvio padrdo o . Para os processos de difusdo normal, onde a variancia da distribui¢ao
cresce de forma linear com o tempo, o teorema do limite central garante a convergéncia da

densidade de probabilidade para uma distribuigdo Gaussiana.

A condicao de que as variaveis sejam iid ¢ apenas um requerimento matematico. E
uma condic¢do suficiente, mas ndo necessaria. Muitas variaveis mesmo nao sendo iid ainda

assim convergem para a distribui¢do Gaussiana. Mostraremos no capitulo 4 o caso em que
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a variavel posicdo em um tempo ¢ depende condicionalmente de todas as posicoes dos

tempos anteriores e ainda assim a convergéncia para a distribui¢cdo Gaussiana ocorre.

2.3 Distribuicao Gaussiana

A distribuicdo Gaussiana ¢ uma das mais importantes entre todas as areas da
ciéncia. Sua presenga ocorre em uma larga variedade de sistemas fisicos, biologicos,
quimicos, economicos, etc. Como foi mostrado na se¢do anterior, as distribuigdes
Gaussianas sdo equivalentes a um “atrator” de distribuigdes a medida que o niimero de
experimentos tende para um valor bem grande. Quanto a estrutura da distribuigdo,
podemos dizer que ela é simétrica em torno do valor médio e possui a forma de sino. Umas
de suas caracteristicas mais marcantes pode-se dizer que seja a sua simetria. E dependente
apenas de dois pardmetros de ajustes: a média e o desvio padrdo, este ultimo mede a
dispersao em torno da média, ¢ também conhecido como a largura da distribuicdo. A média
representa o local onde a distribui¢do se encontra centrada ou ponto de simetria. Devido a
sua simetria, a distribuicdo Gaussiana ¢ unimodal, ou seja, possui apenas um ponto de
maximo ou simetria, a sua média, que coincide com mediana, ¢ a moda. A dependéncia da
distribui¢io Gaussiana é apenas em relacdo a média dada por e por ¢ =+/<x* >—u’
(desvio padrdo). Por isso, a unica exigéncia do TLC para que um conjunto de variaveis
aleatdrias identicamente distribuidas convirja para a Gaussiana ¢ que a sua variancia seja
finita, que diretamente implica que o primeiro e segundo momento também sao finitos.
Uma caracteristica especial da distribuicdo Gaussiana ¢ que esta ¢ completamente
caracterizada pelo primeiro e segundo momento. Na verdade, todos os momentos pares em
torno da média podem ser escritos em fun¢do do segundo momento (ou da varidncia),
enquanto que os momentos impares sdo todos nulos. Os momentos da distribuigdo

Gaussiana podem ser escritos como (ver final do apéndice B para maiores detalhes):

2 5 —
<(x_ﬂ)”1 >= (G )2 '(m_l)”, para m—2,4,6,...’ (2'13)

0, param=1,3,5,...

onde (m—1)!=(m—1)-(m—-3)-...-.1 e > =<x* >—" (variancia da distribui¢io).
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Apesar de muitos fendmenos da natureza convergirem para a distribuicao
Gaussiana, esta ndo consegue cobrir uma grande variedade de acontecimentos que
permitem que eventos raros (muito afastados do valor médio) ocorram freqiientemente.
Esses fendmenos nao podem ser descritos pela Gaussiana, pois as suas “caudas” decaem
para um valor extremamente pequeno muito rapidamente, a partir da média. Para efeito de
ilustragdo, apresentamos nas figuras seguintes, exemplos Gaussianos, juntamente com
algumas identidades, como, por exemplo, o valor de pico da distribuicdo em funcdo do
desvio padrao. Esse valor de pico ¢ inversamente proporcional ao desvio padrdo e para um
caso limite desse parametro tendendo a zero, a funcdo fica localizada no ponto
representado pelo valor médio, semelhante a fun¢do delta de Dirac, ou seja, ox-p). A
Figura 2.1 mostra como esse desvio padrao, que nada mais ¢ do que a largura da
distribuicdo, afeta o valor de maximo de P(x). Nessa mesma figura, podemos ver que para
valores bem afastados da média, a probabilidade de ocorréncia desses eventos torna-se
extremamente pequena. Valores afastados duas unidades de desvio padrao, possui uma
probabilidade de ocorréncia em torno de 5%, quando essa distancia ¢ trés unidades, a
probabilidade decai para 0.18% o que torna o evento probabilisticamente muito raro de
ocorrer (tomamos nesse exemplo, o desvio padrio unitario). Esse fato decorre do teorema
do limite central, como o nome mesmo ja diz, a distribui¢do Gaussiana ¢ uma curva de
tendéncia central, central em torno da média. Na Figura 2.2(a,b) mostramos como
variando, por exemplo, o desvio padrdo a largura da distribuicdo também sofre essa
variagdo fig.(a), enquanto uma variacdo na média é equivalente a um translado em torno
dessa variagdo (ou seja, em torno da média), mas a largura da distribuicdo ndo se altera

fig.(b).

Q.399

Prx)

0.242/

Q.05/cr

20 o g pva 2o x

Figura 2.1 — Na distribuicdo Gaussiana, a probabilidade favorece apenas a ocorréncia de eventos
préximos ao valor médio.
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Figura 2.2 —N fig.(a), a medida que o aumenta, os dados tornam-se mais dispersos e a distribui¢do
se alarga cada vez mais. Na fig.(b), variando a média ¢ equivalente a transladar a distribui¢do em
torno da média, a largura da distribuigdo ¢ preservada.

Temos também distribuicdo Normal, que ¢ um caso particular da Gaussiana. A

distribuicdo Normal possui média zero e varidncia unitaria, que se reduz a

1
N =

Y27

também ¢ simétrica. Medimos a simetria de uma distribuicdo através do coeficiente

1 . T . e
exp(—Exzj. Assim como a distribui¢do Gaussiana, a distribuicdo Normal

“skewness” o qual iremos chamar de obligiiidade. Ja o coeficiente de Curtose quantifica a

altura (ou pico) de uma distribui¢do. Esses dois coeficientes sdo definidos a seguir.

2.3.1 Obliqiiidade e Curtose

O coeficiente de obliqiiidade ¢ uma medida de dispersao que pode ser utilizado para
quantificar a assimetria de uma distribuicdo qualquer. Uma distribuicdo que possui uma
obliqiiidade zero ¢ considerada simétrica, caso contrario a distribuicdo é assimétrica. Sua
defini¢do matematica para o caso continuo (para o caso discreto ¢ s trocar a integral por

um somatorio) €

<> [ G-ppds
<(X -y >" [0 >

, (2.14)

3

tal que o~ = f (x— 1)’ p(x)dx. Para distribuigdes simétricas a, =0, que ocorre quando o

integrando, em (2.14), ¢ uma fun¢do impar. Para a distribui¢do Gaussiana podemos usar
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(2.13) no numerador de (2.14) para m impar. Quando a fungdo possui assimetria para

esquerda corresponde a uma obliqiildade @, >0 e a assimetria para direita ocorre para

a, <0, como ilustrado na Figura 2.3(a) e (b), respectivamente.

(@ =)

Pix)

Figura 2.3 — Exemplo de assimetria. Quando «; >0 a assimetria é para esquerda, fig.(a). Para
o, <0, tem-se assimetria para direita, fig.(b). Quando a, =0 a distribui¢do de probabilidade ¢

simétrica.

Outra medida de dispersdao que pode quantificar quando uma distribuicdo qualquer
¢ Gaussiana ¢ o coeficiente de curtose. Este também indica o grau de achatamento da
distribuicao. Também pode indicar como um dado conjunto de variaveis converge (ou nao)
para uma Gaussiana e com isso fornecer o nimero de interagdes necessarias para essa
convergéncia. Esse coeficiente ¢ definido, para o caso continuo (para o caso discreto

trocamos a integral por um somatorio) como

<X -wt> f (x— )" p(x)dx

: 2.15
<(X-p)>? [o°T -

4 —

onde o’ = f (x— u)° p(x)dx. Para a distribuicdo Gaussiana ou Normal o coeficiente de

curtose vale

_<X-wts ¥ M (2.16)

<(X 1) >

No numerador em (2.16) usamos a identidade dada em (2.13) para m=4. Na Figura 2.4,
exemplificamos como podemos usar o coeficiente de curtose para indicar a convergéncia
de uma série de dados para a Gaussiana. Por exemplo, a curva P; necessita de menos

tempo ou numero de passos para atingir a convergéncia Gaussiana do que a curva P,. Em



31

simulagdes computacionais ¢ de extrema importdncia sabermos como otimizar o tempo
computacional. Entdo, se a curva P; atinge a convergéncia em N;, perde-se tempo
computacional indo além deste valor. O coeficiente de curtose também pode nos indicar
como uma dada distribuicdo converge ou oscila em torno da Gaussiana. Essa convergéncia

pode ocorrer de cima para baixo (¢, =3, como mostrado na figura), ou de baixo para
cima (¢, <3) do valor da curtose da distribuicdio Gaussiana (o, =3). Como exposto,

podemos saber de forma exata, se um conjunto de dados é normalmente distribuido ou ndo,
mesmo que ndo se conhega a funcdao densidade de probabilidade. Mas, para isso, €

necessario que os quatro primeiros momentos sejam conhecidos.

Figura 2.4 — Exemplo de aplicagdo do coeficiente de curtose. A curva P, atinge a convergéncia
Gaussiana (a;=3) em N,;, mais rapido que a curva P,, que necessita de N, passos ou iteragdes
computacionais.

2.3.2 Convolucao de duas Gaussianas

Vamos supor que temos duas varidveis independentes X e Y, cada uma sendo
normalmente distribuida e queremos conhecer a distribuicao de Z=X+Y. Um fato muito
importante sobre as distribui¢des Gaussianas acontece quando tomamos a convolugdo de
duas Gaussianas com médias gy € uy, com variancias gy € oy, o resultado final também ¢é
uma Gaussiana, com média uy+y € variancia o + o, . Por simplificagdo, iremos mostrar
o caso especial para a distribuicdo Normal. Para o caso geral, pode ser feito de mesma
maneira, mas com um pouco mais de algebra. Esse resultado também ¢ imediato via
funcdo caracteristica, que para a distribuicdo Gaussiana ¢ representada, para a variavel X,

como ¢ (w)=exp(—w’c’ /2+iwu,)e a fungido caracteristica da soma de duas variaveis

(X+Y) ¢ dada por ¢, ,(®)=4¢,(0) ¢ (0)= exp(—a)2 (O_)Z( + O-;) 12+i0(uy + 1y)), que

também pode ser generalizado para N variaveis.



32

A distribuicao das varidveis X e Y € representada por

1 x’
Jx()=f(») _ECXP(_TJ' (2.17)

Entdo, a convolugdo de f, e f,, utilizando (2.10), € escrita da forma

fZ(Z) = (fX Ofy)(z) =ijiexp[—(zg—y) Jexp[_g de
(2.18)

I = —224+2zy-y° y2 1 22 ) ¢ 2
=—| exp| ———= =—exp| —— exp(—y~ +zy Jdy.
2 p( 2 2 4 2r P 2 J:w p( Y y)dy

Completando quadrado na tultima integral em (2.18), tal que podemos usar a identidade
para o argumento da exponencial, da forma (— V' + zy) =—(y—z/2)+z" /4, assim temos
£ = )0 = exp| -2 Jexp| £ |[” exp(-(-2/27
z x °Jy by p 5 P 4 | p\— Y,
Vr (2.19)

£, =(fy o fy)z) = J;_ﬁexp[_i J

Em (2.19), a nova distribui¢do f, ¢ também uma Gaussiana com média zero e varidncia 2.

Essa ¢ uma forte propriedade das distribuigdes Gaussianas, chamada de “estabilidade”.
Essa estabilidade nos permite, conhecendo a densidade de probabilidade de apenas uma
variavel, conhecer a densidade de probabilidade de um somatério de varidveis aleatdria

independentes.

2.4 Generalizacao do TLC? por Paul Lévy

Como acabamos de ver anteriormente, a soma de variaveis aleatdrias independentes
e identicamente distribuidas (iid) segue uma distribui¢do Gaussiana a medida que o
nimero de termos dessa soma tende para um valor infinito, desde que a variancia ou
segundo momento seja finito. Esse tipo de distribuicdo possui uma caracteristica bem

definida, ela é simétrica e suas caudas decaem rapidamente para os eventos afastados da

2 Teorema do Limite Central
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média. Entretanto, muitas distribuigdes na natureza apresentam comportamento assimétrico
e que também levam em conta os eventos de ocorréncia extrema. Paul Lévy, em 1925,
generalizou o teorema do limite central desconsiderando a condig¢do de segundo momento
finito das variaveis. Nesse caso, a PDF que melhor descreve o limite assintotico da soma
das variaveis ¢ conhecida como distribuicdes alfa-estdveis de Lévy. Essas distribuigdes
correspondem a uma rica classe de propriedades matemadticas que as tornam mais gerais.
Essas distribuigdes normalmente ndo possuem solugdes analiticas fechadas para a PDF,
sendo expressa apenas por sua funcdo caracteristica e dependem de um grande niimero de
parametros que caracterizam a distribuicdo: «,f,y e 8. Discutimos mais adiante a
extensdo valida de cada um desses parametros. Atualmente, existem varias formas de
parametrizacdo da funcdo caracteristica, iremos mostrar, por simplificacdo, apenas a mais
usual. A PDF ¢ obtida tomando a transformada inversa de Fourier da fun¢do caracteristica,

como mostrada abaixo

1 © _iox
fa,ﬁ,7,5(x)zgj_we ¢,(a,B,y,0)dao, (2.20)

tal que a fung¢do caracteristica ¢, ¢ definida como:

exp {_ya |a,|a {1 —iﬂ(tan%)sign(a))} +i6a)} a+l

g, (a,pB,y,0)= , (2.21)

exp{—7|a)|{1—iﬂ?sign(a))lﬂa)@+i50)} a=1

w ¢ constante de integracao e a fungdo sinal (sign) possui a seguinte propriedade:

1 >0
sign(w)=10 w=0
-1 0<0.

Se desejassemos encontrar a PDF da distribuicdo teriamos que tomar a

transformada inversa de Fourier da funcdo caracteristica ¢, que ndo ¢ uma tarefa facil, pois
a depender dos parametros (a, f3,7,0) nem sempre ¢ possivel obter solu¢des analiticas ou
mesmo garantir a convergéncia. Para alguns valores especiais de «,f,y e & € possivel

obter solucdes analiticas fechadas. A seguir, discutimos os pardmetros da distribuicdo e as
condigdes necessarias para se ter uma estabilidade, definida pelo parametro a. A palavra

estavel ¢ usada para indicar que a “forma” da distribuicdo de X ndo ¢ afetada por uma
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soma, por exemplo, do tipo aX,+bX,=cX +d, onde X, eX,representa uma copia
independente de X para quaisquer constantes positivas a, b, c e d € R . Duas varidveis X e Y
sdo ditas do mesmo tipo se existem 4>0eBeR tal que X =AY + B, a definicdo de

estabilidade pode ser verificada se aX, +bX, possui o mesmo tipo de X.

O intervalo de validade de cada pardmetro da fun¢do caracteristica é: « € ]0,2],
pel-L1,y>20e 6 eR. O parametro de locagdo o corresponde a expectativa da média

da distribuicdo para a>1. Os parametros a e [ sdo os mais importantes, pois eles
determinam a forma da distribuicdo; a ¢ o parametro de estabilidade ou expoente

caracteristico, quando a=2 recaimos em uma distribui¢do Gaussiana com desvio padrao
o=+2 y . O parametro a também determina a altura das caudas e a curtose em . Quanto

menor o valor de @ mais altas as caudas se apresentam. Para a<2 as distribuigdes
apresentam uma cauda, ou ambas, que tendem assintoticamente a uma lei de poténcia com
caudas altas. A variancia finita s6 existe para a=2 (regime Gaussiano) ¢ média finita s
ocorre para /<a<2. O parametro [ ¢ o responsavel pela simetria ou assimetria da
distribui¢do. Esse parametro ¢ equivalente ao coeficiente de obliqiiidade, definido em
2.3.1. Quando £=0 a distribuicao ¢é simétrica, caso contrario, assimétrica (ver Figura 2.6). A
distribuicdo apresentada aqui ¢ freqlientemente aplicada, em estudos voltados para
Econofisica, em mercados financeiros (RIBEIRO; LEAL, 2002). De uma forma geral, as
distribuicdes alfa-estaveis de Lévy tém sido empregadas como modelos em diversas areas
da ciéncia onde a distribui¢do Gaussiana falha, principalmente em Econofisica, em
Ecologia, etc. Em geral, nos eventos onde as distribuicdes de probabilidades possuem
“caudas altas” tal que os eventos raros (muito afastados do valor médio) ocorrem

freqlientemente.

2.5 Distribuicées alfa-estaveis de Lévy

Citamos a seguir, as trés distribuicdes estaveis de Lévy que possuem solugdes

analiticas para a sua densidade de probabilidade (NOLAN, 2008), so elas:

e Distribuicdo Gaussiana, X ~ N(y,0), com a PDF
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f,5(2) = We_Z[@] —w<x<m, (2.22)

Essa distribuicdo ¢ estdvel com pardmetros a=2 e f=0. O desvio padrao corresponde a
V2 y . Conclui-se que para =2, y ¢ analogo a largura da distribuicdo ¢ & o ponto de

simetria, média ou mediana.

e Distribuicdo de Cauchy, X ~ Cauchy(y,9)

1 4
f;/’d(X):;m —0 < x <00, (223)

Sua estabilidade corresponde a a=1 e =0 (forma simétrica centrada em 9).

e Distribuicdo de Lévy, X ~ Lévy(y,0)

_|r 1 (_2(:—5)] o

A distribuigdo de Lévy ¢é estavel para a=1/2 ¢ f=1.

[lustramos a seguir, na Figura 2.5(a,b), a representacao grafica das trés distribui¢des
estaveis, variando apenas o parametro y (¥ =I na fig.(a) e y =5 na fig.(b)) com média fixa
=0 (Cauchy, Lévy e Gaussiana). E importante ressaltar que a cauda da distribuicio de
Lévy decai de forma mais lenta que a Gaussiana, e isso permite a ocorréncia de eventos
muito afastados da média. As distribui¢des estdveis de Lévy possuem como principal
caracteristica o decaimento das caudas (ou apenas uma) seguindo uma lei de poténcia para

O<a<2e-1<p4<1, quando x —>*o. A fun¢do PDF para as caudas da distribui¢do no

limite assintotico de x (NOLAN, 2008) pode ser escrita como

|
f(|x|) ~ay“c, |x|Ta’ (2.25)

com ¢, =sin (%)F(a)/ 7. Quando f=-1 a cauda do lado direito da distribuicdo nao ¢

assintoticamente lei de poténcia, somente a cauda do lado esquerdo. J& para (=1
corresponde ao ndao decaimento tipo lei de potencia para a cauda do lado esquerdo (esse

caso esta ilustrado na Figura 2.5(a,b) representado pela linha preta, observa-se que existe
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somente a cauda direita). Para que ambas as caudas da distribuicdo decaiam seguindo uma
lei de potencia ¢ necessario que -/<f<I e O<a<Z Na Figura 2.6 exemplificamos
qualitativamente a assimetria da distribui¢do, definida pelo parametro £, como as regides
(direita/esquerda) onde ocorre decaimento tipo lei de poténcia com caudas altas. Observa-
se, na Figura 2.6(a), para f=I a cauda esquerda tende a ser vertical, portanto o seu
decaimento ndo ¢ lei de poténcia, 0 mesmo ocorre quando S=-/ para a cauda direita,

Figura 2.6(b).

051 ofr

(a) Gaussiana )
Cauchy
o4t I vy 0.08¢
.31 S5=0, y=1 Q061 =0, y=5
=
[eRez 3
QozZr
o A L
15 20 -20 -0 o 10 20 30

Figura 2.5 - Comparativo das PDF’s estaveis; Gaussiana, Cauchy e Lévy (ver legendas). Como se
pode observar na fig.(a) e fig.(b), a distribuicdo de Lévy oferece uma probabilidade maior de
ocorréncia dos eventos afastados da média, se comparado com outras distribui¢des, principalmente
a Gaussiana. Esse comparativo € relativo as caudas das distribui¢des

(a) (b)

p>0 p<0

#x)

Figura 2.6 — O parametro f define a assimetria da distribuigdo de probabilidade, semelhante ao
coeficiente de obliqiiidade. Para >0 a assimetria ¢ para esquerda, fig. (a), caso contrario, a
assimetria ¢ para direita, fig.(b). Quando =0 a distribui¢do é simétrica.
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CAPITULO 3

3 Expoente de Hurst, Difusao

Normal e Anomala

O expoente de Hurst ¢ um parametro capaz de fornecer informacgdes sobre
correlagdo e persisténcia em uma série temporal. Harold Edwin Hurst (HURST, 1951)
desenvolveu o método como hoje ¢ conhecido como R/S ao estudar projetos de
dimensionamento de represas. Por varios anos ele registrou periodos de cheias e secas,
com o intuito de resolver o problema da constru¢ao do reservatério ideal. Ele observou que
havia uma correlacdo temporal nos dados e, a partir dos seus estudos, chegou-se ao
conhecido método R/S que fornece, em sua homenagem, o expoente de Hurst. O intervalo
valido para esse expoente corresponde O<H<I. Quando H=1/2 ¢ indicio que ndo ha
correlagdo de longo alcance e os eventos podem ser considerados independentes. Para
valores //2<H<I, o processo ¢ persistente (as correlagdes temporais sdo de longo alcance),
ou seja, existe uma alta probabilidade que uma agdo ocorrida no passado venha a se repetir
no futuro; dizemos que passado e futuro estdo correlacionados positivamente. O caso em
que 0<H<1/2 é também conhecido como regime anti-persistente (as correlacdes temporais
também sdo de longo alcance). Agora, para uma acdo ocorrida no passado, possui uma
pequena chance que essa venha a se repetir no tempo futuro e dizemos que o passado e o

futuro estdo correlacionados negativamente.

Existem atualmente diversos métodos para se calcular o expoente de Hurst. O

método a ser escolhido deve ser aquele que se apresente mais conveniente no trabalho
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desenvolvido. Como neste estudo estamos utilizando uma “caminhada”, o método aqui

escolhido para obtencdo do expoente de Hurst foi através do expoente temporal da
variancia da distribuigio, que é representada pela relagio o = (< X' >—-<x >2) ~*,

Como estamos tomando o comportamento assintdtico de ¢, o expoente da média elevado ao

quadrado ndo ird interferir no expoente do segundo momento. Por isso, podemos obter H

através da inclinagdo da curva < x’ >~ >, na escala log-log. No capitulo 4 apresentamos

algumas justificativas numéricas para mostrarmos que realmente ndo faz diferenga em
utilizar a variancia ou o segundo momento para obtencdo do expoente de Hurst, ambos
conduzem ao mesmo resultado. Também vamos mostrar, no inicio deste capitulo, a

exce¢do em que a afirmagdo anterior ndo € correta.

E possivel também relacionar o expoente de Hurst com a dimensdo fractal do

processo (MALDELBROT, 1982), através da relagao

D+H=n+1, 3.1

onde D ¢ a dimensdo fractal, H o expoente de Hurst e n ¢ a dimensdo Euclidiana. Em
principio, dimensao fractal ¢ uma propriedade local, enquanto memoria de longo alcance ¢
uma propriedade global (medida através do expoente de Hurst). Um fractal € um conjunto
que possui sua dimensdo de Hausdorff maior que sua dimensdo topologica

(MALDELBROT, 1982).

3.1 Caminhada aleatéria e Random Walk

Caminhada aleatoria ¢ um dos exemplos mais ilustrativos sobre processos difusivos
e estocasticos Markovianos, que pode ser resolvido de forma simples, analiticamente. Para
efeito de suporte nas se¢des seguintes, na qual serd introduzido um novo modelo de

caminhada aleatdria, vamos primeiramente ilustrar esse modelo cléssico.

Considerando o exemplo em 1D, de um caminhante partindo da origem, tal que a
cada instante de tempo o caminhante sorteia um sentido a ser seguido. Ele vai para direita
com probabilidade p ou para esquerda com probabilidade g=I-p. Para p=1/2 temos o
classico random walk ou (movimento Browniano), quando p#//2 dizemos que a

caminhada possui uma certa tendéncia, na qual priorizamos um determinado sentido ao
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invés do outro. Seja N o niimero de total de passos e n, o niimero de passos dados para
direita e n_ o nimero de passos efetuados para esquerda, sob a condi¢do n, +n_ =N . Ao

longo de N passos, o caminhante pode ser encontrado na posicao relativa a origem dada

por x =(n, —n_ )/, onde / ¢ o tamanho do passo, que pode ser constante ou variavel. Vamos

assumir que o tamanho dos passos seja constante e unitario (/=17). A posi¢ao média apds N

passos ¢ dada pela seguinte expressao
<xy >=<(n,—-n_)>. (3.2)

Usando o fato que n, +n_= N, podemos escrever n_ = N —n,, e substituindo em (3.2), a

posicao média pode ser escrita como
<xy>=2<n,>-N, (3.3)

e a posigdo quadratica média < x* >=< (2n, - N)* >, sereduz a

<xy>=4<n’>-4<n >N+N". (3.4)

Entdo, se conhecermos <n, > € <n’ > temos a solugdo que aqui procuramos para a
posicdo média e a posi¢do quadratica média, relativas a origem. Seguindo na busca da
solu¢do, devemos conhecer a distribuicdo de probabilidade para n, . A probabilidade de
executar n, passos para direita, levando-se em consideragdo que ao fazermos isso, também
sdo efetuados n_ passos para esquerda, a probabilidade procurada é p™¢",com p+g=1. O

numero de maneiras possiveis de efetuar N passos com n, passos para direita ¢ dado por

! .

(devido a independéncia dos passos), e dessa forma, a probabilidade total, ja

n !n!

substituindo n_. = N —n_, ¢ dada por

+9

N' N-n

P(’h):mpn*q ° (3.5)

que nada mais ¢ do que a distribuicdo binomial ou de Bernoulli. Portanto, ja conhecemos o

peso estatistico da variavel n,, podemos agora calcular a média, que ¢ dada por

<n, >= i n P(n,) i P(n,). (3.6)

n, =0 .
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N N'
Por analogia, a expansdo binomial é escrita como (X +Y)" = Z X"Y¥™" | onde

= nl(N-n)!
temos X=p, Y=q=(I-p) e X+Y=p+1-p=I e com isso, comprovamos que nossa distribuicao
de probabilidade ja esta devidamente normalizada. Logo a equagao (3.6) pode ser escrita de

forma mais resumida por

= g 3.7
<n, >= Zn N n)p q (3.7)

Existe um artificio matematico pelo qual o somatorio acima pode ser resolvido de forma

bem simplificada, basta fazermos

dd NI N
- L 3.8
cn > (pdp];)n e (3.8)

que pode ser generalizado para todos os momentos de ordem m,

d d d & N Vv
<n" >= —p— . p— - p™ e 39
Sl L ngonJ(N—m)!p q (3.9)
1 2 m

Em (3.9) j4 podemos substituir o valor do somatério por (p+¢)", onde N pode ser

qualquer numero natural, temos entao

d d d N
<n'>=|p—p—..-p— + , 3.10
n, pdppdp pdp (p+q) (3.10)

1 2 m

e apos efetuar a derivada de ordem m, faz-se (p+q)=I. Para m=I, temos

<n, >= pdi(p +q)" = pN(p+q)"" agora fazendo (p+¢)=1, ficamos com a solugdo para
P
a média do nimero de passos dados para direita, i.e.,
<n, >= pN. (3.11)

Para m=2, equivalente a média calculada anteriormente,

2 i i N _ i N-1
<n, >—(pdp](pdp](p+q) [p dpJpN(pw) 612)
=Np| (p+@)"" + p(N-D(p+q)"" |
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Fazendo (p + ¢) =1 na segunda linha de (3.12) chegamos a solugdo desejada

<n’>=pN+p’N* - Np°. (3.13)

Os valores de <n, > e <n’ > representados por (3.11) € (3.13) quando substituidos em

(3.3) e (3.4), respectivamente, e apos alguns rearranjos, fornecem a formula para a posi¢ao
média e para a posicdo quadratica média. Agora podemos trocar N por #, pois vamos
assumir que 0s passos sao unitarios e, portanto, € equivalente a um instante de tempo, que

também € unitario. A posicdo média e quadratica média sao

<x,>=t(2p-1),

) 5 5 (3.14)
<x; >=t"2p-1)"+t(4pl-p)).

Podemos notar que para p=1/2 (random walk) as equacdes em (3.14) se reduzem a
<x,>=0 e <x'>=t. O expoente da posigio quadrtica média possui uma
descontinuidade em p=1/2. Esse expoente vale dois, para quaisquer valores de p, exceto

para p=1/2, onde esse vale um, como exposto a seguir (para f muito grande)

i om t*, para p#1/2 (3.15)
t t, para p=1/2. .

Podemos também calcular a variancia, que é dada por o, =<x} >—<x, >*. Substituindo

os valores de (3.14), chegamos a equacao da variancia ou desvio quadratico médio

o’ =t[4p(1-p)]. (3.16)

Agora vamos fazer uma simples andlise da dependéncia da variancia com o tempo,

considerando o ~ *"" | 0 expoente de Hurst fica

0,

' = H=1/2 para 0<p<l],
2~{ P p (3.17)

0, para p=loup=0.

O mais importante desse resultado € o crescimento linear da varidncia com o tempo. Os
casos em que H=1/2 sao chamados processos de difusdo normal, onde ndo existem
correlacdes de longo alcance entre as varidveis. E para 0<p<I os eventos podem ser
considerados independentes, exceto quando p=0 ou p=I, onde se tem o caso
deterministico. Nesse regime, correspondente a H=1/2, o Teorema do Limite Central

garante a convergéncia da distribuicdo de probabilidade da posi¢dao (que ¢ uma binomial)
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para a Gaussiana, no limite assintdtico, quando #—co ou N—co. Para H#1/2 0s processos

sdo chamados de difusdo andmala, alguns serdo vistos na préxima se¢ao.

Resumimos, através da Figura 3.1, a andlise do expoente temporal da variancia e da
posicdo quadratica média, em fungdo de p (probabilidade de ir para direita). Queremos
mostrar que os expoentes sdo completamente diferentes. Nesse caso em particular, o
expoente de Hurst deve ser calculado utilizando o expoente da varidncia. Na Figura 3.1(a)
temos o expoente da variancia que vale um para quaisquer valores de p, exceto para o caso
deterministico. A Figura 3.1(b) representa o expoente da posi¢do quadratica média que
vale dois para quaisquer valores de p, exceto quando p=1/2 que resulta no expoente igual a

um. Ja na Figura 3.1(c) temos o expoente de Hurst que ¢ obtido pela divisdo do expoente

da variancia pelo fator dois.
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Figura 3.1- Na fig.(a), a variancia cresce lincarmente com o tempo para quaisquer valores de p,
exceto para p=0 e p=I, em que a variancia vale zero. Na fig.(b) o expoente da posi¢do quadratica
média apresenta uma descontinuidade em p=1/2. Em fig.(c) temos o expoente de Hurst, que vele
H=0.5, devido a independéncia dos passos.

Podemos agora calcular o coeficiente de difusdao (D), que pode ser encontrado por

2
o’ =2tD, a partir da solugio da equagdo da difusio P (ax’ ) =D 0 l; (f’ ) ,onde p(x,t)
t X

representa a funcdo densidade de probabilidade de encontrar a particula na posi¢ao x no

instante de tempo ¢. Entdo, substituindo o valor de 012 dado em (3.16) e isolando D, temos

2

p.o _tird-p) —2p(l-

~ S ). (3.18)

A independéncia do coeficiente de difusdo com o tempo indica que a caminhada nao

possui “efeito de memoria”, que ocorre quando H=1/2, como ja esperado. A difusdo ¢ um
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processo natural e espontaneo e se dd de uma regido de mais alta concentragdo para baixa
concentragdo, como conseqiiéncia da segunda Lei da Termodindmica, assim como o calor
flui de uma fonte de mais alta temperatura para uma regido de baixa temperatura a fim de
alcangar o equilibrio termodindmico, ou seja, maximizar a entropia do sistema. Também

podemos interpretar a difusdo como a taxa de variacao da variancia com o tempo, veja que

2
(o2 . . , ~ , q-
— ~ D . Para altos valores de D indica que as particulas estdo se afastando da média, caso
4
contrario, se aproximando. Quando D=0 tem-se o caso deterministico, ndo ha nenhuma
flutuagdo em torno da média. Também, a independéncia de D com o tempo faz com que o
coeficiente de difusdo se mantenha finito a medida que 1—co, satisfazendo o teorema do

limite central.

Através do grafico de D versus p (Figura 3.2) podemos ver que o maximo valor de
D ocorre para p=1/2 (random walk). Observa-se que para p=1/2, em média, metade dos
passos sdo efetuados para direita e metade para esquerda, sem nenhum sentido
privilegiado, o sistema estd no estado mais desordenado possivel. Ja para valores de p
diferentes de meio o coeficiente de difusdo ja ¢ menor, indicando um ordenamento ou um
sentido privilegiado no sistema. Esse coeficiente de difusdo revela muita coisa a respeito
do movimento das particulas. Considere o exemplo citado anteriormente: para o
coeficiente de difusdo méaximo as particulas estdo se difundindo de forma homogénea em
todo o espaco permitido. Quando o valor de D € menor (p#1/2), as particulas tendem a ter
um sentido preferencial, ocasionando a nio ocupagio do espago de forma homogénea. E
possivel relacionar o coeficiente de difusdo com a entropia do sistema, pois estes indicam o
grau de desordem. Quando maior a desordem, maior ¢ a entropia e o coeficiente de

difusdo.

oz| 1 : ; J

01 3 : 4

o I i i
0 0.25 0.5 0.75 1

p

Figura 3.2 — Dependéncia do coeficiente de difusdo em funcdo de p. Esse coeficiente ¢ maximo
para p=1/2, estado com maior desordem possivel.
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3.2 Lévy Walks

O processo Lévy Walks (LW) ¢ largamente aplicado tanto a sistemas conservativos
ou dissipativos que exibem comportamentos cadticos. Processos de Lévy sdo problemas
tipicos de alta complexidade, em particular no caso de sistemas bioldgicos. Foi mostrado
(WISWANATHAN et al., 2002; WISWANATHAN et al., 2001) que esse processo
aparenta ser mais eficiente que o movimento Browniano como estratégia de busca de
alimentos ou até mesmo fémeas para procriacdo e entre outros exemplos. Em processos
difusivos reais, ¢ possivel a ocorréncia de eventos que fogem a média estabelecida pela
distribuicdo Gaussiana. O processo LW ¢é puramente super difusivo, ou seja, H>1/2,
sempre. Nesse processo ndo existe comprimento de escala caracteristico, enquanto que no

movimento Browniano (MB) esse comprimento ¢ associado ao desvio padrao.

No movimento Browniano ou random walk convencional os tamanhos dos passos
seguem uma distribuicdo Gaussiana e tendem a estarem centrados em torno de um valor
médio bem definido. No processo (LW) os tamanhos dos passos seguem uma distribuicao

de probabilidade, tipo lei de poténcia, da forma

L

P(L]) ~—,
“h-1p

(3.19)

onde / ¢ a largura do passo dado no intervalo de tempo Az, e 1< <3 ¢é o expoente que

caracteriza o movimento. Esse expoente ¢ o mesmo que u=o+1 em (2.25). A expressao
(3.19) representa o limite assintotico de / em

Py =—— | Ce e d e, (3.20)
27

—00

para 0<a<2. Essa expressdo representa a transformada inversa de Fourier da fungdo

i para a forma simétrica (5=0) e centrada em zero (6=0), conforme a

caracteristica ¢=e
equagdo (2.21). Quando a=1(x=2) recaimos na distribui¢do de Cauchy e quando a=2(x=3)

se obtém a distribuicao Gaussiana.

No processo LW os passos podem ser pequenos, muito grandes ou até mesmo

infinitos, embora este ultimo seja evento muito raro. Quando 4 >3 a variancia da

distribuig¢@o cresce linearmente com o tempo € o movimento ¢ equivalente ao Browniano,
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pois agora passos muito grandes sdo estatisticamente eventos raros de ocorréncia. Para
#=2 a dependéncia da variancia torna-se quadratica com o tempo, devido ao fato de u
proporcionar uma probabilidade maior de ocorréncia de passos grandes (ver Figura
3.3(a,b)). Nesta figura também podemos constatar que para menores valores de x, por
exemplo, y=1.1 a probabilidade de ocorréncia de passos pequenos ¢ bem alta e esta se
mantém relativamente grande para tamanho de passos maiores (Figura 3.3a). A medida que
aumentamos g, por exemplo, x=2.9 a probabilidade favorece apenas a ocorréncia de
passos pequenos e os passos grandes se tornam eventos raros (Figura 3.3a). Para valores de

4 <1 ndo ¢ mais possivel normalizar a fun¢do densidade de probabilidade (WEEKS et al.,

1996).

10" me 29

27
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Figura 3.3 — Na fig.(a), na escala log-log, exibimos a proporcionalidade da probabilidade
de ocorréncia de passos de tamanho /; para diferentes valores de x4 . Para p=I1.1 a
probabilidade de ocorréncia de passos grandes ¢ bem alta e esta diminui & medida que
aumentamos 4 (por exemplo, y=2.9). A figura (b) representa essa probabilidade projetada
no plano u versus /. A partir desta, ¢ possivel perceber que a probabilidade decai
rapidamente a medida que aumentamos os valores de /; e .

A posicao da particula ¢ calculada pela soma dos passos individuais, definida como

I, (3.21)

S
=
1l
>
+
M=

onde N representa o numero de passos, X, a posi¢do inicial e / ¢ a varidvel estocastica
distribuida de acordo com a equagdo (3.19). No processo LW a varidncia o’ ~¢*, com

A>1, ja ndo cresce mais linearmente com o tempo, fazendo com que o coeficiente de
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difusdo (D ~¢*"") seja infinito quando ¢ —>0 (processo super difusivo). O teorema do
limite central mostra que o coeficiente de difusdo ¢ dado por
<P>-<I>’

D=lim~—~—~"7 (3.22)
t—o0 21‘

+00

onde os momentos de / sdo dados por <[ >= Il'"P(l)dl . Geralmente o segundo

—0
momento < /> >=oo (no teorema do limite central generalizado) que ocasiona a auséncia

de um comprimento de escala caracteristico e na indetermina¢do do coeficiente de difusao.

Normalmente os compiladores atuais possuem geradores de niimero aleatorios
uniformemente distribuidos. Quando se deseja varidveis randomicas que obedecem a outro
tipo de distribui¢do, ¢ necessario se fazer uma transformagao que ird converter a variavel
uniformemente distribuida na distribui¢do desejada. No nosso exemplo, a transformacao

para se obter uma distribuigdo tipo lei de poténcia a partir de uma distribuicao uniforme ¢

dada por [ =[x"""* onde [ é o tamanho do passo distribuido seguindo uma lei de
poténcia, /, ¢ uma constante, x, uma varidvel uniformemente distribuida no intervalo [0,1]

e /<u<3. E intrinseco nesse modelo que ndo existe uma orientagcdo preferencial, ou seja,

todas as possiveis orientacdes sdo eventos igualmente provaveis.

Para efeito de ilustragdo, produzimos algumas caminhadas em 2-D para
exemplificar a diferenca entre um passeio Browniano ¢ um passeio de Lévy. Nessa
ilustragdo mostramos o que ambos 0s passeios possuem em comum: a auto-similaridade.

Inicia-se o passeio partindo na origem e com /, =1 e diferentes valores de x. Na Figura

3.4(a,b) temos o tipico movimento Browniano com =3 e N=1000 passos em fig.(a) e em
fig.(b) uma caminhada com N=100000 passos. Podemos ver também que os tamanhos dos
passos sdo aproximadamente igualmente espacados, passos longos nio existem. Em
contraste com esse tipo de caminhada, nas Figura 3.4(c) e (d), com p=2, podemos ver a
ocorréncia de saltos longos, pois estes agora sdo estatisticamente mais favoraveis, devido a
distribui¢do de passo ser uma lei de poténcia e ndo uma Gaussiana. Esse ¢ o grande
diferencial da distribuicao tipo lei de poténcia (para x<3), que permite a ocorréncia de
passos ou saltos longos. Isso possibilita que, por exemplo, para um animal em busca de
alimentos em ambientes escassos, esse cubra uma area de busca maior se comparada com o

movimento Browniano. Podemos ver que em ambos os casos, com p=3 fig.(a,b) e u=2
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fig.(c,d), as figuras possuem a mesma forma, independente do nimero de passos N, o que
torna a caminhada invariante sob uma mudanca de escala de observagdo. Isso sugere que a
posicdo média seja uma lei de poténcia (discutimos melhor invariancia de escala e lei de

poténcia na se¢do 3.4).

50

40
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Figura 3.4 — Caminhada aleatéria em 2D, para o random walk convencional (com u=3) para
diferentes numeros de passos N, fig.(a) e fig.(b). Em fig.(c) e fig.(d) temos Lévy Walk com u=2
também com diferentes nimeros de passos N (ver legenda em cada figura). Podemos observar que
ambas as caminhadas possuem invaridncia de escala.

Vamos agora discutir a difusdo das particulas para um tempo fixo e suficientemente
grande. Na Figura 3.5 mostramos como ocorre a difusdo das particulas no espago, para um
tipico movimento Browniano (MB) e para Lévy Walk (LW), utilizando também a equacao
(3.21) para u=3 e u=2, respectivamente. Podemos notar que as particulas se difundem de
forma homogénea em todo o espaco no MB, figura (a). Ja para o0 movimento LW (figura
b), algumas particulas aparecem bem dispersas do aglomerado principal (apontadas pelas
setas em vermelho), como mostrado no inset em fig.(h). Essas grandes dispersoes

ocasionam a divergéncia do segundo momento.
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Figura 3.5 — Difusdo para o movimento Browniano correspondente a u=3 fig(a) e difusdo tipo
Lévy walk, com u=2, fig.(b). Nesta figura, as setas indicam as particulas que mais se distanciaram
do aglomerado principal. A barra no inset em fig.(b) corresponde a /.5¢6, esse inset mostra a regiao
central ampliada para melhor visualizagdo. Total de 2000 particulas e N=100000 passos.

,

E comum na natureza encontrar processos que seguem a distribui¢do desenvolvida
por Lévy. Peng e colaboradores (PENG et al., 1993) descobriram que o intervalo entre
batidas do coragdo de um paciente saudavel o expoente x em (3.19) situa-se proximo de
2.7. Enquanto que para um paciente com problemas cardiacos esse expoente se aproxima
de 3, caso Gaussiano. Thadeu Penna e colaboradores (PENNA et al., 1995) utilizaram
métodos experimentais e numéricos para estudar uma torneira gotejante e descobriram que
o intervalo entre uma gota e outra também segue uma distribui¢do de Lévy com expoente
entre 2.66-2.85. Intervalo este que engloba o expoente proveniente do ritmo cardiaco
(1=2.7), o que fez o pesquisador Penna a especular “é o coragdo batendo uma torneira

pingando?”

Alguns autores usam o termo Lévy Walks para movimentos com velocidade
constante ¢ Lévy Flights para movimentos com saltos instantaneos. No processo Lévy
Walks, assume-se que um certo tempo € necessario para completar um salto (fempo de
espera). Nesse aspecto, 0 processo torna-se mais realistico que o Lévy flights. Comumente

o processo Lévy Walk ¢ o mais utilizado e largamente aplicado em sistemas reais.



49

3.3 Movimento Browniano Fracionario

Uma caracteristica particular do MB ¢ que este independe do incremento da

caminhada. Geralmente se {X,} ¢ um processo estaciondrio com varidncia finita e
A, =cov(X,,X,,,)que representa a covariancia no intervalo temporal k, entdo {X,} ¢ dito

possuir uma dependéncia de curto alcance (SRD, sigla em inglés) ou dependéncia de longo

o0
alcance (LRD) de acordo com o somatorio z/ik converge ou diverge, respectivamente
k=1

(DAI; HEYDE, 1996).

Movimento Browniano Fracionério (FBM, sigla em inglés) foi desenvolvido por
Mandelbrot e Van Ness (MALDELBROT; NESS, 1968), embora tenha sido originalmente
proposto por Kolmogorov, ainda em 1940 (KOLMOGOROV, 1940). O interesse inicial de
Kolmogorov era modelar problemas relacionados a turbuléncia. Inicialmente foi chamado
de processo “Wiener spiral”. Posteriormente com Maldelbrot, FBM surgiu como uma
adaptacdo do processo Gaussiano com objetivo de reproduzir correlagdes de longo alcance
em séries temporais. Essas correlacdes podem ser verificadas em séries financeiras,
Hidrologicas, etc. Malbelbrot definiu o FBM em termos do expoente de Hurst no intervalo

0<H<1, usando a convolu¢do do Movimento Browniano B(z).

O Movimento Browniano Fracionario B, (¢),.,€ um processo continuo, Gaussiano e

centrado, com covariancia dada por
< By (@) By 5= (e + " e~ (3.23)

Quando 7=t a equagdo (3.23) se reduz a < B,,(t)* >=1t", que é uma das propriedades do
Movimento Browniano Fraciondrio, definida a seguir. Por defini¢do, B, (f) possui as

seguintes propriedades (BIAGINI et al., 2008):

1-B,(0)=0e <B,(t)>=0, paratodo >0,

2 — B, (t) possui incrementos homogeéneos, i.e., B, (f+7)— B, (7) possui a mesma lei de
B, (t) para 7,t >0,

3—B,, () é um processo Gaussiano com variancia <B,, (¢t)°>=t*",¢>0,

4 — B, (t) possui tragetorias continuas.
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A representagdo da integral estocéstica para B, (¢),., ¢ definida, de acordo com Sornette

(2006, p. 153-155), como

B, (t)-B,(0)=

raraL a0 = e+ a0 aene) |

(3.24)

onde /(.) representa a funcdo gamma e drn(r)=dW, ¢ geralmente tomado como

incrementos do movimento Browniano padrao com espectro de ruido branco e distribuigdo
Gaussiana (processo Wiener quando H=1/2, ver apéndice C para maiores detalhes).

Quando B, (0)=0 e H=1/2, recai-se no tipico movimento Browniano. Para outros valores
de H, B, (t) ¢ também chamado de derivada fracional ou integral de B(z). Quando H<1/2 o

passado possui uma correlagdo negativa com o futuro. Quando H>1/2 héa correlagdes
positivas entre o passado e o futuro. Nesse regime, o FMB exibe uma dependéncia de
longo alcance quando H#1/2, que significa que as correlagdes entre passado e futuro ndo
decaem réapidas o bastante para garantir a convergéncia. Na Figura 3.6(a,b) exemplificamos
o Movimento Browniano Fracionario para o expoente de Hurst (H=0.2) em fig.(a) e na
fig.(b) utilizamos H=0.8. Esta figura foi produzida utilizando a func¢ao “wfbm” do software
MATLAB (versao 7.6), que usou a referéncia (ABRY; SELLAN, 1996) para a producgdo

do algoritmo.

o] 200 400 600 BOO O 200 400 600 800
t t

Figura 3.6 — Exemplo do Movimento Browniano Fraciondrio para H=0.2 fig.(a) e H=0.8 fig.(b). O
movimento Browniano padréo corresponde a H=0.5 (ndo mostrado aqui). Para menor valor de H,
mais rugosa ¢ a “caminhada”.
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O movimento Browniano Fracionario também exibe invaridncia continua de escala,

ou seja, para qualquer x >0, tem-se
B, (xt)~«x"B, (¢), t>0. (3.25)

No artigo de Maldelbrot e Ness (1968) ¢ mostrado o célculo da correlacdo entre

dois incrementos de B, (t). Com 7,7 e7, fixos € ndo negativos, a covaridncia entre

B, (t) entre o seguinte intervalo de tempo: 7/2a7, e —7/2aT,,¢édada por:

2<(B,(T/2+T))-B,(T/2))-(B,(-T/2)-B,(-T/2-T,))>
=<(B,(T/2+T)~B,(-T/2-T,)>* +<B,(T/2)-B,(-T/2)>"  (3.26)
~<B,(T/2+T)-B,(-T/2)> —<B,(T/2)-B,(-T/2-T,) >

chegando-se a correlacao

1 (T+T +T)Y +1*" —(T+T)* —(T+T.)*"
C(T;’Tvz):_( 1 2) H(H 1) ( 2) , (327)
2 I'T,

que pode ser escrita de outra forma, fazendo S;=T7,/T e S,=T,/T, e substituindo em (3.27),

tal que S;=/0,1] e S,=]0,1], tem-se

(1+S,+8,)" +1-(1+8,)"" —(1+8,)*"

C(SDSZ): SHSH
1 ~2

(3.28)

N | —

A partir da expressdo (3.28) Maldelbebrot fez as seguintes observagdes: para
1/2<H<I existem correlacdes positivas entre o passado e o futuro do processo. As
correlagdes negativas ocorrem para 0<H<I/2 e para H=I/2 ndo existem correlagcdes
temporais entre dois incrementos. Para efeito de ilustracdo das correlagdes, exibimos, a
seguir, a figura contendo o caso onde se tém correlagdes sempre positivas (H>1/2) e o caso

em que se tém sempre correlagdes negativas (H<1/2), Figura 3.7(a) e (b), respectivamente.
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Figura 3.7 — A correlagdo é sempre positiva para H>1/2 em fig.(a) e sempre negativa para H<1I/2
fig.(b). Na fig.(a) foi usado H=0.6 e na fig.(b) H=0.4. Para H=0.5 a correlagao vale zero.

3.4 Oscilacoes log-periddicas e invariancia discreta
de escala

Normalmente oscilagdes log-periddicas estdo relacionadas com eventos
catastroficos. Observagdes de ruptura de varios materiais heterogéneos também mostram
um comportamento oscilante imposto por uma lei de poténcia. Essa freqiiéncia ¢ chamada

de log-periddica, sendo proporcional a log(z, —¢), ou seja, do logaritmo do tempo antes da

ruptura, representado por 7. Gerelmente essa ruptura estd relacionada com a ndo
linearidade dos materiais e ¢ encontrada em uma larga variedade de sistemas naturais.
Pralong e colaboradores (PRALONG et al., 2005) também descobriram essas oscilagdes
que antecederam deslizamentos em geleiras. Esses eventos passaram a ser observados em
erupcdes vulcanicas (VOIGHT, 1988), em terremotos (BOWMAN et al., 1998), ruptura de
geleiras (FLOTRON, 1977; LUTHI, 2003) e também em dindmica de populagdo e
mercado financeiro (IDE ef al., 2002).

Um objeto possui invariancia continua de escala (ICE) se este permanece o mesmo
quando mudamos a escala de observagdo. Matematicamente um observavel ® dependente

de um parametro x ¢ (ICE) sobre uma transformagdo x — xv se existe um numero x tal

que seja verdadeira a seguinte afirmacao
O(x) = uO(vx). (3.29)

A solucdo que atende a equagdo (3.29) ¢ uma funcgao tipo lei de poténcia da forma
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O(x) = Cx“. (3.30)

onde C ¢ uma constante ¢ a ¢ o expoente de escala. Com as equagdes (3.29) e (3.30) ¢
possivel mostrar que o expoente a pode ser escrito como uma combinacdo entre o fator de
“zoom” do fator de escala que ¢ escrito como

a =—In(u)/ In(v). (3.31)

A taxa O(vx)/0O(x)=v“ ndo depende de x. Essa ¢ uma caracteristica de invaridncia

continua de escala (SORNETTE, 2006, p. 157-159), o valor relativo do observavel em
duas escalas diferentes depende somente da taxa entre eles. Também essa ¢ uma das
principais caracteristicas que associa lei de poténcia a invaridncia de escala, auto-
similaridade. Vamos agora generalizar o conceito de (ICE) tomando o expoente a como
um nimero complexo, da forma o =a+ib, tal que a,b e R . Substituindo este expoente
na expressao (3.30) temos

O(x) = Cx“*", (3.32)
que podemos reescrever de outra forma, como
O(x) = Cx“™" = Cx*[x"] = Cx“[”"] = Cx“[cos(b In(x)) + isin(bIn(x))], (3.33)
onde usamos em (3.33) a relagdo de Euler, e” = cos¢@+ising . A parte real de (3.33) é:
O(x) = Cx* cos(bIn(x)). (3.34)
Vemos que a constante b em (3.34) representa a freqiiéncia de oscilagdo. Agora a taxa

O(vx) _ CF v cos(bIn(xv)) _ {COS (BIn(v)) -
O(x) Qﬁ cos(bIn(x))

¢ dependente de x. No numerador em (3.35), usamos a identidade trigonométrica

cos(A+B)=cos(A)cos(B)-sin(4)sin(B), com A=b-In(v) e B=b-In(x). Recaimos em uma nova

sin(b In(x)) sin(b In(v))
cos(bIn(x))

} (3.35)

classe de corregao de escala, chamada log-periddica, que conduz a invariancia discreta de
escala (IDE). Quando =0 a equacao (3.35) se reduz a ®(vx)/0O(x)=v*. Para b>0 o fator

de magnitude v em (3.35) deve satisfazer as seguintes condi¢des para se observar a auto-

similaridade

{sin(b In(v)) =0, 27
= bh(v)=2nr = v, =e?’, (3.36)
cos(bIn(v)) =1,

com n=0,#1,#2,7#3,... Nesse caso, o fator de magnitude v, agora ¢ discreto. Quando

n>0(n<(0) observa-se uma ampliacao(reducdo) na escala original. Uma oscilacdo log-
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periddica superposta a uma lei de poténcia ¢ considerada uma manifestacdo de uma
invariancia discreta de escala na vizinhanga de um ponto critico (TANAKA, 2002). Ja nao
¢ para qualquer fator de “zoom” que se observa a auto-similaridade, o fator de
multiplicagdo assume valores discretos, embora possam haver infinitos deles, mas estes sdo
contaveis.

Com as expressoes (3.29) e (3.30), ja assumindo que o expoente a seja complexo,
utilizando a identidade / = exp(i2zm) com m=0,1,2,..., e, a partir da relacdo u(v)=1/v“,

¢ possivel mostrar que o expoente pode ser escrito com

a=——t i m, (3.37)

onde recaimos em uma ICE para m=0, que representa o expoente « real. A equagdo (3.37) ¢
mais geral que (3.31). A solugdo torna-se complexa para m#(0), implicando em um fator de
escala caracteristico v expresso como uma corre¢ao log-periodica para uma lei de poténcia
(JONKERS, 2007).

Invariancia discreta de escala também ¢ uma propriedade dos fractais.
Normalmente se atribui aos fractais como sendo invariantes sob uma mudancga na escala de
observacdo e sempre associamos essa invariancia como sendo continua. Muitos desses
fractais obedecem a uma invariancia de escala somente por alguns fatores especificos de
magnitude. Para um exemplo de invariancia discreta de escala, podemos citar o conjunto
de Cantor. Sua constru¢do ocorre da seguinte forma: considere uma linha de tamanho
unitario, no primeiro passo dividimos essa linha em trés partes iguais, ou seja, //3 cada
parte, e jogamos fora a parte central (ver Figura 3.8, em n=/). Em seguida, dividindo
novamente cada sub-intervalo, e agora ficamos com intervalos de comprimento 1/9
(mesma figura com n=2) e, novamente, jogamos fora a parte central seguindo a mesma
regra do intervalo anterior. O processo ¢ repetido n vezes. Podemos ver que o nimero de
intervalos cresce com 2" enquanto seu comprimento diminui por 3”. O namero de

intervalos também pode ser quantificado simplesmente chamando N (n) o nimero de

intervalos gerados em n iteracdes e x o fator de ampliagdo. Por definicdo, o intervalo
unitario original corresponde a um fator de ampliacdo igual a um. Quando o fator de
ampliacdo aumenta por um fator trés, o nimero de intervalos aumenta por um fator dois,
independente do indice de iteracdo. A dimensdo fractal (SORNETTE, 1998) ¢ definida

D:hm|ln(Nx(”))|:|ln2”
=0 In(x) | |In3”

_In2
In3

~0.63. (3.38)
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Esse fractal so apresenta auto similaridade para um fator de escala 4, =3", peN, ou

seja, para qualquer poténcia arbitraria de trés. Esse ¢ um exemplo tipico de invaridncia

discreta de escala.

1/3 1/3

1/9 1/9 1/9 1/9

=4 == == —T v i

n=5 o

Figura 3.8 — Exemplo de invariancia discreta de escala para o conjunto de Cantor.

Se aumentarmos continuamente o fator de zoom, por exemplo, dex, =37 até

1 , . .
x, =3"", 0 numero de intervalos salta por um fator dois em X, =3", mas permanece

: 7 1 y .

inalterado at¢ x, = 37" em que nesse ponto o nimero de intervalos salta novamente por um

fator dois. Dessa forma, a dimensao fractal D decresce entre os valores intermediarios
. + . ~

pertencentes ao intervalo ]37, 3” . Quando p — o, as oscilacdes desaparecem e a

dimensdo ¢ exatamente (.63, como mostrado na Figura 3.9.
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Figura 3.9 — A dimensao fractal diminui entre os valores intermediarios de poténcia inteira de trés.

Faremos aqui uma breve revisdo de como podemos detectar oscilacdes log-
periddicas e mostraremos uma analogia com um processo estocastico. Para tal finalidade,
iremos usar uma simples fun¢ao analitica para explicar. Considere a fun¢ao que representa
a posi¢do de uma caminhada (ou qualquer processo) iniciando proximo a origem que oscila
log-periodicamente da forma

Y (x)=x-sin(b, -In(x)), V x>0. (3.39)
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Faremos duas realizagdes, simulando uma caminhada, onde a imagem da fungdo Y;
representa a posicdo da caminhada. Plotamos a imagem da funcdo (ou os valores de Y;)
para um b; versus outra imagem correspondente a outro b; diferente do anterior. A partir
desse experimento, podemos extrair algumas informagdes uteis a respeito do movimento.
Em (3.39) o sub-indice i rotula cada freqiiéncia de oscilacao b,. Quando as freqii€ncias sao

iguais (Ab =| b, — b, |=0) cruzando cada realizacdo (Y; versus Y,) observamos uma reta,

Figura 3.10(a). Agora, quando ha uma pequena variagdo entre as freqiiéncias (4b=0.01), ja
¢ possivel observar uma curva em forma de espiral (Figura 3.10(b)). Essa curvatura torna-
se cada vez mais acentuada a medida que aumentamos a diferenca entre as freqiiéncias
(4b=0.2), como mostrado a Figura 3.10(c). Em um processo estocastico, a curvatura em
forma de espiral de duas realizagdes cruzadas indica que o sistema oscila de forma log-
periddica. A curvatura da espiral ¢ um indicador da flutuagdo da freqiiéncia de oscilacao
log-periddica, quanto maior a curvatura, maior ¢ essa flutuacdo da freqiiéncia entre uma
realizagdo e outra.

(a) (b) (c)
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Figura 3.10 —Para mesma freqiiéncia de oscilagdo, quando cruzada duas realizagdes, tem-se uma
reta fig.(a). Para pequenas variagdes 4b=0.01, se obtém uma curva em forma de espiral, fig.(b).
Essa curva se torna mais acentuada a medida que a freqiiéncia difere uma da outra 4b=0.2, fig.(c).

Procedendo de forma anédloga ao experimento discutido anteriormente, agora vamos
usar amplitude inversamente proporcional a varidvel independente x e amplitude constante.

As equagoes, respectivamente, sao

Y.(x)= % -sin(b, - In(x)), (3.40)

Y (x) =sin(b, - In(x)).

Quando a amplitude ¢ inversamente proporcional ao nimero de passos, a curva converge

para o ponto zero, nao importando o local de partida (Figura 3.11a). Neste exemplo, o
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ponto de partida foi escolhido longe da origem apenas para evidenciar a convergéncia para
a origem. Para o caso em que a amplitude ¢ unitdria (Figura 3.11b) a curva fica aprisionada
em um quadrado de coordenadas entre menos um e um (ou do modulo da magnitude da

amplitude). Neste ultimo caso, ndo hd mais convergéncia nem divergéncia.

(Sag 10 q(b)

inicio—" | | b,=2.0
b2=2.2

4t

3l
05

-05

Figura 3.11 — Em fig.(a), quando a amplitude de oscilag@o ¢ inversamente proporcional ao nimero
de passos, a curvatura converge para o ponto zero, o inicio pode ser qualquer ponto. Ja em fig.(b),
quando a amplitude ¢ constante, ndo existe convergéncia nem divergéncia para nenhum ponto.

Encerramos aqui a fundamentacdo teodrica desta tese. Porem, a riqueza de
informacdes, de abrangéncia e aplicabilidade dos processos difusivos entre outros

apresentados vao além dos topicos discutidos até este capitulo.
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CAPITULO 4

4 Resultados numéricos e exatos:
Diagrama de Fase para PIA3

Neste capitulo sera apresentado o modelo utilizado neste trabalho de caminhada
aleatoria ndo Markoviana e os principais resultados obtidos via simulagdes computacionais
(pelo método de Monte Carlo). Também apresentaremos os resultados analitico-
estocasticos. Inicialmente, vamos apresentar o modelo desenvolvido por Schutz e Trimper
(SCHUTZ; TRIMPER, 2004) que deu origem a este trabalho ¢ em seguida vamos
descrever/reproduzir os seus resultados obtidos mediante uma abordagem numérica e

analitica.

4.1 Estimativa numérica via caminhadas simuladas

Nesta abordagem, vamos simular uma caminhada ndo Markoviana na qual o
caminhante toma suas decisdes no presente baseadas nas decisdes tomadas no passado. A
partir de um modelo computacional, existe uma grande flexibilidade em se modelar
qualquer processo de natureza aleatoria, até mesmo com memoria. O mesmo nao ocorre
para os modelos analiticos, que nem sempre podem ser resolvidos de forma exata. Porém,
quando se tem essa solugdo, os valores de interesses sdo exatos, 0 que nao ocorre num
modelo numérico, onde esses sdo, na maioria das vezes, aproximados e o tempo

computacional e a precisdo numérica nem sempre sdo favordveis. Também devemos

3 Persisténcia Induzida Amnesticamente.
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mencionar, nesse ultimo caso, que o sistema estd sujeito a efeitos de tamanho finito

(espacial ou temporal).

4.1.1 Modelo computacional para memoria total

Schutz e Trimper (2004) foram pioneiros numa nova classe de caminhada aleatoria
com memoria. Os autores desenvolveram um modelo no qual o caminhante toma suas
decisdes no tempo presente baseadas nas decisdes tomadas no passado. Todo o historico do
processo ¢ considerado e igualmente provavel. A regra ¢ a seguinte: o caminhante comeca

em algum ponto x, em ¢, e possui completa lembranca de todo seu historico. Em cada

instante de tempo discreto, o caminhante se move para direita ou esquerda, tal que a
evolugdo estocastica ¢ dada pela equagao
4.1)

X, =X +0

t+1°

onde v, ,=+/¢ a varidvel randomica. No tempo #+/ a memoria do caminhante ¢
representada pelo conjunto de variaveis v = {v(1),0(2),...,0(t)} tomadas no tempo passado.
A evolucdo da caminhada se da da seguinte forma:
¢ Inicialmente, no instante /=1, o caminhante move-se para direita com probabilidade
g (v(1)=1) ou para esquerda com probabilidade /-g (v(1) =-1).
e no tempo 7+/ ¢ escolhido de forma randdmica e uniformemente distribuido um
tempo passado ¢’, compreendido entre /<?’<t. Observa-se entdo o estado
correspondente a v(¢") (que pode ser um passo dado para direita ou esquerda) nesse

instante de tempo sorteado. Entdo, determina-se v,,, = U(¢+1) da seguinte maneira

{U(f ") com probabilidade p (repeticdo da agdo em¢'),
t+1 =

—u(t") com probabilidade (7- p) (executa acdo contraria aquela em ¢').

[l &

- . - .
. N\ ou TN

» t+1(linha do tempo)

1 +1

decisdes possiveis.
H
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!
A posi¢ao no tempo ¢ é dada por x, = Zut, . O parametro p representa a probabilidade de
t'=1

repetir uma ac¢do tomada no passado ¢’. Para p<I/2 (regido de feedback negativo), o
caminhante comporta-se com reformador, em cada passo ele ird preferir fazer sempre o
oposto do que foi feito no tempo passado. Ja quando p>1/2 o caminhante ¢ tido como
tradicionalista, preferindo sempre repetir a acdo passada (regido de feedback positivo).
Quando p=1/2 toda a estatistica da caminhada ¢ semelhante ao do random walk
convencional, discutida no capitulo 3. Quando p=1, temos o movimento balistico, que
corresponde também ao caso deterministico. O mesmo nao ocorre para p=0, pois neste
caso o caminhante permanece sempre alternando seu movimento entre aceitar e recusar

uma ac¢ao no passado.

4.1.2 Solugdo analitica para memdria total

O modelo de memoria total é aquele no qual o caminhante se recorda de todas as
decisdes tomadas no passado. Schutz e Trimper (2004) resolveram o problema
analiticamente, encontrando a solucdo para o primeiro e segundo momento, juntamente
com a func¢do densidade de probabilidade da posi¢do do caminhante. A posicdo média esta

representada pela equagdo definida abaixo

SLUr2ph) B o 4.2)
F@2p  T2p)

<x, >=<,

Para a posicao média, existe um regime de “escape” assim chamado pelo proprio autor, tal
que para p>1/2 a posi¢cdo média diverge quando # — o0 (devido ao expoente do tempo ser
positivo) enquanto para p<I/2 o expoente temporal ¢ negativo e a posicdo vai para zero
nesse limite, conforme equacdo (4.2). Nesta equacdo fS=2g-I, onde g representa a

probabilidade de comecar o primeiro passo para a direita (v, =1) e com probabilidade /-¢q
o primeiro passo ¢ efetuado para a esquerda (v, =—1). Quando g=1/2(=0) a posicdo
média ¢ sempre zero, conforme a equacdo (4.2). Para a posicao quadratica média ndo ha
dependéncia do pardmetro S, pois v =1, sempre. Vamos assumir que todos 0s passos

iniciais sdo efetuados para a direita, ou seja, g=I(f=1). Na Figura 4.1 apresentamos os
resultados obtidos por Schutz de uma forma mais didatica mediante ilustragdo grafica. A

barra de cor ao lado da figura representa o valor numérico da posi¢ao média.
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Figura 4.1 — Posi¢ao média versus p e ¢. Para p<I/2 a posi¢do média tende para zero a medida que
t cresce, enquanto que para p>1/2 a posi¢cdo média cresce proporcional ao tempo. A barra de cor ao
lado da figura representa o valor numérico da posi¢ao média.

A soluc¢do analitica obtida para a posi¢ao quadratica média, no limite assintético de ¢, foi

-t <3/4,
3—-4p P

<x!>=1tlnt p=3/4, (4.3)

! 7 p>3/4.
(4p-3)'(4p-2)

Analisando as equagdes em (4.3), podemos fazer as seguintes afirmagdes: para p<3/4 a
posicdo quadratica média escala linearmente com o tempo e conseqiientemente a variancia
também, pois a posi¢do média neste intervalo possui o expoente temporal menor que um.
Nesse regime, temos um movimento de difusdo normal. J& para p>3/4 a posigao quadratica
média cresce com expoente maior que um e, portanto, a varidncia também. Nessa regido
temos o regime super difusivo. Em resumo, podemos expor a variancia juntamente no
limite assintotico para ¢ (estamos analisando apenas a parte temporal juntamente com o seu

expoente, as constantes multiplicativas foram omitidas)

ol =<x}>—<x, >~ ~ lim

2
(1), p<3r4 (1, p<3/4,
t‘””z—(tz"*l)z, p>3/4] U p>3/4.

No exemplo exposto, conforme as equagdes em (4.4), o expoente de Hurst pode ser
obtido utilizando a proporcionalidade da variancia com o tempo ou a posi¢do quadratica

média (4.3), pois ambas as abordagem conduzem ao mesmo resultado. Considerando a

aproximagdo < x’ >~ ¢*" | para memoria completa, o expoente de Hurst versus p apresenta

persisténcia apenas para 3/4<p<I (regime super difusivo) que corresponde a regido de
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persisténcia classica para p>1/2 e difusdo normal quando p < 3/4 (regime nao persistente).

A representacdo grafica para o expoente de Hurst em funcdo de p ¢ mostrada na Figura 4.2.

7 T T T T T T T
0.8 B
0.8r- -
= o7 —
ex=12 p=0.75 T
0.5 \ B

! I I I I I I I !

Q a1 0.2 2.3 0.4 0.5 0.6 ar 0.8 0.9 f

Figura 4.2 — Expoente de Hurst versus p. S6 ha persisténcia para p>(0.75 (regido de persisténcia
classica corresponde a p>0.5).

Schutz e Trimper (2004) também encontraram a fun¢do densidade de probabilidade
da posicdo, juntamente com o coeficiente de difusdo, encontrando uma PDF Gaussiana

para quaisquer valores de p, como mostrada abaixo

P(xtp) = ——exp <] 4.5)
T J4xtD(t, p) 4tD(t, p)
A
D(t,p)zgp—_6 [_ -1 N (46)
0

quando p=3/4 em (4.6) deve-se tomar o limite.

Como podemos observar no que foi exposto anteriormente, a posi¢do do
caminhante evolui, de certa forma, de maneira bastante complexa, pois em cada instante de
tempo a posi¢do no tempo futuro representa uma soma de posicoes aleatdrias passadas.
Esse resultado s6 reforca ainda mais o poder atrativo da distribuicdo Gaussiana e o
conceito de “estabilidade” que esta distribuicdo possui. A distribuicdo Gaussiana ¢ comum
também em regimes super difusivos, mesmo onde o coeficiente de difusdo cresce
proporcional ao tempo. Essa proporcionalidade ¢ expressa pelo expoente do tempo na
equacdo (4.6), em funcdo do pardmetro p. Quando p>3/4, no limite assintdtico de 7, o
coeficiente de difusdo diverge (Figura 4.3).

Analisando a representagdo grafica da equacdo (4.5) podemos ver que a

probabilidade para a ocorréncia de eventos afastados da média decai muito rapidamente
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para valores proximos a zero, tipico das distribuicdes Gaussianas (Figura 4.4a). Nessa
figura também ¢ possivel observar que a probabilidade se mantém com valores
estatisticamente altos na regido em torno do seu valor médio, Figura 4.4b (este valor médio
na figura apresenta-se em forma de “T”). Todas essas figuras foram produzidas por nds,

com o objetivo de melhor ilustrar os resultados.

o 1 I 1 | i i i 1 1 i i i 1 1
o 005 07 045 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 0.7 075
P

Figura 4.3 — Coeficiente de difusdo versus p. Esse coeficiente diverge para p>0.75 (caracteristico
do regime super difusivo) esse coeficiente vale meio para p=1/2, semelhante ao do random walk,
como era de se esperar.
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Figura 4.4 — Densidade de probabilidade da posi¢do versus p e x, para um tempo de r=10°. A
figura (b) representa a projecdo da figura (a) no plano p versus x. A barra de cor ao lado de cada
figura representa o valor numérico dessa probabilidade.
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4.1.3 Modelo computacional para memoria parcial

Cressoni e colaboradores (CRESSONI; DA SILVA; WISWANATHAN, 2007),
adaptaram o modelo de Schutz e Trimper, agora impondo a condi¢do de que o caminhante
lembre apenas uma fracdo /' da memoria do seu passado distante. Essa simples restricao da
memoria fez surgir uma rica variedade de fendmenos no comportamento da caminhada.
Seis fases foram constatadas devido a essa perda da memoria recente. Para o caso de perda
de memoria passada, ver (DA SILVA; WISWANATHAN; CRESSONI, 2006).

De forma anédloga ao modelo explicado anteriormente para memoria total, agora o
caminhante s6 lembra uma fragdo f'do seu passado distante e a fragdo /-f do seu passado
recente ¢ completamente esquecida (veja ilustracdo na pagina seguinte). A evolugdo
temporal da caminhada € regida pela seguinte equagao estocastica:

(4.7)

X =X+ 0,

onde v, =v(l) =1¢ escolhido de forma deterministica em =/ e x, =0. O caminhante, no

instante de tempo ¢+/, lembra apenas uma fra¢do ft (0<f<I) do seu passado distante,
quando f=1/ temos o caso de memoria completa e quando f—0 recaimos no processo sem
memoria, que ¢ equivalente ao problema da caminhada aleatoria discutido na segdo (3.1).
Queremos chamar atengdo para o fato que a memoria antiga lembrada aumenta
proporcionalmente com o tempo atual (#+7) da forma ~f.

Como no caso anterior de memoria total, no tempo ¢+/ ¢ escolhido de forma

aleatdria um instante de tempo do passado distante 1<¢'< fi (s6 que agora o passado ¢

restrito a uma fragdo f'do tempo atual) no qual o caminhante executa a agdo (v,,, =tv(t"))

tomada em 7’, ou seja, (U, =0(t")) com probabilidade p ou faz o oposto (v,,, =-0(t"))

com probabilidade (7/-p). Para o caso em que p=1/ temos o caso deterministico, mas nao
para p=0. Esse parametro p representa a probabilidade de repetir uma decisdo tomada no
passado; quando p=0 o caminhante sempre rejeita as agdes tomadas no passado, de modo
que ele estd sempre alternando seu movimento. Nesse ultimo caso, o feedback negativo
atua com probabilidade de 100%. A seguir, ilustramos as regras da simulacdo. Essas regras
sdo analogas ao caso de memoria total discutida anteriormente, a Unica diferenga ¢ a

restri¢ao do passado para tomada de decisdes. A forma ilustrativa € a seguinte
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= } decisdo esquecida.

Quando p>1/2 (regido de feedback positivo) o caminhante ¢ tido como persistente ou
tradicionalista, estatisticamente, no futuro, ele ird repetir as mesmas acdes do passado. Ja
para p<I/2 (regido de feedback negativo) o caminhante ¢ chamado de anti-persistente ou
reformador, fazendo preferencialmente a acdo oposta aquela realizada no passado. Quando
p=1/2 temos o movimento “random walk”, para quaisquer valores de f e recobrimos

novamente toda a estatistica mostrada na se¢do 3.1. Medimos a persisténcia através do
valor do expoente de Hurst (H). Esse valor ¢ calculado através da relagdo < x’ >~¢°",

onde O<H<I. Para H=1/2 temos um regime ndo persistente de difusdo normal e para
H>1/2 processo super difusivo ou persistente, onde a variancia cresce de forma ndo linear
com o tempo com expoente (2H>1).

Agora vamos analisar a difusdo da caminhada, e para isso, vamos observar como se

comporta o expoente de Hurst () em fungdo dos parametros f e p. Iremos mostrar alguns

exemplos, em que usando <x’ >~t" ao invés de o’ ~¢*", ndo afeta o resultado da

medida do expoente H, ambos os métodos conduzem ao mesmo resultado. Os expoentes da
posicdo quadratica média e da variancia diferem quando f=0.0, que ¢ o caso markoviano ja
discutido no capitulo 3, secdo 3.1. Na regido de pequenos valores de /e de p, € possivel
perceber que a amplitude da variancia sofre menos oscilagdo que a amplitude da posicao
quadratica média (Figura 4.5a), mas ambas as retas possuem a mesma inclinagdo quando
ajustadas a uma reta, na escala log-log. Ja na regido de maiores valores de f ou p, ambas as

retas coincidem sem nenhum tipo de oscilagdo na amplitude (Figura 4.5b) e Figura 4.6(a,b).
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Figura 4.5 — A posi¢io quadratica média e a varidncia escalam com o tempo da forma ~*” , sendo
que ambas possuem a mesma inclinagcdo, embora haja maiores oscilagdes na amplitude para a
posi¢@o quadratica média do que para a variancia, para pequenos valores de f'e de p.
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Figura 4.6 — Para grande valores de f'e de p as retas coincidem, mesma amplitude.

4.1.4 Expoente de Hurst e Persisténcia induzida por
amnésia (perda de memoria)

Através do expoente de Hurst podemos conhecer o tipo de difusdao que um processo
exibe. Associamos persisténcia as correlacdes positivas entre passado e futuro,
significando que as ag¢des tomadas no passado influenciam positivamente as decisdes no
futuro. Para o regime anti-persistente, ocorre o contrario: o passado influencia
negativamente o futuro, ou seja, uma agdo ocorrida no passado possui uma probabilidade
menor de se repetir no futuro. Com a imposi¢ao da perda parcial de memoria recente, a
afirmagdo anterior ja ndo ¢ mais atendida. Pelo simples fato da memoria do caminhante ser

restrita a uma pequena fracdo do passado distante (para alguns valores especiais de fe de
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p) faz com que surjam persisténcia mesmo na regido de feedback negativo. Essa
persisténcia € atribuida a imposicdo da perda parcial de memoria referente ao passado
recente. Atribuimos, também, essa persisténcia a uma competicdo entre estocacidade e
feedback. Estocacidade ¢ o ato de sortear uma acdo no passado compreendida no intervalo
[1, ft]. Feedback representa o ato de aceitar ou rejeitar a acdo nesse passado sorteado
(feedback ¢ definido pelo parametro p). Os resultados numéricos indicam que quanto
menor f (fragio de memoéria antiga lembrada), maior é a persisténcia para p<I/2. A medida
que f aumenta, a persisténcia vai desaparecendo, comprovando o quanto a perda de
memoria recente provoca persisténcia (repeticdo de a¢des). Quando a memdria € restaurada
(aumentando f) a persisténcia desaparece. Através da Figura 4.7, podemos ver que para
f>0.4 ja ndo ha mais persisténcia para p<I/2. Portanto, nessa regido, deve existir um f
critico que separa as regides de persisténcia (H>1/2, difusdao andmala) e ndo persisténcia
(H=1/2, difusdo normal). Esse valor critico ¢ muito dificil de calcular, através de
simulagdo computacional, com boa precisao. No tratamento analitico, discutido na se¢ao
4.2, estaremos aptos a conhecermos com exatiddo a fase de persisténcia e ndo persisténcia,
juntamente como os valores criticos para f e p (referente a linha diviséria que separa as
duas fases).

Para p>1/2, correspondente a regido de persisténcia cldssica, ndo ¢ novidade o
surgimento de persisténcia (Figura 4.7). O que podemos notar ¢ que pequenos valores de f
conduzem a maior persisténcia (para p>1/2 e também p<1/2). Podemos explicar esse fator
da seguinte forma: quando as decisdes tomadas no futuro sdo restritas a uma pequena
fracdo de memoria antiga, isso faz com que o passado distante e o futuro estejam
fortemente correlacionados (maior valor do expoente H). Mas, a medida que aumentamos
f, as correlagdes tendem a diminuir, pois agora passado e presente podem igualmente
influenciar as decisdes no futuro, portanto, ¢ esperado o surgimento de um valor para H
menor. No caso limite, em que H se aproxima de //2 o passado ja ndo exerce influéncia

significativa no futuro e as correlacdes temporais tornam-se de curto alcance quando

H=1/2.
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Figura 4.7 - Expoente de Hurst versus p, para varios valores fixos de f. Pequenos valores de f
induzem a persisténcia mesmo na regido de feedback negativo (p<I/2). Essa persisténcia
desaparece a medida que aumentamos f (a medida que a memoria é restaurada). Valores obtidos

utilizando um tempo maximo de 6.0-10° e 7000 realizagdes.

Para uma visualizagdo mais completa da Figura 4.7, vamos mostrar essa mesma
figura em trés dimensdes, com f variando de 0./ até 1.0 e p variando de 0.0 até 1.0, ambos
com incremento de 0./, Figura 4.8. Como podemos ver, apenas para pequenos valores de f
é que se obtém persisténcia na regido correspondente a p<I/2. E possivel visualizar,
também, o plano de ndo persisténcia, onde H=0.5 (em vermelho) e a regido de persisténcia
para H>(0.5. Percebemos nesta figura, portanto, que existem duas fases bem definidas pelos

parametros f'e p (Figura 4.8).

Figura 4.8 — Diagrama completo do expoente de Hurst em fung@o dos pardmetros /¢ p. Na regido
do plano H=0.5 situa-se a fase de ndo persisténcia (regido em vermelho). Os resultados foram

obtidos para um tempo méaximo de 6.0-10° e 7000 realizagdes.
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4.1.5  Oscilacoes log-periodicas na posi¢cdo média
para a<0(p<1/2)

A seguir, iremos comentar as oscilagdes log-periddicas na posicdo média. Como ja
discutido na se¢do 3.4, oscilagdes log-periddicas levam a invariancia discreta de escala e
esta relacionada com o expoente complexo. Vamos fazer um comparativo com a Figura
3.10 (se¢@03.4), na qual mostramos que usando uma func¢ao que oscila log-periodicamente
e quando cruzada duas realizagdes (ou as duas imagens das fun¢des) com freqiiéncias
diferentes, seu grafico corresponde a uma forma em espiral. Na Figura 4.9 mostramos esse
mesmo padrdo de forma espiral, similar a Figura 3.10. Portanto, a posi¢do deve oscilar de

forma log-periddica também.

“30 25 20 415 -0 -5 0 !
X _x10" X,x10

Figura 4.9 — A forma espiral, quando cruzada duas realiza¢Ges, confirma que a posi¢do oscila log-

. . . . 6 .. .. . ~ ~
periodicamente. Caminhada produzida com 4 -70° passos. Os sinais (positivo ou negativo) ndo sdo
importantes, estamos interessados apenas na forma da curva (nesse caso, em espiral).

Sabemos que a posigao oscila de forma log-periodica, vamos agora analisar como
essas oscilagdes se comportam em funcdo dos parametros f'e p. A seguir, mostramos uma
seqiiéncia de figuras com oscilagdes log-periddicas da posicdo média. Essas figuras t€ém
por objetivos mostrar os possiveis valores de f'e de p onde devam ocorrer mudangas de
regimes de log-periodicidade e ndo log-periodicidade, assim como no caso mostrado
anteriormente, da fase de persisténcia e ndo persisténcia.

Na Figura 4.10(a) usamos f=0.1 com valores de p=0.0, 0.1 e (.2 para mostrarmos
que a medida que aumentamos os valores de p, as amplitudes de oscilagdes aumentam. Na
Figura 4.10(b,c) podemos ver que as amplitudes comecam a diminuir & medida que

aumentamos a fragdo de memoria antiga lembrada f. Plotamos a posicao média dividida

por Ji para reduzir as amplitudes e tornar mais visiveis as oscilagdes. Na Figura 4.11,
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aumentamos os valores de f para f=0.4 na fig.(a), /=0.6 na fig.(b) e /=0.8 em fig.(c).
Podemos ver que a medida que aumentamos f, as oscilagdes deixam de se apresentarem
bem definidas e comecam a desaparecer. Por exemplo, em f=0.8 (Figura 4.11(c)) as
oscilagdes sdo bem diferentes em relagdo ao caso correspondendo a =0.4 (Figura 4.11(a)).
Isso sugere que o parametro f delimita uma regido onde existe log-periodicidade de outra
onde ndo existe log-periodicidade. Quanto ao parametro p, qual serd sua extensao de log-
periodicidade? Para responder essa pergunta, vamos fixar novamente os f’s € prolongarmos
os p’s. Na Figura 4.12(a,b,c) estendemos os valores de p, comegando por p=0.3, 0.4, 0.5 ¢
0.6. Neste caso, vamos mostrar resultados apenas para f=0./ fig.(a), /=0.2 fig.(b) e f/=0.3
fig.(c), pois ¢ suficiente para evidenciar que as oscilagdes desaparecem para p=>0.5, nao
importando os valores de f. Isso indica também que p delimita duas fases: oscilagdes log-
periddicas e ndo log-periddicas. Portanto, o par de pardmetros (f,p) além de delimitar as
regides de persisténcia e ndo persisténcia, também delimita duas fases contendo oscilagdes
log-periddicas na posicdo média, que leva conseqlientemente a uma invariancia discreta de
escala, e outra fase de nao log-periodicidade, onde se tem o caso classico de invariancia
continua de escala. Na regido de log-periodicidade (p<I//2) e também na regido de
persisténcia (H>1/2) as amplitudes das oscilagdes aumentam com o tempo elevado a um
expoente entre meio € um, enquanto que na regido de ndo persisténcia (H=1/2) esses
expoentes situam-se abaixo de meio. Na linha critica que separa as duas fases, esse
expoente ¢ exatamente meio. Devido a amplitude da posi¢do média na regido de ndo
persisténcia crescer de forma mais lenta que na fase de persisténcia, isso impossibilita
visualizarmos melhor essas oscila¢des log-periddicas.

Na regidao de nao log-periodicidade (p>1/2) a posi¢do média ¢ uma fung¢do sempre
monotdnica, tipo lei de poténcia, em relagdo ao tempo com expoente maior que zero €
menor ou igual a um. A determinacdo numérica dos valores criticos de f e de p que
separam as regioes de log-periodicidade e ndo log-periodicidade ¢ muito trabalhosa e
pouco precisa. Ao invés disso, sera utilizada uma abordagem analitica que nos permitira
calcular esses valores e as fases de log-periodicidade a ndo log-periodicidade de forma

exata.
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Figura 4.10 — Oscilagdes log-periodicas na posi¢do média. Maiores sdo as amplitudes para baixos
valores de p, com f fixo.
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Figura 4.12 — Neste exemplo, as oscilagdes comegam a desaparecer para p>(.5, para quaisquer
valores de f.

4.1.6 Calculo da freqiiéncia de oscilacao log-periodica

Na regido onde as oscilagdes sdo bem definidas, ¢ simples fazer um ajuste para
calcular a freqiiéncia de oscilacdo. Na regido de persisténcia as amplitudes de oscilagdes
crescem com o tempo elevado a um expoente maior que meio. J4 na regido de ndo-
persisténcia as amplitudes crescem com o tempo elevado a um expoente menor que meio.
O principal objetivo aqui ¢ apenas calcular as freqiiéncias com boa precisdo, nao havendo
interesse de nossa parte a determinacao da equagao da posicao média. Dentre varias curvas
testadas a que melhor se ajustou aos dados (ver Figura 4.13), tem a forma

X=a-Tsin(b-T +c) (4.8)

onde X =<x>/t"*

, T=log,(t) e B=b/In(10). Este ultimo (B) é o parametro que
queremos medir, enquanto que as constantes a, ¢ € d sdo apenas pardmetros de ajustes.
Essa equagdo se ajustou bem na maioria dos casos, exceto na regido de ndo-persisténcia. A
equacdo alternativa usada para a regido de ndo persisténcia foi

X=a-T'sin(b-T +c), (4.9)
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por proporcionar um melhor resultado. Na Figura 4.14 mostramos uma comparacao entre
as duas equagdes para mostrar que a segunda equacdo (4.9) melhor acompanha as
amplitudes, sem decair tdo rapido como ocorre com a primeira equacgao (4.8).

Apds um ajuste podemos analisar o comportamento da freqiiéncia de oscilacdo em
fun¢do dos parametros do modelo. Na Figura 4.15(a) mostramos como essa freqiiéncia ¢
sensivel a variagdo da fracdo de memoria f. Para pequenos valores de p, por exemplo,
p=0.0 (ver legendas) o crescimento e quase linear com f, mas a medida que aumentamos p
(p=0.3) a inclinacdo torna-se cada vez menor e a linearidade desaparece. Por isso, deve
existir um p, para o qual essa freqliéncia desapareca. Podemos constatar esse fato,
analisando a Figura 4.15(b), onde B diminui a medida que p cresce, para todos os valores
de f'(ver legenda). Para valores mais altos de f e de p, apresentados na Figura 4.15, o ajuste
ndo foi possivel. Quando apresentarmos o modelo analitico, iremos mostrar que o
crescimento de B com f, para um p fixo possui um ponto de maximo e a partir dai o B
comegca a diminuir com o aumento de /. A fracdo de memoria antiga /'€ a responsavel pelo
surgimento de B, que por sua vez aparece na regido compreendida por p. Por exemplo,
quando f ¢ igual a zero, isso implica que B também ¢ zero, para qualquer p, entdo talvez

possa existir um p critico que faz com que B seja zero para qualquer f.

40 . T T \ T 15
@ *  dados
p=0.0 fitting
=0.2

) + dados
fitting

30t

20t

X=aT™ sin(bT+c) |
T=log, (1)
20l B=bAR(10) 1

<0 3 3 4 5 5 77185 5 ; i : 5 7
T=log, (1) T=log, (¥

Figura 4.13 — Fitting (ou ajuste) realizado para medir a freqiiéncia de oscilacdo, fig.(a) e fig.(b). A
linha continua representa o ajuste, enquanto os simbolos em circulos representam os dados
numéricos.



74

OF-
-0.1F
X : : : : :
020 p=0.31=0.3 : + dados |
: : : a*T%sin(b*T+c)
03l : : T T*sin(b* T+c) |
0.4 ; ; ; i i .

4
T=log ; O(t)

Figura 4.14 — Comparagdo entre os ajustes usando as equagdes (4.8) € (4.9).
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Figura 4.15 — Variacdo da freqiiéncia de oscilagdo B em funcdo dos pardmetros f com p fixo,
fig.(a) e p com f'fixo, fig.(b). Ver legenda em cada figura.

4.1.7 Comportamento da posi¢do média para a>0(p>1/2)

Como acabamos de mostrar, na regido em que p<I/2 ocorrem oscilagdes log-
periodicas na posicao média. Em contraste com esse regime, para a regido correspondente

a p>1/2, a posi¢ao média ¢ uma fungdo monotonica do tempo, que satisfaz a equagao

<x, >~t°, (4.10)

onde o expoente ¢ depende de f'e de p. Agora vamos analisar como ocorre essa variagao
em funcdo dos pardmetros mencionados. Para valores de p proximos de //2 as flutuagdes
na posi¢do dificultam os calculos desses expoentes (para p=1/2 a posicdo média é zero).
Mas, para valores maiores de p=0.6, ¢ possivel obter os expoentes via simulagdes.

Percebemos que os expoentes para a memoria parcial (f</) situam-se em um intervalo
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intermedidrio entre o caso sem memoria (f=0) e memoria total (f/=1). Isso significa que
quando ndo existem decisdes a serem tomadas, o caminhante “vai mais longe”. Quando ele
tem que tomar decisdes, a caminhada ¢ atrasada e esse atraso ¢ maior de acordo com o
numero de opg¢des de escolha, nesse caso, o tamanho da memoria. Nas Figura 4.16(a,b) e
Figura 4.17(a,b), exemplificamos esse fato. Na Figura 4.16(a) para o caso em que p=0.6
(fixo) quando se tem f=0, a posi¢cdo média escala com o tempo elevado a um expoente 6=1
(semelhante ao caso Markoviano, discutido na segdo 3.1). A medida que o caminhante
comeca a lembrar uma pequena fragdo de memoria antiga f' o expoente comeca a diminuir,
essa diminuicdo torna-se mais acentuada a medida que o tamanho da memoria ¢
aumentado (ver legendas). Nessa mesma figura, em fig.(b), que corresponde a um p=0.7 o
expoente para uma mesma fragdo de memoria antiga ¢ maior em relacdo ao parametro
anterior, p=0.6. Esse aumento torna-se cada vez mais acentuado, a medida que
aumentamos o parametro p, como mostra a Figura 4.17(a,b) para o caso correspondente a
p=0.8 fig.(a) e p=0.9 fig.(b). Isso significa que o aumento no fator de memoria lembrada f
atua de forma a atrasar a caminhada, enquanto que o aumento de p atua de forma contraria.

No final da sec¢do 4.2 apresentamos a expressao analitica para a dependéncia de 6 com os

parametros fe p.
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Figura 4.16 — O expoente temporal da posi¢do média (inclina¢@o) ¢ maior para menores valores de
f, mantendo p fixo, figura (a) ou (b), ver legendas. Para um f fixo, o expoente € maior para maiores
valores de p, figura (a) e (b). Para um p proximo de meio os expoentes sdo extremamente
pequenos.
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Figura 4.17 — Para valores de p proximos a 1.0 (b), a variacao dos expoentes temporais da posi¢ao
média (inclinagdo) em funcdo de /' é bem pequena. Isso mostra que para grandes valores de p, o
efeito de memoria ndo altera significativamente a posi¢cao média.

4.1.8 Densidade de probabilidade da posicao

Apesar de ainda n3o possuirmos a solugdo analitica para a densidade de
probabilidade da posi¢do (ou a solucao da equagao de Fokker-Planck), podemos visualizar,
através das simulagdes computacionais, a forma da distribui¢do. Assim como no modelo de
Schutz, para o caso de memoria total, a funcdo densidade de probabilidade da posi¢do
obtida foi uma Gaussiana para quaisquer valores de p (com f=1). No modelo com meméria
parcial (f<I), também obtivemos uma distribui¢do Gaussiana, mas nao para quaisquer
valores de f'ou p.

Usamos aqui uma ferramenta estatistica muito precisa para determinar se uma dada
distribuicdo segue uma certa densidade de probabilidade. Este método ¢ chamado de
“probability plot”. O método consiste em selecionar dois pontos correspondentes ao
primeiro (y;) e ao terceiro quartil (x;) da distribuicdo de probabilidade selecionada, esta

pode ser Gaussiana, log-normal, gamma, ou qualquer tipo de distribui¢do. Relembrando,
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H “
calcula-se da seguinte forma: 0.25 = _[ P(x)dx e para uz. 0.75= _[ P(x)dx,onde P(x) pode

ser qualquer densidade de probabilidade, como ja mencionado. Com esses dois pontos ¢
construida uma reta. Em seguida, calcula-se o primeiro e o terceiro quartil do conjunto de
dados a serem analisados, de acordo como a distribui¢do que foi escolhida para o teste. Da
mesma forma, ¢ feita outra reta com esse dois pontos. Se a correspondéncia for linear entre
a reta da distribuic@o de probabilidade a ser testada e a reta do conjunto de dados, significa
que a distribuicao escolhida ¢ uma forte candidata a ser a solugdo procurada (ver exemplo
na Figura 4.18). Essa metodologia foi extraida da documentacdo do MATLAB versao 7.6.
Outra metodologia pode ser encontrada em (MONTGOMERY; RUNGER, 2003). De uma
forma geral, o método “probability plot” consiste em linearizar a distribui¢do de
probabilidade. Também podemos fazer uma andlise visual a partir do histograma da
distribuicdo. Se o histograma se apresentar em forma de sino, ¢ sinal que a distribuigao
pode ser Gaussiana. Outra forma de quantificar quando uma distribuicdo ¢ Gaussiana
consiste em calcular a curtose da distribuicdo, pois como exposto na se¢do 2.3.1, a curtose

de uma Gaussiana vale exatamente trés.

(2

x)

My 28 Mo x x/Dados

Figura 4.18- Exemplo do método Probability plot. Na fig.(a), os pontos P; e P; correspondem ao
primeiro e ao terceiro quartil, respectivamente. Na fig.(b), quando construida uma reta com esse
dois pontos, se a correspondéncia for linear entre os dados analisados e a distribui¢do escolhida
para o teste, significa que o ajuste € apropriado. Neste exemplo, usamos uma distribui¢ao
Gaussiana (ou normal) e o método passa a ser chamado normal probability plot.

Vamos agora buscar as regides correspondentes as distribuicdes Gaussianas e as
possiveis regides nao Gaussianas. Para valores intermediarios de /e de p, a distribuigdo ¢
sempre Gaussiana, podemos comprovar esse fato, usando o método “normal probability
plof” exibido na fig.(a) ou analisando o histograma, exposto na fig.(b), do conjunto de
dados conforme mostrado na Figura 4.19(a,b) e Figura 4.20(a,b). Podemos constatar, nesse

caso, que as distribui¢cdes sdo perfeitamente Gaussianas devido a correspondéncia linear
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dos dados no normal probability plot na fig.(a) e também pelo histograma em forma de
sino mostrado na fig.(b). Para valores extremos de p, principalmente (valores pequenos e
grandes) a distribuicdo ja ndo ¢ mais Gaussiana e sua forma agora ¢ assimétrica (ver Figura
4.21(a,b) e Figura 4.22(a,b)). A partir do célculo da curtose, podemos quantificar quando a
distribuicao ¢ Gaussiana ou nao, pois ja sabemos que a curtose para uma Gaussiana vale
trés (ay=3). Também podemos usar o coeficiente de obliqiiidade para medir a assimetria de
uma distribui¢do. O coeficiente de obliqgiiidade sozinho nada revela sobre uma distribuigao,
apenas se ela ¢ simétrica ou ndo. Junto com o coeficiente de curtose, o coeficiente de
obliqiliidade torna-se um refor¢o a mais. Isso indica que onde o coeficiente de curtose vale
trés, a obliqiiidade deve ser zero. Na Figura 4.23(a) mostramos o coeficiente de curtose
para toda a extensdo de f e de p. A regido planar (projetada no plano a,/3-1=0)
corresponde a distribuicdo Gaussiana. J4 na Figura 4.23(b) mostramos apenas para
pequenos valores desses parametros € podemos perceber que nessa regido a distribuicao
Gaussiana também ocorre (interse¢do do plano a,/3-1 com o plano zero), e tudo indica que
apenas para valores discretos de f. Na Figura 4.23(c,d) mostramos o coeficiente de
obliqliidade. Na fig(c) a regido delimitada para a distribui¢ao simétrica concorda com a
Figura 4.23(a) para o regime Gaussiano. Também a Figura 4.23(d) concorda com a Figura
4.23(b) para o regime simétrico e Gaussiano, respectivamente. Na regido correspondente a
p<l1/2, Figura 4.23(b,d), o parametro f determina a forma da distribui¢do entre Gaussiana
ou ndo, enquanto que para p>1/2 o parametro f exerce pouca influéncia. A partir da
obliqiiidade, Figura 4.23(c), podemos observar que para p>(0.75 a distribui¢do possui uma
obligiildade sempre negativa (na regido de regime nao Gaussiano), enquanto para baixos

valores de f'e p, temos uma alternancia, Figura 4.23(d).

(a) (b)
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Figura 4.19 — Para valores de f ¢ de p intermediarios, a PDF da posi¢do ¢ Gaussiana. Esta ¢
evidenciada pelo “normal probability plot” devido a correspondéncia linear entre os dados ¢ a reta
em vermelho na fig.(a) e também pela forma de sino do histograma na fig.(b).
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Figura 4.20 — Mesmo para um f pequeno e um p intermediarios (ver legendas em fig.(a)), a
distribuicao ainda ¢ Gaussiana. A forma da distribuicdo ¢é fortemente dependente do parametro p.

0.35 (bf)

03l

025}

0.05}

.7 6 -5 4
X x 10°

Figura 4.21 — Para baixos valores de f, principalmente de p, a distribui¢@o ja ndo ¢ mais Gaussiana.
Na fig.(a) a correspondéncia ndo é mais linear entre os dados e a reta em vermelho tracejada. Pelo
histograma na fig.(b) é possivel perceber que a distribui¢ao possui uma obliqiiidade positiva.
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Figura 4.22 — Na fig.(a), para grandes valores de p (ver legendas), a distribuicdo ndo ¢ mais
Gaussiana (devido a curvatura dos dados, em azul, com a reta tracejada em vermelho). Pelo
histograma na fig.(b) percebe-se que a distribuigdo possui uma obliqiiidade negativa.
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4.2 Estimativa Exata via Equacoes Transcendentais

Nesta secdo vamos apresentar o tratamento analitico para o expoente de Hurst (H) e
a freqiiéncia de oscilacdo (B), resolvido por Marco Antonio Alves da Silva (DA SILVA;
WISWANATHAN; FERREIRA; CRESSONI, 2008) diferente do modelo usado por
Schutz e Trimper (2004). Também vamos caracterizar completamente a posi¢do média.

Primeiramente vamos definir n, (ft) como sendo o nimero de passos dados para direita e
n_(ft) o nimero de passos para esquerda no tempo f#, onde f ¢ a fracdo de tempo
considerado. Vamos impor a condi¢do que n, ( ft)+n_(ft)= ft . A probabilidade efetiva de

tomar um passo para direita e para esquerda, respectivamente, no tempo ¢+1/ para ¢t >1, ¢é

P = n (ft) P+ n_(ft) 1= p).
ﬁt ﬁt (4.11)
P’ = n‘;{)zﬂ m;tf)(l—p),

onde p representa a probabilidade de repetir uma acdo tomada no passado compreendido

entre ft. Podemos também escrever o nimero de passos dados para esquerda em funcao

dos numeros de passos dados para direita, da forma n (ft)= fi—n, (ft), como

conseqiiéncia disso, também podemos escrever P° =1—P°. Agora vamos definir uma taxa
relativa de passos dados para direita no instante de tempo ft como ¢, =n,(ft)/ ft e para os
passos dados para esquerda como n_(f)/ ft = 1—t, . Essa taxa carrega toda a informagédo da

memoria do processo. Vamos mostrar como sdo auto-consistentes as expressoes (4.11).
Considere o caso em que ¢, =/, isso significa que todos os passos até 0 momento passado
ft foram tomados para direita, sendo p a probabilidade de repetir a acdo nesse passado,
temos que para p=0 (tomar uma ac¢ao contraria) a probabilidade de ocorréncia de um passo
para direita € nula o que significa que o passo serd dado para esquerda. Para p=1, significa
que ha 100% de certeza que o passo sera dado para direita, pois todos os anteriores assim o

foram. Quando ¢, =1/2, o movimento € equivalente ao Random Walk, independente de p.
O mesmo ¢ verdade para p=1/2, para quaisquer valores de ¢,. Podemos agora visualizar a

representacdo grafica (Figura 4.24(a,b)) da probabilidade efetiva para direita e para
esquerda (equagdes (4.11), com n (ft)/ft=t e n_(ft)/ft=1-t), respectivamente,

projetada no plano formado pelos parametros da taxa relativa (#,) e também em funcao de
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p. A regido dentro da figura cobre todas as possibilidades validas para a probabilidade
efetiva (direita e esquerda). Para valores maiores e constantes de #, sdo priorizados os

movimentos para direita, caso contrario, os movimentos para esquerda.

o

+

(a) (b) P
1 1 1 =
0.75 08 0.75 08
06 0.6
05 05
04 04
0.25 0.25
0.2 0.2
0 0 0 0
0 025 05 075 0 025 05 075 1
p p

Figura 4.24 — Projecdo da probabilidade efetiva de passos efetuados para direita na fig.(a) e passos
dados para esquerda na fig.(b), no plano ¢ versus p. A barra de cor ao lado de cada figura
representa o valor numérico da probabilidade efetiva.

A velocidade efetiva no tempo ¢+1 ¢é definida como U;,, = P’ —P°. Considerando a posigdo
do caminhante, na fracdo de tempo f#, como sendo x(ft)=n, (ft)—n (ft)+x, (vamos

assumir x, =0 ), podemos resolver para v;,, da seguinte maneira

t+1

o, = PF - P* :(n+(ﬁ)p+n_(ﬁ) (l_p)j—(n_(ﬁ)P+n+(ﬁ)

¥ T T ¥ (1—p)j. (4.12)

Agrupando os termos, chegamos a

2p—1
vy = P~ P =(Z;—t)(n+(ﬁ)—n(ﬁ))- (4.13)

t+1

Que também pode ser escrita, em fungdo de ¢, = n.(ft)/ ft , como

v, =2P —1=(2p-1)(2t -1). (4.14)

t+ T +

Fazendo uma anélise para a velocidade relativa, esta assume os seguintes valores, seguindo

dos respectivos valores constantes de ¢,
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(2p—1),=1 =1, e quando p > 1/ 2 (passos para direita),
v, =10,=t =1/2oup=1/2 (random walk), (4.15)

+1 T

—(2p-1),=1 =0, e quando p <1/ 2 (passos para direita).

Em (4.15) quando ¢, =0, temos uma reversao do movimento. Podemos também visualizar a
representacdo grafica (Figura 4.25(a)) dessa velocidade efetiva e sua projecdo no plano
(Figura 4.25(b)), em fun¢ao da taxa relativa de passos dados para direita (¢,) € em fungao
de p, como na figura anterior. Essa velocidade efetiva situa-se ente /-1,1/, devido a
normaliza¢do da probabilidade. Esta figura representa o caso geral, ou seja, todos os

valores possiveis. A combinacdo desses valores ¢ que faz surgir uma rica variedade no

(b) &

1 1

075 0.5
-

05 0
0.25 05

% 0.25 05 0.75 ;o

p

Figura 4.25 — Velocidade efetiva em fun¢@o dos parametros #.e p. Na fig.(b) temos essa velocidade
projeta no plano formado pelos parametros ¢, ¢ p (ver valores numéricos na barra de cor ao lado de
cada figura).

comportamento da caminhada.

Continuando com a solu¢do do modelo proposto, levando-se em conta a perda de

memoria recente do sistema, vamos substituir x( ft) =n, (ft)—n_(ft) em (4.13), com isso

chegamos a uma nova representagdo para a velocidade efetiva em fungdo do

deslocoamento x no tempo passado ft

U = %x(ﬁ), (4.16)

onde o =2p—1, pertencente ao intervalo [-/, /] devido a p=[0, I]. Mais adiante iremos
usar x(ft)=x, apenas por simplificacdo de notagdo. Podemos observar que
x(ft)=x(t—7), tal que z=¢t(1— f). A posi¢do do caminhante no tempo 7+/ agora pode

ser escrita em funcao da velocidade efetiva, como:
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xt+1 = xt + Ute+1' (417)
. ~ . . . N < N nyN-n
Considerando a expansdo binomial do tipo (X+Y)" = Z X"Y"™, onde
n=0 n
N N! .
=————, podemos expandir x,,, dado pela equacdo (4.17), da forma
n n!(N—n)!
e N N N e \' n
xh=(nroi) =20 () A (4.18)
n=0

m m
Vamos considerar para um expoente m par (Ufﬂ) =/ e para m 1mpar(util) =0°.

Também sera desmembrado o somatorio em termos onde os expoentes sao pares € impares.
Com isso, a expansdo total ¢ a soma da expansdo contendo os termos elevados a um
expoente par mais a soma da expansdo contendo os termos elevados a um expoente impar.
Antes de fazermos isso, devemos analisar, em (4.18), também a ordem da expansdo para os

casos em que N ¢ um numero par ¢ quando este ¢ impar.
Caso 1: (N par)

Para os termos do somatério elevados a um expoente par, devemos fazer uma
mudanga de varidvel da forma n=24, tal que i={0,1,2,...,N/2}. Para os termos do somatorio
elevados a um expoente impar, vamos também fazer uma mudanga de variavel da seguinte
maneira: n=2-+1, onde i={0,1,2,...,N/2-1} . Dessa forma, ficamos com a expressao para os

termos elevados aos expoentes pares e impares, respectivamente

N 2
xh=(x o) =20 (4.19)
i=0
N N/2-1 N s
h=(xrol) = 2 P, (4.20)

=l

em (4.19) ja consideramos v =0° devido esse termo

t+1

=]. Na equagdo (4.20), fizemos v;

t+1
: . N N ,
estar elevado a um expoente impar. Utilizando 0 =] na expressdo (4.19), vamos isolar o

primeiro termo em i=(, dessa forma ficamos com a nova série em que o somatorio comega

a partir de i=/,
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N/2
x =(x, +u,+l) =x +Z( }N o (4.21)

Na expressao (4.20) vamos usar a identidade (1 J= N e procedendo de forma analoga a

(4.19), ou seja, somamos apenas o primeiro termo correspondente a i=0, chegamos a

N/2-1

= (x, +ut+1) v°x + Z [21 +Jue X, (4.22)

Caso 2: (N impar)

Procedendo de forma andloga ao caso para N par, s6O que agora ha uma pequena
diferenca nos limites superiores dos indices de mudanca de varidveis. Para os termos do
somatorio elevados a um numero par, temos n=2-, tal que i={0,1,2,...,(N-1)/2}. Para os
termos do somatério elevados a um expoente impar, fazemos n=2-4+1, onde
i={0,1,2,...,(N-1)/2}. Novamente, para o somatorio total, devemos somar os termos da
expansdo elevados aos expoentes pares mais os termos elevados aos expoentes impares.
Dessa forma, ficamos com a expressdo para os termos elevados aos expoentes pares e

impares, respectivamente

N DN L
) =(x+00) = D [2i}y2, (4.23)
i=0

v (2N v
x=(x+0f) = D (%}) XV (4.24)
i=0

Procedendo de forma andloga ao que foi feito para N par, vamos abrir o somatorio em
(4.23) e (4.24) para i=0 e ficamos com uma nova expressiao em que o somatorio comega a

partir de i=1, entdo (4.23) e (4.24) tornam-se, respectivamente

N=D2( N '
X = (x +U7, )N =x" + Z (21,}(,1”1, (4.25)

N Ux Nl &N X N— (21+1)
= (x o) = Z b P (4.26)

Vamos agora escrever de forma resumida uma expressao geral, que englobe os dois

casos em que N tanto pode ser um nimero par quanto impar. Para isso, serdo explicitados
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somente os limites inferiores e superiores dos somatorios € o desmembramento que sera
feito na expressdo (4.21), exibido em (4.27). Esse desmembramento, para os termos
elevados a um expoente par, vai possibilitar que o limite superior do somatério seja escrito

de forma similar ao limite superior do somatério dos termos elevados a um expoente impar

N/2 N/2-1 N/2
expoente par = Zz z + Z ,
i=l i=1 i=N/2
N(par) N (4.27)
expoente impar = z ,
i=1

(N-1)/2
expoente par = z ,

N (impar) = (4.28)

(N-1)/2
expoente impar =

i=1

Em (4.27), para o expoente par, vamos usar a identidade binomial (N/2] =1, também

N-CGN2) = ] e aplicar em (4.21). Para resumir melhor, vamos repetir os somatorios:
N(par)
N e \V N < R\
Xit1 :(xz +Ut+1) =l+x + Z 0 [ (expoentes pares), (4.29)
i=1
e N-1 &' e N—(2i+]) 1 .
+NU°x,'™ + Z ) X, (expoentes impares);
=\ 2i+1
N(impar)
v -2 ( N A
XN = (xt + Ufﬂ) =x" + (Zi}’]v ~(expoentes pares), (4.30)
i1

RNCEICTeY » ‘
+NU‘x" - °xN"@"D (expoentes impares).
i1 I+

Comparando a expressdo (4.29) para N par com a expressdo (4.30) para N impar,
percebemos que existem apenas duas diferencas, sdo elas: o termo 1 que aparece em (4.29)
e nao em (4.30); a segunda diferenca ocorre nos limites superiores dos somatorios em (4.29)

que sdo ligeiramente diferentes dos limites superiores em (4.30). Podemos condensar essas

duas expressdes em apenas uma, definindo uma varidvel A = (1+ -D" ) /2. Veja que A=1

para N par e A=0 quando N ¢ impar. E para os limites superiores dos somatdrios fazemos

S(N)=(N—-A-1)/2. Quando A=1 para N par, implica que S(N)=N/2-1 (veja a
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expressao (4.29)). E para N impar temos que A=0 e S(N)=(N —1)/2, exatamente igual ao

da expressdo (4.30). Portanto, a combinagdo das expressdes para N par e impar (4.29) e

(4.30) respectivamente, se resume a
SN (N A
N _ _N e N-1 N-2i e N—(2i+])
X, =x +A+NOx"™ + E x 7+ U°x . 431
t+1 t t P |:(2l] t [zl + lj t :| ( )

O somatorio em (4.31) desaparece para S(N)<0, ou seja, para N<2. Tomando a média da

expressao (4.31), ficamos com

S| (N A N :
<xjy >=<x >+A+N<v'x" >+ . <x" >+ - <o'xV P S (4.32)
1 1+

i=1
No limite assintotico, quando # — 0, vamos assumir que

N N
i<XN oo SH > <X >

d At

(At =1), (4.33)

fazendo aqui analogia com a derivada de uma funcdo que representa o limite de

@) o SEHA) -~ [() (4.34)
dx Ax—0 Ax ’ .

Assim, ficamos com a forma diferencial para (4.32)

d S (N , N ‘
—<x>=A+N<v'x" >+ <x" >+ <v‘xN P > | (4.35)
dt o [\ 2i 2i+1

Substituindo o valor da velocidade efetiva v° = %xﬁ (de acordo com a equagdo (4.16)) em

(4.35), temos a solucdo geral para a derivada da posi¢do N-ésima média

S| (N . N .
i<x,N >:A+N£<xﬁxf"‘l >+ <x" >+ g<xﬁx,N‘<2’+” > (4.36)
dt ft = [\ 2i 2i+1) ft

A partir de (4.36) vamos exibir apenas a forma diferencial para os dois primeiros

momentos (N=1 e N=2), que sdo dadas por:

(24
— <X, >=—<X,

>, 4.37
a7 (4.37)
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d a
—<x’>=1+2"><x

s 438
dt g S (4.38)

f

Essas duas equacdes foram resolvidas analiticamente por Schutz e Trimper (2004) para
f=1, discutidas na secdo 4.1.2. Para f<I, Kenkre (KENKRE, 2007) obteve também a

solugdo analitica para o primeiro momento.

Com a expressao diferencial para o primeiro momento (4.37), vamos assumir que a

posicdo média possa ser escrita em forma de expansao, do tipo

<x,>= > At cos(B, In(r)+C,), (4.39)

(pode-se chegar ao mesmo resultado, se utilizado a funcdo seno) (DA SILVA;
WISWANATHAN; FERREIRA; CRESSONI, 2008). Temos, entdo, para sua primeira

derivada:

% <X, >= Z A’ [ 5, cos(B, In(r) + C,) - B, sin(B, In(¢) + C,)] (4.40)

Para <x, >basta substituirmos 7 por f# em (4.39), ¢ assim ficamos com a expansdo para a

posi¢do que representa o deslocamento no tempo passado fz, que ¢ dada por

<x,>= > Af%t" cos(B,In(t)+ B In(f)+C,). (4.41)

Usando a identidade para a fung@o cosseno: cos(a + f) = cos(a)cos(f)—sin(a)sin(f),
onde podemos fazer uma mudanga de varidvel da forma: a =B, In(t)+C, e f =B, In(f),

entdo substituindo as identidades, a equacao (4.41) torna-se
<X, >= Z Al.f‘sft‘;" [cos(Bl. In(¢) + C,) cos(B; In( f)) —sin(B, In(t) + C,) sin(B, ln(f))]. (4.42)
Substituindo (4.40) e (4.42) em (4.37), chegamos a expressao final
Z At*'[ 8, cos(B, In(1)+ C,)— B, sin(B, In(1) + C,)] =

4.43
> Aa ot [cos(B, In(t) + C,) cos(B, In( /) —sin(B, In(¢) + C,)sin(B, In( /))]. (349

Igualando os termos que multiplicam sin(B, In(¢) + C;) e cos(B; In(?) + C,) do lado esquerdo

e direito da igualdade em (4.43) (superior e inferior) e considerando apenas o termo
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dominante na expansao, chegamos a um sistema de equacdes transcendentais para o qual

iremos resolver para as variaveis freqiiéncia de oscilagdo B e para o expoente &,

S=af’" cos(BIn(f)), (4.44)
B=af°"'sin(BIn(f)). (4.45)

Matematicamente o ¢ B podem assumir quaisquer valores, até mesmo negativos, mas para
nossa solucdo, s6 nos interessa os valores positivos para B (pois este representa uma
freqliéncia). A extensdo valida de cada variavel ¢ discutida nas se¢des seguintes. Vamos
agora resolver o sistema de equagdes transcendentais. Para a solugdo, vamos dividir (4.44)
por (4.45), entdo isolamos o valor de 6 e em seguida substituimos em (4.45). Dessa forma,
chegamos a equacao para a freqiiéncia de oscilagao

B

B=af 0 sin(BIn(f)). (4.46)

Para O, primeiramente vamos isolar a fungdo cosseno em (4.44) e seno em (4.45) € em
seguida, elevamos ao quadrado ambas as expressdes e usamos a identidade trigonométrica

sin® +cos?® =1. Com isso ficamos com

5+ B> =(afY. (4.47)
Isolando B em (4.47) temos
B=\(af) -5, (4.48)
substituindo (4.48) em (4.44), chegamos ao resultado final para o expoente &
S=af’ cos(ln( N7 )2 -5 ) (4.49)

4.2.1 Expoente de Hurst para a>0(p>1/2)

Podemos observar que para B=0 (ver equacao (4.48)) substituindo em (4.49) esta
equacio torna-se 0 = a f°'. Para a obtengio do expoente de Hurst, estamos interessados

apenas nos valores positivos de ¢ o que implica que devemos ter « >0, correspondendo a

p>1/2 sempre que B=(0. Concluimos que ndo pode haver oscilagdo log-periédica para
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p>1/2. Para os valores de 1/2<6 <1, fazemos H =6 . O conjunto de solugdes para o
expoente de Hurst e para a freqliéncia de oscilagdo log-periddica correspondente as regides

emque a>0(p>1/2,a=2p-1)e0< f <1, édado por

H=af"",
B=0.

(4.50)

O expoente de Hurst nesta regido restaura a invariancia continua de escala.

4.2.2 Expoente de Hurst e freqiiéncia de oscilacao para
a<0(p<1/2)

Para a<0(p<1/2,a=2p—1) a solugdo para B e & corresponde as equacdes
(4.46) e (4.49). O expoente de Hurst H (relativo a posicdo quadratica média) ¢ obtido a
partir da expressdo (4.49) assumindo a solu¢do H =¢d quando 1/2<5 <1, sempre. Esta
equagao nao pode ser obtida de forma direta, apenas via métodos numéricos. O conjunto de

solucdes valido no intervalo 0<f<I ¢ escrito como

H=af"' cos(ln(f)\/(ozf”‘l)2 —sz,
4.51)

B
— =
B=a fE" sin(BIn( f)).

4.2.3 Caracterizacao da posicao média

Para o caso geral, a posicdo média ¢ completamente caracterizada por uma equagao
tipo lei de poténcia, com expoente &, seguida de uma corre¢do de escala log-periddica,

como definida a seguir

<X, >~ I cos(Blog(?)),

S=af’’ cos(ln(f) (af5‘1)2_52j’ (4.52)

onde B ¢ obtido através da equacdo (4.46). Na regido de log-periodicidade (B#0), que

corresponde a regido para a<O(p<lI1/2, a=2p-1), o expoente & em (4.52) pode assumir
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valores positivos e negativos, a depender do sinal da fungdo cosseno. Um caso especial

ocorre quando & =0 (as amplitudes sdo constantes no tempo), que corresponde a

_f (2n+1 1 _
p_ln(f)( 2 ]7[-1—2, n=0,1,2,... (4.53)

n=0 em (4.53) ¢ a nica solu¢do valida (ver Figura 4.30, linha preta). Nesse caso, a posi¢ao
média ¢ completamente estabilizada, sem convergéncia nem divergéncia para quaisquer
valores de ¢. Para o caso em que B=0 (comparando também com a equa¢do (4.48)) as

expressoes em (4.52) sdo simplesmente escritas

<X, >~ t§

4.54
S=af’. 29

Para a>0(p>1/2, a=2p-1) o expoente em (4.54) ¢ sempre positivo, “regime de escape”, a
posicdo média diverge no limite assintdtico de ¢. Ja para a<0(p<I/2), o expoente ¢ sempre
negativo, indicando que a posicdo média vai para zero para tempos suficientemente
grandes. Concluimos que no regime em que B=0, a posi¢do média ¢ uma fung¢do sempre
monotonica em relacdo ao tempo dada pela expressdo (4.54). Quando f=1, recaimos no
resultado obtido por Schutz para o expoente do tempo da posi¢do média, ver expressao
(4.2). Para f<I, devemos resolver a equacdo (4.54) numericamente. Esta equagdo sO ¢
valida para a regido de ndo log-periodicidade. Para a=0(p=1/2) o expoente ¢ zero ¢ a
posi¢do média também. Um fato importante em todos os casos citados, ¢ que o parametro

de memoria f'ndo influencia o sinal de &, apenas o atenua.

4.3 Diagrama de Fase para log-periodicidade

B
—-—1
Vamos apresentar a solugdo grafica da equacdo B =af“""/)1 sin(BIn(f))

juntamente com sua projecao no plano B=0. Essa projecdo deixa bem delimitada a regido
onde existe log periodicidade e onde ndo, em funcdo dos pardmetros f e p. Resolver uma
equacdo transcendental ndo ¢ tarefa dificil, basta utilizar um bom método numérico que o
resultado ¢ imediato. O problema torna-se mais dificil quando se tém, nessas equagdes
transcendentais, fungdes trigonométricas. O especial dessas fungdes trigonométricas € que

elas sdo oscilantes e a depender do intervalo de andlise, essas oscilagcdes podem fazem com
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que o sistema possua varias raizes que sao solugdes do problema. Entdo, como decidir qual
a raiz ¢ a solugdo procurada? Para responder esta pergunta, comparamos os resultados
analiticos com os resultados numéricos via simulagdes computacionais. Essa comparagao

entre os resultados sera mostrada na se¢ao 4.6.

Na Figura 4.26(a) temos a representacdo grafica da equacdo analitica para a
freqliéncia de oscilagdo log-periodica B (resolvida numéricamente), em funcdo dos
parametros f (fracdo de memoria antiga) e p (probabilidade de aceitar uma decisao tomada
no passado). Como ja exposto durante a solugdo, log-periodicidade s6 pode existir para
p<I/2. Na regido em que p>1/2, tem-se B=0 e a posicdo média ¢ uma fun¢do monotonica
do tempo, esse assunto serd discutido na secdo 4.5.2. Na regido de log-periodicidade
(p<1/2), o parametro f também delimita uma sub-regido em que B=0 (regido em branco,
nessa regido a posicao média segue uma lei de poténcia), Figura 4.26(b). Nesta mesma
figura, podemos ver que para pequenos valores de p, o f'encontra-se compreendido em uma
vasta extensdo de valores possiveis onde B#(0). Mas, a medida que aumentamos p, 0s
valores de f comecam a diminuir e o efeito de memoria passa a ser irrelevante. O valor
maximo dessa freqiiéncia ocorre para p=0, para um f~0.65. Na se¢do 4.6.2 fazemos um
comparativo entre os resultados analiticos e numéricos (mostrados na secdo 4.1.6) para a

freqiiéncia de oscilagao log-periodica.

Figura 4.26 — Freqiiéncia de oscilagdo B em funcdo dos parametros f'¢ p. Na Figura (b) tem-se a
projecdo no plano B=0, para melhor visualizagdo da figura (a). Na secdo 4.6.2 fazemos um
comparativo entre os resultados analiticos e numéricos para alguns valores de f'e de p.
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Vamos agora obter a linha divisoria da regido de log-periodicidade (B #0) e néo

log-periodicidade (B=0). Devemos tomar o limite da expressdo (4.46) fazendo B — 0. Para

isso, vamos dividi-la primeiramente por sin(B In( f)), entdo ficamos com

B _ B
— aftg[Bln(f)] . (4.55)

sin(BIn(f))

Para o lado esquerdo de (4.55) usando a regra de L’Hopital, que ¢ valida quando se tem 0/0
ou oo/oo. Essa regra diz que quando temos as condi¢des indeterminadas citadas
anteriormente, o limite de uma fra¢do pode ser tomado como o limite da derivada do termo

no numerador e a derivada do termo no denominador. Aplicando essa regra temos

d
. B . 55 . 1 1
TR -l iy %
~0sin(BIn(f)) 5~ (sin(Bln(f))) =>0n(f)cos(B) In(f)

dB

Para o lado direito de (4.55), vamos tomar o logaritmo natural e tomar o limite desse valor

EE% ln(afxg[Bln(f)]l] _ }gii%(ln(a) + (lg[Tl;l(f)]_ 1] ln(f)J (4.57)

Usando novamente a regra de L’Hopital do lado direito da equacdo (4.57), apenas na
variavel B, ficamos com

) “.(8) 1

lim B = lim— =lim—; = :
PGB (g i) B DING) )

(4.58)

Entdo, vamos agora substituir o resultado do limite da equagdo (4.58) em (4.57)

EE% In [aftg[Bln(.f')]lJ _ (ln(a) +(ln(lf) - ljln(f)] =In [%) +1. (4.59)

Elevando a exponencial a igualdade em (4.59) para retirarmos o logaritmo natural, obtemos

m[%]ﬂ a

/

e e. (4.60)

Igualando o limite de (4.56) com (4.60) chegamos ao resultado final para a linha critica que

divide a regido de log-periodicidade B # 0 e ndo log-periodicidade B =0,
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1 a.

C

=—Ce
In(f) f.

(4.61)

A linha formada por («,,f.) separa as duas fases, esta também ¢ uma equagdo

transcendental que ndo pode ser resolvida analiticamente. Entdo, vamos resolver (4.61)
numericamente ¢ obtermos o diagrama de fase log-periodicidade (regido em cor) e ndo log-

periodicidade (regido em branco), em fun¢ao dos parametros f'e p (Figura 4.27).

Figura 4.27 — Diagrama de fase para as regides onde ha oscila¢des log-periddicas B#0 (em azul) e
ndo log-periddicas B=0 (regido em branco). Para p.=0, temos f.=0.7569.

4.4 Diagrama de Fase para super difusao e persisténcia

A expressdo (4.49) também pode ser escrita de outra forma, usando a identidade

trigonométrica 1/ cos’(®) = tan’(®) +1, pode-ser chegar a:

P
tan{ln( f)\/(a Y -1 }

(4.62)

onde 1/2<H<1, 0<f<1l e -1<a<00<p<l1/2,a=2p-1). Podemos agora
visualizar a representagdo grafica da equacdo (4.62), onde fizemos um translado da forma
2H-1 no parametro de ordem H, para estender a regido [//2, 1] para [0, I]. Portanto, onde
2H-1 vale zero, corresponde a regido de ndo persisténcia (H=1/2), caso contrario, temos a

regido de persisténcia, caracterizada pelo expoente de Hurst maior que meio. A equagdo
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(4.62), valida na regido onde p<I/2, foi superposta com a equacdo (4.50) valida para
p>1/2, com isso, chegamos ao diagrama completo para 2H-/ em func¢ao dos parametros
f e p, ambos variando entre zero ¢ um (Figura 4.28). Na se¢do 4.6.1 comparamos o0s

resultados analiticos com os numéricos, que foram mostrados na se¢io 4.1.4.

0.8
0.6
04 L
0.2

2H-1

0 025 05 0.75 1

Figura 4.28 — Expoente de Hurst em fungio de f'e de p. Figura (b) representa a projegdo da figura
(a) no plano 2H-1=0. A barra de cor ao lado de cada figura representa o valor numérico de 2H-1.
Comparamos os resultados analiticos € numéricos na sec¢ao 4.6.1.

Para determinarmos a linha que separa a regido de persisténcia e ndo persisténcia,

levando em consideracdo a extensdo valida para os parametros 0< f <1 e 0< p<1/2,

devemos fazer H=1/2 na expressdo (4.62) e com isso obtemos a linha separatdria entre as

duas fases

2 2
2% L _an|n(r) |21 |, (4.63)

Jo 4 Jo 4

Também obtemos a linha que separa a regido de persisténcia e ndo persisténcia para p>1/2,

basta fazermos H=1/2 em (4.50), € com isso chegamos ao resultado

1/2=af " (4.64)

Resolvendo (4.63) e (4.64) numericamente e juntando todas as extensdes validas dos
parametros, temos o completo diagrama de fase em funcdo de fe @ =2p—1. Na Figura
4.29, a regido em azul representa a fase de persisténcia e a regido em branco representa a

fase de nao persisténcia onde o efeito de memoria ou correlagdo pode ser desprezado.
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Figura 4.29 — Diagrama de fase para as regides onde ha persisténcia (H>1/2, em azul) e ndo
persisténcia (H=1/2, regido em branco). Para p.=0.0 corresponde a um f.=0.3284.

4.5 Comportamento da posicao média

Nesta secdo vamos analisar graficamente como se comporta a posi¢do média na
regido de log-periodicidade e ndo log-periodicidade. Na regido de log-periodicidade,
vamos analisar com as amplitudes variam com o tempo. Kenkre (2007) obteve a solugdo

analitica para o primeiro momento valida para 0<f</ e 0<p<I(-1<a<I)

0

<x, >= xoz%[[%(ln(ﬂto)+n-ln(f))J G)(t—to (l/f)")}

n=0n'
I1=X>0

OX)=<1/2=X=0 (4.65)
0= X <0,

a=2p-|,

onde ® ¢ a fungdo step definida abaixo da equacdo e x, representa a constante

multiplicativa que depende exclusivamente de f'e de p (essa dependéncia ndo ¢ conhecida).
Para a<0, essa expressdo reproduz as oscilagdes log-periddicas e para >0 a equacio
também reproduz o comportamento monotdnico da posi¢do média em relagdo ao tempo.

Quando f=1 a expressao (4.65) se reduz a
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<x >=x, (ij : (4.66)

4

idéntica a expressdo obtida por Schutz e Trimper (2004), a menos de uma constante
multiplicativa. Para chegarmos a expressao (4.66) usamos a fun¢do exponencial em forma

de expansdo em séries de poténcias.

4.5.1 Amplitude da posicao média para a<0(p<1/2)
correspondente a regiao de log-periodicidade

Na regido correspondente a p<I/2 foi mostrado que, para alguns valores de f, a
posicao média oscila de forma log-periddica com freqiiéncia B. A amplitude dessa posi¢ao
escala com tempo elevado ao expoente J, representado pela equacao (4.49), que agora pode
também assumir valores negativos (—2.92 < ¢ <1). Na representagdo grafica (Figura 4.30)
projetada no plano f vs p, podemos observar a existéncia de regimes em que a amplitude

cresce proporcional ao tempo (0 < <1), regimes em que essa amplitude ¢ constante no

tempo (6=0, linha preta, conforme equacdo (4.53)) e regimes em que esta ¢ inversamente
proporcional ao tempo (6<0). Neste ultimo regime, que ja corresponde a regido de nao
persisténcia, as amplitudes decaem muito rapidamente para valores proximos a zero
quando 7—co (¢ necessario uma escala menor de observagdo para que essas oscilagdes
sejam visiveis), isso nos impossibilitou de fazermos uma melhor analise quando discutimos
os resultados via simulagdes computacionais. Note que para p=0.0 e f=0.7569 (linha
critica, B=0) corresponde aproximadamente a um expoente (0=-2.92) e para um tempo de

um milhdo a amplitude vai estar reduzida a: A(#)~1/1.000.000"**

. Esse expoente foi obtido
resolvendo numericamente o, fazendo B—0, conforme equagdo (4.44). Na Figura 4.30, a
regido em branco representa o local onde nao existem oscilagdes log-periodicas.
Comparamos os expoentes resolvendo numericamente a equagdo (4.65) (nesse exemplo,
f=0.6 e p=0.1) e em seguida multiplicamos essa posicdo média pelo inverso da amplitude
correspondente. O expoente dessa amplitude é obtido resolvendo & na equacdo (4.52),

Figura 4.31(a). Dessa forma, a figura resultante, da equagdo (4.65), ¢ apenas uma curva

oscilante com amplitude constante no tempo, Figura 4.31(b). E assim, comprovamos a
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validade da equagdo (4.52), que fizemos para varios casos ndo mostrados aqui por

economia de espago.

0.5

0.5

06 07 08 09 1

Figura 4.30 — Expoente temporal da amplitude da posigdo média compreendida na regido de log-
periodicidade (em cores). Para 6>0, tem-se a regido onde a amplitude cresce proporcionalmente
com o0 tempo com expoente maximo igual a um (regime de “escape”). Quando 6<0, a amplitude ¢é
inversamente proporcional ao tempo e com expoente que pode chegar a 6=-2.92 (ver barra de cor
ao lado da figura). No primeiro caso, a amplitude diverge para no limite assintotico de ¢, € no
segundo caso, essa amplitude vai para zero. A linha preta corresponde a 4=0 (amplitude constante).

@ | ,®
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Figura 4.31 — Comprovagao da validade do expoente temporal da amplitude da posicdo média
dado pela equacdo (4.52). Na fig.(a), p=0.1 e f=0.6 corresponde a um expoente &=-1.144. Na
fig.(b), multiplicamos a posi¢do média da equagdo (4.65) pelo inverso da amplitude, cujo expoente
esta exposto na fig.(a), e a curva resultante ¢ apenas a parte oscilante com amplitude constante no
tempo.

E relativamente simples constatar quando uma série temporal segue uma lei de

poténcia ou uma exponencial. Para as séries temporais que oscilam de forma log-
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periodicas, essa analise ¢ mais dificil. Normalmente elas costumam passar despercebidas
de acordo com a escala de observacdo. No exemplo seguinte, extraido do modelo em
estudo neste trabalho, na Figura 4.32(a) exibimos na escala linear x(z) vs t e ndo
percebemos nada a respeito da forma da curva. Na Figura 4.32(b) quando exibimos x(?) vs
log(t) ainda ndo ¢ possivel notar qualquer indicio de oscilagdo, mas na fig.(c), quando
eliminamos as amplitudes temporais, as oscilagdes se revelam em uma perfeita curva
senoidal. E quase impossivel de acreditar que as curvas, fig.(a) e fig.(c), sdo as mesmas;

apenas mudamos a escala de observagao, eliminando as pequenas amplitudes.

12@ : _ ; 12® : : : 5@

08 : : 2 0.8 :

: p Z [a] :

OB foevvrmrend e BB =3 :
= : E : ® =

DA} a3 04 = 3

02 : : : ozt :
o] : : Ofma : _

02 i i : .02 i i i 3 ‘ i
0 5 10 15 0 5 10 15 0 % (t)m 15

[a]
t x10° log ) 9

Figura 4.32 - Exemplo de como oscilagdes log-periddicas podem estar camufladas devido a
grandes (ou pequenas) amplitudes.

4.5.2 Posicao média para a regiao onde ndo existe log-
periodicidade

A variagdo temporal da posi¢do média para o regime em que ndo existem

oscilagdes log-periddicas € simplesmente uma fungao tipo lei de poténcia, da forma

<x >~ 1%, (4.67)

cujo expoente ¢ € obtido pelo equagao transcendental

S=af’, (4.68)

e a variacdo dos pardmetros: —1<a<1(0<p<l,a=2p-1), 0< f<I. O expoente
situa-se compreendido entre —2.92<5<1. E possivel observar que para /=1, o expoente
em (4.68) ¢ exatamente o expoente em (4.66). Para melhor visualizacdo da variacdo desse

expoente com os parametros /'€ p, mostramos na Figura 4.33(a,b) o seu comportamento.
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Podemos observar que na regido correspondente a p>1/2, para um p fixo, pequenos valores
de f conduzem a um expoente maior, de acordo com os resultados obtidos via simulagdes
computacionais. Para grandes valores de p, por exemplo, p>0.9, ja ndo se observa variagao
significativa com f'e a caminhada torna-se independente deste parametro, ou seja, o efeito
de memodria torna-se irrelevante e o parametro p se sobressai sobre f. Nessa mesma regiao,
o valor maximo desse expoente ¢ um. J4 na regido que corresponde a p<I/2, o valor
minimo chega a =-2.92. Testamos a validade da expressdo (4.67) juntamente com seu
expoente (4.68), fazendo um ajuste linear na escala log-log da equagdo obtida por Kenkre
(4.65) e comparamos os expoentes. Foram feitos testes para varios valores de f'e de p, por
economia de espaco, estamos mostrando para apenas um caso (p=0.25 ¢ f=0.9), conforme

mostrado na Figura 4.34(a,b).

(b)
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Figura 4.33 — Na fig.(a,b) temos o expoente temporal da posi¢do média no regime em que ndo
existem oscilagdes log-periddicas (em cores). Na fig.(b) apresentamos esse expoente projetado no
plano formado pelos parametros f versus p. Para p>1/2 o expoente ¢ sempre positivo, ja pra p<I/2
o0 expoente é sempre negativo, independentemente do valor de /. Quando p=1/2 o expoente é zero.
A barra de cor ao lado de ambas as figuras representa o valor numérico de &.
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Figura 4.34 — Comparacgdo entre o expoente obtido pela expressdo (4.68) fig.(a), € a inclinagdo da
equacdo analitica (4.65) na escala log-log, fig.(b).

4.6 Comparacdo entre teoria analitica e simulacao
numeérica

Nesta se¢do, fazemos uma comparagao entre os resultados analiticos € numéricos,
via simulagdes computacionais e mostraremos que ha uma boa concordancia entre ambas

as abordagens.

4.6.1 Expoente de Hurst e posicao quadratica média

Nesta secdo, vamos exibir o comparativo entre os resultados numéricos e analiticos
para o expoente de Hurst. Primeiramente vamos analisar o caso bidimensional e em
seguida o caso tridimensional. Comecando com H versus p, para varios valores fixo de f-
Na Figura 4.35 as linhas continuas representam o caso analitico e os simbolos os resultados
numéricos (ver legenda para os valores fixos de f). Os resultados praticamente coincidem.
Estendendo a figura anterior, para uma melhor visualizacdo, exibimos também o grafico
tridimensional (Figura 4.36) de 2H-1 versus f e p, onde a superficie em cores representa a
equacgdo analitica e as bolas pretas os dados numéricos. Nesse caso, o plano zero
corresponde a regido de ndo persisténcia H=1/2. E muito importante essa comparagio
entre os modelos, pois se so tivéssemos os resultados analiticos, teriamos dtividas sobre a

validade da solugao exata, pois a equagao analitica para H possui vdrias raizes.
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Figura 4.35 — Comparagao entre os resultados analiticos e numéricos. Os simbolos representam os
resultados numéricos e as linhas continuas os resultados analiticos.

Figura 4.36- Comparagdo para o expoente de Hurst entre os resultados analiticos (superficie em
cores) e os resultados numéricos (bolas pretas). Obtemos uma boa concordancia entre ambas as
abordagens.

4.6.2 Oscilagoes log-periddicas para a<0(p<1/2)

Como discutido anteriormente, na regido em que p<lI/2 ocorrem oscilagdes log-
periodicas na posicdo média. Essa freqiiéncia de oscilagao esta representada na (Figura
4.37(a,b)), em funcdo dos parametros f'e p. Na fig.(a), mantemos p fixo e variamos f. J4 na
fig.(b), fixamos o f'e variamos o p. Através da fig.(a) podemos notar que B cresce com f,

atinge um valor de maximo e comega a decair. Para f fixo, fig.(b), a variagdo de B com p ¢
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sempre decrescente. Como expomos na secao 4.1.6, utilizamos alguns ajustes de curva
para a obten¢do da freqiiéncia de oscilacdo log-periddica e agora vamos comparar esses
valores com a equacdo analitica. Na Figura 4.37(a,b), as linhas continuas representam os
resultados analiticos e os simbolos os resultados numéricos que foram ajustados. Também
obtivemos uma boa concordancia entre as abordagens. Ressaltamos que a fun¢do analitica
para B possui também vdrias raizes e a raiz selecionada para ser a solugdo realmente ¢ a

correta.

o o of 02 03 04 05 06 07 08 ] o1 0.2 0.3 o4 o5 oG
f P

Figura 4.37 - Comparagao entre os resultados analiticos (linhas continuas) e numéricos (simbolos)
para a freqiiéncia de oscilacdo log-periodica B. Podemos observar também uma boa concordancia
entre ambas as abordagens.

4.6.3 Comportamento da posi¢do média para a>0(p>1/2)

Para a posi¢cdo média no regime correspondente a p>1/2, mostramos na se¢do 4.1
que a esta descreve uma lei de poténcia com expoente dado por (4.68). Vamos também
utilizar a equagdo analitica (4.65) obtida por Kenkre (KENKRE, 2007) para reforgar
melhor esse comportamento monotonico da posicdo média. Nesta equacdo, truncamos o
somatorio em apenas /50 termos, devido estes estarem relacionado com fatorial e também

devido a rapida convergéncia da série.

Na Figura 4.38(a,b) e Figura 4.39(a,b) plotamos a equacdo (4.65) na escala
log.(<x>) vs log.(t), para um p fixo (ver legendas) e f variando proximo de zero até um.
Podemos perceber na Figura 4.38(a,b) que para pequenos valores de p, a inclinagdo da
curva ¢ bem sensivel a variacdo de f (maiores valores deste parametro conduzem a um

expoente menor, ou seja, o tamanho da memdria atrasa a caminhada). J& para grandes
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valores de p (Figura 4.39(b)) essa dependéncia torna-se desprezivel e o efeito de memoria
¢ irrelevante. Na Figura 4.40, mostramos o comparativo entre expoente analitico da
equacdo (4.68) para p>1/2, e os resultados numéricos via caminhada simulada. Mostramos
que realmente a posicdo média é uma fungdo monotdnica do tempo. O valor positivo ou
negativo depende do primeiro passo deterministico: se o primeiro passo escolhido for para

direita, a posicdo média ¢ sempre positiva, caso contrario, ela serd negativa.
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Figura 4.38 — Posi¢do média versus tempo, para varios valores de f, com p fixo. A reta formada na
escala log.(<x>) vs log.(t), para um f fixo, indica que a posi¢do média obedece a uma lei de
poténcia. Maior ¢ a inclinagdo para menores valores de f. Em fig.(a), foi utilizado um p=0.55 e¢ em
fig.(b) p=0.6.
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Figura 4.39 — Para altos valores de p, por exemplo p=0.9 em fig.(b) as inclina¢des das curvas
formadas por log.(<x>) vs log.(t), ndo dependem significativamente de f. Ja para valores menores,
por exemplo, p=0.7 em fig.(a), essas inclina¢des sdo bem dependentes de f.
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Figura 4.40 — Comparativo do expoente da posicdo média (p>1/2) para o caso analitico (linhas
continuas) e numéricos via simulagdes computacionais (simbolos, ver legendas no lado direito da
figura). Resultados analiticos e numéricos estdo em plena concordancia.

Para a regido correspondente a p<I/2, no regime puramente monotonico, sem
oscilagdes, ndo foi possivel determinar, via simulagdes, os expoentes temporais da posi¢ao
média, devido a estes serem negativos e também devido ao surgimento de grandes
flutuagdes, fazendo com que a posi¢do média alterne de valor entre positivo e negativo.
Fizemos um comparativo utilizando a equagdo (4.65), obtida por Kenkre (2007), como

discutido na secao 4.5.2.
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CAPITULO 5

5 Conclusoes

Concluimos este trabalho, no qual apresentamos uma nova classe de caminhadas
aleatérias ndo Markovianas caracterizadas pela perda de memoria recente (amnésia
induzida). Estudamos o problema mediante simula¢cdes computacionais e métodos
analiticos, seguidas de uma analise comparativa entre as abordagens. Recordamos os
resultados correspondentes ao caso classico, equivalente a uma caminhada sem memoria
(secdo 3.1) e o caso de memoria total, desenvolvido por Schutz e Trimper (2004), tanto
para a posi¢do média, a posi¢do quadratica média (medido pelo expoente de Hurst) e

também a fun¢do densidade de probabilidade da posic¢ao.

Mostramos que a perda da memoria recente induz a uma rica variedade de
comportamentos da caminhada, em contraste com a perda de memodria distante (DA
SILVA; VISWANATHAN; CRESSONI, 2006). Esses diferentes comportamentos podem
ser descritos pelo surgimento de persisténcia (regime super difusivo, medido pelo expoente
de Hurst), por oscilagdes log-periddicas na posi¢do média (caracterizando uma invariancia
discreta de escala) correspondente a regido de feedback negativo (p<1/2) e também pela
fun¢do densidade de probabilidade da posicdo que passa de um regime Gaussiano para ndo
Gaussiano. Mediante uma abordagem analitico-estocastica, recaimos em um sistema de
equagdes transcendentais desacopladas para o expoente de Hurst (H) e a freqiiéncia de

oscilagao (B), que forneceu as seguintes solucgdes, respectivamente
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H=af"' cos(ln(f)\/(ozf"‘l)2 —sz,
(5.1)

B
5 4
B=a " sin(BIn( f)),

tal que a<0 (i.e., p<I/2, a=2p-1) e (0<f<I). Resolvemos essas equagdes numericamente e
comparamos com os resultados via caminhada simulada, pois cada equagdo possui varias
raizes na regido para p<I/2. Mostramos o completo diagrama de fase, em fun¢do dos
parametros f e p (fragdo de memoria antiga lembrada e probabilidade de aceitar uma
decisdo tomada no passado lembrado, respectivamente), contendo quatro fases, conforme

mostradas na Figura 5.1, que representa a superposic¢ao da Figura 4.27 com a Figura 4.29:

1. persisténcia cléssica;

ii.  ndo persisténcia cléssica;

1ii.  nado persisténcia log-periddica;

iv.  persisténcia log-periodica.

Figura 5.1 — Diagrama de fases.

Também mostramos o diagrama de fase da regido correspondente a um regime Gaussiano
e ndo Gaussiano da posi¢do (mostrado na Figura 4.23, esse regime nao Gaussiano surgiu
apenas em partes das areas (i) e (iv), que corresponde a H>1/2 na Figura 5.1), quantificado
pelo coeficiente de curtose e obliqiiidade. Suspeitamos que a densidade de probabilidade
da posicdo pertenga as classes das distribuicdes de Lévy, ja que estas sdo mais gerais e que
englobam também as distribui¢des gaussianas, assim como descrito nas se¢des 2.4 ¢ 2.5.
Para a regido em que ndo existem oscilagdes, a posicdo média € uma simples funcao
monotodnica, tipo lei de poténcia, em relagdo ao tempo. Esse expoente foi calculado e
mostramos que ¢ sempre positivo para p>1/2, sempre negativo para p<I/2 e vale zero

quando p=1/2. A posi¢do média e seu respectivo expoente temporal sdo dados por

5
<x, >,

(5.2)
S=af’ (292<6<I), -I1<a<l(0<p<lel<f<I.

Em contraste, na regido para p<I/2 onde existem oscilagdes log-periddicas, estas sdao

seguidas de grandes e pequenas amplitudes (a depender dos parametros f e p). Os
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expoentes temporais da amplitude também foram calculados e constatamos que estes
podem assumir valores negativos e positivos. Esses expoentes negativos geram as
pequenas amplitudes para tempos muito grandes. A posicdo média e o expoente da

amplitude estdo representados a seguir

<X, >~ £ cos(Blog(?)),

- \2 (5.3)
5=af‘51(:os(ln(f) (af*) —52J (-2.92<68<1), a<0(p<1/2),

onde B ¢ dado em (5.1).

A aparente simplicidade do modelo de memoria parcial, proposto nesta tese,
esconde uma enorme complexidade matematica com solugdes analiticas ndo muito

amigaveis, tal qual a obtida por Kenkre (2007) para a posi¢ao média

<x>=xY i'[%(ln(t/to)m.ln(f))j @(t—to(l/f)") . (5.4)
n=0| M-

Os resultados mostraram que os efeitos da limitagdo de memoria lembrada levam a

diversas mudangas radicais no comportamento da caminhada.

5.1 Relevancia dos resultados

Sabemos que processos Markovianos, sem memoria, sdo exce¢des ou
simplificagdes matematicas e que os processos naturais sdo em grande parte ndo
Markovianos. Solu¢des analiticas dos processos com memoria sdo bastantes dificeis de
serem encontradas de forma exata. Podemos dizer também que a questao da memoria ¢ de
extrema importancia para qualquer processo evolutivo. A capacidade de reter e descartar
fragmentos de memoria ¢ uma questdo de sobrevivéncia para que aprendamos com
experiéncias vividas e que possamos selecionar o que ¢ melhor para o nosso
desenvolvimento. Esquecer também ¢ importante, pois d4 espaco para novos aprendizados
e assim possamos nos aperfeicoar cada vez mais. Esse aperfeicoamento pode ocorrer
também na industria, na tecnologia, etc. Também ¢ interessante conhecer as conseqiiéncias
de possiveis perdas de uma fracdo dessa memoria e até que ponto essa perda pode causar

danos irreversiveis ao sistema em estudo. Com os avancos da tecnologia da informacao,
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principalmente os voltados para éarea da informdtica, tal como as midias de
armazenamentos, os HD’s, que ja possuem capacidade maior que um Terabyte (1.000GB)
¢ de extrema importdncia que métodos tedricos sobre as conseqiiéncias de perda de

memoria/informagao sejam desenvolvidos.

5.2 Discussao e perspectivas para o futuro

No futuro, ¢ interessante obter a solug@o analitica para a equacdo de Fokker-Planck
da posi¢do, pois esta de imediato fornece as solu¢des para todos os momentos. Em baixas
dimensdes, muitos sistemas nao exibem transi¢des de fases, onde podemos citar: modelo
de Ising (fase magnética e ndo-magnética); condensado de Bose-Einstein (fase condensada
e ndo-condensada), etc. Seria interessante desenvolver o modelo em dimensdes maiores e
verificar se permanecem as mesmas mudangas no comportamento da caminhada e se ha

surgimento de novos fendmenos.

E importante testar a aplicagdo do modelo em sistemas reais, principalmente em
processos bioldgicos, como por exemplo, a doenca de Alzheimer, que ¢ relacionada a
perda de memoria recente e representa um grave problema de saude publica. Esse estudo
pode ser realizado a partir do eletroencefalogramas (EEG) como uma possivel ferramenta
para diagnoéstico dessa doenca. Estes resultados também podem ser uteis em problemas
voltados a econofisica, principalmente no mercado de acdes, j& que antes e apds um
“crash”, a bolsa de a¢des héd exibicdo de log-periodicidade. Acreditamos que o modelo
também possa ser aplicado em ecologia, em problemas voltados a situagdes criticas, como
escassez de alimentos para verificar como as densidades de presa e predador se comportam
em relacdo ao tempo nessas situagdes extremas. Outra aplicacdo pode ser na analise de
ondas sismicas, com o objetivo de desenvolver previsdes de terremotos com maior margem
de seguranga. O surgimento de log-periodicidade nas séries citadas poderia ser um sinal de
alerta. E de grande interesse do proprio autor o estudo principalmente dessas séries

temporais voltadas para sistemas biologicos.

Esperamos que o presente trabalho possa abrir novas fronteiras e perspectivas no

conceito e uso de caminhadas aleatorias com perda de memoria.
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Apéndice A - Definicdes Estatisticas

Basicas

Funcao de distribuicao cumulativa

A fun¢do de distribuicdo cumulativa P, (x,) (CDF, sigla em inglés) ¢ definida

como a probabilidade de ocorréncia de um certo evento da variavel aleatdria pertencente
ao conjunto X={x;x,...} ndo exceder um certo limiar, isto é, para o caso discreto e

continuo, respectivamente, devemos ter

P (x)= i‘, pi(X =x,),
i=—00 (A.1)

P(x)=]" py(s)ds.

Como toda probabilidade deve ser ndo negativa, a fungdo de distribuicdo cumulativa ¢

sempre crescente. Essa deve satisfazer as condi¢des de contorno: P, (—w) =0, P,(x)=1.
A fungdo p,, nos somatorios em (A.1), ¢ a densidade de probabilidade (PDF, sigla em

inglés), que sera definida a seguir.

Func¢ao densidade de probabilidade
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Para uma descri¢do completa da variavel randémica x que pode assumir o conjunto

de valores x,,i=0,1,...¢ necessario conhecer a funcdo de distribuicdo de probabilidade

(PDF), pois, a partir dela, ¢ possivel caracterizar completamente a variavel aleatoria em

questdo. Sua defini¢do ¢
p, = Prob{X =x,}, (A.2)

considerando que: piZOeZ p,=1. Essa representa todos os possiveis valores de

1
ocorréncia dos eventos medidos. Para uma variavel randomica continua, esta pode ser

descrita pela fungdo de distribuicdo cumulativa (CDF), através da relagdo

py(x)= diPX (x) e para uma variavel discreta, sua PDF pode ser definida como a soma
X

funcdes deltas ponderada pela probabilidade de ocorréncia de cada evento, isto ¢&,

py(x)= ZR O(X —x;). Todas devem atender as condices de positividade e

normalizac¢do. Na Figura A.1(a) representamos uma fun¢ao densidade de probabilidade que
pode ser interpretada como a inclinagdo da reta tangente a curva da fungdo de distribui¢cdo

cumulativa, figura (b).

@ (G}

Figura A.1 - Em fig.(a) funcdo densidade de probabilidade, na fig.(b) fun¢@o distribuicdo
cumulativa. Para uma variavel continua, a fungdo densidade de probabilidade representa a
inclinacdo da reta tangente a curva da fun¢do de distribuicdo cumulativa. Em fig.(a) e fig.(b), n
representa o valor médio da variavel aleatoria

Média, mediana, variancia, desvio padrio e
covariancia

Nesta se¢do, vamos fazer uma breve revisdo de probabilidade e estatistica.

Primeiramente vamos falar de média, ou valor esperado, que nada mais ¢ do que o valor
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médio de um dado conjunto de dados. Para o caso discreto e continuo, o valor médio,

respectivamente ¢

<X>=) x-p(X=x),
iZ:I: (A.3)

<X >= ijx - p(x)dx.

Tal que p(X =x,)significa a probabilidade de ocorréncia da varidvel x,. Expressamos

neste trabalho "<..>" como uma média em um ensemble. Quando os eventos sdo

igualmente provaveis, exemplo tomado para o caso discreto, temos que p(X =x,)=1/n (n

. 1< : .
representa o tamanho da amostra) e conseqlientemente < X >= —in . A mediana 6 ¢ o
n i

valor que divide a area da PDF em duas partes iguais, ou seja,
1

* @ = fode == (A.4)
» s 2

e para o caso discreto, talvés possa existir mais de uma mediana.

Outra quantidade de extrema importancia em probabilidade e estatistica ¢ a
A . . 2 , . .
chamada variancia, que aqui denotamos por o, , onde o sub-indice rotula o conjunto ao

qual foi efetuada a medida. Sua representagdo matematica para um conjunto de variaveis

discretas X ={x,,...,x,} € continua, respectivamente, ¢ dada por

ol =<(X—<X >) >= an(xl.— <X>’p(X=x),
= (A.5)

o, =< (X— <X >)2 >= J:m (x—< X >)* p(x)dx.

Pelas equagdes (A.5) € facil ver que a variancia possui dimensao quadrada da variavel; e

o >0,sendo zero para o caso deterministico. Também definimos o desvio padrio oy

como a raiz quadrada da variancia o, =+/c} . Uma das principais importancias do desvio

padrao € que este possui a mesma unidade do conjunto X. A variancia ou desvio padrao ¢
um indicador de dispersdo ou difusdo, mede o grau de quanto os dados estdo dispersos em
torno da média. E por isso que comumente costuma-se dizer que o desvio padrdo

quantifica a largura da distribuicdo, quanto menor for este valor, mais os dados estdo
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centralizados em torno do valor médio, caso contrario, os dados apresentam-se afastados.

A Figura A.2 exibe um exemplo ilustrativo de dispersao.

Figura A.2 — Exemplo de dispersdo: quanto maior o valor numérico de sigma, maior a largura da
distribuicdo (em vermelho). Ja para baixos valores de sigma, os dados tendem a situar-se em torno
da média (linha tracejada). Usamos neste exemplo uma distribuicdo Gaussiana.

Os valores em (A.5) sdo validos desde que a “soma” seja finita. Foi mostrado na secdo 2.2,
que toda variavel que segue uma distribuicdo Gaussiana, a varidncia ¢ sempre bem
definida. E ainda mostramos na se¢do 2.4 e 3.2 alguns tipos de distribui¢des em que a

varidncia diverge em conseqiiéncia da divergéncia do segundo momento.

Estendendo o resultado anterior para mais de uma variavel, por exemplo, sejam X e
Y duas varidveis continuas (para o caso discreto pode ser feito de forma similar) tendo a

fun¢do densidade de probabilidade conjunta representada por p(x,y),entdo a média de

cada variavel ¢ dada por

<X >= f; Iix-p(x,y)dxdy,

e (A.6)
<¥>=[ [ v px.y)dy.
e a variancia calcula-se da forma
oy =<(x—< X >)’ >= J.Oo ro (x—< X >)*- p(x, y)dxdy,
e (A.7)

o, =<(y—<Y>)’>= Jjo I:) (y—<Y >)* - p(x,y)dxdy.

Outra quantidade de grande interesse para o caso de duas variaveis, nesse caso X e ¥, ¢ a

covariancia, definida como

Oy =CoV[X,Y]=<(x—< X >)(y—<Y>)>

- (A8)
=[G < X )= < ¥ ) plx )y,
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fazendo Y=X e X=Y a covariancia se reduz a variancia, dada pela equacdo (A.7) para a
variavel X e Y, respectivamente. Da primeira linha de (A.8) a covariancia pode ser

representada como
Oy =<X Y >-<X>Y >, (A.9)

e quando as varidveis X e Y sdo independentes (< X -Y >=< X ><Y >) a covariancia em

(A.9) torna-se zero, ou seja, a covariancia mede o grau de correlagdo linear entre duas
variaveis aleatorias. Essa correlacdo linear entre duas varidveis também pode ser medida

pelo coeficiente de correlacdo, que ¢ definido como

GX Y

P= 2 2’
Oy« Oy

onde —1< p <1.Para p<0 a correlagdo entre as varidveis € negativa que corresponde, de

(A.10)

acordo com a equacgdo (A9), a <X -V >< <X ><Y>. J& para p>0, a correlacdo ¢
positiva, que corresponde a < X -Y > > < X ><Y >. Por ultimo, quando p=0, implica que
as variaveis sdo independentes, pois < X -V >=< X ><Y >. Pode-se também medir a

correlacdo da mesma variavel, digamos X, defasada ou adiantada uma da outra por £, nesse

caso, a correlacdo agora calcula-se da seguinte forma

Oy,  <(x=<X>)(x,—<X,>)>

e p(k=0)=1. Se as varidveis possuem correlacdes de curto alcance, entdo a soma

Zp(k) ou J: p(k)dk converge para algum valor finito. Caso contrdrio, se a soma
k

diverge, atribui-se a correlagdes de longo alcance entre as varidveis.
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Apéndice B - Demonstracio do
Teorema do Limite Central e
Momentos da Distribuicao
Gaussiana

A demonstra¢do do teorema pode ser feita da seguinte forma: seja X,,..., X, um

conjunto de N varidveis randdmicas em que cada X possui sua arbitraria distribuigdo de

N
o .y D s 1 :
probabilidade p(x,,...,x,) com média x, e varidncia o;. A variavel X =—E x, ¢
i=1

normalmente distribuida com média u, = x_ e desvio padrio o, =c, /N . Tomando a

transformada de Fourier de p,(x) obtemos a fun¢do caracteristica, definida como

H@)=3,[py(0)](@) =] Ze’“’)‘pmdx

j“; 3 p(X)dX

i i)’ j X" p(X)dX D
no  n!

nzz(; n!

Na segunda linha em (B.1) foi usada a expansdo em série de Taylor da funcdao exponencial.

Reescrevendo agora o valor médio da tltima linha da expressao (B.1) como
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. 1 '
<X >=<{ﬁ(xl+...+x]v)} >
=< N"(x,+...+x,)" > (B.2)
= LO N7 (x, +...+xy)" p(x)...p(x, )dx,...dx,,

¢ substituindo o valor de <X"> da expressdo (B.2) em (B.1), tem-se uma nova equagio para

a transformada de Fourrier de p, (X'), dada por

(@)= z j N (8 oty ) P ) p ()b, oy (B.3)

n=0

Esta tltima equacdo pode ser reagrupada em uma forma mais conveniente

po)=]" i (""("1+ ”N)j P08 pOxy ), (B.4)

Vamos utilizar novamente a expansdo em séries de poténcias para a fun¢do exponencial

0 n

Z o= e em (B.4), e assim temos
n=0

¢(a)) — J-: eiw(xl+A..+xN)/Np(xl)“.p(xN)dxl'“de. (BS)

A expressdo (B.5) pode agora ser fatorada e os termos reagrupados, como mostrado a seguir

d(w) = J.: &N p(x,)dx, .. "N p(x, )dx, = (J._O; ei“’X/Np(x)dx)N . (B.6)

Expandindo novamente a exponencial, no integrando em (B.6), em série de Taylor, ficamos

H(w) = (Ii[l + x| N + (x/ N)” + } p(x)dx]

1 2
= J.i[ljtml\)fx (a])\;c) }p(x)dx]

— I_ip(x)dx+%J.ixp(x)dx—(;;_)j‘[:x2p(x)dx+“.+O(N3)j

(B.7)

. 2 N
= 1+@<x>_(a))2 <xX*>+.+0N) | .
N N
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Em (B.7) assumimos p(x) ja devidamente normalizada e também que os momentos sejam

dados por < x" >:Ixm p(x)dx. Tomando o logaritmico natural em (B.7) e em seguida

elevando a exponencial (el“(x )=X ) , temos

2

Hw) = exp{N-ln{1+%< x>— (;0[)2 <x’> +...+O(N3)H. (B.8)

Usando a expansao para o logaritmo natural da forma: In(1+Y)~Y —%Y ‘.. (Y<),e

. 2
substituindo essa expansiao em (B.8), (observe que Y = % <x>- (]a\;)z <x’>+.+0(N?)

que ¢ valido para N—oo, para que seja verdade Y<<1), temos

2

. 2
N- £<x>—(w) <X’ >+.+0(N7)
N N

P(w) = exp (B.9)

2
N|iw o)’ ;
_Nyio o« )2 <X >+..+0O(N?)
2| N N

Agora vamos abrir os termos dentro do argumento da exponencial em (B.9) e em seguida
vamos colocar em evidéncia os termos que multiplicam o valor médio, o valor quadratico

médio e os termos cruzados. Assim, ficamos com a equacao

2 2
ia)<x>—ﬂ<x2 >+@<x>2
P(w) = exp s 2N | 2]:[ . (B.10)
+i (a))z <xX><X>—— (a))3 <x*>*+O(N™")
2N 24N

Em (B.10) vamos desprezar os termos de ordem N>, pois estamos assumindo N —> o,

portanto escrevemos a equagdo mais compacta

¢(a)):exp{m)<x>—%<x2 >+(;)]3; <x>’ +O(N‘2)}. (B.11)

Identificando em (B.11) <x>=pu,_ € 0. =<x’ >—<x>", entdo substituindo estes valores

em (B.11) chegamos ao ultimo passo para a transformada de Fourier, ou para fungdo

caracteristica,
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H(@) = exp {ia),ux —%oﬁ}. (B.12)

Seguindo com a demonstracdo, devemos fazer agora o caminho inverso, vamos tomar

agora a transformada inversa de Fourier, assim recuperamos a fun¢do original P, (x),

Pe0) =5 [H@]0) = [ expl-ionp(@)do (B.13)

Agora, substituindo (B.12) em (B.13), chegamos a

py(x)= 2L J-w exp(—iwx)exp(iou, —w’c> | (2N))dw. (B.14)
7[ —00

A integral em (B.14) pode ser resolvida de forma bem simples, basta apenas completar

quadrado para o argumento da fun¢do exponencial e transformar esse argumento elevado a

A e . . . 2 2 .
poténcia dois. Observamos que exp(—iwx-+iou, —w°c./2N) pode ser escrito como

exp(—-w’A+wB), onde A=c. /2N e B=i(u,—x), que por sua vez pode se
2
representado como: exp(—w’ A4+ wB) = exp(—[a)\/z -B/ (2& )] +B*/ (4A)). A integral

em (B.14) torna-se:
(%) = ——exp(B? /@aa)[” exp(—[wﬂ ~B/ (2\/2)]2 )da) (B.15)
2 —0

Fazendo uma mudan¢a de variavel em (B.15), chamando u=awA4 —B/(Z\/Z) e

du = dw~ A (os indices de integragdo continuam os mesmos), temos

Dy (%) =iexp(B2 /(4A))ﬁ'|:exp(—u2)du, -
P (x)= iexp(Bz / (4A))ﬁ\/;.

Substituindo os valores de A=0>/2N e B=i(u, —x)em (B.16) esta equagdo torna-se

-uVN
pX(x)=\/;/_ﬂ_—No_ exp£—(x 2’(‘;2) ] (B.17)

Substituindo em (B.17) os valores o, =0, / JN e Uy = 1, chega-se ao resultado final
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exp[—w} (B.18)

20

1
Py (x)= \/EG

Devemos chamar atencao, novamente, para as consideracdes que garantem a validade do
teorema: as variaveis devem ser independentes e identicamente distribuidas, pois

assumimos que p(x,,x,,...,xy) = p(x,) p(x,)...p(x,) na expressdo em (B.2) e também que

N — oo, a partir de (B.9), devido aos termos de ordem inferiores a N> terem sidos

desprezados nas expansdes. A demonstracdo feita neste apéndice pode ser encontrada em

(WEISSTEIN, 2008).

Momentos da Distribuicao Gaussiana

Vamos considerar a distribuicdo centrada em 4 e com desvio padrdo

=< x’>—p* onde 1 =< x>. Os momentos em torno da média da distribui¢io sdo

<Ge=p)" >=[ (- p)" payd,

. 1 (x— )} (B.19)
<(x—p)" >= J._w (x—u)" Eexp(— = ]dx.

1
Vamos fazer uma mudangca de varidvel da forma wu=(x-u)/(2?0), portanto

1 1
(x—w)=R*0c)u=dx=(2?0)du. Os limites de integragdo continuam 0s mesmos.

Substituindo a nova variavel u no lado direito de (B.19), chega-se a

1

exp (—u2 ) (220) du,

<(x—p)" >= j:(zia-u)m \/La

B.20
2o (%)J (20

<(x—p)" > u” exp —u’ du
O integrando em (B.20) F(u)=u" exp(—uz) ¢ uma fun¢do impar para m impar, veja que

F(-u)=-F(u), portanto a integral vale zero sempre que o momento for de ordem impar, ou
seja, todos os momentos de ordem impar sdo zeros. Para os momentos de ordem par (m

par), podemos reescrever a equagao (B.20) da forma



<(x—p)" >= (2\2/%)’” [—%)2 Ji exp(—auz) du,
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(B.21)

e ap6s a derivada de ordem m/2, fazemos a=1/ (que ¢ o seu verdadeiro valor). A integral

1
em (B.21) possui a solugdo .[ exp(—auz) du = ,fﬁ =+/7za ?, substituindo este valor em
® a

(B.21), tem-se

Analisando apenas a derivada de (B.22) temos os seguintes valores numéricos:

para m=2;
1 3
ey
da 2 el 2 25
para m=4;
[-if (i)(i) _1(_1J 3 (1}(3) Sl _13_13
da da da 2\ da 2 )\ 2 L 22 4
a= 22
para m=6;
&) )
da da da da
) e ) G G G ) G e
= —| ——— —— |a =| — — —— |a =| — — — |a = —— =
2\ da da 2 )\ 2 da 2)\2)\ 2 o 222

Por indu¢do matematica, pode-se mostrar que a derivada de ordem m/2 ¢ dada por

m

EARRC T

m

_ (m=11!

m >
2

22

a=1 2

(B.22)

(B.23)
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onde (m—1)!'=(m—1)-(m—3)-(m—>5)-...-1. Substituindo (B.23) em (B.22), chega-se a

m d 7 1
<(x—p)">=22c"||—| a?|,

da
(B.24)
N
<(x—p)" >= }{0’” (m}{l).. :
O resultado final fica
” o"(m—-1)!! param=2,4,6,...
<(x- >=
(=) 0, m=1,3,5,...
o =\<x*>-u’
ou
(B.25)
<(x=p)" >=1 (@) (m=D)!l param =2,4,6,...
0, m=1,3,5,...
ol =<x">-u’

(m-DN=(m-1)-(m—-3)-(m—-5)-...-1.
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Apéndice C - Movimento Browniano
como Solucio de uma Equacao
Diferencial Ordinaria Estocastica

A descrigdo geral de um processo estocéstico continuo ¢ baseada no movimento

Browniano W(t), escrito matematicamente, de acordo com Sornette (2006, p.35-36), como

W(t) = jo d W (u), (C.1)

com as propriedades:
<dW(t)>=0, (média)

C.2
<dW(ty >=dt, (Varidncia) €2

W(t) ¢ chamado Processo Wiener. Também W(t) pode ser escrito como a solugdo da
equagao diferencial estocastica

aw) _

o 10 (C.3)

tal que 77(¢) representa um ruido Gaussiano caracterizado pela seguinte covariancia
<n(@)-n(t) >=o(t-1"), (C4)

onde ¢ representa a funcdo delta de Dirac. Observa-se que os ruidos sdo totalmente

descorrelacionados. A equagdo (C.3) mostra que dt7(¢)€ equivalente a d W(t). Essa

equacdo descreve uma particula na posi¢do W, a qual varia randomicamente com o tempo

de acordo com 7(¢). O seu significado matemdtico aparece somente na representagao

integral
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W(t) = jo’n(u)du. (C.5)

Utilizando (C.4) e (C.5) a covariancia de W pode se calculada da seguinte forma

<W(@t)-W(t">= L: duj:du'< nw)-n" >
: (C.6)
t t . ,

=j0duj0 dv'S(v-v") = Min(t,t).
De acordo com a referéncia citada acima, a correlagdo ente W(t) e W(t’) ¢ devido a

contribui¢cdo do conjunto do ruido {n} que sdo comuns entre eles.
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