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“Ninguém ignora tudo. Ninguém sabe tudo. Todos nos
sabemos alguma coisa. Todos nos ignoramos alguma
coisa. Por isso aprendemos sempre.”

Paulo Freire
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Resumo

Neste trabalho faremos uma introducao ao estudo da Topologia Geral a partir da gene-
ralizacao dos conceitos vistos na Teoria dos Espacos Métricos. Iremos construir e definir
0s espacos topologicos e estudar as funcoes continuas entre esses os mesmos. Explora-
mos algumas propriedades especiais entre tais espacos e discutiremos suas semelhancas e
distin¢oes do ponto de vista topologicos.

Palavras chave: Topologia, Homeomorfismo e Topologia Quociente.



Abstract

In this work we will make an introduction to the study of General Topology based on
the generalization of the concepts seen in the Theory of Metric Spaces. We will build and
define topological spaces and study the continuous functions between them. We explore
some special properties between such spaces and discuss their similarities and distinctions
from a topological point of view.

keywords: Topology, Homeomorphism and Quotient Topology.
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Introducao

Podemos dizer que o surgimento se deu a partir da tentativa da reformulacao do calculo
diferencial. A partir dai comecou a se pensar numa linguagem matemaética, passando essa
reformulacdo por nomes como D’Alembert, Cauchy, Bolzano e Weierstrass dentre tantos
outros grandes nomes.

A topologia Geral esta ligada ao fato de determinar e classificar espacos topologicos,
poder distinguir suas propriedades que podem ser feitos com bases nos axiomas, sejam
eles os axiomas de separacao ou axiomas de enumerabilidade.

Na topologia utilizam-se os objetos da geometria, com uma pequena diferenca, no caso
da topologia nao importa a distancia, nem configuracao de seus pontos. Importam o fato
de poder modificar objetos com base em funcoes continuas em invertiveis, podemos notar
isso nos homeomorfismos. Podemos ter quadrados e circulos iguais do ponto de vista

topologico, assim como outros espacos e conjuntos diversos.



Capitulo

1

Nocoes basicas sobre espacos Métricos

1.1 Meétricas

Para definirmos um espaco métrico, precisamos antes saber o que é uma Métrica

Definigao 1.1.1. Dado um conjunto arbitrdario M # (0, definimos uma métrica sobre M,
como uma funcao d : M x M — R, Associando assim a um par de elementos a,b € M um
nidmero real nao-negativo d(a,b), chamada distdncia de a até b, satisfazendo as segquintes

condigies
(i) d(z,y) 20, ed(z,y) =0z =y;
(i1) sex #y, d(z,y) > 0;

(iid) d(z,y) = d(y, z);

() d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

quaisquer que sejam a,b,c € M.

Um espago métrico é o par ordenado (M, d) onde M é um conjunto nao vazio e d
a métrica sobre M. Chamaremos por "o espaco métrico M", quando nao gerar davida

deixando subentendida a métrica d a ser considerada.
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Observacao 1.1.2. O postulado 3 se refere a propriedade de simetria dos elementos. O
postulado 4 € conhecido como desigualdade triangular, que na geometria bdsica diz que a

soma de dois lados de um tridngulo é sempre maior que o terceiro.

Exemplo 1.1.3. Para ezemplificar de maneira simples podemos definir em qualquer con-
gunto M # @ uma métrica, pondo a distincia de dois pontos distintos como sendo igual

a 1 e a distancia de um ponto a ele mesmo igual a 0. Dai teriamos:

0, sea=1>
d(xz,y) = (1.1.1)

1, sea#b
O exemplo citado acima é conhecido como a métrica "zero-um"o exemplo mais trivial de

espaco métrico.

Exemplo 1.1.4. O ezemplo mais importante e mais conhecido que podemos dar é da
distancia no conjunto nimeros reais R. Onde definimos a distancia de quaisquer pontos
aebeR pord(a,b) =|a—b|. Podendo se verificar facilmente que satisfazer as condigoes

de mélricas.

Exemplo 1.1.5. Considerando o espaco Euclidiano R™ formado pelas n-uplas x = (x1,. .., x,),

podemos definir trés métricas sobre este conjunto. Com efeito, sejam a = (aq,...,a,) e

b= (by,...,b,) pontos arbitrdrios de R"™ entdo tais méltricas sao dadas por
d(a,b) = [(a1 —b)? + ...+ (an — bp)?"? (1.1.2)
di(a,b) = |ag —by|+ ...+ |a, — by (1.1.3)
dy(a,b) = max{|lay —bil,... ,|an — by|} (1.1.4)

As métricas di e dy possuem verificacao imediata, jd d requer um pouco mais de
trabalho, nao demonstraremos no decorrer desta monografia pois nao € o foco principal

deste trabalho.

Definicao 1.1.6. Dado X um conjunto arbitrdrio. Uma funcao real f: X — R, diz-se

limitada quando, existe uma constante k > 0 tal que, |f(x)| < k para todo x € X.
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Exemplo 1.1.7. A funcdo f : R — R, definida por, f(x) = cos(x) é uma fungao limitada.

Figura 1.1: Grafico da funcao f(x) = cos(x)

-2

Fonte: Autor, 2020.

Proposicao 1.1.8. A soma, diferenca e produto de funcgoes limitadas sao limitadas.

Demonstracao. Sejam f,g: X — R func¢oes limitadas. Entao existem ki, ko reais positi-

vos, tais que. |f(z)| < ki e |g(x)| < k2, V2 € X.

e Soma é limitada, pois
[(f+9) (@) =1f(z) +g(z)| < [f(2)] +[g(x)] < k1 + k.

e A diferenca é limitada

[(f=9)(@)| = |f(z)=g(z)| = |- f(2)+g(z)| < [=f(@)|+]g(z)| = |f(2)[+|g(x)] < k1t

Portanto |(f — g)(z)| < k1 + ko, dai a diferenga é limitada.

e O produto é limitado, de fato
[(f-9)@)| = [f(z) - g(2)| = [f(@)| - [g(x)| < k- ky
O

Exemplo 1.1.9. Vamos aqui dar um exemplo de produto limitado, sabemos que tanto a

fungdo sin(z) como cos(x) sdao limitadas, variando entre -1 e 1.



1.2 Bolas e Esferas )

Figura 1.2: Grafico da funcao f(z) = sen(x)cos(x)

2

f(x) = sen(x).cos(x
\\j/(\z\ i 'T U/‘\\‘i
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Fonte: Autor, 2020.

1.2 Bolas e Esferas

Dado um ponto a no espago métrico M, dado um ntamero real r > 0. Definimos:

Definicdo 1.2.1. A bola aberta de centro a e raio r. E o conjunto B(a;r) dos pontos de

M tais que a distancia ao ponto a € menor que r, ou Seja.
B(a;r) ={x € M; d(x,a) <r} (1.2.1)

Definigdo 1.2.2. A bola Fechada de centro a e raio r. E o conjunto Bla;r] dos pontos

de M tais que a distancia ao ponto a € menor ou igual que r, ou seja.
Bla;r) ={x € M; d(z,a) <r} (1.2.2)

Definicdo 1.2.3. A esfera de centro a e raio r. E o conjunto S(a;r) dos pontos de M

tais que a distancia ao ponto a € igual a r, ou seja.
S(a;r) ={x € M; d(z,a) =1} (1.2.3)

Exemplo 1.2.4. As bolas no R? com as métricas d,d, e dy, tem formatos geométricos

diferentes, mesmo possuindo centro e raio iguais.



1.2 Bolas e Esferas

Para facilitar as contas, utilizaremos o centro C' = (0,0) e raio r = 1.

(i) Consideremos primeiro a métrica d(x,y) temos que;

d((0,0), (z,y)) = /(z — 0)2 + (y — 0)2 = /22 + y2, entdo:

B[C;1] = {(z,y) e R?* 2> +y* <1}

(ii) Seja agora a métrica dy(x,y) temos que;

d1((0,0), (z,y)) = |z — 0| + |y — O] = |z| + |y| Assim,

B[C;1] = {(z,y) € R* |z| + |y| < 1}

(111) Finalmente, a métrica dy(x,y) chegamos
Dai
BIC;1|{(z,y) € R* maz{|z|, [y} < 1}
temos 0s sequintes casos

Observe as formas que as bolas no R? podem assumir.

Figura 1.3: Representacao das bolas no R? pelas métricas d, d; e do.

Fonte: Autor, 2020.
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1.3 Conjuntos Abertos

Definicao 1.3.1. Sejam M um espagco métrico e um subconjunto X C M. Dizemos que
a € X éum ponto interior a X quando existe r > 0 tal que a bola aberta de raio r centrada
em a estd toda contida em X, ou seja, quando existe r > 0 tal que d(x,a) < r entao x € X.
Assim, o ponto b € X nao € interior a X se existir algum ponto que nao pertence a X em

toda bola aberta de centro b.

Definigao 1.3.2. Definimos a fronteira de X em M (onde denotaremos por 0X), como
o conjunto formado pelos pontos b € M tais que toda bola aberta de centro b contém uma

parte pertencente a X e a outra no seu complementar M — X

Exemplo 1.3.3. Na reta, o interior do intervalo [0,1) € o intervalo aberto (0,1) e sua
fronteira possui apenas os pontos 0, 1.

Evidentemente, se a € (0,1) entdo 0 < a < 1 e tomando r = min{a,1 — a}, entao
garantimos que (a —r,a+1) C (0,1]. Logo a é interior a (0,1]. 0 ¢ (0, 1] mas, como toda
bola de centro O contém pontos negativos e positivos, entdo 0 € 9(0,1]. Agora observe
que toda bola de centro 1, contém pontos menos que 1 e maiores que 1 temos também que

1 € 0(0,1].

Exemplo 1.3.4. Seja Q o conjunto dos nimeros racionais. Nao existe ponto interior de
Q em R, pois nao existe intervalo aberto formado apenas por niimeros racionais, ou seja,
qualquer intervalo aberto contém nimeros racionais e irracionais, logo a fronteira de Q é

toda a reta R.

Definicao 1.3.5. Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se aberto em M,
quando todos 0s seus pontos sao interiores, isto €, int(X) = X. Assim x C M ¢é aberto

se, e somente se, X (10X = (.
Proposicao 1.3.6. Sejam A e B conjuntos abertos, entao A N B é aberto.

Demonstragao. Se A é aberto, entao para cada a € A, existe r4 > 0 tal que B(a;rs) C A.
Do mesmo modo, se B é aberto, entdo para cada b € B, existe rg > 0 tal que B(b;rg) C B.

Seja assim A B # (0 entdo existe x € A[)B, ou seja, + € A ez € B Como A e



1.3 Conjuntos Abertos 8

B sdo abertos, existem 74,75 > 0 tais que B(z;r4) C A e B(x,rg) C B tomando
r = min{ra,rp} entdo B(z;r) C B(x;ra) C Ae B(x,r) C B(z,rg) C B. Logo a bola
B(z;r) C A B. Portando, A [ B é aberto.

[

Proposicao 1.3.7. Dado qualquer espaco métrico M, uma bola aberta B(a;r) é um con-

Jjunto aberto.

Demonstragao. Seja x € B(a;r) entdo a d(z,a) < r, entdo r — d(z,a) > 0. Tome entdo
s = r —d(z,a). Afirmamos que B(x;s) C B(a;r). Evidente, se y € B(z;s) entao a
d(xz,y) < s dai d(a,y) < d(a,z) +d(z,y) < d(a,xz) + s =r. Portanto y € B(a;r).

[

Definicao 1.3.8. Um ponto a num espagco métrico M ¢é chamado de ponto isolado em

M quando existe uma bola aberta de centro a e raio r > 0 que conlém apenas a, ou seja,

B(a;r) = {a}.

Exemplo 1.3.9. Um ponio a em um espaco métrico M, € um conjunto aberto em M se,
e somente se, € um ponto isolado.
De fato, se {a} € aberto, entao Vx € {a} , existe r > 0 tal que B(a;r) C {a} = Ir >0
tal que B(a;r) C {a}. Como a C B(a;r) entio a = B(a;r). Portanto, a € isolado.
Reciprocamente, se a € isolado em M, entao existe r > 0, tal que B(a;r) = {a}, assim

a B(a;r) C {a}, entao Vx € {a} existe r > 0 tal que, B(z;r) C {a}. Logo, {a} ¢é aberto.

Definicao 1.3.10. Sejam M e N espagcos métricos e a € M. Dizemos que a aplicag¢ao

f: M — N € continua no ponto a quando para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que
x € B(a;0) implique f(x) € B(f(a);e).

Proposigao 1.3.11. Sejam M e N espagos métricos. A funcao f : M — N € continua
se, e somente se, a imagem inversa f~'(A") de todo subconjunto aberto A’ C N €é um

subconjunto aberto de M.

Demonstracao. Suponhamos que f seja continua, queremos mostrar que dado A’ aberto

em N, f~1(A’) é aberto em M. De fato, para cada a € f~!(A’), temos que f(a) € A’ dai,
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por defini¢ao, existe r > 0 tal que B(f(a);r) C A’. Sendo f continua em a, segue que por
definigao, existe 6 > 0 tal que f(B(a;d)) C B(f(a);r) C A, ou seja, B(a;d) C f~H(A)
Logo, f~(A’) é aberto.

Reciprocamente, suponhamos que f~!(A’) de cada A’ C N aberto seja um aberto em

M. Queremos mostrar que f é continua. De fato, seja a € M. Dado r > 0, a bola B(f(a);r)

é um aberto em N. Logo, f~!(A’) é aberto em M, contendo a, entao, existe § > 0 tal que
B(a;d) C f71(A), ou seja, f(B(a;d)) C B(f(a);r). E portanto, f é continua em a.

O

Observacao 1.3.12. Uma aplicagao f : M — N chama-se aberta para cada aberto

A C M, sua imagem f(A) é um subconjunto aberto de N.

1.4 Conjuntos Fechados

Definicao 1.4.1. Seja M um espag¢o métrico e X C M um ponto a chama-se aderente
a X, quando d(a, X) = 0. Isto é, existem pontos de X prdozimos de a, ou seja, para cada
e > 0 podemos encontrar um x € X tal que d(a, ) < €.

Podemos dizer de outras maneiras que, a € aderente a X:
(1) Toda vizinhanca de a tem pontos de X
(ii) para todo € > 0 tem-se B(a;e) ()X # 0
(iii) para todo aberto A que contém a, tem-se A(\X # ()

Definicdo 1.4.2. O fecho de um conjunto X, no espago métrico M, é o conjunto X dos
pontos de M que sio aderentes a X. Ou seja, afirmar que a € X quer dizer que a é

aderente a X em M.

Exemplo 1.4.3. Todo ponto a € X ¢ aderente a X. Além disso, os pontos da fronteira

0X também sao aderentes a X.

e Na reta real,se A= (a,b) ou A= (a,b] ou A =[a,b) entio o A = [a,b]
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Definicao 1.4.4. Seja M um espagco métrico, um subconjunto X C M diz-se denso em

M, quando X = M, isto €, quando toda bola aberta de M contém algum ponto de X.

Exemplo 1.4.5. O conjunto Q dos nimeros racionais, € denso em R do mesmo modo o

conjunto R — Q dos numeros irracionais.

De fato, todo intervalo aberto contém numeros racionais e irracionais, € como vimos

anteriormente, as bolas no conjunto dos nimeros reais, sao intervalos.

Definicao 1.4.6. Seja M um espago métrico, dizemos que F' C M € fechado em M, se

seu complementar M — F' seja aberto em M.

Proposicao 1.4.7. Se F C M, F ¢ fechado se, e somente se, contém todos os pontos

aderentes de F, ou seja, F = F

Demonstragao. (=) Temos que F' é fechado, ou seja, M — F' é aberto, o que significa que
para todo a € M — F existe r > 0 tal que B(a;r) C M — F. Assim, paratodoa € M —F,
existe B(a;r) que nao contém pontos de F'. Logo, esses pontos que nao pertencem a F'
também nao sao aderentes a ele, pois B(a;r) () F = 0.

(<) F contém todos os seus pontos aderentes de F. Assim, os pontos que ndo perten-
cem a [’ também nao sao aderentes a ele, ou seja, para todo a € M — F, podemos encontrar
B(a;r) (N F = (. Entao, para todo a € M — F, existe r > 0 tal que B(a;r) C M — F, ou
seja, M — F é aberto, e portanto F' é fechado.

m

Exemplo 1.4.8. A fronteira 0X de um conjunto X C M ¢é um subconjunto fechado de
M.

De fato, o conjunto 0X contém todos os seus pontos aderentes,pois todos sao pontos

de fronteira de X. Pela proposicio anterior entdo o conjunto 0X € fechado.

Proposicao 1.4.9. Sejam M,N espagos métricos. A funcao f : M — N € continua
se, e somente se, a imagem inversa f~'(F) de todo conjunto fechado F C N seja um

subconjunto fechado de X.
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Demonstragao. (=)Suponha, primeiramente, que f é continua. Provemos que a imagem
inversa de todo conjunto fechado F C Né fechado em M. Como F C N é fechado,
entdao por definicio o complementar de F' (denotado por FC) ¢ aberto, pela Proposigao

1.3 f~YF") = fY(F)° é aberto, logo, f~*(F) é fechado.

(<) Reciprocamente, suponha que a imagem inversa de todo conjunto fechado em

N é fechado em M. Mostremos que f é continua. Dado A C N aberto, entdo seu

complementar é fechado. Dai f~1(A") = f~1(A)° é fechado em M, e o complementar de
f71(A)° & aberto, logo, f~!(A) é aberto. Portanto, pela Proposicdo 1.3, f é continua.

]

Observacgao 1.4.10. A nocao de "Fechadondo € o contrdrio de "Aberto”. Quando um
conjunto nao € fechado, nao podemos afirmar que ele é aberto. Por exemplo, o conjunto
Q dos numeros racionais, nao € fechado e nem aberto, o mesmo ocorre com seu comple-
mentar em R. Também existem conjuntos que sao ao mesmo e tempo abertos e fechados.

Como o Espaco todo, e o vazio.

Definicao 1.4.11. Seja M um espaco métrico e X C M. Diz-se que a é um ponto de

acumulacao de X se, e somente se, para todo € > 0 a intersecao

(Bla;e) — {a}) ()X

€ um conjunto infinito. Ou seja, toda bola de centro a, contém infinitos pontos distintos

de a. o conjunto dos pontos de acumulacao de X, denotaremos por X'.

1 1
Exemplo 1.4.12. No conjunto R dos nimeros reais, o conjunto {1, CURREE I TRE } o unico
—_— n

ponto de acumulacao € o 0.
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2

Espacos Topologicos

2.1 Espacos Topolbgicos

Definicao 2.1.1. Dado um conjunto X, dizemos que uma topologia num conjunto X é
uma colegao T de subconjuntos de X, chamados os subconjuntos abertos satisfazendo as

sequintes condicoes:

(1) X e o subconjunto () sao abertos;
(17) A reuniao de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto;

(1ii) Dados Gy e Gy subconjuntos abertos, entao G1 N Gy € aberto.

Definig¢ao 2.1.2. Chamaremos de Espago Topoldgico o par (X,T), onde X é um conjunto
e T uma topologia em X. Diremos apenas de "Espaco topoldgico X" citando a topologia

T quando necessdrio.

Exemplo 2.1.3. Dado um conjunto E # 0. a colegio 7 = P(E) é uma topologia sobre

E. FEssa topologia chama-se topologia discreta sobre E.

Exemplo 2.1.4. Um exemplo bem simples de espaco topologico condiste em Considerar
na topologia T em X, onde os unicos abertos sejam X e o conjunto vazio. Esta topologia

recebe o nome de Topologia Cadtica.
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Proposicao 2.1.5. Seja A um subconjunto de um espago topoldgico (X, T), dado a € X,

entdo a € A se, e somente se, G N A # () para todo aberto G que contém a.

Demonstragao. (=) Vamos supor que existe um aberto B de maneira que, a € B e
AN B = (. Portanto B¢ é fechado que contém A e nao contém a, chegando a um absurdo.

(<) Se a ¢ A, entao existird um fechado F' O A tal que a ¢ F. Logo F° é um aberto
que contem a, cuja interseccao F°N A é (). Desse, chegamos a um absurdo pois contraria
a hipotese.

[]

Definicao 2.1.6. Dado espago topolégico (X,T) e A C X ea € X, dizemos que a é

ponto de acumulacdo se para todo aberto G que contenha a temos:
(G—{a)nA#D

Observacao 2.1.7. Chamaremos o conjunto dos pontos de acumulacao de A por Derivado

de A, denotaremos este conjunto por A’

2.2 Axiomas de Separacao

Nesta secao trabalharemos alguns axiomas que nos faram observar algumas proprie-

dades topologicas afim de distinguir os elementos.

Diremos que um espago topologico (X, T) é um espago T} se satisfaz o seguinte axioma,
chamado axioma T}

"Dados quaisquer x e y € X, z # y entao existem abertos G, e G, tais que, x € G,
yeGyequex ¢ Gy, y¢ Gy
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Figura 2.1: Ilustracao de um espago topologico T3

Fonte: Autor, 2020.

Defini¢ao 2.2.1. Dizemos que um espaco topoldgico (X,T) é chamado de Ty ou espago
de Hausdorff se o sequinte axioma se verifica: "Dados x,y € X, com x # vy, entao existem

abertos disjuntos G, e Gy, de maneira que v € G ey € G."

Figura 2.2: Tlustracao de um espaco topolégico de Hausdorff

Fonte: Autor, 2020.

Observacao 2.2.2. Comparando os dois Axiomas de separacao temos que, todo espago

que €Ty também o € T}

Proposicao 2.2.3. Dado um espago topoldgico (X,T) se (x1,x2,--+) € uma sequéncia

convergente em X no qual vale o axioma Ty. Entao o limite dessa sequéncia serd unico.

Demonstracao. Suponha que limz, = a e limy, = b, com a # b. Vamos tomar abertos

G, e G, disjuntos de maneira que a € G, e b € G,. Entao existem indicies r,s tais
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que z, € G, Vn > r, e x, € Gy¥s > n. tomamos o t = max{r,s}. Dai teremos que
x, € G, NGy, Vt > n. Portanto chegamos a um absurdo pois z,, € G, NGy, = 0.
L]

Proposicao 2.2.4. Seja X um espaco Ts. Se a € X € um ponto de acumulagao de

A C X, entiao (G — {a}) N A € infinito, dado qualquer aberto que contém a.

Demonstra¢ao. Vamos fazer a demonstragao por absurdo. Suponha que (G —{a})NA =
(1,22, -+, x,) ndo vazio e finito. Como cada z; # a, existem G;, H; abertos e disjuntos
de maneiraque a € Gjex; € Hje G;NH; =0. Entdo S=GNG NGyN--- NG, é um

aberto que contém a e tal que S — {a} N A = (), o que & um absurdo.

2.3 Bases

Definicdo 2.3.1. (Base) Seja (X,T) um espago topoldgico e B uma familia de sub-

conjuntos de T. Dizemos que B é uma base para T se para todo A € T acontece:

A=|]J B

Be®

Observacgao 2.3.2. Note que B € T, portanto qualquer unido de elementos de B per-

tencerd também a T . Esses elementos de B sao chamados de abertos bdsicos .

Observacgao 2.3.3. Se B € uma base de T, dizemos que a topologia T € gerada por B
ou B gera a topologia T .

Exemplo 2.3.4. Seja (X, T) seja T a topologia discreta, entio a base B = {X}.
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2.4 Sub-bases

Definigao 2.4.1. Seja (X, T) um espago topoldgico e & uma familia de subconjuntos de
X tal que & C T. Dizemos que & € uma sub-base de T se a colecao de intersecoes

finitas de elementos de & for uma base de T.

Observacgao 2.4.2. Geralmente & nao ¢ uma base de T, porque os elementos de T nao

podem ser escritos necessariamente como uniao de elementos de &.

Exemplo 2.4.3. Toda topologia é base e sub-base de si mesma.

2.5 Topologia Relativa
Defini¢ao 2.5.1. Dado (X, T) um espaco topoldgico e ) ¢ Y C X, entdo:

(1) O conjunto: Ty = {ANY|A € T}. é uma topologia sobre Y chamada topologia

relativa a Y.
(27) O par (Y,Ty) é chamado de subespago topolégico de (X, T).

(1ii) Os elementos de Ty sao denominados de abertos relativos.

Observacao 2.5.2. Os abertos relativos geralmente nao sao abertos no espaco total.

Exemplo 2.5.3. Considere R? com a topologia usual, o conjunto
St ={(z,y) € R*2® +9y* =1} C R?

com a topologia relativa € dito circulo unitdrio . os abertos relativos em S serdo os arcos

abertos de circulos.
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Funcoes continuas em espacos

topologicos

3.1 Funcoes continuas

Definicao 3.1.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que uma funcao f : X =Y

é continua se dado aberto B CY a imagem inversa f~'(B) for um aberto em X.

Figura 3.1: Ilustracao de uma aplicacao continua

f~1(B)

=h

@)

Fonte: Autor, 2020.
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Observacao 3.1.2. Dizemos que f é continua no ponto a € X quando, para cada aberto

B CY, com f(a) € B, existir um aberto em A C X, de modo que a € A, de maneira que
f(A4) C B.

Exemplo 3.1.3. Toda funcao constante é continua.

Proposicao 3.1.4. Sejam X e Y espacos topologicos. Uma aplicacao f : X — Y é

continua se, e somenle se, € conlinua em cada ponto a pertencente a X.

Demonstragao. (=) Como temos que f : X — Y é continua entdo, tomemos a € X
e um aberto B C Y com f(a) € B, como B é aberto por hipdtese a imagem inversa
de B também é A = f~!(B), dai temos que A € X é aberto. Portanto como a € A e
f(A) = f(f~Y(B)) C B, temos a continuidade de f no ponto a.

(<) Por hipotese temos que f é continua em cada a € X. Tome B C Y aberto, seja
A = f7Y(B). para cada z € A temos f(z) € B como f é continua em x, existird um
aberto A, C X com x € A,, f(A,) C B. noutros termos, temo-se {x} C A, C AVx € A.
Portanto A = J,ca{z} C U,es Az C A, ou seja, AJ, Az. Desse modo, A = f~'(B) é
aberto em X por ser uma reuniao de abertos, assim concluimos que f : X — Y é continua.

]

Exemplo 3.1.5. Se a topologia de X é a discreta, entao f : X — € continua, independente

da topologia de Y.

Proposicao 3.1.6. Seja Y C X. A topologia relativa Ty pode ser caracterizada sobre o

conjunto Y tal que a funcao inclusao:
1Y - X

¢ continua.

Demonstragdo. Seja V € T, a continuidade de ¢ implica em que i~ 1(V) = VNY deve ser

aberto em Y'; portanto qualquer topologia onde ¢ for continua deve conter Ty .

Proposicao 3.1.7. Sejam (X, T1), (Y, Tz2) e (Z,7T3) espagos topoldgicos.
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(1) Se f: X =Y eqg:Y — Z sao continuas, entdo:
gof: X =27

€ continua

(17) Se f: X =Y € continua e A C X ¢ um subespago topoldgico, entio: fla: A—Y

€ continua

(1ii) Se f: X =Y € continua e f(X) CY € subespaco topoldgico, entao:
f:X = f(X)

€ continua.

Demonstragdo. (i) temos que (go f)~Y (V) = f~1(V) o g (V). De fato, temos que
g (V) é aberto em Y, decorre que f~' (g7 (V)) = flog ' (V) = (go f)"}(V) ¢

aberto em X.

(i7) Veja que f|s = foi, onde i é a identidade i : A — X é a inclusao, portanto pelo

item (i) podemos concluir que a func¢ao é continua.

(ii1) Temos que f~H(V N (X)) = (V)N f(f(X)) = f V) que ¢ aberto em X.
0

3.2 Topologia produto

Sejam (X, 7Tx) e (Y, Ty) e com o produto cartesiano X x Y denotaremos:

pri: X xY — X
pro: X XY =Y

sao denotadas as respectivas projegoes candnicas projecoes canonicas , onde pry(z,y) =

xepro(z,y) =y.
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prit(U)=X xY
pryt (V) =X xY

pri(U)Npy'(V)=UxV

Note que

&, = {pr *(U), pry ' (V)|U € Tx,V € Ty}
e
%m:{UXV|U€73(,V€7§/}

Essas sao a base e sub-base que geram a topologia sobre o produto cartesiano X X
Y, que torna as projecoes continuas. Esta topologia por sua vez se chama topologia

produto.

Exemplo 3.2.1. Seja S' com a topologia induzida de R?; entio é chamado de toro

T? = S' x S' com a topologia produto.

Figura 3.2: Toro T? = S x S*

Fonte: Autor, 2020.
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Proposicao 3.2.2. Sejam (X, Tx), (Y, Ty) e (Z,Tz) espacos topoldgicos, o espago topo-
logico produto (Y x Z,T,), i : X =Y e fo: X = Z e definimos f : X = Y X Z

por:

f(x) = (fi(z), fa(z)).
Entao f € continua se, e somente se, fi e fo sdo continuas.

Demonstra¢ao. (=) Sejam pry : Y X Z — Y e pry : Y X Z — Z as projecoes. como

fi=pr;o f, se fé continua, entao f; = pr; o f sao continuas, para i = 1,2

(<) Se as f; sdo continuas, tome U x V um aberto basico do cartesiano Y x Z, entdo:
AU V)= L1 U)N f2 (V)

. Portanto f é continua.

[]

Definicao 3.2.3. Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) espacos topoldgicos, dizemos que a fungdo
f: X =Y € aberta (fechada) se para qualquer aberto (fechado) U € X, temos que
f(U) € aberto (fechado) em Y.

Proposicao 3.2.4. Seja f: X — Y. € fechada se, e somente se, f(A) C f(A).

Demonstra¢ao. (=) Por hipotese temos que f é fechado, entao f(A) é fechado e f(A) C

f(A), portanto

Portanto, f(F) = f(F) e f(F) é fechado.
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Exemplo 3.2.5. Sejam (X, Tx) e (Y, Ty) espagos topoldgicos. A func¢ao identidade

id: (X, Tx) = (Y, Ty)

é aberta (fechada) se, e somente se, Tx C Ty, mas nao é continua quando Tx # Ty.
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Homeomorfismos

Neste capitulo trataremos um fato interessante. Na topologia um fato importante é
saber se os espacos sao diferentes ou nao. Trabalharemos o conceito de homeomorfismo
que nos poderé dizer se do ponto de vista topolégico alguns conjuntos sao diferentes ou

nao.

4.1 Homeomorfismos

Definicao 4.1.1. Sejam X e Y espacos topologicos dizemos que f: X —Y é um home-

omorfismo se:
(1) f é bijetora;
(13) f € continua;
(ii7) f~' também é continua.
Quando os espacos topologicos X e Y sao homeomorfos denotaremos por X 2Y.

Exemplo 4.1.2. Seja f: R — (—1,1) definida por:
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Temos que f € bijetiva, continua e sua inversa € dada por:

[y = _y|y|,

também é continua. Portanto, R = (—1,1). Por transitividade o homeomorfismo, temos

que:

R = (a,b).

Exemplo 4.1.3. Seja R? com a topologia induzida e A C R? dada por:

A={(r,y) eR*0<a < /a2+y2 <b}
A € um anel, dai:

A== S x [a,b]

definiremos f: A — S' x [a,b] e f~1: S x [a,b] — A por:

= ° J 22 +92) [ ((z = (tz, ty).
f(x,y)—((ﬂuyf\/x“yz,\/ +92) [ ((2,y), 1) = (o, ty)

Note que fe f=! sio bijetoras e continuas, portanto f é um homeomorfismo.
Exemplo 4.1.4. Sejam o circulo S* e o quadrado Q = {(x,y)| max{|z|,|y|} = 1} em R?
com a topologia induzida pela topologia usal de R?, entdo:

St=Q.

Definimos f : S* — Q levando os arcos de S' nos lados Q do quadrado respectiva-

mente.
. ab — uv
1. bc — vw
1. cd — wz

w. da — zu
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Figura 4.1: O homeomorfismo entre S e o quadrado Q.

Fonte: Autor, 2020.

Isto é:

flx,y) = (=,

Je Sy = (5.9,

r

S |=

x
m
onde m = max{|z|, |y|} e r = /22 + y2, note que f e f~! sio bijetivas e continuas logo f

¢ um homeomorfismo.

4.2 Homeomorfismos Locais

Definicao 4.2.1. Dados X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y. Dizemos que f é um
homeomorfismo local se para qualquer x € X existe U C X uma vizinhanga de x de

modo que, f(U) =V € aberto em Y e f:U —V é um homeomorfismo.

Observacao 4.2.2. Sejam U C X,V CY e f: U — V um homeomorfismo, entao para

qualquer aberto U' C U, teremos que f(U') € aberto em V, logo € aberto em Y.

Proposicao 4.2.3. Dados X, Y espacos topologicos. Se f : X — Y é um homeomorfismo

local, entao f € aberta.

Demonstracao. Tome A C X aberto, para todo x € A JU, C A vizinhanca de x de

maneira que:

fru, =V,
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onde f(U,) = V,. tome U', = U, N A. pela observa¢ao na definicdo de homeomorfismo

local f(U’,) é aberto em Y, como:

A=JUu,

r€A

fAa)=rJuv. U rws)

z€EA T€EA

note que esta é aberta em Y, e portanto f é aberta.
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Topologia quociente

5.1 Topologia quociente

Definicao 5.1.1. Dado (X,T), Y um conjunto ndao vazio e f : X — Y sobrejetiva.

definimos em Y a sequinte topologia:

Tr={VcYy | [ (V)eT}
Note que, T; € uma topologia sobre Y. Chamamos essa topologia Ty de topologia quoci-
ente em Y e induzida por f.
Exemplo 5.1.2. Seja X{a,b,c} e R com a topologia usual, definimos f:R — X por:

(

a sex >0
fx) =S bsex<0

c se x =0.

\
Entao Tr = {X,0,{a}, {b},{a,b}} € a topologia quociente X induzida por f.

Definigao 5.1.3. Seja S™ C R™™! com a topologia usual de R™ ™. Definimos o conjunto

dos pares nao ordenados:

PR" = {{z, —z}| z € S"}
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De maneira natural temos a funcao sobrejetiva:
II:5" — PR

de maneira que [[(x) = {x, —x}. Assim o par (PR",Tp) € chamado de Espago Projetivo

Real de dimensao n.

5.2 Espacos Quocientes

Considere ~ uma relagao de equivaléncia sobre X, e X/ ~ o conjunto das classes de

equivaléncia de X, definimos:
[[:x—x/~
r — [z]

Onde [x] é classe de equivaléncia que contém x. [[ é chamada de projecdo canonica e é

sobrejetiva.

Definicao 5.2.1. Dado (X,T) um espago topoldgico. Chamamos o par (X/ ~,T) de
Espaco Quociente de X.

5.3 O toro como Espaco Quociente

Consideremos I? C R? e com a topologia usual de R%2. Vamos considerar I? com a

seguinte relacao de equivaléncia:

(@,y) ~ (21,91) & (2,9) = (21,41) ou (0,y) ~ (1,y) e(x,0) ~ (z,1),

para quaisquer (z,y), (z1,v1) € I

Note que se z,y # 0,1, temos entao [(z,y)] = {(z,y)} e [(0,y)] = [(1,y)] se y = 0,
entao [(x,0)] = [(z,1)]. Em particular [(0,0)] = [(1,0)] = [(0,1)] = [(1,1)].

Portanto, [ : I? — (I?/ ~) é uma identificagio. Notemos que [] é bijetora com
excegao de (0,v), (1,y), (x,0), (z,1)e

(1) ~) = §' x S
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Figura 5.1: O toro como espago quociente.

fonte: Autor, 2020.

Temos aqui as possiveis vizinhancas dos pontos do toro:

Figura 5.2: Possiveis vizinhacas do toro

Fonte: Autor, 2020.
Assim temos:

Figura 5.3: O toro

Fonte: Autor, 2020.
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