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Resumo

Neste trabalho faremos uma introdução ao estudo da Topologia Geral à partir da gene-

ralização dos conceitos vistos na Teoria dos Espaços Métricos. Iremos construir e de�nir

os espaços topológicos e estudar as funções contínuas entre esses os mesmos. Explora-

mos algumas propriedades especiais entre tais espaços e discutiremos suas semelhanças e

distinções do ponto de vista topológicos.

Palavras chave: Topologia, Homeomor�smo e Topologia Quociente.



Abstract

In this work we will make an introduction to the study of General Topology based on

the generalization of the concepts seen in the Theory of Metric Spaces. We will build and

de�ne topological spaces and study the continuous functions between them. We explore

some special properties between such spaces and discuss their similarities and distinctions

from a topological point of view.

keywords: Topology, Homeomorphism and Quotient Topology.
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Introdução

Podemos dizer que o surgimento se deu a partir da tentativa da reformulação do cálculo

diferencial. A partir dai começou a se pensar numa linguagem matemática, passando essa

reformulação por nomes como D'Alembert, Cauchy, Bolzano e Weierstrass dentre tantos

outros grandes nomes.

A topologia Geral esta ligada ao fato de determinar e classi�car espaços topológicos,

poder distinguir suas propriedades que podem ser feitos com bases nos axiomas, sejam

eles os axiomas de separação ou axiomas de enumerabilidade.

Na topologia utilizam-se os objetos da geometria, com uma pequena diferença, no caso

da topologia não importa a distância, nem con�guração de seus pontos. Importam o fato

de poder modi�car objetos com base em funções contínuas em invertíveis, podemos notar

isso nos homeomor�smos. Podemos ter quadrados e círculos iguais do ponto de vista

topológico, assim como outros espaços e conjuntos diversos.



Capítulo

1

Noções básicas sobre espaços Métricos

1.1 Métricas

Para de�nirmos um espaço métrico, precisamos antes saber o que é uma Métrica

De�nição 1.1.1. Dado um conjunto arbitrário M 6= ∅, de�nimos uma métrica sobre M,

como uma função d : M×M 7→ R, Associando assim a um par de elementos a, b ∈M um

número real não-negativo d(a, b), chamada distância de a até b, satisfazendo as seguintes

condições

(i) d(x, y) ≥ 0, e d(x, y) = 0⇔ x = y;

(ii) se x 6= y, d(x, y) > 0;

(iii) d(x, y) = d(y, x);

(iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

quaisquer que sejam a, b, c ∈M .

Um espaço métrico é o par ordenado (M,d) onde M é um conjunto não vazio e d

a métrica sobre M . Chamaremos por "o espaço métrico M", quando não gerar dúvida

deixando subentendida a métrica d a ser considerada.
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Observação 1.1.2. O postulado 3 se refere a propriedade de simetria dos elementos. O

postulado 4 é conhecido como desigualdade triangular, que na geometria básica diz que a

soma de dois lados de um triângulo é sempre maior que o terceiro.

Exemplo 1.1.3. Para exempli�car de maneira simples podemos de�nir em qualquer con-

junto M 6= ∅ uma métrica, pondo a distância de dois pontos distintos como sendo igual

a 1 e a distância de um ponto a ele mesmo igual a 0. Daí teríamos:

d(x, y) =

0, se a = b

1, se a 6= b

(1.1.1)

O exemplo citado acima é conhecido como a métrica "zero-um"o exemplo mais trivial de

espaço métrico.

Exemplo 1.1.4. O exemplo mais importante e mais conhecido que podemos dar é da

distância no conjunto números reais R. Onde de�nimos a distância de quaisquer pontos

a e b ∈ R por d(a, b) = |a− b|. Podendo se veri�car facilmente que satisfazer as condições

de métricas.

Exemplo 1.1.5. Considerando o espaço Euclidiano Rn formado pelas n-uplas x = (x1, . . . , xn),

podemos de�nir três métricas sobre este conjunto. Com efeito, sejam a = (a1, . . . , an) e

b = (b1, . . . , bn) pontos arbitrários de Rn então tais métricas são dadas por

d(a, b) = [(a1 − b1)2 + . . .+ (an − bn)2]1/2 (1.1.2)

d1(a, b) = |a1 − b1|+ . . .+ |an − bn| (1.1.3)

d2(a, b) = max{|a1 − b1|, . . . , |an − bn|} (1.1.4)

As métricas d1 e d2 possuem veri�cação imediata, já d requer um pouco mais de

trabalho, não demonstraremos no decorrer desta monogra�a pois não é o foco principal

deste trabalho.

De�nição 1.1.6. Dado X um conjunto arbitrário. Uma função real f : X → R, diz-se

limitada quando, existe uma constante k > 0 tal que, |f(x)| ≤ k para todo x ∈ X.
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Exemplo 1.1.7. A função f : R→ R, de�nida por, f(x) = cos(x) é uma função limitada.

Figura 1.1: Grá�co da função f(x) = cos(x)

Fonte: Autor, 2020.

Proposição 1.1.8. A soma, diferença e produto de funções limitadas são limitadas.

Demonstração. Sejam f, g : X → R funções limitadas. Então existem k1, k2 reais positi-

vos, tais que. |f(x)| < k1 e |g(x)| < k2, ∀x ∈ X.

� Soma é limitada, pois

|(f + g)(x)| = |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ k1 + k2.

� A diferença é limitada

|(f−g)(x)| = |f(x)−g(x)| = |−f(x)+g(x)| ≤ |−f(x)|+|g(x)| = |f(x)|+|g(x)| ≤ k1+k2

Portanto |(f − g)(x)| ≤ k1 + k2, daí a diferença é limitada.

� O produto é limitado, de fato

|(f · g)(x)| = |f(x) · g(x)| = |f(x)| · |g(x)| ≤ k1 · k2

Exemplo 1.1.9. Vamos aqui dar um exemplo de produto limitado, sabemos que tanto a

função sin(x) como cos(x) são limitadas, variando entre -1 e 1.
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Figura 1.2: Grá�co da função f(x) = sen(x)cos(x)

Fonte: Autor, 2020.

1.2 Bolas e Esferas

Dado um ponto a no espaço métrico M , dado um número real r > 0. De�nimos:

De�nição 1.2.1. A bola aberta de centro a e raio r. É o conjunto B(a; r) dos pontos de

M tais que a distancia ao ponto a é menor que r, ou seja.

B(a; r) = {x ∈M ; d(x, a) < r} (1.2.1)

De�nição 1.2.2. A bola Fechada de centro a e raio r. É o conjunto B[a; r] dos pontos

de M tais que a distancia ao ponto a é menor ou igual que r, ou seja.

B[a; r] = {x ∈M ; d(x, a) ≤ r} (1.2.2)

De�nição 1.2.3. A esfera de centro a e raio r. É o conjunto S(a; r) dos pontos de M

tais que a distancia ao ponto a é igual a r, ou seja.

S(a; r) = {x ∈M ; d(x, a) = r} (1.2.3)

Exemplo 1.2.4. As bolas no R2 com as métricas d, d1 e d2, tem formatos geométricos

diferentes, mesmo possuindo centro e raio iguais.
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Para facilitar as contas, utilizaremos o centro C = (0, 0) e raio r = 1.

(i) Consideremos primeiro a métrica d(x, y) temos que;

d((0, 0), (x, y)) =
√

(x− 0)2 + (y − 0)2 =
√
x2 + y2, então:

B[C; 1] = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1}

(ii) Seja agora a métrica d1(x, y) temos que;

d1((0, 0), (x, y)) = |x− 0|+ |y − 0| = |x|+ |y| Assim,

B[C; 1] = {(x, y) ∈ R2; |x|+ |y| ≤ 1}

(iii) Finalmente, a métrica d2(x, y) chegamos

d2((0, 0), (x, y)) = max{|x− 0|, |y − 0|} = max{|x|, |y|}.

Daí

B[C; 1]{(x, y) ∈ R2;max{|x|, |y|} ≤ 1}

temos os seguintes casos

Observe as formas que as bolas no R2 podem assumir.

Figura 1.3: Representação das bolas no R2 pelas métricas d, d1 e d2.

Fonte: Autor, 2020.
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1.3 Conjuntos Abertos

De�nição 1.3.1. Sejam M um espaço métrico e um subconjunto X ⊂ M . Dizemos que

a ∈ X é um ponto interior a X quando existe r > 0 tal que a bola aberta de raio r centrada

em a está toda contida em X, ou seja, quando existe r > 0 tal que d(x, a) < r então x ∈ X.

Assim, o ponto b ∈ X não é interior a X se existir algum ponto que não pertence a X em

toda bola aberta de centro b.

De�nição 1.3.2. De�nimos a fronteira de X em M (onde denotaremos por ∂X), como

o conjunto formado pelos pontos b ∈ M tais que toda bola aberta de centro b contém uma

parte pertencente a X e a outra no seu complementar M −X.

Exemplo 1.3.3. Na reta, o interior do intervalo [0, 1) é o intervalo aberto (0, 1) e sua

fronteira possui apenas os pontos 0, 1.

Evidentemente, se a ∈ (0, 1) então 0 < a < 1 e tomando r = min{a, 1 − a}, então

garantimos que (a− r, a+ r) ⊂ (0, 1]. Logo a é interior a (0, 1]. 0 /∈ (0, 1] mas, como toda

bola de centro 0 contém pontos negativos e positivos, então 0 ∈ ∂(0, 1]. Agora observe

que toda bola de centro 1, contém pontos menos que 1 e maiores que 1 temos também que

1 ∈ ∂(0, 1].

Exemplo 1.3.4. Seja Q o conjunto dos números racionais. Não existe ponto interior de

Q em R, pois não existe intervalo aberto formado apenas por números racionais, ou seja,

qualquer intervalo aberto contém números racionais e irracionais, logo a fronteira de Q é

toda a reta R.

De�nição 1.3.5. Um subconjunto X de um espaço métrico M chama-se aberto em M,

quando todos os seus pontos são interiores, isto é, int(X) = X. Assim x ⊂ M é aberto

se, e somente se, X
⋂
∂X = ∅.

Proposição 1.3.6. Sejam A e B conjuntos abertos, então A ∩ B é aberto.

Demonstração. Se A é aberto, então para cada a ∈ A, existe rA > 0 tal que B(a; rA) ⊂ A.

Do mesmo modo, se B é aberto, então para cada b ∈ B, existe rB > 0 tal que B(b; rB) ⊂ B.

Seja assim A
⋂
B 6= ∅ então existe x ∈ A

⋂
B, ou seja, x ∈ A e x ∈ B Como A e
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B são abertos, existem rA, rB > 0 tais que B(x; rA) ⊂ A e B(x, rB) ⊂ B tomando

r = min{rA, rB} então B(x; r) ⊂ B(x; rA) ⊂ A e B(x, r) ⊂ B(x, rB) ⊂ B. Logo a bola

B(x; r) ⊂ A
⋂
B. Portando, A

⋂
B é aberto.

Proposição 1.3.7. Dado qualquer espaço métrico M, uma bola aberta B(a; r) é um con-

junto aberto.

Demonstração. Seja x ∈ B(a; r) então a d(x, a) < r, então r − d(x, a) > 0. Tome então

s = r − d(x, a). A�rmamos que B(x; s) ⊂ B(a; r). Evidente, se y ∈ B(x; s) então a

d(x, y) < s daí d(a, y) ≤ d(a, x) + d(x, y) < d(a, x) + s = r. Portanto y ∈ B(a; r).

De�nição 1.3.8. Um ponto a num espaço métrico M é chamado de ponto isolado em

M quando existe uma bola aberta de centro a e raio r > 0 que contém apenas a, ou seja,

B(a; r) = {a}.

Exemplo 1.3.9. Um ponto a em um espaço métrico M, é um conjunto aberto em M se,

e somente se, é um ponto isolado.

De fato, se {a} é aberto, então ∀x ∈ {a} , existe r > 0 tal que B(a; r) ⊂ {a} ⇒ ∃r > 0

tal que B(a; r) ⊂ {a}. Como a ⊂ B(a; r) então a = B(a; r). Portanto, a é isolado.

Reciprocamente, se a é isolado em M, então existe r > 0, tal que B(a; r) = {a}, assim

a B(a; r) ⊂ {a}, então ∀x ∈ {a} existe r > 0 tal que, B(x; r) ⊂ {a}. Logo, {a} é aberto.

De�nição 1.3.10. Sejam M e N espaços métricos e a ∈ M . Dizemos que a aplicação

f : M −→ N é contínua no ponto a quando para todo ε > 0, existir δ > 0 tal que

x ∈ B(a; δ) implique f(x) ∈ B(f(a); ε).

Proposição 1.3.11. Sejam M e N espaços métricos. A função f : M → N é contínua

se, e somente se, a imagem inversa f−1(A′) de todo subconjunto aberto A′ ⊂ N é um

subconjunto aberto de M .

Demonstração. Suponhamos que f seja contínua, queremos mostrar que dado A′ aberto

em N, f−1(A′) é aberto em M . De fato, para cada a ∈ f−1(A′), temos que f(a) ∈ A′ daí,
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por de�nição, existe r > 0 tal que B(f(a); r) ⊂ A′. Sendo f contínua em a, segue que por

de�nição, existe δ > 0 tal que f(B(a; δ)) ⊂ B(f(a); r) ⊂ A′, ou seja, B(a; δ) ⊂ f−1(A′)

Logo, f−1(A′) é aberto.

Reciprocamente, suponhamos que f−1(A′) de cada A′ ⊂ N aberto seja um aberto em

M. Queremos mostrar que f é contínua. De fato, seja a ∈M. Dado r > 0, a bola B(f(a); r)

é um aberto em N . Logo, f−1(A′) é aberto em M , contendo a, então, existe δ > 0 tal que

B(a; δ) ⊂ f−1(A′), ou seja, f(B(a; δ)) ⊂ B(f(a); r). E portanto, f é contínua em a.

Observação 1.3.12. Uma aplicação f : M → N chama-se aberta para cada aberto

A ⊂M , sua imagem f(A) é um subconjunto aberto de N.

1.4 Conjuntos Fechados

De�nição 1.4.1. Seja M um espaço métrico e X ⊂ M um ponto a chama-se aderente

a X, quando d(a,X) = 0. Isto é, existem pontos de X próximos de a, ou seja, para cada

ε > 0 podemos encontrar um x ∈ X tal que d(a, x) < ε.

Podemos dizer de outras maneiras que, a é aderente a X:

(i) Toda vizinhança de a tem pontos de X

(ii) para todo ε > 0 tem-se B(a; ε)
⋂
X 6= ∅

(iii) para todo aberto A que contém a, tem-se A
⋂
X 6= ∅

De�nição 1.4.2. O fecho de um conjunto X, no espaço métrico M, é o conjunto X dos

pontos de M que são aderentes a X. Ou seja, a�rmar que a ∈ X quer dizer que a é

aderente a X em M.

Exemplo 1.4.3. Todo ponto a ∈ X é aderente a X. Além disso, os pontos da fronteira

∂X também são aderentes a X.

� Na reta real,se A = (a, b) ou A = (a, b] ou A = [a, b) então o A = [a, b]
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De�nição 1.4.4. Seja M um espaço métrico, um subconjunto X ⊂ M diz-se denso em

M , quando X = M , isto é, quando toda bola aberta de M contém algum ponto de X.

Exemplo 1.4.5. O conjunto Q dos números racionais, é denso em R do mesmo modo o

conjunto R−Q dos números irracionais.

De fato, todo intervalo aberto contém números racionais e irracionais, e como vimos

anteriormente, as bolas no conjunto dos números reais, são intervalos.

De�nição 1.4.6. Seja M um espaço métrico, dizemos que F ⊂ M é fechado em M, se

seu complementar M − F seja aberto em M.

Proposição 1.4.7. Se F ⊂ M , F é fechado se, e somente se, contém todos os pontos

aderentes de F, ou seja, F = F

Demonstração. (⇒) Temos que F é fechado, ou seja, M −F é aberto, o que signi�ca que

para todo a ∈M−F existe r > 0 tal que B(a; r) ⊂M−F . Assim, para todo a ∈M−F ,

existe B(a; r) que não contém pontos de F . Logo, esses pontos que não pertencem a F

também não são aderentes a ele, pois B(a; r)
⋂
F = ∅.

(⇐) F contém todos os seus pontos aderentes de F . Assim, os pontos que não perten-

cem a F também não são aderentes a ele, ou seja, para todo a ∈M−F , podemos encontrar

B(a; r)
⋂
F = ∅. Então, para todo a ∈ M − F , existe r > 0 tal que B(a; r) ⊂M − F, ou

seja, M − F é aberto, e portanto F é fechado.

Exemplo 1.4.8. A fronteira ∂X de um conjunto X ⊂ M é um subconjunto fechado de

M.

De fato, o conjunto ∂X contém todos os seus pontos aderentes,pois todos são pontos

de fronteira de X. Pela proposição anterior então o conjunto ∂X é fechado.

Proposição 1.4.9. Sejam M ,N espaços métricos. A função f : M → N é contínua

se, e somente se, a imagem inversa f−1(F ) de todo conjunto fechado F ⊂ N seja um

subconjunto fechado de X.
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Demonstração. (⇒)Suponha, primeiramente, que f é contínua. Provemos que a imagem

inversa de todo conjunto fechado F ⊂ Né fechado em M . Como F ⊂ N é fechado,

então por de�nição o complementar de F (denotado por F
c
) é aberto, pela Proposição

1.3 f−1(F
c
) = f−1(F )c é aberto, logo, f−1(F ) é fechado.

(⇐) Reciprocamente, suponha que a imagem inversa de todo conjunto fechado em

N é fechado em M . Mostremos que f é contínua. Dado A ⊂ N aberto, então seu

complementar é fechado. Daí f−1(A
c
) = f−1(A)c é fechado em M, e o complementar de

f−1(A)c é aberto, logo, f−1(A) é aberto. Portanto, pela Proposição 1.3, f é contínua.

Observação 1.4.10. A noção de "Fechado"não é o contrário de "Aberto". Quando um

conjunto não é fechado, não podemos a�rmar que ele é aberto. Por exemplo, o conjunto

Q dos números racionais, não é fechado e nem aberto, o mesmo ocorre com seu comple-

mentar em R. Também existem conjuntos que são ao mesmo e tempo abertos e fechados.

Como o Espaço todo, e o vazio.

De�nição 1.4.11. Seja M um espaço métrico e X ⊂ M . Diz-se que a é um ponto de

acumulação de X se, e somente se, para todo ε > 0 a interseção

(B(a; ε)− {a})
⋂

X

é um conjunto in�nito. Ou seja, toda bola de centro a, contém in�nitos pontos distintos

de a. o conjunto dos pontos de acumulação de X, denotaremos por X ′.

Exemplo 1.4.12. No conjunto R dos números reais, o conjunto {1, 1

2
, . . . ,

1

n
, . . . } o único

ponto de acumulação é o 0.
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Espaços Topológicos

2.1 Espaços Topológicos

De�nição 2.1.1. Dado um conjunto X, dizemos que uma topologia num conjunto X é

uma coleção T de subconjuntos de X, chamados os subconjuntos abertos satisfazendo as

seguintes condições:

(i) X e o subconjunto ∅ são abertos;

(ii) A reunião de uma família qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto;

(iii) Dados G1 e G2 subconjuntos abertos, então G1 ∩G2 é aberto.

De�nição 2.1.2. Chamaremos de Espaço Topológico o par (X, T ), onde X é um conjunto

e T uma topologia em X. Diremos apenas de "Espaço topológico X" citando a topologia

T quando necessário.

Exemplo 2.1.3. Dado um conjunto E 6= ∅. a coleção τ = P(E) é uma topologia sobre

E. Essa topologia chama-se topologia discreta sobre E.

Exemplo 2.1.4. Um exemplo bem simples de espaço topológico condiste em Considerar

na topologia T em X, onde os únicos abertos sejam X e o conjunto vazio. Esta topologia

recebe o nome de Topologia Caótica.



2.2 Axiomas de Separação 13

Proposição 2.1.5. Seja A um subconjunto de um espaço topológico (X, T ), dado a ∈ X,

então a ∈ 	A se, e somente se, G ∩ A 6= ∅ para todo aberto G que contém a.

Demonstração. (⇒) Vamos supor que existe um aberto B de maneira que, a ∈ B e

A∩B = ∅. Portanto Bc é fechado que contém A e não contém a, chegando a um absurdo.

(⇐) Se a /∈ A, então existirá um fechado F ⊃ A tal que a /∈ F . Logo F c é um aberto

que contem a, cuja intersecção F c ∩A é ∅. Desse, chegamos a um absurdo pois contraria

a hipótese.

De�nição 2.1.6. Dado espaço topológico (X, T ) e A ⊂ X e a ∈ X, dizemos que a é

ponto de acumulação se para todo aberto G que contenha a temos:

(G− {a}) ∩ A 6= ∅

Observação 2.1.7. Chamaremos o conjunto dos pontos de acumulação de A por Derivado

de A, denotaremos este conjunto por A′

2.2 Axiomas de Separação

Nesta seção trabalharemos alguns axiomas que nos faram observar algumas proprie-

dades topológicas a�m de distinguir os elementos.

Diremos que um espaço topológico (X, T ) é um espaço T1 se satisfaz o seguinte axioma,

chamado axioma T1

"Dados quaisquer x e y ∈ X, x 6= y então existem abertos Gx e Gy tais que, x ∈ Gx,

y ∈ Gy e que x /∈ Gy, y /∈ Gx."
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Figura 2.1: Ilustração de um espaço topológico T1

Fonte: Autor, 2020.

De�nição 2.2.1. Dizemos que um espaço topológico (X, T ) é chamado de T2 ou espaço

de Hausdor� se o seguinte axioma se veri�ca: "Dados x, y ∈ X, com x 6= y, então existem

abertos disjuntos Gx e Gy de maneira que x ∈ Gx e y ∈ Gy."

Figura 2.2: Ilustração de um espaço topológico de Hausdor�

Fonte: Autor, 2020.

Observação 2.2.2. Comparando os dois Axiomas de separação temos que, todo espaço

que é T2 também o é T1

Proposição 2.2.3. Dado um espaço topológico (X, T ) se (x1, x2, · · · ) é uma sequência

convergente em X no qual vale o axioma T2. Então o limite dessa sequência será único.

Demonstração. Suponha que limxn = a e lim yn = b, com a 6= b. Vamos tomar abertos

Ga e Gb disjuntos de maneira que a ∈ Ga e b ∈ Gb. Então existem indicies r,s tais
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que xn ∈ Ga ∀n > r, e xn ∈ Gb∀s > n. tomamos o t = max{r, s}. Daí teremos que

xn ∈ Ga ∩Gb,∀t > n. Portanto chegamos a um absurdo pois xn ∈ Ga ∩Gb = ∅.

Proposição 2.2.4. Seja X um espaço T2. Se a ∈ X é um ponto de acumulação de

A ⊂ X, então (G− {a}) ∩ A é in�nito, dado qualquer aberto que contém a.

Demonstração. Vamos fazer a demonstração por absurdo. Suponha que (G−{a})∩A =

(x1, x2, · · · , xn) não vazio e �nito. Como cada xi 6= a, existem Gj, Hj abertos e disjuntos

de maneira que a ∈ Gj e xi ∈ Hj e Gj ∩Hj = ∅. Então S = G∩G1 ∩G2 ∩ · · · ∩Gn é um

aberto que contém a e tal que S − {a} ∩ A = ∅, o que é um absurdo.

2.3 Bases

De�nição 2.3.1. (Base) Seja (X, T ) um espaço topológico e B uma família de sub-

conjuntos de T . Dizemos que B é uma base para T se para todo A ∈ T acontece:

A =
⋃
B∈B

B.

Observação 2.3.2. Note que B ∈ T , portanto qualquer união de elementos de B per-

tencerá também a T . Esses elementos de B são chamados de abertos básicos .

Observação 2.3.3. Se B é uma base de T , dizemos que a topologia T é gerada por B

ou B gera a topologia T .

Exemplo 2.3.4. Seja (X, T ) seja T a topologia discreta, então a base B = {X}.
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2.4 Sub-bases

De�nição 2.4.1. Seja (X, T ) um espaço topológico e G uma família de subconjuntos de

X tal que G ⊂ T . Dizemos que G é uma sub-base de T se a coleção de interseções

�nitas de elementos de G for uma base de τ .

Observação 2.4.2. Geralmente G não é uma base de T , porque os elementos de T não

podem ser escritos necessariamente como união de elementos de G.

Exemplo 2.4.3. Toda topologia é base e sub-base de si mesma.

2.5 Topologia Relativa

De�nição 2.5.1. Dado (X, T ) um espaço topológico e ∅ /∈ Y ⊂ X, então:

(i) O conjunto: TY = {A ∩ Y |A ∈ T }. é uma topologia sobre Y chamada topologia

relativa a Y.

(ii) O par (Y, TY ) é chamado de subespaço topológico de (X, T ).

(iii) Os elementos de TY são denominados de abertos relativos.

Observação 2.5.2. Os abertos relativos geralmente não são abertos no espaço total.

Exemplo 2.5.3. Considere R2 com a topologia usual, o conjunto

S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1} ⊂ R2

com a topologia relativa é dito circulo unitário . os abertos relativos em S1 serão os arcos

abertos de círculos.
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Funções contínuas em espaços

topológicos

3.1 Funções contínuas

De�nição 3.1.1. Sejam X e Y espaços topológicos. Dizemos que uma função f : X → Y

é contínua se dado aberto B ⊂ Y a imagem inversa f−1(B) for um aberto em X.

Figura 3.1: Ilustração de uma aplicação contínua

Fonte: Autor, 2020.
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Observação 3.1.2. Dizemos que f é continua no ponto a ∈ X quando, para cada aberto

B ⊂ Y , com f(a) ∈ B, existir um aberto em A ⊂ X, de modo que a ∈ A, de maneira que

f(A) ⊂ B.

Exemplo 3.1.3. Toda função constante é contínua.

Proposição 3.1.4. Sejam X e Y espaços topológicos. Uma aplicação f : X → Y é

contínua se, e somente se, é contínua em cada ponto a pertencente a X.

Demonstração. (⇒) Como temos que f : X → Y é contínua então, tomemos a ∈ X

e um aberto B ⊂ Y com f(a) ∈ B, como B é aberto por hipótese a imagem inversa

de B também é A = f−1(B), daí temos que A ∈ X é aberto. Portanto como a ∈ A e

f(A) = f(f−1(B)) ⊂ B, temos a continuidade de f no ponto a.

(⇐) Por hipótese temos que f é contínua em cada a ∈ X. Tome B ⊂ Y aberto, seja

A = f−1(B). para cada x ∈ A temos f(x) ∈ B como f é contínua em x, existirá um

aberto Ax ⊂ X com x ∈ Ax, f(Ax) ⊂ B. noutros termos, temo-se {x} ⊂ Ax ⊂ A ∀x ∈ A.

Portanto A =
⋃

x∈A{x} ⊂
⋃

x∈AAx ⊂ A, ou seja, A
⋃

xAx. Desse modo, A = f−1(B) é

aberto em X por ser uma reunião de abertos, assim concluímos que f : X → Y é contínua.

Exemplo 3.1.5. Se a topologia de X é a discreta, então f : X → é continua, independente

da topologia de Y.

Proposição 3.1.6. Seja Y ⊂ X. A topologia relativa TY pode ser caracterizada sobre o

conjunto Y tal que a função inclusão:

i : Y → X

é contínua.

Demonstração. Seja V ∈ T , a continuidade de i implica em que i−1(V ) = V ∩Y deve ser

aberto em Y ; portanto qualquer topologia onde i for contínua deve conter TY .

Proposição 3.1.7. Sejam (X, T1), (Y, T2) e (Z, T3) espaços topológicos.
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(i) Se f : X → Y e g : Y → Z são contínuas, então:

g ◦ f : X → Z

é contínua

(ii) Se f : X → Y é contínua e A ⊂ X é um subespaço topológico, então: f |A : A→ Y

é contínua

(iii) Se f : X → Y é contínua e f(X) ⊂ Y é subespaço topológico, então:

f : X → f(X)

é contínua.

Demonstração. (i) temos que (g ◦ f)−1(V ) = f−1(V ) ◦ g−1(V ). De fato, temos que

g−1(V ) é aberto em Y, decorre que f−1(g−1(V )) = f−1 ◦ g−1(V ) = (g ◦ f)−1(V ) é

aberto em X.

(ii) Veja que f |A = f ◦ i, onde i é a identidade i : A → X é a inclusão, portanto pelo

item (i) podemos concluir que a função é contínua.

(iii) Temos que f−1(V ∩ f(X)) = f−1(V ) ∩ f−1(f(X)) = f−1(V ) que é aberto em X.

3.2 Topologia produto

Sejam (X, TX) e (Y, TY ) e com o produto cartesiano X × Y denotaremos:

pr1 : X × Y → X

pr2 : X × Y → Y

são denotadas as respectivas projeções canônicas projeções canônicas , onde pr1(x, y) =

x e pr2(x, y) = y.
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pr−11 (U) = X × Y

pr−12 (V ) = X × Y

pr−11 (U) ∩ p−12 (V ) = U × V

.

Note que

Gpr = {pr−1(U), pr−12 (V )|U ∈ TX , V ∈ TY }

e

Bpr = {U × V |U ∈ TX , V ∈ TY }

Essas são a base e sub-base que geram a topologia sobre o produto cartesiano X ×
Y , que torna as projeções contínuas. Esta topologia por sua vez se chama topologia

produto.

Exemplo 3.2.1. Seja S1 com a topologia induzida de R2; então é chamado de toro

T 2 = S1 × S1 com a topologia produto.

Figura 3.2: Toro T 2 = S1 × S1

Fonte: Autor, 2020.
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Proposição 3.2.2. Sejam (X, TX), (Y, TY ) e (Z, TZ) espaços topológicos, o espaço topo-

lógico produto (Y × Z, Tp), f1 : X → Y e f2 : X → Z e de�nimos f : X → Y × Z

por:

f(x) = (f1(x), f2(x)).

Então f é contínua se, e somente se, f1 e f2 são contínuas.

Demonstração. (⇒) Sejam pr1 : Y × Z → Y e pr2 : Y × Z → Z as projeções. como

fi = pri ◦ f , se f é contínua, então fi = pri ◦ f são contínuas, para i = 1, 2

(⇐) Se as fi são contínuas, tome U ×V um aberto básico do cartesiano Y ×Z, então:

f−1(U × V ) = f1
−1(U) ∩ f2−1(V )

. Portanto f é contínua.

De�nição 3.2.3. Sejam (X, TX) e (Y, TY ) espaços topológicos, dizemos que a função

f : X → Y é aberta (fechada) se para qualquer aberto (fechado) U ∈ X, temos que

f(U) é aberto (fechado) em Y.

Proposição 3.2.4. Seja f : X → Y . é fechada se, e somente se, f(A) ⊂ f(Ā).

Demonstração. (⇒) Por hipótese temos que f é fechado, então f(A) é fechado e f(A) ⊂

f(A), portanto

f(A) ⊂ f(A) = f(A).

(⇐) Seja F ⊂ X fechado, logo por hipótese:

f(F ) ⊂ f(A) ⊂ f(F ) = f(F );

Portanto, f(F ) = f(F ) e f(F ) é fechado.
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Exemplo 3.2.5. Sejam (X, TX) e (Y, TY ) espaços topológicos. A função identidade

id : (X, TX)→ (Y, TY )

é aberta (fechada) se, e somente se, TX ⊂ TY , mas não é contínua quando TX 6= TY .
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Homeomor�smos

Neste capítulo trataremos um fato interessante. Na topologia um fato importante é

saber se os espaços são diferentes ou não. Trabalharemos o conceito de homeomor�smo

que nos poderá dizer se do ponto de vista topológico alguns conjuntos são diferentes ou

não.

4.1 Homeomor�smos

De�nição 4.1.1. Sejam X e Y espaços topológicos dizemos que f : X → Y é um home-

omor�smo se:

(i) f é bijetora;

(ii) f é contínua;

(iii) f−1 também é contínua.

Quando os espaços topológicos X e Y são homeomorfos denotaremos por X ∼= Y .

Exemplo 4.1.2. Seja f : R→ (−1, 1) de�nida por:

f(t) =
t

1 + |t|

.
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Temos que f é bijetiva, contínua e sua inversa é dada por:

f−1(y) =
y

1− |y|
,

também é contínua. Portanto, R ∼= (−1, 1). Por transitividade o homeomor�smo, temos

que:

R ∼= (a, b).

Exemplo 4.1.3. Seja R2 com a topologia induzida e A ⊂ R2 dada por:

A = {(x, y) ∈ R2|0 < a ≤
√
x2 + y2 ≤ b}.

A é um anel, daí:

A ∼= S1 × [a, b]

de�niremos f : A→ S1 × [a, b] e f−1 : S1 × [a, b]→ A por:

f(x, y) = ((
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

,
√
x2 + y2) f−1((x, y), t) = (tx, ty).

Note que f e f−1 são bijetoras e contínuas, portanto f é um homeomor�smo.

Exemplo 4.1.4. Sejam o circulo S1 e o quadrado Q = {(x, y)|max{|x|, |y|} = 1} em R2

com a topologia induzida pela topologia usal de R2, então:

S1 ∼= Q.

De�nimos f : S1 → Q levando os arcos de S1 nos lados Q do quadrado respectiva-

mente.

i. ab→ uv

ii. bc→ vw

iii. cd→ wz

iv. da→ zu
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Figura 4.1: O homeomor�smo entre S1 e o quadrado Q.

Fonte: Autor, 2020.

Isto é:

f(x, y) = (
x

m
,
y

m
) e f−1(x, y) = (

x

r
,
y

r
),

onde m = max{|x|, |y|} e r =
√
x2 + y2, note que f e f−1 são bijetivas e contínuas logo f

é um homeomor�smo.

4.2 Homeomor�smos Locais

De�nição 4.2.1. Dados X e Y espaços topológicos e f : X → Y . Dizemos que f é um

homeomor�smo local se para qualquer x ∈ X existe U ⊂ X uma vizinhança de x de

modo que, f(U) = V é aberto em Y e f : U → V é um homeomor�smo.

Observação 4.2.2. Sejam U ⊂ X, V ⊂ Y e f : U → V um homeomor�smo, então para

qualquer aberto U ′ ⊂ U , teremos que f(U ′) é aberto em V, logo é aberto em Y.

Proposição 4.2.3. Dados X, Y espaços topológicos. Se f : X → Y é um homeomor�smo

local, então f é aberta.

Demonstração. Tome A ⊂ X aberto, para todo x ∈ A ∃Ux ⊂ A vizinhança de x de

maneira que:

f : ux → Vx
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onde f(Ux) = Vx. tome U ′x = Ux ∩ A. pela observação na de�nição de homeomor�smo

local f(U ′x) é aberto em Y, como:

A =
⋃
x∈A

U ′x

f(A) = f(
⋃
x∈A

U ′x)
⋃
x∈A

f(U ′x)

note que esta é aberta em Y, e portanto f é aberta.
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Topologia quociente

5.1 Topologia quociente

De�nição 5.1.1. Dado (X, T ), Y um conjunto não vazio e f : X → Y sobrejetiva.

de�nimos em Y a seguinte topologia:

Tf = {V ⊂ Y | f−1(V ) ∈ T }.

Note que, Tf é uma topologia sobre Y. Chamamos essa topologia Tf de topologia quoci-

ente em Y e induzida por f.

Exemplo 5.1.2. Seja X{a, b, c} e R com a topologia usual, de�nimos f : R→ X por:

f(x) =


a se x > 0

b se x < 0

c se x = 0.

Então Tf = {X, ∅, {a}, {b}, {a, b}} é a topologia quociente X induzida por f.

De�nição 5.1.3. Seja Sn ⊂ Rn+1 com a topologia usual de Rn+1. De�nimos o conjunto

dos pares não ordenados:

PRn = {{x,−x}| x ∈ Sn}
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De maneira natural temos a função sobrejetiva:

∏
: Sn → PRn

de maneira que
∏

(x) = {x,−x}. Assim o par (PRn, T∏) é chamado de Espaço Projetivo

Real de dimensão n.

5.2 Espaços Quocientes

Considere ∼ uma relação de equivalência sobre X, e X/ ∼ o conjunto das classes de

equivalência de X, de�nimos: ∏
: X → X/ ∼

x→ [x]

Onde [x] é classe de equivalência que contém x.
∏

é chamada de projeção canônica e é

sobrejetiva.

De�nição 5.2.1. Dado (X, T ) um espaço topológico. Chamamos o par (X/ ∼, T∏) de

Espaço Quociente de X.

5.3 O toro como Espaço Quociente

Consideremos I2 ⊂ R2 e com a topologia usual de R2. Vamos considerar I2 com a

seguinte relação de equivalência:

(x, y) ∼ (x1, y1)⇔ (x, y) = (x1, y1) ou (0, y) ∼ (1, y) e(x, 0) ∼ (x, 1),

para quaisquer (x, y), (x1, y1) ∈ I2

Note que se x, y 6= 0, 1, temos então [(x, y)] = {(x, y)} e [(0, y)] = [(1, y)] se y = 0,

então [(x, 0)] = [(x, 1)]. Em particular [(0, 0)] = [(1, 0)] = [(0, 1)] = [(1, 1)].

Portanto,
∏

: I2 → (I2/ ∼) é uma identi�cação. Notemos que
∏

é bijetora com

exceção de (0, y), (1, y), (x, 0), (x, 1) e

(I2/ ∼) ∼= S1 × S1.
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Figura 5.1: O toro como espaço quociente.

fonte: Autor, 2020.

Temos aqui as possíveis vizinhanças dos pontos do toro:

Figura 5.2: Possíveis vizinhaças do toro

Fonte: Autor, 2020.

Assim temos:

Figura 5.3: O toro

Fonte: Autor, 2020.
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