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“Posso fazer de tudo, mas nio tudo.”

(Greg McKeown)



RESUMO

O presente trabalho consiste no estudo do shift de Bernoulli e algumas de suas propriedades
ergodicas.

O shift de Bernoulli € um sistema dindmico de tempo discreto com medida (a medida de
Bernoulli) invariante sob a acdo da dindmica (o shift a esquerda), esta que é uma aplicacdo

mensurdvel e que atua sobre um espacgo de simbolos.

Palavras-chave: Sistemas Dindmicos, Sistemas Ergddicos, Shift de Bernoulli.



ABSTRACT

The present work consists of the study of the Bernoulli’s shift and some ergodic properties of it.
The Bernoulli’s shift is a dynamical system of discrete time with a measure (the Bernoulli’s mea-
sure) that is invariant under the action of the dynamic (the shift), this is a measurable application

acting over a space of symbols.

Keywords: Dynamical Systems, Ergodic Systems, Bernoulli’s Shift.
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1 INTRODUCAO

Sistemas dindmicos sdo modelos matematicos que representam um conjunto de objetos
que (possivelmente) se movimentam ou mudam de estado com o passar do tempo. Lidaremos
muito com dois conceitos fundamentais: o conceito de ergodicidade e o conceito de mistura.
Abordaremos superficialmente estes conceitos a seguir para fins de interpreta-los, estuda-los-

emos com mais detalhes nos préximos capitulos.

Formalmente um sistema (7, i) - onde 7 : X — X é uma fun¢do mensurdvel no conjunto
X que preserva a probabilidade u (definida numa o-adlgebra de subconjuntos de X) - € ergddico,
se todo mensurdvel A que satisfaz 7! (A) = A, necessariamente tem u (A) = 1 ou u (A) = 0.
Para entendermos a importancia desta definicdo, vamos considerar um mensurdvel invariante A
qualquer. Entdo, 7! (A) =A. Ora, neste caso, se considerarmos x € A, entdo teremos x € 7! (A)
e, portanto, 7' (x) € A. Isto nos diz, entdo, que 7 (A) C A. Portanto, podemos considerar a fung¢do
mensuravel T]A : A — A. Além disto, vemos também que 7' (X —A) =X — T 1(A) =X — A.
Ou seja, X — A é também um mensurdvel invariante. E - pelo argumento acima - podemos
considerar a fun¢do mensurdvel 7|X —A : X —A — X — A. Em outras palavras, um ponto num
mensurdvel invariante estd "preso'nele. A sua Orbita pela dindmica 7 esta inteiramente contida
neste conjunto. Entdo conseguimos decompor o sistema em dois sub-sistemas "isolados". A
defini¢ao de sistema ergddico nos diz entdo que se hd um mensuravel invariante ele deve possuir
medida total ou medida nula (ou seja, ou ele tem medida nula ou o seu complementar tem medida
nula), o que em termos de medida nos diz que estes sub-sistemas sdo triviais. Em outras palavras,

podemos dizer que um sistema ergddico é "indecomponivel"em sub-sistemas "isolados".

Algo sobre o qual todos temos uma nog¢do intuitiva € a mistura, o ato de misturar algo é
muito familiar a todos, pois comumente se v€ no dia a dia. Muitos j4 tiveram a oportunidade
de misturar um pouco de leite numa boa xicara de café, por exemplo. Se pensarmos um pouco,
mesmo que intuitivamente, poderemos nos convencer de que se misturamos um sistema (o café
e o leite, por exemplo) os pontos (as particulas do leite, por exemplo) vao percorrer todo o
espaco possivel da xicara ao longo do tempo, conforme misturamos o sistema. Ora, se 0s pontos
percorrem todo o espago, entdo - naturalmente - ndo ha pontos que fiquem "confinados"numa
regido do espago, ou seja, ndo hd sub-sistemas "isolados". Entdo € razodvel pensar que um

sistema misturador seja um sistema ergédico. Bem, isso ndo se reduz apenas a intui¢do. De fato,
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mostraremos neste trabalho que o shift de Bernoulli € um sistema misturador e, por tal motivo,

ele € um sistema ergddico.

Estudar o shift de Bernoulli é importante, pois o sistema é muito utilizado em diversas
aplicagdes ja que € um modelo adequado para representar varios fendmenos que evoluam no
tempo de forma discreta, ou seja, durante certos intervalos de tempo o sistema se encontra em
um estado fixo. De tal forma que pode-se considerar a passagem de tempo de maneira discreta
(como se o tempo nao fosse continuo). Além disto, outros sistemas dinamicos podem ser também
codificados por meio do shift de Bernoulli o que permite, devido a sua simplicidade, descobrir

resultados importantes a cerca do sistema original de maneira simples.

O objetivo deste trabalho € expor alguns resultados basicos da teoria ergddica a respeito
do shift de Bernoulli. Sabidamente, queremos definir um espaco adequado para que possamos
trabalhar com o shift de Bernoulli, entdo defini-lo apropriadamente. Depois exploraremos algu-
mas propriedades iniciais do sistema e mostraremos que ele €, de fato, um sistema misturador (e,

portanto, ergddico). Por fim, mostraremos uma consequéncia dos resultados que obteremos.

No capitulo 2 veremos alguns conceitos basicos da teoria da medida que serdo imprescin-
diveis para o nosso estudo. Veremos os conceitos de o-dlgebra, medida (juntamente com alguns
exemplos importantes para ilustrar os conceitos), espaco mensurdvel, espaco de medida e espaco

de probabilidade. Daremos motivagdes a estes conceitos para que fiquem o mais claro possivel.

No capitulo 3, portando os conceitos definidos no capitulo 2, daremos inicio a constru¢ao
do nosso espaco de probabilidade de interesse, o espaco simbodlico. Para construi-lo precisaremos
de alguns resultados sobre o-dlgebras e medidas aos quais ndo demonstraremos, mas faremos
as devidas mencodes de referéncias que o leitor pode consultar. Depois construiremos o shift

de Bernoulli de maneira totalmente natural a partir da defini¢do do shift e da medida de Bernoulli.

No capitulo 4 mostraremos resultados iniciais basicos a cerca do shift de Bernoulli.
Mostraremos que o shift € uma aplicacdo mensuravel e mostraremos que a medida de Bernoulli
€ invariante sob a acdo do shift. Finalmente mostraremos o nosso resultado principal em que o

shift de Bernoulli é um sistema mixing (ou misturador).
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Por fim, no capitulo 5, veremos uma aplicacao do fato do shift de Bernoulli ser um sistema
mixing para mostrar que todos os autovalores do operador de Perron-Frobenius associado ao
shift de Bernoulli s@o iguais a 1. Usaremos vérios resultados de teoria da medida e andlise

funcional para isto, varios dos quais ndo demonstraremos.
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2 ESPACOS DE MEDIDA

Para definir o shift de Bernoulli primeiro precisaremos construir um espaco apropriado,
para isto temos que entender o que sdo espacos de medida. Comecamos com um conjunto
X qualquer e a partir de X construiremos um espaco. Queremos ser capazes de "medir"os
subconjuntos de X (medir a drea, medir o volume, medir a massa, medir o comprimento, etc.),
mas talvez nem todos os subconjuntos nos sejam interessantes. Entdo vamos tentar obter uma

colecdo X de subconjuntos de X que possua os subconjuntos que "nos sejam interessantes".

Nos parece razodvel imaginar que possamos "medir"o conjunto X (que é 0 nosso maior
subconjunto) e o conjunto vazio & (que € o nosso menor subconjunto). Ou seja, € razodvel exigir

que &, X € X. Entdo esta serd uma primeira exigéncia para a cole¢cao X.

Agora, suponhamos que A € um subconjunto de X ao qual sabemos "medir". Ou seja,
suponhamos que A € X. Entdo nos parece razodvel, também, que saibamos "medir"o comple-
mento X — A de A. Intuitivamente, devemos ter que a "medida"de X € a soma das "medidas"de
A e de X —A. Vamos exigir também que se A € X, entdo X —A € X. Desta forma nao é mais
necessario exigir que X e &, ambos, sejam elementos de X. Basta exigir que X € X, pois assim

& = X — X deverd pertencer a X também gracas a segunda exigéncia.

Suponhamos que A e B sejam elementos de X. Entdo sabemos "medir"A e também
sabemos "medir"B. Nos parece razodvel imaginar que também sejamos capazes de "medir"o
conjunto AUB. E a "medida"de A U B deve ser no maximo a soma das "medidas"de A e de
B. Faz sentido porque se A e B possuirem alguma intersec¢do, entdo a "medida"de A U B seria
um pouco menor do que a soma das "medidas"de A e de B, j4 que a "medida"da interseccdo
estaria sendo contabilizada tanto na "medida"de A quanto na "medida"de B. Assim vamos exigir
que se A,B € X, entdo A UnB € X. Decorre daf que se tivermos uma quantidade finita qualquer
Al,Ay,...,A, € X, entdo UAi € X, basta unir A| com A,, e depois unir A UA; com A3z. E

i=1
prosseguir assim, sempre adicionando mais um conjunto a unido.

Se A,B € X, entdo pela segunda exigéncia temos que X —A € X e X —B € X. Logo,

pela terceira exigéncia temos que (X —A)U (X — B) € X. Mas entdo pela segunda exigéncia
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novamente teremos que X — [(X —A) U (X — B)] € X. E pelas leis de De Morgan, obtemos que

X-[(X-A)UX-B)]=[X-(X-A)N[X-(X-B)]

=ANB.

Ou seja, obtemos que se A,B € X, entdo AN ’{3 € X. Prosseguindo indutivamente como antes
vamos obter que se A1,A»,...,A, € X, entdo ﬂAi e X.
i=1

Entdo vamos ter uma cole¢do X "fechada para unides e intersec¢des finitas". No entanto,
serd interessante para nés que X seja "fechada para unides e intersec¢des infinitas enumera-
veis"também. Ou seja, queremos que se Aj,Ajy,...,A,, ... € uma sequéncia de elementos de X,

oo +oo

entao UAi € X. Exigindo isto, pelas leis de De Morgan como antes, obtemos que ﬂAi eX

i=1 i=1
também. Portanto, com tudo isto chegamos a seguinte defini¢ao.

Defini¢do 1. Sejam X um conjunto qualquer e P(X) a colec@o de todos os subconjuntos de X.
Dizemos que X C P(X) é uma c-algebra de subconjuntos de X se, e somente se:

e X eX;
e SeAeX,entao X —A € X;;

* Se (An)nen € uma sequéncia em X, entdo

~+oo
JAeX.
n=1
Dizemos que (X,X) é um espaco mensuravel e todo A € X ¢ dito ser um conjunto X-

mensuravel.

Vamos considerar um exemplo simples e muito importante de uma o-4lgebra para clarear as

ideias.

Exemplo 1. Sejam X um conjunto qualquer e X = P(X) a cole¢do de todos os subconjuntos de

X. Vamos mostrar que X € uma o-algebra de subconjuntos de X. Comegamos notando que
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Portanto, X € P (X). Em outras palavras, X € X.. Agora, seja A € X. Entdo
ACX.
Dai,
X-ACX.
Ou seja, X —A € P(X). O que significa que X —A € X sempre que A € X.

S6 falta mostrar que X ¢é fechado para unides enumerdveis. Seja (A,),c Uma sequéncia de

elementos de X. Isto significa que
A, CX,VneN.
Portanto,

A cx.
nelN

O que significa que U A, € X. Isto conclui a demonstragdo de que a colegdo P(X) de todos

nelN
os subconjuntos de X é uma c-algebra de subconjuntos de X, nao importa qual seja o conjunto X.

Agora que temos a cole¢@o dos subconjuntos de X que queremos "medir", vamos falar do
que é "medir". Queremos associar a cada A € X um niimero real 1 (A) que serd a sua "medida".
Entdo faz sentido pensar que a "medida"seja uma funcdo p : X — RR. Para nos € interessante
que a "medida"de um conjunto ndo seja negativa, pois drea, volume, comprimento, massa sao
numeros que sé nos fazem sentido se forem positivos. Desta forma, nossa primeira exigéncia a

fungdo p é que u(A) > 0 para todo A € X.
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Faz todo o sentido do mundo que o conjunto & tenha volume nulo, 4rea nula, com-
primento nulo, massa nula, enfim independentemente da interpretacdo, € natural pensar que
devemos ter i (&) = 0. Mas néo queremos que & seja o Gnico conjunto de "medida"nula, pois

todo quadrado possui volume nulo, intuitivamente, por exemplo.

Queremos que X seja o "maior"conjunto e se pensarmos sobre o volume do espaco
tridimensional em relacdo ao volume das figuras geométricas comuns, nos parece fazer sentido
que o volume do espaco inteiro seja infinito. Entdo vamos permitir que a fung¢do ( assuma o

valor oo € assim trabalharemos com o conjunto dos nimeros reais estendido R = R U {+eo}.

Discutimos antes sobre o conjunto A U B e concluimos que a sua "medida"deve ser no
maximo a soma das "medidas"de A e de B. Se exigirmos que AN B = &, isto €, que 0s conjuntos
A e B sejam disjuntos, entdo é razodvel pensar que valha (A UB) = u(A) 4 pu(B). Imagine um
trapézio retangulo (Figura 1), ele pode ser dividido em um retangulo e um triangulo retangulo

disjuntos. Faz sentido que a 4rea do trapézio seja a soma das dreas do retangulo e do tridngulo.

A B

Figura 1 — A drea do Trapézio Retangulo AUB € a soma das areas do Retangulo A e do Triangulo
B, pois eles sao disjuntos.

Por isto, vamos exigir que (AUB) = u(A) + u(B) sempre que AN B = &. Por indugio,

como antes, isto vai nos fornecer que se Ay, ...,A, € X e A;NA; = & parai# j, entdo

ul JAi =) u(4).
=1 i=1

Mas queremos que isto também seja valido para unides infinitas enumeraveis de conjuntos

dois-a-dois disjuntos. Reunindo tudo isto obtemos a seguinte defini¢do.
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Definicdo 2. Seja (X,X) um espaco mensurdvel. Uma medida em (X,X) é uma fungio
u: X — R tal que:
« w(A)>0,VAEX;

* Se (A;)nen € uma sequéncia em X de conjuntos dois-a-dois disjuntos, entéo
+oo ~+o0
H LJ‘An ::ElllCAH»
n=1 n=1

Observamos que na defini¢do exigimos que a série no lado direito da igualdade na terceira
condic¢do seja convergente (lembramos que ela pode assumir o valor +co).
Dizemos que (X, X, 1) é um espaco de medida. Além disto, dizemos que u é uma probabili-

dade em (X,X), se u(X) = 1. Neste caso, (X, X, i) é dito um espaco de probabilidade.
Vamos ver um exemplo cldssico de uma medida para ilustrar o conceito.

Exemplo 2. Sejam X = IN o conjunto de todos os nimeros naturais e X = P (IN) a cole¢do de
todos os subconjuntos de X. Ja vimos antes que (X, X), assim definidos, é um espaco mensurével.

Definimos a func¢do
c: X—=R

por

#A, se A € finito
C (A) - 9

oo, se A € infinito

onde #A denota o nimero de elementos do conjunto A.

Vejamos como a fun¢do ¢ atua sobre alguns conjuntos simples:
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Como o conjunto {1,2,3} é finito e possui trés elementos, entéo

c({1,2,3}) =#{1,2,3} =3.

Como o conjunto {2,7,89,65} ¢ finito e possui quatro elementos, entio

c({2,7,89,65}) = #{2,7,89,65} = 4.

Como o conjunto & € finito e possui zero elementos (ndo possui elementos), entdo

c(@)=#2=0.

Como o conjunto {1,3,5,7,9,11,13,...} de todos os nimeros naturais impares € infinito, entdo

c({1,3,5,7,9,11,13,...}) = .

Como o conjunto {2,3,5,7,11,13,...} de todos os niimeros naturais primos ¢ infinito, entdo

¢({2,3,5,7,11,13,...}) = oo,

Bom, dai nés vimos que ¢ (&) = 0 e é claro da sua defini¢cdo que

c(A)>0,VA e X.

Resta mostrar apenas a o-aditividade para que ¢ seja uma medida. Para isto seja (A,), .y uma

sequéncia de elementos de X dois-a-dois disjuntos. SO existem dois casos:

- Ou todos os A,,’s sdo finitos;

- Ou nem todos os A,,’s sao finitos.

Se nem todos 0s A,,’s sdo finitos, entdo pelo menos um deles, digamos A, € infinito. E, portanto,

a unido de todos eles é um conjunto infinito. E, por conseguinte,
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c UA" = oo,

nelN

Por outro lado, como A € infinito, entdo
c(Aj) =ee.

Portanto, se somarmos os valores de ¢ em todos os A,,’s teremos necessariamente o valor infinito,

por causa do valor de c em A;. Ou seja,

O que mostra que

—+oo

c UA” = ZC(A,,).
nelN n=1

Agora, se, por outro lado, todos 0s A,’s forem finitos devemos observar se a unido de

todos € finita (se s6é uma quantidade finita dos A,’s for ndo-vazia) ou infinita (se uma quantidade

infinita dos A,,’s for ndo-vazia).

Se U A, € infinito, entdo existe pelo menos um A j ndo-vazio, pois caso contrario todos

nelN
0s A,;’s seriam vazios e, portanto, a uniao de todos eles seria o conjunto vazio (que nao € infinito).

Desta forma podemos considerar

U An= U 4. ua;

nelN nelN—{;}

Ja que U A, € infinito e A € finito, entdo U A, € infinito e disjunto de A; (ja que
nelN nelN—{;}
A € disjunto de todos os A,,’s). Portanto, o problema se reduz a uma unido de dois conjuntos

disjuntos sendo um deles infinito, pelo que vimos acima a fun¢do ¢ é o-aditiva neste caso.
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O ultimo caso que resta analisar € o caso em que todos os A,’s sdo finitos e U Ay

nelN
também € finito. Neste caso, somente uma quantidade finita de A,,’s € finita. Digamos A, ...,Anj.

Portanto,

U An=4,U4,,U---UA,,.
nelN

Logo, por ser finito, temos

c(UAn> =#(Ap UA,U---UA,).

nelN

Como os conjuntos A,’s sdo dois-a-dois disjuntos ficamos com

c| U An | =#An +#A,, + - +#A,,.
nelN

E como cada A, € finito, entdo isso significa que

c U Ap | =c(Ay) +c(Any) +-~-—|—C(A,,j) )
nelN
Portanto, em todos os casos a funcdo c satisfaz a o-aditividade. Consequentemente,
¢ ¢ uma medida em (X, X) como queriamos demonstrar. A medida ¢ é chamada medida de

contagem.
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3 O ESPACO SIMBOLICO E O SHIFT DE BERNOULLI

Vamos construir o nosso espaco. Consideremos (X, X, P) um espaco de probabilidade.

Definimos

T=XN=XxXx- XXX ={(t)pen|xn € X,V e N}

¥ € a colecdo de todas as sequéncias de elementos de X. Ou seja, dadox € X temos x: N — X e
x(n) = x, para cada n € IN. Podemos definir £ como X Z também se quisermos. Mas este ndo

Serd 0 nosso caso.

O nosso espago serd um espaco de probabilidade cujo conjunto € X. Precisamos agora
encontrar uma o-algebra e uma probabilidade para completd-lo. Primeiro vamos provar o

seguinte resultado bastante util.

Teorema 1. Sejam X um conjunto e IT uma familia ndo-vazia de o-dlgebras de subconjuntos de

X. Entdo a colecdo

A= (X

Xell
¢ uma c-dlgebra de subconjuntos de X.

Demonstracdo. Primeiro observamos que X € A. De fato, para cada X € I1, X é uma o-dlgebra
de subconjuntos de X. Portanto, X € X. Entdo X € ﬂ X=A.
Xell

Agora seja A € A arbitrdrio. Entdo, pela definicdo de A, A € X para todo X &€ II. Como
X € uma o-dlgebra de subconjuntos de X, entdo X — A € X, isto para cada X € II. E entdo,
X—-Ae [ X=A.

Xell

Por fim, seja (A,),cn uma sequéncia em A. Entéo, (A,),cn é uma sequéncia em X para

todo X € II. Como cada X € uma o-algebra de subconjuntos de X, entdo
~+oo

A eX,

n=1
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para todo X € I1. Por conseguinte,

+oo
Uare [ X=A.
n=1 Xell

Consequentemente, A é uma o-dlgebra de subconjuntos de X.

Q. E.D.

Com este resultado em maos, podemos definir algo que nos serd importante. Primeiro
vamos considerar I" uma familia qualquer de subconjuntos de X. Nao € dificil ver que a colecio
P(X) de todos os subconjuntos de X é uma o-dlgebra de subconjuntos de X. E é claro que

I' C P(X), pois todo elemento de I" € um subconjunto de X.

Entdo se considerarmos
IT={X C P(X)|X é uma o-dlgebra de subconjuntos de X e ' C X },

teremos IT # &, pois acabamos de ver que P(X) € I1. Ora, entdo se aplicarmos o teorema que
acabamos de provar para esta colegio IT obteremos uma c-dlgebra 6(I") de subconjuntos de X
que € a "menor"c-algebra de subconjuntos de X que contém I'. Condensamos esta discussdo na

seguinte definicdo.

Definicao 3. Sejam X um conjunto qualquer e I' uma familia qualquer de subconjuntos de X. A

o-algebra gerada por I é

oM)= X,

Xell

onde IT € a colecdo de todas as o-dlgebras de subconjuntos de X que contém I

Com esta no¢do de o-dlgebra gerada podemos considerar uma o-dlgebra importantissima

que tem muita utilidade na matemadtica. Vamos ver um pouco dela no exemplo a seguir.
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Exemplo 3. Seja R o conjunto de todos os niimeros reais. Vamos considerar a familia .7 de
todos os intervalos abertos de R. A o-dlgebra $ gerada pela familia .% é chamada c-algebra de
Borel do conjunto R. Praticamente todos os subconjuntos usuais que conhecemos de R sdo
elementos de $. Todos os conjuntos abertos, todos os conjuntos fechados e todos os intervalos de
R, os subconjuntos numéricos IN, Z, Q, R — Q. E uma tarefa um tanto quanto dificil encontrar
um subconjunto de R que ndo seja elemento de 5, mas tais conjuntos existem. Um exemplo sdo

os conjuntos de Vitali (veja [8]).

Para motivar a seguinte definicio vamos ver um exemplo para ilustrar bem tudo o que ja vimos

até agora.

Exemplo 4. Vamos considerar X = {1,2,3,4,5,6} o conjunto dos possiveis valores que se pode
obter ap6s o lancamento de um dado de seis faces. Imaginemos que lancamos este dado infinitas
vezes consecutivas. ApOs cada lancamento anotamos os valores obtidos. Digamos que:

* no primeiro langamento o resultado obtido foi 5;

* no segundo lacamento o resultado obtido foi 4;

* no terceiro lagamento o resultado obtido foi 5;

* no quarto lancamento o resultado obtido foi 1;

* no quinto langcamento o resultado obtido foi 3;

* no sexto lancamento o resultado obtido foi 3;

Assim obtemos uma sequéncia (5,4,5,1,3,3,...). Porém esta é somente uma das intime-
ras sequéncias possiveis que poderiamos obter se realizdssemos infinitos langamentos conse-
cutivos. Por exemplo, poderiamos ter a sequéncia (1,3,4,6,1,...). E existem intimeras outras

possibilidades de sequéncias.

O conjunto X € a colecao de todas estas sequéncias possiveis. Um fato interessante
sobre isto € que ndo importa quais sejam os resultados que obteremos nos langamentos, sempre
podemos ter certeza que a sequéncia destes valores obtidos estard em X. Se fossemos capazes de

identificd-la, entdo estariamos prevendo todos os resultados dos infinitos lancamentos.
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Se fizéssemos uma aposta de que no quarto lancamento o resultado seria 6, entdo a

colecdo de todas as sequéncias possiveis que nos permitiriam vencer a aposta seria

[436] - {(7‘1,]’2,1’3,6,1’5,..-)|ri GXaVZEIN_{4}}

Os ry,rp,13,15,... sdo os resultados obtidos no primeiro, segundo, terceiro, quinto, ... lancamen-
tos, respectivamente. Nao nos interessa que resultado obteremos nestes langamentos, contanto

que no quarto lancamento o resultado seja 6.

Conjuntos como [4;6] serdo muito importantes para nés e, portanto, vamos defini-los apropriada-

mente. No entanto, para nds serd necessdrio generalizar esta definicio um pouco mais.

Definicao 4. Se A é um elemento de X, entdo denotamos
m:Al={(xn)neNy EX[xm EA} =X XX X XX XAXX X+
Sem<neA,,..,A, sdo elementos de X, entdo denotamos

m:Ap, .., Apl =m:Ap]|Nm+1:Apu1]N...N[n: A,
=XXX X XX XA X XA XX XX X---

= {(xn>n€]N S Z|X,’ SVNAS {m7m+ 1,,7[}}

Os conjuntos da forma [m;A,,, ...,A,] serdo chamados de cilindros de X por nds.

Denotaremos por B a o-dlgebra gerada pela familia de todos os cilindros de X. E assim obtemos
um espaco mensurével (X,1B). Nos resta apenas encontrar agora a probabilidade para o nosso
espago. Conforme a pagina 99 de [7], B € também a o-algebra produto (para uma defini¢iao

formal consulte as paginas 408 e 409 no apéndice de [7]).

Existe uma tnica probabilidade u (que denotamos y = PYN e dizemos que é a medida produto)

em (X, B) tal que
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para qualquer cilindro [m;A,, ...,A,| de X (conforme pagina 99 de [7] e - para uma demonstragdo
deste fato veja -, de acordo com o que ha na pagina 409 de [7], o teorema 38.B de [6]). Esta
probabilidade p chama-se medida de Bernoulli. Observe que i ndo depende do nimero m,

depende apenas dos mensuraveis A,,, ...,A, € X e da probabilidade P.

Definicio 5. Sejam (X, X, P) um espaco de probabilidade, X = X NBa o-dlgebra gerada pela
familia de todos os cilindros de X e u = PN. O espaco de probabilidade (X,1B, i) chama-se

espaco simbélico.

Com o nosso espago definido, temos tudo o que precisamos para definir o shift de Bernoulli.

Defini¢io 6. Definimos 6 : £ — X por 6((x,)neN) = (Xnt1)nen- A fungdo o chama-se shift
(ou deslocamento) a esquerda. O deslocamento de Bernoulli ou shift de Bernoulli € a dupla

(o, 1) formada pelo shift e pela medida de Bernoulli.

Vejamos um exemplo para melhor compreensao.

Exemplo 5. Sejam X = N, X =xNe (1,2,3,4,5,6,7,8,...) € X. Entéo

0((1,2,3,4,5,6,7,8,..)) = (2,3,4,5,6,7,8,...).

Ou seja, na pratica o shift apenas "apaga'"o primeiro termo da sequéncia. Mais ainda, é importante
observar que na sequéncia original (1,2,3,4,5,6,7,8,...) o nimero 2 ocupa a segunda posi¢ao, o
nimero 3 ocupa a terceira posi¢ao, o nimero n+ 1 ocupa a (n+ 1)-ésima posicao, ja na sequéncia
(2,3,4,5,6,7,8,...) o niimero 2 ocupa a primeira posi¢do, o nimero 3 ocupa a segunda posi¢do
e o numero n + 1 ocupa a n-ésima posi¢do. Em outras palavras, cada termo da sequéncia é
deslocado uma posicdo a esquerda. O que justifica o nome deslocamento (a esquerda) para o

shift.
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4 PROPRIEDADES DO SHIFT DE BERNOULLI

Comecamos esta se¢do com as duas definigcdes importantes a seguir.

Definicdo 7. Sejam (X,X) e (A,A) dois espagos mensurdveis. Uma funcdo f: X — A é

mensuravel com respeito as o-algebras X e A se, e somente se,
Y (H)eX,VH € A.

Ou seja, se a pré-imagem por f de qualquer conjunto A-mensurdvel for um conjunto X-
mensuravel. Caso X = A e X = A, entdo dizemos apenas que f ¢ mensuravel com respeito a

o-algebra X.

Definicio 8. Sejam (X, X, m) um espago de medida e 7 : X — X uma fungdo mensurdvel com
respeito a o-dlgebra X. Dizemos que m é uma medida 7 -invariante (ou invariante sob a acio

de T), se e somente se,
m (T~ (H)) =m(H),

para todo H € X.

As seguintes definicdes e resultados serdo importantes para demonstrar dois importantes resulta-

dos a cerca do shift de Bernoulli:

Definiciao 9. Seja X um conjunto qualquer. Uma colecdo A de subconjuntos de X é uma algebra
de subconjuntos de X, se satisfizer:

Al X € A;

A2)Se EcA,entio X —E € A;

A3) Se E e F sdo elementos de A, entdo EUF € A.
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Definicao 10. Seja X um conjunto qualquer. Uma cole¢@o C de subconjuntos de X € uma classe

monotona, se satisfizer:

CMD X €C;
~+oo
CM2) Se (Ap),cy € uma sequénciaem CeA; CA; C... CA, C ..., entdo U A, €C.
=1
Moo
CM3) Se (Ap),cy € uma sequénciaem CeA; DAy O ... DA, D ..., entdo ﬂ A, €C.
n=1

Teorema 2. Seja X um conjunto qualquer e seja I' uma cole¢@o ndo-vazia de classes monétonas

(formadas por subconjuntos de X). Entao ¢ = ﬂ C € uma classe mono6tona.
cer

Demonstracao. Para cada C € I' como C é uma classe monétona, entdo X € C. Portanto,
X e ﬂ C.Ouseja, X €.

cel
Agora, se (A”)nelN ¢ uma sequénciaem % talque A} CA, C... CA, C...,entdo como A, € €

para cada n € IN, a definicdo de € nos diz que A, € C para cada C € I e para cada n € IN. Logo,

oo oo

como C é uma classe mondtona, U A, € C, para cada C € I'. Portanto, U A, € ﬂ C. Ou seja,
n=1 n=1 cer

+o0

JA. €.

n=1

Por fim, se (A,),cjy € uma sequénciaem % tal que A; 2 A> 2 ... DA, D ..., entdo como A, € €

para cada n € N, a definicdo de € nos diz que A,, € C para cada C € I" e para cada n € IN. Logo,

+o0 +o0
como C € uma classe monétona, ﬂ A, € C, para cada C € I'. Portanto, ﬂ A, € ﬂ C. Ou seja,
n=1 n=1 cer
+o0
ﬂ A, € €. O que prova que realmente ¢ € uma classe monétona.
n=1
Q.E.D.

Com este resultado em maos e observando que a cole¢do Z(X) de todas as partes de X é uma

classe monétona chegamos a seguinte definicao:
Definicao 11. Sejam X um conjunto qualquer, F uma familia de subconjuntos de X e
I'r ={CC Z(X) | C éuma classe monétonae F C C}.

A menor classe moné6tona que contém a familia F € a classe mondtona ¢ = ﬂ C.
Cel'r
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Teorema 3. (Teorema das classes monéotonas)
A menor classe mondtona que contém uma dlgebra A coincide com a o-dlgebra ¢(A) gerada

por A.

Demonstracao. Este € o teorema A.1.18 de [7], pagina 397, uma demonstragdo deste teorema

pode ser encontrada na pigina 36 de [13].
Podemos entdo mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4. O shift ¢ : ¥ — X é uma fun¢do mensuravel com respeito a o-algebra IB e, além

disto, a medida de Bernoulli ¢ : B — R € invariante sob a acdo do shift.

Demonstrac¢ao. Primeiro observamos que a pré-imagem de qualquer cilindro pelo shift ainda é

um cilindro:
o ([m:Am, ..., An]) = 6 ({(x)k € Zlxm € Ay oy X € AnY)
= {0k € ZYm+1 € Amy s Ynt1 € An}
=[m+1:Ay,... A,].
Seja A a colegdo de todas as unides finitas de cilindros dois-a-dois disjuntos. Pode-se mostrar

que A € uma algebra. Consideremos B € A. Entao existem Cy,(C;, ...,C, cilindros dois-a-dois

disjuntos tais que

Donde,

= OGI(Cl’).

i=1
Como cada C; é um cilindro, entio cada 6! (Ci) é um cilindro também e jd que G;NC; = &, se

i # j, entdo
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Portanto, concluimos que ¢! (B) € uma unido finita de cilindros dois-a-dois disjuntos. Ou seja,

o '(B)e A,YBeA.

Seja agora C = {A eB| o! (A) € IB}. Pelo que acabamos de mostrar temos que A C C. Que-
remos mostrar que B C C. Pode-se mostrar que A gera a o-dlgebra IB. Portanto, se mostrarmos
que C € uma classe mondtona, o teorema das classes monétonas vai nos fornecer que B C C,
pois B € a menor classe mondtona que contém A e C é uma classe mondtona que contém A.

Vamos entdo mostrar que C € uma classe monétona.

Como A C C, temos que X € C. Seja agora (A, ), uma sequéncia mondtona nao-decrescente
~+o0
emCesejaA= U A,. Como cada A, € C, entdo cada A, € B. Logo, A € B. Vamos mostrar

n=1
que A € C. Para isto, notamos que

~+oo
Como A, € C,¥n € N, entio 6! (A,) € B,¥n € N. Logo, U 6~ (A,) €B. Ouseja, 6 1(A) €

n=1
B, o que nos diz que A € C, ou em outras palavras, C é fechado para unides enumeréveis

monotonas.
~+o0

Agora seja (A,),eny uma sequéncia mondtona nio-crescente em C e seja A = ﬂ A,. Ora,
n=1

como cada A, € C, entdo cada A, € B. Portanto, A, por ser uma intersecdo enumeravel de

conjuntos B-mensuraveis, € um conjunto B-mensurdvel. Queremos mostrar que A € C, para isto

consideremos:
+o0
o '(A)=0c""{(An
n=1
~+o0
= ﬂ 0-_1<An)
n=1
~+oo
Como cadaA, € C, entio 6~ (A,) € B, paracadan € N. Logo, ﬂ A, €B. Ouseja, 0 (A) eB
n=1

e, portanto, A € C. O que nos diz que C é fechada para intersec¢des enumerdveis mondtonas.

Consequentemente, C € uma classe mondtona e, como discutimos antes, o teorema das classes
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mondtonas nos garante que B C C. Ou seja, o ! (A) € B,VA € B. O que mostra que o shift é

mensuravel com respeito a o-dlgebra BB.

Além disso,

P(Ay)-...- P(A,)
u

(2 Ay s A]).

Seja A a dlgebra das unides finitas de cilindros dois-a-dois disjuntos. Dado B € A temos que
n

B = U C; onde C; sdo cilindros dois-a-dois disjuntos. Logo,
i=1
n
u(c™'(B)) = (61 <U c,->)
i=1

Como C; sao dois-a-dois disjuntos, entao o! (C;) sdo dois-a-dois disjuntos e, pela o-aditividade

da medida de Bernoulli, obtemos:

Como C; sao cilindros e como ja mostramos que U € o-invariante para cilindros, entio
—1 .
(o™ (G)) =pn(G),vi=1,2,...n.

Logo,

u(o™(B) = Y u(C)

I
=
T
0
N——

I
=
S

Usamos o fato de que os C; sdao dois-a-dois disjuntos e a o-aditividade de ¢ na pentdltima

igualdade. Com isto mostramos que U é o-invariante para elementos de A.

AgorasejaC={AcB|pu (6’1 (A)) =u(A)}. Pelo que acabamos de mostrar, temos que

A C C. Vamos mostrar que C é uma classe mondtona e o teorema das classes mondétonas nos



31

fornecerd que B C C e teremos o desejado.

Bem, como A C C, entdo X € C. Agora seja (A,),cN uma sequéncia mondtona nio-decrescente
o0
emCesejaA = UAn'

n=1

Como cada A, € C, entdo cada A, € BB e, portanto, A € B. Queremos mostrar que A € C, para

p(o ' (A)=mp (61 <§A>>
=u (g Gl(An)> :

Como A, CA,.1,Vn € N, entdo G_I(A,,) C G_I(An+1),Vn € IN. Portanto, o lema 3.4(a) de [1],

1sto observamos:

pagina 21, nos fornece:

(o (A) = tim (o' (4,)

n—r—+-oo

= lim .u(An)

n— oo
+oo
(0
n=1
= U (A).

Usamos na segunda igualdade o fato de que cada A,, € A e que u € o-invariante nos elementos
de A e usamos na terceira igualdade o lema 3.4(a) de [1], novamente. Isto nos mostra que A € C

e, portanto, C € fechada para unides enumeraveis mondtonas.

~+oo
Agora seja (A,)ev uma sequéncia mondtona nao-crescente em C e seja A = ﬂ A,

n=1

Como cada A, € C, entdo cada A, € BB e, portanto, A € B. Queremos mostrar que A € C, para

p(o ' (A) =p <61 <6A>>

+oo
=Uu <ﬂ Gl(An)> .
n=1

1sto observamos:
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Como A, DA, 1,Vn € N, entdo G_I(An) D G_I(Anﬂ),Vn € IN. Portanto, o lema 3.4(b) de [1],

pagina 21, nos fornece:

u (o™ (@) = tim_p (o~ (4)

n— oo

= lim .u(An)

n—r+oo
+oo
(i
n=1
=u(A).

Usamos na segunda igualdade o fato de que cada A, € A e que u é o-invariante nos elementos
de A e usamos na terceira igualdade o lema 3.4(b) de [1], novamente. Isto nos mostra que A € C
e, portanto, C é fechada para intersec¢des enumeraveis monétonas. Consequentemente, C € uma
classe mondtona e, pelo que discutimos antes, o teorema das classes mondtonas nos garante que
B C C, ou seja,

i (o7 (4) = u(A)

para cada A € B.

Mais ainda, por indugdo, seja j € IN tal que

para todo A € B, entdo
p(o~UH(A)) = u(o™/ (67 1(A))).
Como ¢! (A) € B, anossa hipdtese de induc@o nos fornece:
u(o~V(4) = p(o~' (1)
= 1(A).
Decorre do principio de indugdo finita que
n(o™/(A)) = u(A),
paratodo A € B e todo j € IN.

Q.E.D.
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Agora apresentaremos uma defini¢ao e mostraremos um lema importantissimos para 0 nosso

objetivo.

Definicao 12. Um sistema (o, i), onde ¢ € uma fun¢do mensurdvel e yu € uma medida o-

invariante, € mixing (ou misturador), se para cada B e C mensuraveis tem-se

jl_iglwu(Bﬁ 67/(C)) = w(B)L(C).

A seguir mostraremos que o shift de Bernoulli satisfaz uma propriedade mais forte até do que a

propriedade mixing.

Lema 1. Se B e C sdo unides finitas de cilindros dois-a-dois disjuntos, entdo tem-se

u(BNc™(C)) = u(B)u(o™/(C)) = u(B)u(C),

para todo j suficientemente grande.

Demonstracdo. Inicialmente, iremos supor que B e C sdo cilindros, sabidamente B = [k :

By,...,B;le C = [m:Cy,...,C,]. Entio,
6 (C)=[m+j:Cn,...,Cil,
para cada j € IN.
Como NN € ilimitado superiormente, entdao existe um ro € IN tal que ro > [ —m. Dai, se
jeINétalque j > rg>1—m,entdo j > —m, ouseja, m+ j > [. Logo,

BﬁG_j(C) = [k : Bk,...,Bl] ﬂG_j([m : Cm,--',Cn])

= [k:By,...,Bj|N[m+j:Cp,...,Cp]

{(xr)r]xk € By,...,x; € Bl}ﬂ{(xi)i|xm+j € Cy, vy Xptj € Cn}

{(x0)elxk € Biy ooy X1 € BiyXimsj € Gty ooy Xt j € Gy}
= {(x)¢|xx € Bi, .., x1 € Byxp1 € X, Xt j—1 € X, Xt j € Copy ooy Xt j € G}

= [k : Bk,...,Bl,X,...,X,Cm,...,Cn],



onde X aparece m+ j— [ —1 vezes.

Portanto, obtemos que

u(BNo/(C)) = u([k: B,....B;,X,....X,Cp, ...,Cp])
=P(By)-...-P(B;)-P(X)-.... P(X)-P(Cpy) - ...
= P(By)-...-P(B)) - 1" =I=L p(C,) - ... - P(Cy)
=P(By)-...-P(B;)- P(Cn) - ... P(Cy)
= u(k: By,...,Bl))u([m: Cp, ... Cal)
= n(B)u(C),

34

'P<Cn)

para todo j suficientemente grande (ou seja, para todo j > rp). Isto mostra o lema para o caso

particular em que B e C sdo cilindros.

Agora, suponhamos que

r s
B=|JBieC={]C,
k=1 i=1

onde By,...,B,,Cy,...,C; sdo todos cilindros e B;NB; = J,sei# je GNC; = J,se i # j.

Assim,

uBNG/(C)) =u

OndeI'={1,....,r} x{1,...;s}.
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Agora, perceba que se k # t, entdo B,y N B; = &. Logo,

[BeNo ™/ (C)IN[B NG (Co)] = [BeN B N[/ (C)N T (C,)]
=oN [G_j(ci) N G_j(co)]

=d.

Além disto, se i # o, entdo C;NC, = &. Donde,

Portanto, B, N6/ (C;) sio dois-a-dois disjuntos. Pois se By N6 /(C;) e B, N6 /(C,) sdo tais

que (k,i) # (t,0), entdo k # t ou i # o0 e, em ambos 0s casos, temos
[Bino ™/ (C)]N[B.No™/(C,)] = [BkNB]N [/ (C))no(C,)] = 2.

O que nos fornece:

u(BNo/(C)) = u( U Bino™ j(Ci)))
(k,

er

= Y (uBno/(C)))

I
—
=
—~
=
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~—
=
~~
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a
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=
G

Concluimos assim que u(BN o /(C)) = u (B) 1 (C), para todo j suficientemente grande.
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Q. E.D.

Vamos agora generalizar o lema e assim mostraremos que o shift de Bernoulli € de fato mixing.

A demonstracdo a seguir foi retirada da demonstracdo do Lema 7.1.2 de [7], paginas 170 e 171:

Lema 2. Sejam f uma fun¢do mensuravel e (t uma probabilidade f-invariante e suponha que

lim p(f"(A)NB) = n(A)u(B),

n—soo

para todo par de conjuntos A e B em alguma algebra A geradora da o-dlgebra dos conjuntos
mensuraveis (a colecao de todas as unides finitas de cilindros dois-a-dois disjuntos é uma tal

algebra para B). Entdo (f, i) é misturador (mixing).

Demonstracdo. Seja C a familia de todos os conjuntos mensuraveis A tais que

u(f"(A)NB) — u(A)u(B)

para todo B € A.. Por hipétese, C contém A. Afirmamos que C é uma classe monétona. De fato,
~+oo

sejam A; C ... CA; C...elementos de Ce seja A = U Ayg.
k=1

Como Ay — A, entdo u(A;) — t(A). Logo, dado € > 0 existe kg > 1 tal que

[L(A) — (A = [W(A—Ap)| = u(A—Ap) <&
para todo k > k.

Além disso, para todon > 1,

[ (f~"(A)NB) —u(f " (A) NB)| = [u(f™"(A—Ar) NB)|
= u(f"(A—Ar)NB)
<u(f(A—Ay))
= 1(A —A)

< E.

Para todo k > kg fixado, o fato de que Ay € C garante que existe um n(k) > 1 tal que
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lu(f"(Ax)NB) — u(Ax)u(B)| < € para todo n > n(k).

Dai, concluimos que

| (f"(A)NB) — u(A)u(B)| = [u(f"(A)NB) — u(f~"(Ax) NB) + 1 (f " (Ar) N B) — u(Ar) 1 (B)
+ (AU (B) — w(A)u(B)|

< |u(f"(A)NB) — u(f " (AK) NB)| + [ (f " (Ae) NB) — u(Ar)u(B)|
+ (A (B) — u(A)u(B)|

<e+e+e-u(B)

— - (2+u(B)).

Como € > 0 é arbitrario, isto mostra que u(f "(A)NB) — w(A)u(B). O que nos dizque A € C

e, portanto, C é fechada para unides enumerdveis monotonas.
~+oo
Sejam, agora, A1 O ... D Ay O ... elementos de C e seja A = ﬂ Ay.

k=1

Como Ay — A, entdo u(A;) — t(A). Logo, dado € > 0 existe kg > 1 tal que

[u(A) — u(An)] = (A=A = u(A—Ap) <
para todo k > k.

Além disso, para todon > 1,

(u(f"(A)NB) —u(f"(Ar) NB)| = [u(f (A —Ax) N B)|
=u(f"(A—-ANB)
<Su(fT(A—Ap)
= W(A —A)

< E.
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Para todo k > kg fixado, o fato de que Ay € C garante que existe um n(k) > 1 tal que
li(f"(Ax) NB) — u(Ap)u(B)| < € para todo n > n(k).

Dai, concluimos que

[u(f~"(A)NB) = (A u(B)| = u(f"(A) N B) — u(f"(Ax) N B) + i (f " (Ax) N B) — p(Ar) 1 (B)
+ (A (B) — p(A)u(B)|

< |u(f"(A)NB) — u(f " (AK) NB)| + [ (f " (Ae) NB) — u(Ar) u(B)|
+ (A (B) — u(A)u(B)|

<e+e+e-uB)

— - (2+u(B)).

Como € > 0 é arbitrdrio, isto mostra que u(f~"(A)NB) — w(A)u(B). Ouseja, A € C e, portanto,

C € fechada para interseccdes enumerdveis monotonas.

Portanto, C € uma classe mondétona, tal como afirmamos. Pelo teorema das classes mondtonas,

segue que C contém todo conjunto mensuravel: para todo conjunto mensuravel A tem-se

lim p(f"(A)NB) = u(A)u(B) paratodo B € A.

n—4-o0

Resta deduzir que esta propriedade vale para todo conjunto mensuravel B.

Seja, agora, C a familia de todos os conjuntos mensuraveis B tais que

u(f"(A)NB) — u(A)u(B)

para todo A mensuravel. Pelo que acabamos de mostrar, C contém A. Afirmamos que C € uma
~+oo

classe mondétona. De fato, sejam By C ... C By, C ... elementos de C e seja B = U B;.
k=1

Como By — B, entdo i (By) — i (B). Logo, dado € > 0 existe kg > 1 tal que
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[u(B) — u(Bi)| = [u(B—Bi)| = u(B—By) < €
para todo k > k.

Além disso, para todo n > 1,

lu(f"(A)NB) —u(f"(A)NBy)| = |u(f"(A)N (B~ By))|
= u(f"(A)N (B —By))
< u(B—By))

< E.

Para todo k > kg fixado, o fato de que By € C garante que existe um n(k) > 1 tal que
lw(f"(A)NBy) — u(A)u(By)| < € para todo n > n(k).

Dai, concluimos que

\w(f(A)NB) — w(A)u(B)| = |u(f(A)NB) — u(f"(A)NBy) + u(f"(A) N By) — u(A)u(By)
+ U (A)u(By) — u(A)u(B)|

< |u(F A NB) — w(f " (A)NBi) | + (" (A) NBr) — w(A) (B |
+[u(A)p(By) — u(A)u(B)|

<e+e+e-uA)
— & (24 u(A)).

Como € > 0 é arbitrério, isto mostra que i (f "(A)NB) — uw(A)u(B). Ou seja, B € C e, portanto,

C é fechada para unides enumerdveis monotonas.
~+oo
Sejam, agora, By O ... O B, O ... elementos de C e seja B = ﬂ B
k=1

Como By, — B, entdo u(By) — p(B). Logo, dado € > 0 existe kg > 1 tal que
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|u(B) — u(By)| = |u(B—By)| = u(B—By) < €

para todo k > k.

Além disso, para todon > 1,

lu(f"(A)NB) —u(f"(A)NBy)| = |u(f"(A)N (B~ By))|
= u(f"(A)N (B —By))
< u(B—By)

< E.

Para todo k > kg fixado, o fato de que By € C garante que existe um n(k) > 1 tal que

i (f"(A)NBy) — u(A)u(By)| < € para todo n > n(k).

Dai, concluimos que

| (F"(A)NB) — uw(A)u(B)| = [u(f"(A)NB) — u(f~"(A) N Br) + 1 (f"(A) N Bi) — w(A)u(By)
+u(A)u(Br) —u(A)u(B)|

< |w(f~"(A)NB) — u(f (A NBY)| + | (F"(A) N By) — t(A)u(By)|
+ (A (Bi) — u(A)u(B)|

<et+e+e-uA)
— e (2+u(A)).

Como € > 0 € arbitrério, isto mostra que i (f~ "(A)NB) — u(A)u(B). Ou seja, B € C e, portanto,

C é fechada para interse¢des enumeraveis mondtonas.

Portanto, C € uma classe mondtona, tal como afirmamos. Pelo teorema das classes mondtonas,

segue que C contém todo conjunto mensuravel: para todo conjunto mensuravel B tem-se

lim u(f"(A)NB) = u(A)u(B) para todo A mensurdvel.

n—r—+oo
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Q.E.D.

E isto nos diz que o shift de Bernoulli é um sistema mixing. Consideremos agora a seguinte

definicao:

Definicdo 13. Consideremos um espago de probabilidade (X, X,m) com uma fun¢do 7 : X — X
X-mensuravel e cuja probabilidade m seja T-invariante. Dizemos que A € X é um mensuravel

invariante (sob a acdo de T), se T~ (A) = A.

Agora fornecemos a defini¢do de sistema ergddico:

Definicdo 14. Consideremos um espago de probabilidade (X, X,m) com uma fun¢do 7 : X — X
X-mensurével e cuja probabilidade m seja T-invariante. Dizemos que o sistema (7,m) ¢ ergé-
dico, se sempre que A € X é um mensurdvel invariante temos necessariamente que m(A) = 0 ou

m(A) = 1.

Como consequéncia dos lemas anteriores, mostraremos que o deslocamento de Bernoulli (o, )

€ um sistema ergodico.

Teorema 5. O shift de Bernoulli (o, it) é ergddico.

Demonstracio. De fato, se A € B é tal que 6~ (A) = A, entdo 6 7/ (A) = A,V € N. Por um

lado, a propriedade mixing nos da que

Jim p(AN077(4)) = p(4)-p(A) = p(A)*.

Por outro lado, o fato de A ser um mensurdvel invariante nos diz que

li ANoc/(A)) = li ANA) = li A)=u(A).
j;rfwu( o/ (A)) j;rfwu( ) jiTw“() u(A)

Portanto,



O que nos fornece t (A) =0ou u(A) = 1.

Q.E.D.

42
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5 UMA APLICACAO

Alguns resultados presentes aqui nesta se¢do nao serdo demonstrados, mas serdo adequada-
mente referenciados. De agora em diante fixaremos o espago de probabilidade (X, X, P) com
X =A{1,...,d},onded € Ne X = & (X) e consideraremos o espago simbdlico (£, B, i) cons-

truido a partir deste espaco de probabilidade.

Iniciamos nossa discussao com a seguinte defini¢do importante.

Definicao 15. Seja X um conjunto qualquer. Uma fungdo d : X X X — R €é uma métrica para X,

se:
M1) d(x,y) > 0,vx,y € X;
M2)d(x,y) =0 x=y;
M3) d(x,y) =d(y,x),Vx,y € X;
M4) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y),Vx,y,z € X.

Queremos construir uma métrica para X, para isto fixaremos um nimero 6 € (0,1). A partir

deste nimero vamos definir a seguinte func¢do dg : £ X ¥ — R por

+oo
d@ (xay) = Z ek' (1 _3(xk7yk))7
k=1

onde X,y € Za X = (x17x2ax37x47"') V= (}’1,}’27)’3a)’4a ) ¢

1, se x; = yi
O (X, k) =
0, se xx 7 yx

€ o delta de Kronecker.

Teorema 6. A fungdo dy : X X ¥ — R € uma métrica para X.

Demonstracao. Primeiro, percebamos que esta fungdo estd bem-definida, isto é, a série apresen-
tada é convergente, pois 0 < 0 < 1 e, portanto, 0 < ok < 1,Vk € IN. Além disto, da defini¢do do
delta de Kronecker & (x;,yx) € {0,1},Vk € IN. Assim, 1 — & (xt,yx) € {0,1}. O que nos diz que

0<1 —S(Xk,yk) <1,Vk € N.
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Logo,
0< 0% (18 (xp,y)) <6 Vk €.
Assim,
m m
Z xk,yk Z ,Vm € IN.
—+oo
Como 0 < 6 < 1, entdo a série geométrica Z 0k ¢ convergente (ver exemplo 24 de [9], paginas
k=1
135 e 136) e, portanto, via critério de comparacao (coroldrio do teorema 16 de [9], pagina 137)
~+oo
obtemos que Z 6% - (1 — 8 (xx,yx)) é convergente e mostramos também que (M1) é valida, isto

k=1
é,dg (x,y) >0,Vx,y € X.

Vemos que para cada x € X, se x = (x1,x,x3,...), entdo

dg (x,x) = Jio 0% (1 -8 (xp,x1)) -
k=1

Por defini¢do do delta de Kronecker, temos que
0 (xp,x;) = 1,Vk € IN.
Portanto,
1 — 6 (xg,x;) =0,Vk € IN.

O que nos fornece

Zek (1—8 (xp,xz)) Zek
k=1
:Zo
k=1
=0.

Ou seja, dg (x,x) = 0,Vx € X. Por outro lado, sejam x,y € X, x = (x1,x2,x3,...),¥ = (y1,¥2,¥3,-.-)

tais que
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d@ (X,y):()

Entao,

© ok

Y 6% (1—8 (xi,3)) =0.

k=1
Ou ainda,

. AL k. . .

mlggmkgle (1= 8 (xt,3%)) = 0. (5.1)

Agora, lembramos que 8 >0e 1 —§ (x%,yx) > 0,Vk € IN. Portanto,

6% . (1—8 (x,yx)) > 0,Vk € N. (5.2)

k=1
ndo-decrescente, enquanto que (5.1) nos fornece que a mesma sequéncia € limitada (vide teorema

m
Ora, (5.2) nos fornece que a sequéncia Z 0% (1 -6 (x, yk))> ¢ uma sequéncia monétona
mcIN

3 de [9], pagina 110) e, portanto, via teorema 4 de [9], pagina 111, temos que

lim i 0% (1 -8 (xp, 1)) = sup{f 0% - (1—8 (xe, ) €R |me ]N} : (5.3)
k=1 k=1

m——+oo

Portanto, de (5.1) e (5.3) obtemos que
m
sup ZGk-(I—S(xk,yk)) eR|meN;,;=0.
k=1
Dai, pela defini¢ao de supremo (cota superior) e lembrando de (5.2) obtemos
m
0< Y 0% (1—8(x, ) <0,¥m e N.
k=1
O que nos diz que

Y 0% (1—6 (i, ) =0,Vm € IN.
k=1
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Consequentemente, por (5.2) (uma soma de nimeros nao-negativos resulta em 0 se, e somente

se, cada numero for 0) ficamos com
0% (1 -8 (xx,y¢)) = 0,Vk € IN.
Lembramos que oF > 0,Vk € IN e obtemos, entdo, que
1—0 (x¢,yx) =0,Vk € N.
Ou ainda,
O (xg,yr) = 1,Vk € IN.

Mas, da definicao do delta de Kronecker, isto significa que x; = y, Vk € IN. Em outras palavras,

x =y. Provamos (M2), dg (x,y) =0 & x=y.

Agora, percebamos que para x,y € X,x = (x1,x2,x3,...),y = (¥1,¥2,)3,...) temos que

+oo
d9 <X7y) = Z ek' (1 - S(Xkuyk))
k=1

Y 65 (15 ()
k=1

=dy (y7x) .

O que prova (M3). Consideremos agora x,y,z € L.x = (X1,X2,X3,...),¥ = (V1,Y2,V3,---) ,Z =

(z1,22,23,...) € analisaremos se a inequagdo a seguir pode ser falsa

1— 8 (g, yx) < [1—6 (xx, )]+ [1— 0 (zx,yx)] -

Como o delta de Kronecker s6 resulta em 0 ou 1, entdo o termo do lado esquerdo da inequagdo
s6 pode ser 0 ou 1. J4 a soma no lado direito s6 pode ser 0, 1 ou 2. Se o termo no lado esquerdo
for 0, ndo importa o que ocorra no lado direito, a inequacao sempre serd valida. Agora, se o

termo no lado esquerdo for 1 o tnico caso problemaético é o caso em que a soma no lado direito
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¢ igual a 0. Mas a soma no lado direito s6 € 0 se os dois somandos forem iguais a 0. Ou seja,

neste caso problematico devemos ter:

;

1-6 (xkayk) =

1 -6 (xp,2x) =0

1= (zeyk) =0

Mas isto é 0 mesmo que

I
o

& (s, k)

Il
p—

& (i, k)

K5 (xk7yk) =

Ou seja,

;

Xk 7 Yk

Xk = 2k

k= Yk
\

Mas isto € um absurdo, pois se xx = Zx € Zx = Yk, entdo x; = yx. Assim, devemos ter x; # yi e

X = yx. Portanto, este caso problemdtico nunca ocorre. Concluimos assim que
1= 8 (i, ) < [1— 8 (x,2)] + [1 = 6 (zx,31)], Vk € IN.
Logo, se multiplicamos ambos os membros desta desigualdade pelo nimero positivo 6% obtemos

0 (1— 8 (xx, 1)) < 8%+ (1— 8 (xx,21)) + 0% (1= 8 (z, %)) , Yk € IN.

E, portanto, ficamos com

Jf 0k (1— 8 (xp, ) < Jf 0% (1—8 (x,z)) + Jf 0% (1—8 (zk,)1)) -
k=1 k=1 k=1
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Ou, em outras palavras,

dG (-x7y) < d@ (X,Z) +d9 (Zay) ,Vx,y,z S

(M4) estd provada. Consequentemente, dg : £ X ¥ — R é uma métrica em X, como afirmamos.
Q.E.D.
Vamos considerar agora o conjunto
Fo={f:Z2—=R|JFKeR,|f(x)—f(y)| <k-dg(x,y),Vx,y €L}

de todas as funcdes (de valores reais) de Lipschitz definidas em X. Vamos mostrar que Fy com
a soma usual de fun¢des e o produto de uma funcdo por um escalar real usual definem um
subespaco vetorial do espago vetorial real (% (£;R),+,-,R), onde .Z (£;R) é o conjunto de

todas as funcoes f: X — R.

Teorema 7. Fy é um subespago vetorial de .7 (£;R).

Demonstrac¢ao. Primeiro, notamos que a fun¢do nula n : £ — R € um elemento de Fy. De fato,

dados x,y € X temos que

In(x) —n(y)| =10—0] =0<dg (x,y) = 1-dg (x,y).

Portanto, com n € Fy. Agora, sejam f,g € Fy e o € R. Entdo, existem H,K > 0 tais que

|f(x) = f(y)| <H-dg(x,y),Vx,ye X

|g(x) —g(y)| < K -dg (x,y),Vx,y €X

Desta forma, vemos que para quaisquer x,y € X valem
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(f+o-g)x)—(f+a-gO=If()+agx)—f)—a gD
< fE) = fO)l+ e (g(x) — ()]
< f) = fO)+ e - [(g(x) —g(v)]
< H-dg(x,y)+|o|-K-dg(x,y)
= (H +|a|-K)dg (x,y).

Como H,K,|o| >0, entdo H+|ct|-K > 0e, assim, f+ - g € Fg,Vf,g € Fg,Vo € R. Conse-
quentemente, (Fy,+,-,R) é um subespago vetorial de (. (£;R),+,-,R).

Q.E.D.

Se f € Fy, entdo existe um k € N tal que

If (x) = f ()| < k-dg (x,y),Vx,y € L.

Logo, se x # y, ficamos com

S () = f )

<k.
d9 (.Xf,y) B

S () —f )l X . }
de(x,y) EIR| 7}7627 7éy -E

pela completude de R (veja [9] pagina 80, logo abaixo do exemplo 14) existe 0 nimero supAy.

Ou seja, k € uma cota superior para o conjunto Ay = {

Desta forma, podemos definir a seguinte fungdo ||, : Fg — R por

S () = fO)]

6R|x,y€2,x7éy},Vf€F9.
de(xay)

P—

O ntimero |f|4 é chamado de a melhor constante de Lipschitz da funcio f.

Por outro lado, se fixamos y € X, entdo ficamos com

lf ()= f )| <k-dg(x,y),Vx X

Como
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f@I=fOI<If () —F),vxeX

entao

lf ()| = |f ()| <k-dg(x,y),Vx€X.

O que nos fornece:

If ()| <k-dg(x,y)+|f(y)],Vx€X.

Lembramos que

do(x.y) = ¥ 6% (1— 5(xiy0)).
k=1

Como 1 — 6 (xg,yx) < 1, entdo

Ou seja,

1
|f(x)|§k-m+|f(y)\,Vx€E.

1
Como y € X estd fixado, entdo o termo k - ) + |f (y)| € um niimero real constante e é uma

cota superior para o conjunto By = {|f(x)| € R |x € £}. Novamente pela completude de R

existe o nimero real sup By. Isto nos permite definir a seguinte funcdo ||, : Fp — R por

[fleo = sup{|f(x)| € R | x € £} ,Vf € Fo.

Vamos dar uma definicao importante para o que se seguird em nossa discussao.
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Definicao 16. Seja X um espaco vetorial sobre R. Uma funcdo n: X — R € uma norma em X,
se:
(N1) n(x
(N2) n(x
(N3) n(ax) = |al-n(x),Vx e X, € R;
(N4) n(x+y) <n(x)+n(y),Vx,y € X.

>0,Vx e X;

)
)

0 x=0;

Queremos construir uma norma para o espago Fy, entdo vamos definir a fungdo ||-|| : Fp — R

por

1 llg = 1f1o +1f1e, VS € Fo
e mostraremos a seguir que a fungio ||-||4 € realmente uma norma em Fp.

Teorema 8. ||-||, € uma norma em Fjp.

Demonstracao. Para isto, comecamos notando que para cada f € Fg temos que

f@-FO) -

_ f (%) = f )
|f|9—sup{d—E]R|x,y€Z,x7£y}Z de(x,y) =

9(x7y)

Vx,y X, x#ye,
fle =sup{[f(x)| € R[x€X}>|f(x)| >0,Vx €L

Portanto,

1f1le = |f16 + 1/l = 0,V € Fo.

O que prova (N1). Além disto, se f € Fy for tal que

1£1le =0,

entao



[flo+1fle=0
Logo, devemos ter
[flg=0
fl=0

O que vai nos fornecer (pela defini¢do de supremo - cota superior) que

If(x)=fO)
Tdelry) 0,vx,y€eE,x#y
If(z)|=0,vzeX

Ou ainda,

fx)=f(),vx,yeX
f(z)=0,vz€X

Portanto, se f € Fy é tal que ||f||, =0, entdo f = 0. Por outro lado, se f = 0, entdo

€R|x,y€Z,x7éy}

1o = sup{ L0
{

E]R|xy€2x7éy}

ER|xy€Zx7éy}

||

r—’H
N

D

—~

=

<

~—
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[fleo = sup{lf(x)| € R | x € X}
=sup{|0] e R|x€X}
= sup{0}
=0.

Portanto,

1flle = |flg +1flew =0+0=0.

Ou seja, mostramos que ||f||; =0 < f =0, o que prova (N2). Agora, seja € € R. Entdo

(utilizando o lema 2 de [11], p4gina 118):

e fllg =€ flg+ e [l

e fm e 0]
B p{ dg (x,y)

E]R]x,yEZ,x#y}+sup{|8~f(x)| eR|xeX}

:sup{‘g'(fd(:()xjyf)c(y”' GR]x,yEZ,x#y}+sup{|8|-\f(x)| cR|xecx)
—sup{le LE IO gy x sy} 4l sl € R e )
—tel-sup{ LI TN € ey e ma eyl sup (L] € R v )
—tel-[sup { LI e R pxy ey w70l € R e )

~ lel-\flq +1fl.]

= le[-[1f1le-

Portanto, ||€- f||g = |€| - || f]|g,Vf € Fo,Ve € R e (N3) estd provada. Por fim, sejam f,g € Fp.
Vemos que (utilizando os lemas 1 e 2 de [11], paginas 117 e 118):
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f+sgll=le-f+glo+le- f+8le

_apd 8 ()~ (f+8) ()] . X “w . B
—sup { IO ULOON ¢ Ry ezt s} sup{(7-+9) (] € Rl ve )

_apd T 8@~ ) —g0)l
B p{ d9<x7y)

eRmeE&x#y}+wpﬂﬂﬂ+g@HGRJxEZ}

g (x) —g ()]

£ —10)]
Sw% do (x,)

dg(X,y>
+sup{[f(x)] € R|xeX}+sup{lg(x)| e R|xeX}

i) o {ELE0 o)

:{wp{igiiilneRﬂ&yELx%y}+amﬂﬂwhﬂRMezﬂ

+[wp{gg;zggﬂeRﬂmyGLx#y}+mm{@@ﬂGRJx624

= [lfl +1f1e] + [lelo + [8]ec]

= If1le +1lllo-

Ou seja, || f+gl| < ||fllg+1lgllg, VS, & € Fo. Mostramos (N4). Consequentemente, ||-||o € uma

norma para o espago vetorial (Fg,+,-,R).

Q.E.D.
Teorema 9. (Fy,+,-,R,||-||) € um espago de Banach.
Demonstracao. Confira [10], teorema 5.4, paginas 42 e 43.

Q.E.D.

Vamos considerar também os espacos L' (X,B,u) e L= (X,1B, 1) de todas as classes de p-
equivaléncia de funcdes integraveis e de todas as classes de funcdes B-mensuraveis limitadas em

u-quase todos os pontos (consulte [1], defini¢Ges 6.6 € 6.15, paginas 54 e 60), respectivamente.

Teorema 10. L' (£, B, 1) é um espaco de Banach.

Demonstracao. Consulte [1], teorema 6.14, paginas 59 e 60.
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Q.E.D.

Teorema 11. L (X,B, i) é um espago de Banach.

Demonstracao. Consulte [10], teorema 5.2, paginas 40 e 41.
Q.E.D.

N6s agora daremos mais algumas defini¢des importantes.

Definicao 17. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e 7 : X — Y um operador linear. Dizemos

que T € um operador linear compacto, se para cada M C X limitado tem-se que o fecho 7(M) da

imagem de M é um subconjunto compacto de Y.

Defini¢ao 18. Dizemos que um espaco normado F é compactamente imerso num espago normado

L,se FCLeainclusdo j: F — L, j(x) =x,Vx € F, é um operador linear compacto.

Se definirmos a aplicagéo i : Fg — L™ (X,1B, 1) por

i(f)=1f],Vf € Fy,

entdo podemos definir também:

ED [|[f]llg = inf{[lgllg € R | g € [f]},Vf € Fp;
(E2) [f]+[g] =[f+8],Vf,g € Fo:

(E3) o [f] =[x f],Vf € Fp,Va € R;

(E4) [Fo] ={[f] € L”(X,B,u) | f € Fp}.

E a partir de todas estas defini¢des, pode-se mostrar que [Fy|, com as operagdes definidas acima

por (E2) e (E3), é um subespago vetorial de L™ (X,1B, i), normado com norma definida por (E1),

e vale o seguinte resultado.

Teorema 12. [Fy| é compactamente imerso em L™ (X, B, ut).
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Demonstracao. Consulte [10], teorema 5.9, paginas 44 e 45. Consulte também teorema 8.1-3

de [12], pagina 407.
Q.E.D.

Daqui em diante identificaremos Fyg com [Fp| assim como identificaremos f € Fy com [f] € [Fp],

e o faremos sem mais comentarios.

Definicdio 19. Seja agora Py : L' (X, B, 1) — L' (X, B, 1) o operador de Perron-Frobenius asso-

ciado ao shift de Bernoulli, isto é, o tinico operador linear tal que

/((poc)wdu = /<pPa(w)du,

paracada @ € L™ (£,B, 1),y € L' (£, B, it) . Para uma demonstracdo da existéncia de tal opera-

dor consulte o teorema 3.7 de [10], paginas 23 - 26.

Sabemos que Fy € Ps-invariante (consequéncia da proposic¢ao 5.11 de [10], paginas 45, 46 ¢ 47),

portanto faz sentido estudarmos a sua restri¢do ao conjunto Fy, isto é, P : Fg — Fg.

Teorema 13. (Desigualdade de Lasota-Yorke)

Existem o € [0,1) e C > 0 tais que para cada ¢ € Fy vale a desigualdade

1Ps9@llg < afl@]lg +Cllo]., -

Demonstracao. Consulte a proposicao 5.11 de [10], paginas 45 - 47.
Q.E.D.

Um corolério deste teorema nos sera importante.

Teorema 14. (Corolario de Lasota-Yorke)

Existem o € [0,1) e D € R tais que para cada n € IN vale a desigualdade

|P50llg < " ||@llg +Dll@]., .

Demonstracao. Consulte o corolario 5.12 de [10], pagina 47.
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Q.E.D.

Teorema 15. (Teorema da limitacao uniforme de Banach-Steinhaus)
Sejam C um espaco de Banach e D um espago normado e seja (7,),cn uma sequéncia de

operadores lineares limitados 7, : C — D,Vn € IN. Se para cada x € C existe um Cy > 0O tal que
sup{||Th(x)]| e R|ne N} <Cy,

entdo existe K > 0 tal que

sup{||T;|| € R | n € N} <K.

Demonstracao. Consulte o teorema 4.7-3 de [12], pagina 249.
Q.E.D.

Teorema 16. (Teorema de Ionescu-Tulcea e Marinescu)
Sejam (F,||-||z) e (L,]|-||;) espagos de Banach tais que F C L e seja P : F — L um operador

linear limitado sobre as normas ||-|| e ||-||;. Suponhamos:

A) Se (fy)new € uma sequénciaem F, f € L, li_r)n || fu — fll, =0 e existe C > 0 tal que || fy]|p <
n—roo
C,VneN,entdo f € Fe ||f|| <C;

B) O conjunto {||P"f||, € R|n € NU{0}, f € F,||f]|, < 1} é limitado;

C) Existem ng € N, € [0,1),8 € R tais que para cada f € F vale

1PNl < el fllr+BISL;

D) Se V é um conjunto limitado no espago (F, ||-|| ), entdo para cada n € IN o fecho P"V de sua

imagem pelo operador P" : F — L é compacto no espaco (L, |||, ).

Se estas hipéteses sdo satisfeitas, entdo existe um nimero finito de autovalores Ay, ...,A; €
R de P: F — F e subespagos vetoriais de dimensdo finita £y ,...,E; de F tais que E), =
{9 e F|P(p)=Lo},Vi=1,...k. Além disto, |A;| = 1,Vi=1,...,k. E também existem
operadores lineares P; : F' — E, ,i = 1,...,k tais que para cada n € IN temos

k

i=1
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onde P; é uma projegdo sobre Ej, ||F|| < 1,Vi=1,...,.k e N: F — F é um operador linear
com raio espectral p(N) < 1. Por fim, vale que P,P; = P;P, = 0,i # j,PP=PNi=1,.. ke
PN=NP.=0VYi=1,..,k

Demonstracao. Este resultado é demonstrado no artigo original [5].
Q.E.D.

Teorema 17. O operador Ps; de Perron-Frobenius associado ao shift de Bernoulli satisfaz as
hipéteses A), B), C) e D) do Teorema de Ionescu-Tulcea e Marinescu. Onde o operador esta

definido como Py : Fg — Fy,Ps : L™ (X,B,u) — L*(X,B,u) e Ps : Fg — L™(Z,B,u).

Demonstracao. A) ¢ satisfeita pelo teorema 9, em que Fy estd compactamente imerso em
L”(X,B,u). Agora para mostrar B) veremos que Ps € uniformemente limitado. Para isto, vemos

que se n € IN e ¢ € Fy satisfaz ||@||, < 1, entdo

1P5 ¢l < [[P5]l-[[@]l
<|Psll-1

= [|P5ll,

percebamos que para cada ¢ € Fy o nimero ||P5|| € uma constante que depende de n € IN e ndo
depende de ¢, portanto, o teorema da limita¢do uniforme de Banach-Steinhaus nos garante que

existe um nimero K > 0 que para todo n € IN satisfaz
1Pl < K.
Consequentemente, obtemos que
175l < K,
para todo n € IN e toda @ € Fp que satisfaca || @||., < 1. O que significa que o conjunto
{IFsoll.. € R|[ne NU{O}, ¢ € Fo, [ @]l <1}
€ limitado. O que prova B).

O item C) decorre da desigualdade de Lasota-Yorke. Agora para o item D) consideremos V um

subconjunto limitado de Fyg. Vamos mostrar que P%V é compacto em L (X, 1B, u). Para isto,
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consideremos uma sequéncia (Pg @ )xey em PgV.

Como V ¢ limitado em Fy e Fy estd compactamente imerso em L™ (X, 1B, i), entdo (¢)reN
admite uma subsequéncia (¢;) jew que converge para alguma ¢ em L”(X,B, ut). Logo, como
Ps é uma contragdo fraca, e portanto € um operador linear continuo, entdo (P (pkj) jenN € uma

subsequéncia convergente de (P @y )reNv € converge para Po.

Mostramos assim que toda sequéncia em PgV possui uma subsequéncia convergente para um
elemento de P2V . Pois bem, seja agora uma sequéncia (¥, ),,cn em P2V. Entdo para cada v,
existe uma sequéncia (Ps@;) jeiw em PgV que converge para ¥;,. Pelo que acabamos de mostrar,
alguma subsequéncia de (P5@;) jew converge para um elemento de PgV, mas como (Ps@;) jeiv
converge para Y, entdo todas as suas subsequéncias também convergem para V. Logo,
Y € PLV. Ou seja, (W) men € uma sequéncia em P4V e, portanto, possui uma subsequéncia
convergente para um elemento de PLV C PZV. Entdo mostramos que toda sequéncia em PV
admite uma subsequéncia convergente em PZV. O que significa que P2V é sequencialmente
compacto e, como L”(X,B, i) é um espaco métrico, P2V é compacto em L*(Z,1B, it). O que

prova o item D).
Q.E.D.

Teorema 18. Seja Ps o operador de Perron-Frobenius associado ao shift de Bernoulli e sejam

A, A2,..., 44 € R os seus autovalores. Entdo, por (o, 1) ser mixing, temos que A} = ... = A4, = 1.

Demonstracao. Sabemos que para quaisquer mensuraveis A, B € IB tem-se

lim u(ANo™/(B)) =u(A)u(B).

oo

Ou seja, por defini¢do de integral de Lebesgue,

tim [ Ao smdn = [ 2adn [ zadn.

oo

= lim /%A'Xa—j(B)dl-l Z/XAdﬂ/%BdI-L

jrteo

jlm/%m&dewzfmw/mmh

jrtoo
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Se considerarmos agora B = ¥, ficaremos com:

lim /XA‘(XZOGj)d,u:/XAd.u/XZd.u-

jtes

= lim /XA'(XZOGj)d,u:/XAd/-L'“(Z)-
jores

= lim /xA-()@ocj)du:/xAdu-l.
J—rtoo

= lim /XA-(xEoGj)du:/XAd/.L.

Jrteo
Isto vale para cada mensurdvel A € B. Sejam A,B € B dois mensuraveis quaisquer e
sejam o, B € R constantes quaisquer. Entdo valem (aplicando o que acabamos de obter):
1im /xA xzoo’)du /XAWM
J—+oo

lim /XB (xzo0/)du /XBdH

J—rteo
Logo, multiplicando a primeira identidade por o e a segunda por f3, temos:

- lim [ xa-(xzoo0’)du za-/xAdu,
j—>+

B- lim /%B' (xzoo’)du =8 '/%Bdﬂ-
J—toe
Pela linearidade do limite e da integral de Lebesgue ficamos com:

lim /OCXA‘(XZOGj)du :/ochdu,

e

lim /BxB (xz00’)du /ﬁdeu

J—rtee

Somamos estas equagdes e, novamente pela linearidade do limite e da integral, obtemos:

lm [ oya (xzo0/)du+ lim /BXB' (xz00/)du :/ochdqu/Bdeu.
J=ee Jrteo

= lim (OCXA~(xgoGj)—l—ﬁXB'(XZOGj))dH:/(a%A‘f‘BXB)dH

jtes

= lim [ [(axa +ﬁxB)-(x):oa-f)}duzf(axA+ﬁxB)du

jtes
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Prosseguimos da mesma forma e, por indu¢@o, mostramos que:

k
I : i |d :/ | d
j;filw [(Z‘M&) Xro0 ] u (;O‘%A,>

Ou seja,

lim /(p-(x):oof)du=/<pdu,

jotoe

para toda funcdo simples ¢ (consulte a definicdo 4.1 de [1], pagina 27).

Seja v : ¥ — R uma func¢do ndo-negativa e mensurdvel com respeito aos espacos mensu-
raveis (£,B) e (R,S), onde S é a o-dlgebra de Borel de R. Entdo (vialema 2.11 de [1], pdgina
13) existe uma sequéncia mondtona nao-decrescente (¢, ),y de fungdes simples nao-negativas

tal que

v = lim @,.

n——4-oo

Para cada uma destas funcdes simples vale:

lim /fpn- (xzoof)du=/<pndu-

J=ree

n——+oo \ j—4o0 n——+oo

= lim <.lim /(pn Eon d/.t) = lim /gondu

Logo, pelo teorema da convergéncia mondtona (teorema 4.6 de [1], pagina 31), temos que

Jim (]-ETW / O (xzo0 )du> Jim / Pnd L
= [ Jim, g

= /l;/du.

/wdu— lim (.lim /(pn~(xzocj)d,u>. (5.4)

Ou seja, temos que

n—+o0 \ j—+oo

Por outro lado, como ¥ = lim ¢,, vemos que
n—+oo

lim /1,/ (xzo0’/)dp = lim / lim @, (xzo0’)dpu.

J—too Jj—oo ) n—+oo
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Agora, como X5 06/ : £ — R é definida por

(xz067) (x) = 4z (67 (x)) = 1,¥x € %,

pois 67 : £ — X (portanto, 6/ (x) € I, Vx € ¥), entdo xs 06’/ = 1 e, assim,

lim /1// xzocf d/,t— lim / lim ¢,- xZocj)du

J—too j—=4oo ) n—+teo

= lim / lim ¢,-1

J—oo n—r—+oo

= lim / lim @,du

J—4oo ) n—+oo
= / lim @,du.

n—r+oo

Agora, aplicamos o teorema da convergéncia mondtona (teorema 4.6 de [1], pdgina 31) e

obtemos:

fim / v (xzooi)du = lim / Oudlt. (5.5)

Assim, como queremos que

lim /y/.(xzooj)du:/y/du,

joos

entdo, por meio de (5.4) e (5.5), precisamos mostrar que

lim (_lim /(pn x;ocf d,u> = lim /(pndu

n—+oo \ j—4o0 n—r—+oo

Lembramos que )y o o/ = 1. Com isto em maos, obtemos
li li : Ndu ) = 1i li / 1d
s (1 o o0)n) <t o )
=1 li du ).
Jim (1 o)
Percebamos que / ¢,d U ndo depende em nada da varidvel j e, por tal motivo, temos que

lim / Pndpl = / Pnd L.
J—too

Dai, segue que
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, . _ j — i i
([ (o) = ([ ot

= lim /(pndu.

n—4-oo

Mostramos o que precisdvamos. Consequentemente,

jgrfw/w'(hoof)duszdu,

para cada fun¢do y : ¥ — IR ndo-negativa e mensuravel com respeito aos espagos mensuraveis

(Z,B)e (R,S).

Agora seja y : ¥ — R uma fung¢@o integrdvel (consulte a defini¢do 5.1 de [1], pagina 41)
qualquer e sejam W' e Y~ a sua parte positiva e a sua parte negativa, respectivamente. Entio

temos, por definicdo de integral, que:

/ ydp = / yrdu - / ydu.

Como y':X — Rey :X— R sido funcdes ndo-negativas e mensurdveis com respeito

aos espagos mensurdveis (£,B) e (R, $), entdo valem:

tim [y (ool du = [vrap,

jtes

lim /y/-(;@ocﬂ)du:/y/du.

oo

Logo, multiplicando a segunda equacao por —1, obtemos

lim /l//*- (x):ocf")duz/wdu,
J—rtee

\—jgrgm/w‘-(moc")duz—/w‘du~
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Gracas a linearidade da integral de Lebesgue e do limite, temos:

[ fim /w (xz00’/)du = /Wdu,

J—rtoe

lim —y/~(xEoGj)du:/—1//du.

(/e

Somamos estas equacdes e obtemos assim:

_liT /1;/ ZOGJ du—i— 11m / %ZOGJ d/.t /l//+d,u+/ yodu.
Jortee
= lim (w*—w)-(x:ocf)duzf(w*—w)du.
= lim /1//- (%Zoof)d,u:/q/du.
J—rtoo
Portanto,

lim /w~(xzoof)du=/wdu,

jros

para cada funcdo y : ¥ — R integravel.

Agora, aplicamos a relagdo de dualidade do operador Py e ficamos com:

lim /XE-Pé(w)du=/l/fdu.

jroe

= lim [ 1-PL( )du:/wdu.
Jj—>+oo

= lim [ PL( )du:/l//du.

J—roo

Como isto vale para qualquer fungdo integravel ¥, podemos fazer o mesmo com um autovetor
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@; de Ps associado ao autovalor A;. Obtemos assim:

lim [ P (@) du =/¢idu-
jortee

= lim lij(pidu :/qoidu.
J—rteo

- (.hm JL{) : (/(Pidﬂ) =/<pidu-
jrtoe

= lim A/ =1.
oo

Como A, € Re 4| =1,Vie{1,2,...,k},entdo A; = 1 ou A4; = —1. Se A; = —1, entdo

que ndo converge quando j — +oo. Portanto, como

lim A/ =1,
oo

entdo ndo podemos ter A; = —1. Ou seja, A; = 1,Vi € {1,2,....k}.
Q.E.D.

O teorema de Ionescu-Tulcea e Marinescu juntamente com este resultado nos diz que

onde N possui raio espectral p(N) < 1. Observe que como cada P; ¢ uma projegdo e P;P; =

P;P; = 0, sempre que i # j, entdo vale que

(P1+"'+Pk>2:P1+"'+Pk~
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Ou seja, P := P + - -- + P, é uma projecdo e, portanto,
Py =P+N". (5.6)
Teorema 19. Para cada ¢ € Fy vale que P(¢p) = / odu.

Demonstracao. Do teorema de Ionescu-Tulcea e Marinescu cada P; € a projecdo sobre o autoes-
pago associado ao autovalor A;, mas como todos os autovalores sdo iguais a 1, entdo cada P; é
uma projecdo sobre o autoespaco associado ao autovalor 1. Portanto, P é também uma projecao
sobre o autoespago E| = {@ € Fy | Ps(¢) = ¢}. Pode-se mostrar que dimE; = 1, consulte a
proposi¢do 6.5 de [10], paginas 51 - 53. Portanto, E; = span{l}, onde I : ¥ — R denota a
funcdo constante igual a 1 (para verificar que / é um elemento de E;| consulte a observagao

imediatamente acima da proposi¢do 6.5 de [10], pagina 51).

Entdo para cada ¢ € Fy existe um 4, € R tal que
P(@)=2¢-1I.
Logo,

/H@wz/hlw
zh/mw

=Ap-1(X)
= A/(p '1

Portanto, para encontrar uma expressao para P(¢) temos que conhecer . Para isto, observamos

0 seguinte

IN*(@)] < [N"(@)]eo-

Portanto,

/|N”(<0)|du < /IN”(qo)|oodu.
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Perceba que N : Fg — Fy, portanto, N (@) € Fy, ou seja é uma fungdo. Ja [N" ()|« € um nimero

real constante, entao

[ @l < [IN(@)]dn
— V(9| [ 1du
— V(@)1
= V" (9)l-

<IN (@)llo

< [IN"[-lellq -
Agora, lembramos que N possui raio espectral p(N) < 1 e, portanto, existe D > 0 tal que
IN*| <D-p(N)".
Desta forma, ficamos com
[ V(@) < D-p(NY" 1 plo-
Agora, lembramos que
@] < [N @)aw < D-pN)- [l
O que nos diz, finalmente, que
o< [ Wr(e)au| < D-pv)" Il

Agora, como 0 < p(N) < 1, entdo li_r>n p(N)" = 0. Portanto, li_r}nD-p(N)” -l¢|lg = 0. Logo, o

teorema do confronto nos garante que

Consequentemente,
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Fazemos n — oo, e, por um lado, obtemos

lim [ PX( a’,u—hm</P d,u—i—/N" a’,u)

n—yoo n—oo

= lim [ P(¢)du+ lim [ N"(@)du

n—oo Nn—yoo

= lim [ P(¢)du—+0

n—soo

= lim [ P(p)du

n—soo

= / P(p)du

Por outro lado, a relacdo de dualidade nos diz que
. n L (oY
lim [ Pa(@)du = lim [ Pa(p)-1dp
— lim [ @-(100")dp

:lim/(p-ldu

n—oo

= lim / odu

n—oo

= /qodu.

Com estas duas igualdades obtemos que

Lembramos que

ho = [ Plo)du
Portanto,
Ao = / Pdu
Agora, lembramos que
P(Q)=2¢-1

e, obtemos

Concluindo assim que
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Q.E.D.

Uma consequéncia interessante destes fatos € o decaimento exponencial de correlacdes que

enunciamos a seguir.

Teorema 20. Seja (o, 1) o shift de Bernoulli. Entdo existe um ¢ € (0, 1) tal que para cada

Y € Fy e para cada ¢ € L™(X, B, 1) existe uma constante C > 0 que satisfaz:
‘/((poo”)y/du—/(pdu/wdu‘ <C-t",¥YneNN.

Demonstracao. Vemos que / wdu é um nimero real constante e, entdo

‘/((poc”)wdu—/qodu/wdu‘ = ‘/((poc")wdu—/[u (/wdu)]du‘-
Utilizamos a relagiio de dualidade ¢ obtemos:
‘/((poc”)wdu—/wdu/wdu‘z /(P-Pg(ll/)du—/[(p-(/wdu)]du‘
= /[(p-Pc’?(w)—w-(/wduﬂdu‘
= /[QD' (PS(W)—/wdu)ldu'
s/‘qr (Pc’;(w)—/wdu)’du
= [101:|(P3w) - [ vaw ) an
Como || < |@].. ¢ |¢|.. ¢ um nimero real constante, entdo
'/(sooc”)wdu—/qodu/wdu‘ S/I%- (PQ(W)—/wdu)‘du
~lol.. [ |(Paw) [ waw )

Agora, lembramos que / ydu = P(y) e como

du.

Ps(y) =P(y)+N"(y),

entao

Ps(y) = P(y) = N"(v).
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Portanto,

Pay) ~ [ ydu=n"(y).

Logo,
‘/(‘POG")W'IJ—/WH/WW‘ < |‘P|m'/‘(P§(l//)—/l//d,u)‘du
= lpl. [ IV"(w)ld.

Como |[N"(y)| < IN"(y)]., < [[N"(y)||y € como ||[N"(y)|y € um nimero real constante, entdo

[(woavau~ [ pau [vau| <ol [ IV (wllpan
— 9]+ IN"(W)lg - [ 1du
— ol IN"(y) g1

=10l [IN"(w)llg
<@l N[ - Nlwllg-

Como N tem raio espectral 0 < p(N) < 1, entdo existe D > 0 tal que |[N"|| < D-p(N)". Logo,

‘/(woc”)wdu—/wdu/wdu‘ <|@l.-D-p(N)"-|wlg-

SejaC=|o|,-D-||y|/gesejat =p(N). Assim, obtemos que para cada n € IN, para cada y € Fy
e paracada ¢ € L™(X,B,u) vale

‘/((Poc”)wdu—/wdu/wdu‘ <C-1".
Q.E.D.

Este resultado € interessante, pois ele nos diz a velocidade da convergéncia (que a propriedade
mixing garante) / (poo™)ydu — / odu / ydu. No caso, a convergéncia tem velocidade

exponencial.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho construimos um espago de probabilidade, o espaco simbdlico, que é apropriado
para a construgdo do sistema dindmico de tempo discreto (o, i), o shift de Bernoulli. Vimos al-
guns conceitos importantes para a teoria ergédica como o de medida invariante e provamos que o

shift de Bernoulli é um sistema cuja func@o o € mensurdvel e cuja probabilidade u é o-invariante.

Com este ambiente propicio para estudar propriedades ergddicas vimos que o shift de Bernoulli

¢ um sistema misturador, ou seja, para cada A, B € IB vale a propriedade

lim u (ANG™(B)) = u(A)u(B).

n—oo

Partindo deste conceito, demos uma demonstracdo de que o shift de Bernoulli € um sistema

ergddico. Ou seja, ndo pode ser decomposto em subsistemas que nao sejam os triviais.

Se o conjunto estudado for um espago métrico compacto, como por exemplo o que estudamos
no capitulo 5, pode-se mostrar que um sistema que satisfaz uma propriedade mais fraca que a
propriedade mixing € um sistema ergddico através de um conceito equivalente ao de ergodicidade
(consulte o lema 6.11(1) de [14], p4dgina 154, com a mudanca apropriada de notagdo) que € o

seguinte

n—1
VY [ 70 w)etdut) » [ Fdue) [, vr € ),V € LS B, ),
i=0

Enquanto que sistemas misturadores satisfazem (consulte o lema 6.11(ii) de [14], pagina 154):

[ #(0" @Detdn() — [ rxdut) [ s(x)du).vf € C),¥g € L'(%,B, 1),

Ou seja, a ergodicidade nada mais € do que a mesma convergéncia do mixing, porém com uma
convergéncia mais fraca, que é a convergéncia em média ou soma de Cesaro. E sabido da Andlise
Real que a convergéncia de uma sequéncia implica a sua convergéncia em média. Portanto, sob

este ponto de vista, um sistema misturador €, devido a este resultado, um sistema ergdédico.

Concluimos o nosso trabalho apresentando a seguinte definicdo que nos permite dizer que dois

sistemas sdo "idénticos"sob o ponto de vista da teoria ergddica.

Definicao 20. Sejam u e v probabilidades invariantes por transformacdes mensuraveis f : M —

M e g: N — N, respectivamente. Dizemos que os sistemas (f, 1) e (g, V) sdo ergodicamente
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equivalentes, se podemos escolher conjuntos mensuraveis X CMeY CNcomu(X)=1e
v(Y) = 1, e uma fungdo mensurdvel ¢ : X — Y bijetora com inversa mensurdvel, de tal forma
que

pxu=v e  @of=gog.

Onde ¢ * u € definida para cada mensurdvel A C Y por

Qxu(A)=pu(e ' (A)).

E com esta defini¢io que podemos "codificar"certos sistemas através do shift de Bernoulli. Ou
seja, certos sistemas dinamicos sdo ergodicamente equivalentes ao shift de Bernoulli e, portanto,
podemos obter propriedades sobre o sistema estudando-as no shift de Bernoulli. Vejamos um

exemplo a seguir.

Consideremos f : [0, 1] — [0, 1] definida por f(x) = 10x — [10x], onde [10x] denota a parte inteira
do nimero real 10x. E sabido que esta transformagio preserva a medida de Lebesgue A em [0,1]

(consulte a se¢do 1.3.1 de [7]). Escrevendo um nimero x € [0, 1] em sua expansdo decimal
x=0,a1aa3---,

a transformacgdo f corresponde simplesmente a deslocar os digitos de x uma unidade para a
esquerda. Isso nos motiva a considerar:
= oa

¢:{0,1,...9N = 0,1], @ ((an)pen) = 1o = Oraraaaz -
n=1

E claro que ¢ € sobrejetiva. Por outro lado, ela ndo € injetiva, uma vez que certos ndmeros
reais possuem mais que uma expansao decimal: por exemplo, 0, 1000000 -- = 0,099999- - . .
De fato, isso acontece somente se o nimero admite uma expansao decimal finita, ou seja, tal
que todos os digitos a partir de certa ordem sao nulos. Esses nimeros formam um conjunto
enumerdvel (por ser um subconjunto de ()) e, portanto, sdo irrelevantes do ponto de vista da
medida de Lebesgue (pois o conjunto tem medida nula). Mais precisamente, consideremos o
conjunto X C {0,1,..., 9}]N das sequéncias com um ndmero infinito de simbolos diferentes de
zero e o conjunto Y C [0, 1] dos ndimeros cuja expanséo decimal € infinita (logo, Gnica). Entdo a

restri¢cdo de ¢ a X € uma bijecdo sobre Y.
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E ficil verificar que tanto ¢ quanto a sua inversa sdo mensuraveis: use o fato de que a imagem
da interse¢do de X com cada cilindro [0;ay,...,a,] é a interse¢do de ¥ com um intervalo de
comprimento 10 —m. Esta observagdo também mostra que ¢ x A = U, onde u representa a
medida de Bernoulli em {0, 1, ...,9}]N que dé igual peso a todos os digitos. Além disso, se

denotarmos por ¢ o deslocamento a esquerda em {0, 1, ...,9}]N, temos que

@06 ((an)yen) =0,a2a3a4--- = fo @ ((an) o)

para todo (ay),eN € X. Isto prova que (f, ) é ergodicamente equivalente ao deslocamento de

Bernoulli (o, u).
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