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“It is sometimes quite mysterious how well this can work”
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RESUMO

O espalhamento de luz é um fenémeno fisico muito importante quando o assunto é o estudo
da interagao radiagao-matéria. Tal fendmeno pode ser abordado tanto para descobrir
padroes de espalhamento de certos materiais, como a determinagao da estrutura cristalina
utilizando raios-X, quanto para produzir materiais com caracteristicas especificas de
espalhamento que produzam aplicagoes uteis, como os metamateriais. Do ponto de vista
mais formal da teoria, as diversas equac¢oes nem sempre oferecem solugoes analiticas e
sao, na maioria dos casos, bem intrataveis. Portanto, é comum recorrer a métodos de
aproximacao quando buscamos resolver problemas de espalhamento. Dentre eles, destaca-se
o método perturbativo, que consiste em assumir que o campo espalhado pode ser escrito
como uma série de poténcias infinita. O problema é entao substituido por varios outros
menores, presumivelmente mais trataveis, que permitem encontrar solugoes aproximadas
para uma série de casos de interesse fisico. A série de Born é a mais comumente utilizada
para representar o campo espalhado nesses problemas. Para espalhamentos em que a luz
interage fracamente com o material (espalhamento fraco), o truncamento dessa série infinita
no primeiro termo com poténcia nao nula (primeira aproximagao de Born) ja representa
uma boa aproximagao da solucao do problema. Todavia, para espalhamentos onde a luz
interage fortemente com o material (espalhamento forte), observamos que a primeira
aproximacao de Born falha em descrever o resultado. Essa fragilidade da aproximacao
de Born ocorre tanto em materiais hermitianos quanto nao-hermitianos, sendo, algumas
vezes, mais acentuado nesses ultimos. Segue dai a necessidade de buscarmos métodos
aproximativos que fornecam bons resultados tanto para espalhamentos fracos quanto para
espalhamentos fortes, bem como para qualquer tipo de material. Os aproximantes de Padé
surgem como uma ferramenta promissora para esse fim, uma vez que usualmente geram
regioes de convergéncia maiores quando comparadas com a respectiva série de Born. Neste
trabalho, aplicamos os aproximantes de Padé para uma série de problemas de interesse
fisico. Para certas escolhas de parametros, a substituicdo da solugdo analitica pela série de
Born tende a divergir. A partir da analise realizada verificamos que os aproximantes de
Padé sdo uma ferramenta extremamente ttil para descrever o espalhamento de luz tanto
em regimes fracos quanto em regimes fortes, bem como em materiais nao-hermitianos.

Palavras-chave: Série de Born. Aproximante de Padé. Espalhamento de luz. Material Nao-
Hermitiano.



ABSTRACT

Light scattering is a very important physical phenomenon when it comes to the study of
radiation-matter interaction. This phenomenon can be approached to discover scattering
patterns of certain materials, such as determining crystal structures using X-rays, or to
produce materials with specific scattering characteristics that result in useful applications,
such as metamaterials. From a more formal theoretical perspective, the various equations
do not always offer analytical solutions and are, in most cases, quite intractable. Therefore,
it is common to resort to approximation methods when seeking to solve scattering problems.
Among them, the perturbative methods stands out, which consists of assuming that the
scattered field can be written as an infinite power series. The problem is then replaced
by several smaller ones, presumably more manageable, which allow finding approximate
solutions for a series of physically interesting cases. The Born series is the most commonly
used to represent the scattered field in these problems. For scatterings in which light
interacts weakly with the material (weak scattering), truncating this infinite series at
the first non-zero power term (first Born approximation) already represents a good
approximation of the problem solution. However, for scatterings where light interacts
strongly with the material (strong scattering), we observe that the first Born approximation
fails to describe the result. This fragility of the Born approximation occurs in both
Hermitian and non-Hermitian materials, sometimes being more pronounced in the latter.
Hence, the need to seek approximate methods that provide good results for both weak
and strong scatterings, as well as for any type of material. Padé approximants emerge as
a promising tool for this purpose since they usually generate larger convergence regions
when compared to the respective Born series. In this work, we apply Padé approximants
to a series of physically interesting problems. For certain parameter choices, replacing the
analytical solution with the Born series tends to diverge. From the analysis performed, we
verify that Padé approximants are an extremely useful tool for describing light scattering
in both weak and strong regimes, as well as in non-Hermitian materials.

Palavras-chave: Born series. Padé approximant. Light scattering. Non-hermitian material.
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INTRODUCAO

O espalhamento de luz ¢ um importante fenomeno estudado quando desejamos
conhecer a estrutura de diferentes materiais. Existem duas formas de aborda-lo: quando
conhecemos a estrutura do material e desejamos saber o comportamento da luz espalhada
[1-10], ou quando conhecemos o comportamento da luz espalhada e estamos interessados
em descobrir caracteristicas do material espalhador [11]. Ambos os problemas possuem
diferentes caracteristicas e técnicas para solucao. Neste trabalho discutiremos apenas a
primeira abordagem.

Saber o comportamento da luz espalhada, mesmo quando ja conhecemos a estrutura
do material, nos permite entender diversos padroes de espalhamento, a fim de comparar
diferentes materiais de forma nao invasiva, bem como prever a estrutura de novos a
partir dos padroes de espalhamento ja conhecidos. Segue dai a necessidade de estudar
exaustivamente uma gama de materiais tedricos [2,6, 10, 12]. Esses materiais teorizados
nos permitem montar uma extensa biblioteca de padroes de modo a reconhecer novas
estruturas que possam surgir [13]. Dentre essas novas estruturas, destacam-se os materiais
nao-hermitianos. Devido a analogia entre 6tica e mecanica, é possivel construir materi-
ais com indices de refracao baseados em diferentes categorias de potenciais. Portanto,
podemos separar os indices de refracdo (ou potenciais) dos materiais em hermitianos e
nao-hermitianos. Nessa tltima categoria, destacam-se os potenciais PT -simétricos [14, 15].
Introduzidos no trabalho seminal de Bender e Boettcher [16], esses potenciais, apesar
de nao-hermitianos, possuem autovalores reais. Tal caracteristica fez essas estruturas
ganharem muita notoriedade nas ultimas décadas [14,17,18, 18-23].

Mas afinal, o que é um material P7T -simétrico? Enquanto um hamiltoniano nao-

hermitiano tem como caracteristica fundamental nao ter, obrigatoriamente, autovalores
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reais, os materiais P7 -simétricos devem ser invariantes sob uma transformacao paridade-
tempo. Ou seja, quando aplicamos o operador reversao temporal 7 em conjunto com o
operador paridade P, o hamiltoniano H do sistema nao deve sofrer qualquer alteracao:
(PT)"YH(PT) = H. Em 6tica, isso significa que o indice de refracdo n(r) da estrutura
deve ser tal que n(—r) = n*(r), ou seja, a parte real do indice de refracao é par e a
parte imaginaria impar sob inversao espacial, r — —r. Note que estamos falando agora de
indices de refracdo complexos, onde a parte real representa a refringéncia do material e a
parte imaginaria esta relacionada ao seu coeficiente de absorc¢ao. A teoria PT-simétrica
trouxe a possibilidade de construirmos materiais teéricos possuindo uma distribui¢ao nao-
homogénea de ganho e perda na mesma estrutura. Essa nova visao, que ganhou forga com
o advento da teoria P7T -simétrica, jogou luz ndo somente sobre estruturas tedéricas, mas
também sobre estruturas reais. Por exemplo, em 2009, Mykola Kulishov e colaboradores
previram um material P7T -simétrico com invisibilidade unidirecional [24]. Note aqui que, em
termos gerais, espalhamentos de luz em potenciais periddicos complexos sao assimétricos,
podendo sumir completamente em determinadas dire¢oes dependendo das condi¢oes do
espalhamento, [25]. Isso significa que podemos ter luz transmitida integralmente quando
esta incide por um lado do material, e 0 mesmo nao ocorrer quando a incidéncia ocorre do
lado oposto. Também é conhecido que materiais PT -simétricos podem sofrer transicao
de fase, chamada quebra da simetria P7T . Nesse processo, os autovalores deixam de ser
reais e passam a ser complexos [16,26,27]. Os pontos onde essa transigdo acontece sao
chamados excepcionais [28-30]. A invisibilidade unidirecional ocorre exatamente préximo a
esses pontos, [31]. Esse fenomeno foi demonstrado experimentalmente em 2013 utilizando
um cristal complexo baseado em guias de onda de silicio [32]. Esses sdo apenas alguns
dos avancos recentes da teoria dentro da fotonica. Também podemos citar dispositivos
laser-absorvedor [18, 33, 34], emissoes de laser monomodo [35,36], sensores 6ticos [37],
dentre outras dreas emergentes como a simetria P7 em sistemas éticos nao-lineares [38,39]
e metamateriais [21,32,40-43].

Visto que conhecemos os objetivos do estudo sobre o espalhamento de luz e os novos
tipos de materiais que podemos trabalhar, bem como seus potenciais no campo experimen-
tal, resta-nos elencar as técnicas disponiveis para o calculo do campo espalhado. Apesar
da teoria de espalhamento ter raizes bem sélidas na literatura [44,45], é comum surgirem

potenciais para os quais ainda nao dispomos de solugoes analiticas. E nesse momento que
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lancamos mao de técnicas aproximativas, onde se destaca o método perturbativo. Esse
método consiste em expandir o campo espalhado em uma série infinita de poténcias de
algum parametro, tal que, se fizermos esse parametro nulo, retornamos para o problema
original nao-perturbado. Apesar de ser possivel utilizarmos diferentes tipos de séries para
esse propésito [46], a série de Born, ou série de Taylor, é a mais comumente utilizada
[1,47-49]. Os motivos sao ¢bvios: facilidade no calculo e teoria bem estabelecida. Além
disso, para espalhamentos onde a luz interage fracamente com o material (espalhamento
fraco), o parametro utilizado na expansao é pequeno de tal forma que podemos negligenciar
todos os termos da série apds o primeiro de poténcia ndao nula (primeira aproximagao de
Born). Essa facilidade no célculo aproximado do campo espalhado, utilizando a primeira
aproximagcao de Born, faz com que se despreze toda uma gama de problemas onde a luz
interage fortemente com o material (espalhamento forte). Nesses problemas, o pardmetro
de expansao nao pode ser desprezado e a série de Born, geralmente, falha na busca de uma
solugao aproximada, divergindo na maioria das vezes|7]. Essa limitagdo da série de Born
demanda que busquemos op¢oes viaveis para o calculo aproximado do campo. Dentre as
intmeras possibilidades existentes, sao os aproximantes de Padé que, atualmente, tém
demonstrado resultados melhores quando comparados com a série de Born [1,7,50-56].
Os aproximantes de Padé sao conhecidos de longa data [50,51] e vém ganhando
um novo félego nos tltimos anos em publicagoes recentes [1,7,52-54, 57, 58]. Mas, no
que consiste essa técnica aproximativa? Em linhas gerais, os aproximantes de Padé sao
compostos por uma razao de polinéomios que reorganizam os termos da série de Born,
podendo ampliar sua regiao de convergéncia. Chamamos essa propriedade de continuagao
analitica. Recentemente, Van der Sijs et al. [1] aplicou os aproximantes de Padé em
um problema de transmissao de luz por uma camada com indice de refracao complexo.
Inicialmente, os autores verificaram que para valores maiores que 1 do parametro de
expansao, a série de Born divergia. Eles também perceberam que os aproximantes de
Padé possuiam uma regiao de convergéncia maior quando comparada com a série de Born,
além de fornecer um resultado aproximado do problema com um erro na faixa de 0,003%.
Além dos ganhos evidentes descritos acima, os aproximantes de Padé representaram uma
economia computacional em velocidade e armazenamento de dados. Uma das fragilidades
dessa técnica é que a teoria sobre a convergéncia dos aproximantes de Padé ainda nao

estd fechada [50,59,60]. Ou seja, os aproximantes de Padé s garantem a convergéncia e
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unicidade para um grupo especifico de fungoes conhecidas como Stieltjes, [50,59,60]. Logo,
para os demais problemas, a teoria esta aberta, justificando nosso trabalho em buscar seu
comportamento em problemas de interesse fisico.

Este trabalho pretende tensionar os limites dos aproximantes de Padé em problemas
Oticos de interesse fisico, comparando suas solugoes analiticas, e resultados obtidos pela

aplicacao direta da série de Born, com os resultados produzidos pelos aproximantes de

Padé.

1.1 ESTRUTURA DA TESE

O primeiro capitulo deste trabalho foi dedicado a uma introdugao, com um breve
estado da arte, de temas importantes que serao discutidos ao longo de todo o texto. No
segundo capitulo discutiremos formalmente a definicao dos aproximantes de Padé e suas
principais propriedades. A fim de ilustrar essas propriedades, traremos exemplos diretos
de aplicagao dessa ferramenta em problemas matematicos simples.

No terceiro capitulo discutiremos os resultados do segundo artigo publicado pelo
autor desta tese [52]. Onde foram considerados problemas unidimensionais e que ja possuem
solucao analitica bem estabelecida na literatura. Foram escolhidos quatro tipos de materiais
que pudessem representar, com grande abrangéncia, a maioria dos indices de refracao
trabalhados no contexto Otico. Sao eles: material finito, homogéneo, hermitiano e nao-
hermitiano; material com indice de refracao variando linearmente; material finito, com
indice de refracao periddico, simetria PT e no ponto da quebra de simetria; e, por fim, um
material que possui um indice de refragdo com uma parcela linear e uma parcela periddica,
apelidado de material tipo Bloch. Esses materiais serviram como aplicacao de uma nova
abordagem, baseada em teoria da perturbacao, que usa os aproximantes de Padé para
somar séries de Born que divergem em regides de interesse fisico.

No quarto capitulo, partimos para o estudo de um problema tridimensional. O
problema abordado trata-se de um dipolo P7T -simétrico composto por duas deltas de Dirac,
uma representando perda e a outra ganho. Este problema ja foi abordado nos trabalhos
Ref.[9] e Ref.[6]. Esse capitulo traz os resultados do primeiro artigo publicado, fruto dos

estudos iniciais sobre o tema [7].
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O quinto capitulo desta tese é dedicado aos resultados iniciais de um trabalho em
construgao sobre uma intrigante propriedade dos materiais P7T simétricos, o CPA laser. A
sigla CPA vem de coherent perfect absorber, e a associagao ao termo laser indica que certos
materiais P7 simétricos podem se comportar como laser e absorvedor perfeito para uma
mesma frequéncia [18,33]. Neste capitulo discutiremos de forma qualitativa os resultados
obtidos pelo uso dos aproximantes de Padé nesse problema. O sexto capitulo traz uma
conclusao geral e novas perspectivas de trabalhos. Os trabalhos publicados, oriundos desta

tese, se encontram no Anexo B.
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OS APROXIMANTES DE PADE

Neste capitulo, introduziremos os aproximantes de Padé. Faremos uma rapida
digressao historica sobre o tema, apontando a evolucao da teoria ao longo dos anos e
a situando historicamente. Em seguida, discutiremos a relagdo entre os aproximantes e
a série de Taylor, utilizando alguns exemplos, e as principais caracteristicas dos aproxi-
mantes. Ainda nesta secdo, definiremos formalmente os aproximantes de Padé. Apés isso,
mostraremos a Tabela de Padé e algumas de suas caracteristicas mais relevantes. Por fim,

discutiremos a existéncia, unicidade e convergéncia dos aproximantes de Padé.

2.1 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

Os aproximantes de Padé foram idealizados no século XVIII por Johan Heinrich
Lambert (1728-1777) e Joseph Luis Lagrange (1736-1813). O primeiro foi responsavel,
em 1758, por definir os aproximantes como uma funcao racional capaz de representar
séries de poténcias, enquanto o segundo, em 1776, idealizou os aproximantes como uma
razao entre dois polindmios que servia para aumentar a velocidade de convergéncia dessas
mesmas séries [51]. Essas duas definigdes sao equivalentes, pois dizem que: dada uma série
de poténcias infinita f(z), é possivel escrever uma fungao racional de grau (N, M) do tipo
An(z)/Bu(z), onde Ax(z) e By(x) sdo polindmios de grau N e M, respectivamente, tal

que

F0) = PAE =0, (2 0) )

Ja em 1845, Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) mostrou que os aproximantes podem

ser escritos como uma razao de dois determinantes [51]. Porém, foi sé em 1892 que o

matematico francés, Henri Eugene Padé (1893-1963), organizou e sistematizou, em sua
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tese de doutoramento, todo o conhecimento sobre os aproximantes. Na época, ele tinha
como orientador o famoso algebrista Charles Hermite (1822-1901). Padé organizou seus
aproximantes em uma tabela homoénima (Tabela 1). Os elementos da tabela de Padé
correspondem aos aproximantes de ordem (N, M), que serdo representados como Piy. Aqui,
o indice N representa a linha em que se localiza o aproximante na tabela, enquanto M a
coluna.

Tabela 1 — Tabela de Padé.

N\M 0 1 2 3
0o P> PO PPy
1 Pl pl pl Pl
2> P> P2 P2 P
3 P P p P

Fonte: AUTOR/(2023)

Os aproximantes de Padé com N = M estao localizados na diagonal principal da
tabela e por isso sdo chamados aproximantes diagonais. A tabela de Padé encerra uma série
de propriedades que relacionam Padés de diferentes ordens. Posteriormente discutiremos
com mais detalhes as propriedades dessa tabela.

Apesar de ter sido objeto de estudo de outros matemaéaticos como Jan Stieltjes
(1856-1894) e Georg Cantor (1845-1918), os aproximantes de Padé passaram muito tempo
esquecidos, residindo apenas em problemas de matematica pura. Foi somente apos o fim
da Segunda Guerra Mundial, e com o aparecimento dos primeiros computadores, que
os aproximantes de Padé ganharam um novo félego na construgao de aproximacoes de
fungoes especiais, com Milton Abramowitz (1915-1958) e Irene A. Stegun (1919-2008). Os
aproximantes de Padé seriam redescobertos na fisica s6 em 1960 por George Alan Baker,
Jr [50,61].

De forma otimista, podemos dizer que o interesse nos aproximantes de Padé surge
da necessidade de buscarmos solugoes analiticas para problemas das mais diversas areas
da ciéncia. Essa mesma necessidade também reside em outras técnicas de aproximacgao,
como nas séries de poténcias. Essas séries, com a série de Taylor figurando dentre as suas
mais conhecidas, sao ferramentas 1teis na representagao aproximada de solugoes dos mais
diversos problemas de interesse fisico. Associada as séries de poténcias, temos a teoria da

perturbucao. Esse método consiste em substituir um problema dificil por uma sequéncia de
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outros presumivelmente mais faceis, via truncamentos sucessivos de uma série de poténcias.
Por outro lado, apesar de tteis, essas séries apresentam dificuldades intrinsecas. Dentre elas
podemos destacar a convergéncia lenta para resultado e regioes limitadas de convergéncia.
Um raio de convergéncia que nao engloba uma regiao de interesse, torna a série de poténcias
inutil para qualquer fim.

Os aproximantes de Padé conseguem retirar mais informacoes das séries de poténcias
do que poderiamos retirar delas diretamente. Isso torna os aproximantes superiores aos
métodos que envolvem o uso direto dessas séries. Inclusive, cabe destacar, que a série de

Taylor é um caso particular dos aproximantes de Padé (M = 0).

2.2 0S APROXIMANTES DE PADE E AS SERIES DE POTENCIAS

Para ilustrar as caracteristicas dos aproximantes de Padé e como eles conseguem
obter mais informacoes das séries de poténcias do que aplicagoes diretas destas, construi-
remos uma func¢do f : R — R, com sua expansao em série de Taylor em torno do ponto

x = a dada por

n

o ¢ (g
o) =3 e )

onde f(™(a) é a n-ésima derivada de f no ponto a. Se fizermos x = 0, temos a férmula

dos termos da série de Maclaurin; isto é,

o0 f(n)
f) =3 0 ®)

n=0 n

2.2.1 SERIE DE TAYLOR DE f(x) = (1—135)2
Para iniciar a discussao sobre as propriedades dos aproximantes de Padé e comparar
essas caracteristicas com as amplamente usadas séries de Taylor, tomaremos um exemplo

de uma func¢ao do tipo

1
flz) = [(=rSE (4)

A série de Maclaurin para essa funcao é dada por

f(z) =1+ 22+ 32% + 42® + 52* + O(z°). (5)
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Por se tratar de uma série com um formato trivial, é facil inferir que a equacao para seus

termos é dada por
(e.0)

f(z) = Z(n + 1)z". (6)

n=0

Para calcular o raio de convergéncia, podemos utilizar o teste da raiz. Seja 77 ; a, uma

série numérica e a constante k definida pelo limite,

k= lim {/|a,l, (7)

n—o0
entdo, se k < 1, a série converge; se k > 1 ou k = 17, a série ndo converge; se k = 17,

nada se pode concluir. Assim, sabendo que lim,,_,o, v/n + 1 = 1, temos que

Jim {f|(n+ 1) = lim {/|(n +1)]|z[* = ||,

Dessa forma, para garantirmos convergéncia, precisamos que |z| < 1. Segue dai que o
raio de convergéncia da nossa série ¢ R = 1. Isso significa que essa soma de poténcias s6
converge no intervalo —1 < x < 1. Além disso, quando x — 00, a Eq.(4) converge para 0,
algo que claramente nao é observado na série (5).

Agora discutiremos os limites dos aproximantes de Padé para a fungdo (4). Po-
rém, antes, precisaremos definir de forma mais cuidadosa essa importante ferramenta

matematica.
2.2.2 DEFINICAO DOS APROXIMANTES DE PADE

Considere uma fungao f(x) representada por uma série de poténcias tal que

L

flx) =" faz", (8)

n=0

onde L nao precisa ser necessariamente um niimero finito e f,, sdo os coeficientes da série.
A varidvel x, muitas vezes, realiza o papel de parametro perturbativo. Esse parametro,
na teoria da perturbagao, ¢ inserido de tal forma a produzir por meio de truncamentos
sucessivos uma série de problemas mais trataveis. Definimos os aproximantes de Padé como
uma fungao racional formada pelo quociente de dois polindmios. O grau dos polinomios do
numerador e denominador da razao comporao o grau misto do aproximante. Dessa forma,
representamos um aproximante de Padé de grau (N, M) como Piy(x), onde N e M sdo os

graus dos polindémios do numerador e denominador, respectivamente. Ou seja,

PN(x) = Z}ﬁg N, M=0,1,2,3, ..., 9)
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com Ay (x) sendo um polindémio de grau N,

An(x) =Ag+ Ajz + Asx® + ...+ Axz?, (10)
e By(z) sendo um polindmio de grau M,

By (z) = By + By + Box* + ... + Bya™. (11)

Ainda, sem perda de generalidade, podemos aplicar a condi¢do de normalizacao de Baker
[50] e considerar By = 1 em todos os casos.

Os aproximantes de Padé configuram uma estrutura dependente dos termos da série
de poténcia. Isso significa que para ela ter propdsito e aplicabilidade, é necessario estar
associada a uma série de poténcias. E essa série que definird os valores dos coeficientes A,,

e B,,. A relacdo entre a série de poténcias (8) e o aproximante (9) é

f(@) = Piy(x) = O, (12)

A relagdo acima garante que f(z) e Piy(z) difiram apenas em termos da ordem de xV*M+1,

Ou seja, para que os coeficientes A, e B,, estejam completamente definidos em termos
dos coeficientes f;, precisamos de N + M + 1 termos da série (8).

Para calcular A, e B,, reescrevemos (12) como

O(xN+M+1), (13)
donde segue que
An(z) = f(2)Bu(x) + OV, (14)

com O(zNTMF1) representando O(zV ™M+ By, (z), uma vez que sdo termos de mesma

ordem. Reescrevendo os coeficientes dos polinomios de forma explicita, temos

A0+A1{B + A2$2 + ...+ ANI'N =

(fO"‘flf + f21‘2 + )(BO —+ le + B2x2 + ...+ BMZUM> + O(xN+M+1>_
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N+M+1

Omitindo os termos de ordem x e igualando os termos de mesma poténcia de x,

chegamos no sistema

Ao = fo
A= fi+ foB
Ay = fo+ fiB1 + foBs

An = fn+ fno1Bi+ ...+ foBn (15)
0= fnp+fNBi+ ...+ fn-m1Bu

0= fnso+ fnuiBi+ ...+ fn—m+2Bu

0= fnsm + fNym—1B1 + ... + fnBu,

com f, =0sen < 0eB; =0sej> M. A estrutura do sistema (15) indica que,
para encontrarmos os coeficientes A,, e B,,, é necessario apenas considerar as M ultimas
equacgoes e as primeiras N + 1. Ou seja, para calcular, por exemplo, A,, e B,, para um
aproximante de ordem (1, 1), montaremos um sistema com as duas primeiras (N + 1

equagoes, onde N = 1) e a tultima equagao (M equagoes, onde M = 1) do sistema (15).

Explicitamente,
Ao = fo,
A =i+ foB, (16)
0 =fo+2hB

Segue imediatamente do sistema acima que

fo
2h

Agora que definimos os aproximantes de Padé e mostramos como seus coeficientes

fo

A0:f07 Blz— - 027fl.

e A =f (17)

se relacionam com os termos da série (8), retomaremos a Eq.(4) a fim de caracterizar seus

aproximantes e contrasté-los com a série de poténcias associada (5).



2.2. OS APROXIMANTES DE PADE E AS SERIES DE POTENCIAS 27

2.2.3 APROXIMANTES DE PADE DA FUNCAO f(z) = ﬁ
Para estudar o comportamento dos aproximantes de Padé para essa fungao, toma-
remos nove aproximantes, com N e M variando de 0 a 2. O primeiro aproximante a ser

calculado é o P{(z), que tem a forma

PO(x) = Ay, (18)
Utilizando o sistema (15) para a série (5), temos que Ay = fo = 1. Logo,

Py(z) =1, (19)

que, apesar de nao possuir singularidades, nao fornece nenhuma informacao 1til sobre o
comportamento da fungao.

Algo importante a lembrar, e facilmente observavel a partir da Eq.(9), é que os
aproximantes de ordem (NN,0) correspondem a soma parcial até o elemento de ordem
N da série de Taylor para a fungao (4). Logo, By (z) = fo+ fir = 1+ 2z e Py(z) =
fo+ fix + fo2? =1+ 22 + 322. O que mostra que a série de Taylor é um caso particular
dos aproximantes de Padé.

Para calcular os aproximantes Py (z) e Py(z) recorremos ao sistema (15) para a

série (5). Logo,

! 1+Bix 1-4g 1-22
fo 20)
PO( )_ AO _ fO _ 1 (
2= 1+ Bz + Boa? 1—%$+7(f12}£0f2)3:2 S 1—2z 4%
0 0

Os dois aproximantes mostrados acima apresentam caracteristicas bem distintas: PP (x)
tem um polo em x = 1/2, enquanto a fungao original (4) em = = 1. J4 em PY(x), acontece
algo curioso: o aproximante nao sé converge para os mesmos resultados que a FEq.(4),
como para a mesma expressao analitica. Ou seja, reproduz exatamente a forma analitica
da fungao original. Isso ocorre por conta do formato de (4), que j& é um quociente de
polindémios.

Agora, calcularemos os aproximantes de Padé diagonais, N = M. Esses aproximan-

tes ganham esses nomes por se localizarem exatamente na diagonal principal da Tabela de
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Padé, como mostrado na Tab.1. Uma vez que ja conhecemos P (z), procederemos com o

calculo apenas de P} (z) e Pi(x), que sdao dados por

Pl( ) Ao+ A fot 7(f12}{0f2)$ 24z

€Tr) = = =

! 1+ By 1_%x 2 — 3z’ (21)
A A Ayz? 1

P(r) = L

1+ Bix + Box? T 12z + a2
onde foi omitida em P} (z) a relagao explicita entre os coeficientes dos aproximantes e os
da série de Taylor por se tratar de uma expressao nao tao simples. Contudo, como visto
para PJ(x), PZ(x) reproduz novamente a forma analitica exata da Eq.(4).

Por fim, temos que os aproximantes PZ(z) e P}(z), para fechar todo o espectro de
aproximantes até ordem 2, sao dados por
A+ A+ Ayr® 3420447

P(x) = =
1 (7) 1+ Bz 3—4x
AQ—I—A:[ZL' 1

- 1+ Bz + Byx2  1—2x+ 22

(22)
P, (z)

O resultado mostrado para esses tltimos aproximantes indica que, para ordens M = 2,
independente da ordem de IV, temos uma reproducao exata da solugao analitica de Eq.(4).

O fato dos Aproximantes retornarem uma expressao analitica como resultado,
mostram robustez na aplicagdo. Lembre que a série de Maclaurin (5) para a fungao (4),
nao s6 possui um raio de convergéncia finito (R = 1), como fornece poucas informagoes
sobre sua fungao original. Os aproximantes de Padé de ordem (IV,2), com uma quantidade
minima de apenas trés termos da série (5), conseguem, nao sé trazer resultados para além
da regido de convergéncia de (5), como retornam a func¢ao analitica exata do problema
estudado. Sendo assim, para ter uma visdo mais ampla de todos os aproximantes calculados,

podemos montar uma tabela conforme mostrado em Tab.1.

Tabela 2 — Tabela de Padé.

N\M 0 1 2

1 1
0 1 12 1-2p+a”
1 1+ 2z tz

2—3x 1—2x+122
3420422 1
3—4x 1—2z+a2

2 1+ 2z + 322

Fonte: AUTOR/(2023)
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A tabela de Padé, Tab. 2, é uma ferramenta 1util para termos um panorama
dos aproximantes nao diagonais. Essa tabela possui uma série de propriedades tteis para
momentos em que precisamos calcular aproximantes de ordens mais altas [50]. Instigaremos
adiante algumas dessas propriedades. Contudo, apesar de 1til, a tabela de Padé nao precisa
ser sempre calculada, uma vez que a convergéncia dos aproximantes de Padé acontecem,
usualmente, mais rapido para os elementos na diagonal principal. Cabe destacar, ainda, que,
apesar de nao mostrado, os aproximantes diagonais com N > 2 convergem integralmente

para a solucao analitica do problema.

2.2.4 APROXIMANTES DE PADE DE f(z) = 2 'In (1 + )

Discutiremos agora um exemplo, retirado de Ref.[60], onde os aproximantes de Padé
convergem fora da regidao de convergéncia da série de Taylor, contudo nao reproduzem o
mesmo formato analitico da fungao aproximada. Além disso, esse exemplo ilustra uma
importante caracteristica dos aproximantes; a rapida convergéncia de dois grupos de
aproximantes, Py, e Py, em detrimento dos demais.

Seja a funcdo f(z) = 27 'In(1 + x), com os termos de sua série de poténcias, em

torno de = = 0, dados por

o) = S0t (23)

Pelo Teorema de Cauchy-Hadamard, temos que o raio de convergéncia é dado por

R= lim (24)

n— o0
{/lan|

onde a,, é o coeficiente da série de poténcias. Nesse caso, temos que |a,| = 1/(n+ 1), entao,

1
R= lim ————— = lim (n+ 1)/ (25)

n—oo n/1/<n+ 1) n—oo
Podemos reescrever (n + 1)Y/™ como et/ e entdo aplicar a regra de L’Hopital para

calcular o limite:

R= lim e
n—oo

in(ntD/n _ exn Lh_{go In(n+1)/n| =€ = 1. (26)

Portanto, o raio de convergéncia da série de poténcia para z~'In(1 + ) é R = 1. Note

que o intervalo de convergéncia é —1 < x < 1, pois a série diverge para z = —1 e x = 1.
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Para o célculo dos aproximantes de Padé de f(x), tomaremos como referéncia a Ta-
bela de Padé mostrada em Tab.1. A fim de mostrar uma propriedade dos grupos compostos
pela diagonal principal, Py (x), e pela subdiagonal superior, P +1(2), calcularemos todos
os aproximantes, com N = 1,2, ..., 8, para trés pontos ao longo do eixo x = 0.5, 1, 2, dentro,
no limite e fora da regido de convergéncia da série (23). Para deixar ainda mais evidente
essa propriedade, usaremos a subdiagonal inferior, P]]\y *1(z), como contraste, dentro do

mesmo intervalo de ordens e mesmos valores de z. Esses resultados sdo mostrados na

tabela 3.

Tabela 3 — Tabela de Padé.

Py (z)

xz=0.5

r=1

xr =2

00~ O ULk W |2

0.8125000000
0.8109452736
0.8109303653
0.8109302177
0.8109302162
0.8109302162
0.8109302162
0.8109302162

0.7000000000
0.6933333333
0.6931524548
0.6931473324
0.6931471850
0.6931471807
0.6931471806
0.6931471806

0.5714285714
0.5507246377
0.5494028230
0.5493128795
0.5493066184
0.5493061779
0.5493061467
0.5493061445

P]]\\f]+1(x)

x=0.5

r=1

xr =2

00 1 O ULk W |2

0.8108108108
0.8109289617
0.8109302032
0.8109302161
0.8109302162
0.8109302162
0.8109302162
0.8109302162

0.6923076923
0.6931216931
0.6931464174
0.6931471579
0.6931471799
0.6931471805
0.6931471806
0.6931471806

0.5454545455
0.5490196078
0.5492851768
0.5493046209
0.5493060341
0.5493061364
0.5493061438
0.5493061443

Y ()

z=0.5

r=1

xr =2

00 1 O ULk W |2

0.8106060606
0.8109276730
0.8109301937
0.8109302160
0.8109302162
0.8109302162
0.8109302162
0.8109302162

0.6904761905
0.6930894309
0.6931457431
0.6931471425
0.6931471795
0.6931471805
0.6931471806
0.6931471806

0.5333333333
0.5485232068
0.5492605233
0.5493032723
0.5493059559
0.5493061317
0.5493061435
0.5493061443

Fonte: Adaptado de Ref.[60]
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A tabela 3 comparou o comportamento dos aproximantes de Padé ao longo de trés
regides, representadas por PY (z), Py, (z) e Py (x). Percebemos que para os elementos
que estdo na diagonal principal, PY (), e os que estdo fora dela, Py, (z) e Pyt (z), a
convergéncia ocorre por lados diferentes, algo que pode ser percebido mais facilmente
no limite, x = 1, e fora da regiao de convergéncia da série de Taylor, x = 2. Ou seja,
enquanto o ajuste & curva f(z) = 27 In(1 + ) ocorre pela regido superior do grifico para
PY (), para P ;(z) e Py (x) ocorre de baixo para cima. A Fig.1 mostra graficamente
esse resultado, indicando a direcao de convergéncia das curvas por meio de uma seta.
Ainda na tabela 3, percebemos que a convergéncia para f(z) ocorre mais rapidamente

P]]VV *1(2), apesar de diferencas muito pequenas entre

para Py (z) e P{,(z) do que para
as taxas de convergéncia entre esses dois ultimos grupos. Essa taxa de convergéncia é
tanto mais lenta quanto mais nos afastamos da diagonal principal em direcao por meio das
diagonais inferiores. Para exemplificar, o grupo Pf\\f *2(2), para x = 2, s6 converge para o

valor esperado em Py'(z).

Figura 1 — Curvas de f(x) (linha sélida preta), P?(x) (linha pontilhada), P}(z) (linha tracejada preta),
Pl(z) (linha ponto-tracejada), PZ(z) (linha tracejada cinza) em fun¢do de x.
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Esse comportamento de convergéncia por regides diferentes, dependendo do grupo
de aproximantes que se use, é bem conhecido e esta relacionado diretamente a forma de
convergéncia dos aproximantes de Padé de fungoes do tipo Stieljes, que voltarao a ser
discutidas mais adiante. Por fim, fica evidente nesse exemplo a possibilidade de convergéncia
dos aproximantes de Padé para regioes além do raio de convergéncia da série de Taylor,

mesmo quando eles ndao reproduzem a forma analitica exata da fungao aproximada.

2.25 APROXIMANTES DE PADE DE f(z) = e°

Na se¢ao onde discutimos os aproximantes de Padé da fungao (4), observamos que
os aproximantes de Padé conseguem retornar resultados finitos mesmo fora da regiao de
convergéncia da série de Taylor. Isso é algo impressionante, pois os aproximantes usam
os proprios termos da série de Taylor para montar seu quociente de polinémios. Assim,
verificamos a capacidade dos aproximantes de Padé em gerar aproximacoes que nao sé
expandem a regiao de convergéncia, podem fazé-la tender ao infinito. Contudo, qual seria a
utilidade dos aproximantes quando nos deparamos com uma série de Taylor que ja possui
raio de convergéncia infinito?

Para comparar como os aproximantes de Padé se comportam quando confrontados
com séries de poténcias que possuem raio de convergéncia infinito, tomamos a funcao
f(z) = e™* e realizamos sua expansdo em torno de = 0. Por se tratar de uma série bem

conhecida, podemos escrever diretamente a equacao para seus termos, dada por:

— é (—fb")”

n (21)

Usando novamente o Teorema de Cauchy-Hadamard, temos que o raio de convergéncia

dessa série é dado por

R= lim : (28)

(="

n!

onde a,, é o coeficiente da série de poténcias, ou seja, a, = que aplicado na equagao

acima retorna

R=lim ——— = lim

n!

= lim n = o0
n—oo

Portanto, a série converge para todo x € R finito e o raio de convergéncia é R = oc.



2.2. OS APROXIMANTES DE PADE E AS SERIES DE POTENCIAS 33

Agora que mostramos que a série possui um raio de convergéncia infinito, procedere-
mos com o calculo dos aproximantes de Padé. Nos limitaremos aos aproximantes diagonais
por praticidade e para otimizar o processo de convergéncia. O primeiro a ser calculado é o

aproximante de Padé de primeira ordem,

2—x
Pl(z) = 2
Ho) =, (29)
seguindo do de segunda ordem,
2 6x+12
Pg) = LT OTT L 3
() 22 4 67 + 12 (30)
e finalizamos com o de terceira ordem,
—x3 + 1222 — 60 120
Pg’(:c): r° + 12z T+ (31)

x3 4+ 1222 + 60z + 120

Comparamos na Fig.2 o comportamento das somas parciais da série de Taylor

x

de e™® com a fungdo exata. As somas parciais foram representadas por S,(x), onde n

representa o numero de termos da série utilizados para compor a soma. A linha sélida

¥ nas duas figuras. Na Fig.2(a) percebemos que a medida que usamos

preta representa e~
mais termos para compor a soma parcial da série Taylor, melhor é o ajuste a linha de
referéncia (linha sélida preta), algo esperado uma vez que o raio de convergéncia dessa série

T até x = 5, sao necessarios 15 termos

é infinito. Para reproduzir o comportamento de e~
da série de Taylor. O melhor ajuste, que acontece para Si5(x), é representado por uma
linha tracejada cinza que fica sobreposta a linha sélida preta. Porém, quando analisamos a
Fig.2(b), que compara os aproximantes P} (z) (linha pontilhada), P#(z) (linha tracejada

preta) e P3(x) (linha tracejada cinza) com e™*

, percebemos que esse ajuste acontece ja
para o aproximante de ordem 3, representado por uma linha tracejada cinza. Ou seja,
enquanto o ajuste na Fig.2(a) acontece para uma soma parcial com 15 termos da série, na
Fig.2(b), essa mesmo ajuste, acontece para P3(x), que precisa de apenas 7 termos da série

para ser construido. Menos da metade dos termos!
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Figura 2 — Curvas de e~ 7 (linha sélida preta), (a)S3(z) (linha pontilhada), Ss(x) (linha tracejada), S7(x)
(linha ponto-tracejada), Si5(x) (linha tracejada cinza), (b) P (z) (linha pontilhada), Ps(z)
(linha tracejada preta) e P§(x) (linha tracejada) em fungdo de .

() (b)

; (@),

2
2

(z),

1

1

P,

S3(x), 95(x), S7(x), S1s5(x), f(2)

Fonte: Autor(2023)

Com todos os elementos discutidos acima, podemos construir uma resposta para a
provocagao feita no inicio desta secao: contudo, qual seria a utilidade dos aproximantes
quando nos deparamos com uma série de Taylor que jd possui raio de convergéncia infinito?.
A resposta para esse questionamento é: os aproximantes de Padé podem convergir mais
rapidamente. Na verdade, deveriamos dizer que, quando convergem, podem fazé-lo mais
rapido que a série de poténcias (muita atengao para o termo "podem', pois ha casos em que
a série de Taylor converge mais rapido [60]). Os aproximantes de Padé mostram que, para
muitos casos, simplesmente reorganizando os termos de uma série de Taylor, é possivel
expandir a regiao de convergéncia, para séries que possuem raios de convergéncia finitos, e
aumentar a velocidade de convergéncia, para séries que possuem raio infinito. As utilidades
dessa propriedade ficam evidentes quando estamos trabalhando em intervalos maiores, que
muitas vezes demandam milhares de termos de uma série de poténcias para representar
uma boa aproximacgao do resultado analitico. Para esses casos, os aproximantes podem

economizar algumas horas preciosas de processamento de dados.

2.2.6 APROXIMANTES DE PADE DE f(z) = (z + 10)/(1 — 2?)

Na contramao do que foi mostrado até aqui, discutiremos um exemplo onde os
aproximantes de Padé nao convergem nem mesmo dentro da regiao de convergéncia da

série de Taylor.
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Em Ref.[60], Bender e Orszag discutiram um exemplo em que os aproximantes de

Padé nao convergem. Inicialmente eles consideram uma funcao

fl@) = (z +10)/(1 —2?), (32)
com a série de Taylor dada por
flz) = Z anx”, (33)
n=0

onde as, = 10 e as,+1 = 1. Esta série possui raio de convergéncia R = 1.

O aproximante de Padé, P (z) é dado por

anN_1x"

1 —anyz/an_1

PN () = Z—_:o an. + (34)

Assim, se N é par, P¥(x) tem um polo em x = 1/10. Consequentemente, ndo converge
para esse grupo de aproximantes, nem mesmo dentro da regidao de convergéncia da série
de Taylor, |z| < 1.

Esse exemplo mostra que os aproximantes de Padé podem ir de exemplos empol-
gantes até problemas patoldgicos, como o visto aqui. Esses comportamentos, muitas vezes
inesperados, dos aproximantes de Padé, mostram o quao importante é o estudo dessas

estruturas para podermos entendé-las.

2.9 A TABELA DE PADE

A Tabela de Padé, que ganhou seu nome por questdes histéricas [50,51,62], é uma
importante ferramenta para o calculo de aproximantes de ordens mais altas (N = 100, por
exemplo). Isso decorre das suas propriedades que envolvem tanto os termos da diagonal
principal (N = M) quanto aqueles fora dela (N # M). Os termos da diagonal principal,
junto aos da subdiagonal superior (N = M — 1), compdem os termos de maior interesse
prético [62].

Os aproximantes de Padé que ocupam a diagonal principal, e aqueles que ocupam
a subdiagonal superior, se destacam por terem propriedades de invariancia sob certos
tipos de transformagoes. A primeira propriedade que envolve esses dois grupos diz que:
seja Py (z) um aproximante diagonal de uma funcido f(x) e Q¥ 7/(z) um aproximante na
subdiagonal inferior de uma funcdo g(x). Se Py () = QN7 (z), entdo f(z) = 2/g(z). Essa

propriedade nos permite conhecer os aproximantes de uma funcao f(x) conhecendo os



2.3. A TABELA DE PADE 36

aproximantes de outra g(x). A segunda propriedade diz respeito apenas aos aproximantes
diagonais, e também é uma relacio de invariancia: seja Py () um aproximante de Padé
situado na diagonal principal de uma funcao f(x), entao Py (az/(1+ bx)) é o aproximante
diagonal de f(ax/(1 + bx)). Essa propriedade tem seu apelo no fato de permitir que,
do ponto de vista dos aproximantes diagonais, todos os pontos de origem da expansao
sejam equivalentes. Dessa forma é possivel mapear qualquer ponto fora da origem. Isso
tem uma implicagao direta no formato da regiao de convergéncia dos aproximantes, pois
essa passa a depender da forma analitica de f(z). Em termos da geometria da regiao de
convergéncia, os aproximantes de Padé nao estao mais limitados a um circulo, como nas
séries de Taylor, mas a uma regido que depende da forma de f(x). Por fim, mais uma
relagdo importante entre os elementos da Tabela de Padé esta relacionada a inversdo das
ordens dos aproximantes: seja Piy(x) um aproximante em qualquer posicio na tabela e
f(x) sua fungdo geradora, temos que 1/f(x) produzird o aproximante P (z), desde que
£(0) # 0 [62]

Além das propriedades de invariancia, os elementos da tabela de Padé possuem
relagoes algébricas entre si [62]. A maioria delas foi descoberta por Frobenius (1881-1941).
Além dessas, a que gerou um dos algoritmos mais conhecidos envolvendo os elementos da
Tabela de Padé, o algoritmo e de Wynn, sé viria ser descoberto por Wynn [62,63] em 1956.
Essa propriedade algébrica relaciona os aproximantes que estao dispostos na tabela da

seguinte forma:

Tabela 4 — Elementos relacionaveis da Tabela de Padé.

Py ()
Py ()| Py(x) | Pyy(z)
Py ()
Fonte: AUTOR/(2023)
por meio da equacao
1 1 1 1

+ . (35)

+ — =
Pyt (@) = Pij(e) Py~ '(w) = Pii(x)  Piroa(e) = Py(e) P (e) — Pii(x)
A relag@o acima pode ser reorganizada a fim de isolarmos o termo Pjy, ;(z). Assim,
fazendo os elementos Pjy,,(z) = co (corresponde a uma coluna, na forma de condigao

de contorno, localizada a esquerda da coluna P (x)) e PN (x) = 0 (corresponde a uma

linha, na forma de condigdo de contorno, localizada acima da linha PY(z)), podemos
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construir uma tabela de recursao para encontrar os aproximantes de Padé de qualquer
ordem rapidamente, uma vez que a coluna P (z) é conhecida e corresponde a série de
Taylor da fungdo. Para um diagrama detalhado pode-se consultar Ref.[62].

Uma vez conhecidas as propriedades da Tabela de Padé e a forma que seus elementos
se relacionam, é importante destacar que, apesar dessas propriedades serem robustas e
facilitarem bastante o calculo dos aproximantes, elas dependem que o aproximante Piy(z)

exista na posi¢ao (NN, M) e os denominadores da Eq.(35) nao se anulem.

2.4 CONVERGENCIA DOS APROXIMANTES DE PADE

Note que até agora nos esquivamos de tratar de forma mais rigorosa sobre a
convergéncia dos aproximantes. Em alguns momentos, simplesmente declaramos que eles
convergiriam para a funcao original; enquanto em outros, ficamos no comodo lugar daqueles
que ja conhecem a forma original da funcao aproximada e por isso podem comparar com
os resultados obtidos pelos aproximantes. Essa situacao incomoda ocorre porque ainda nao
temos na literatura uma teoria geral da convergéncia dos aproximantes de Padé [60]. E uma
questao em aberto! Porém, o que torna uma teoria geral da convergéncia dos aproximantes
algo tao dificil a ser obtido? A dependéncia do formato da regiao de convergéncia dos
aproximantes com a forma analitica da funcao geradora é sem duvida algo relevante nesse
problema [62]. Essa dependéncia impede que a teoria de convergéncia dos aproximantes
seja apenas uma simples extensao da teoria de convergéncia da série de Taylor, que tem
sempre uma regiao de convergéncia circular. Porém, essa é apenas uma questao: quais sao
as outras?

Bender e Orzag em Ref.[60] intuiram duas perguntas fundamentais que devem ser
respondidas para podermos entender melhor o processo de convergéncia dos aproximantes de
Padé. A primeira pergunta é: por que e como os aproximantes convergem tao rapidamente?
Bender e Orzag [60] respondem essa primeira pergunta dizendo que deve-se garantir que
tanto os zeros como os polos dos aproximantes saiam da regiao de convergéncia considerada.
Essa conclusao é valida para qualquer tipo de fun¢ao aproximada. Porém, isso levanta
outro problema ainda mais fundamental: se um aproximante converge, qual a relacao entre
este limite alcancado e a série de poténcias que originou o aproximante, uma vez que

varias fungdes podem ter o mesmo comportamento quando vao para o infinito? Como o
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aproximante escolhe essa fungao? Para essa questao, Bender e Orzag [60] ndo possuem uma
resposta geral, mas apenas para uma classe especial de fungoes; as fungoes do tipo Stieljes.
Para essas fungoes, Bender e Orzag [60] demostram haver uma teoria da convergéncia
dos aproximantes de Padé "relativamente completa e elegante'. Inclusive, uma espécie de
Teorema do sanduiche para a convergéncia dos aproximantes de Padé para esse grupo de
fungdes é provado. Ou seja,

. N . N
W, P < Fle) < i By,

onde F(z) é uma funcio do tipo Stieljes e Py, e P{ correspondem aos elementos da
diagonal principal e da subdiagonal superior, respectivamente. Esse teorema foi ilustrado
na Se¢ao 2.2.4 e é vélido para toda func¢ao do tipo Stieljes (mas nao sé para elas).
Apesar de ser completa, uma descricao detalhada da teoria da convergéncia dos
aproximantes de Padé para as fungoes Stieljes demandaria digressdes extensas sobre séries
de Stieljes e fracoes continuas, que foge totalmente ao objetivo deste trabalho, que tem

como foco a aplicacao direta dos aproximantes para problemas de interesse fisico.
2.5 CONCLUSOES

Mostramos que os aproximantes de Padé sao uma ferramenta robusta na busca por
resultados finitos para séries poténcias, dentro e fora da regiao de convergéncia da série. A
velocidade de convergéncia dos aproximantes e sua facil implementagao computacional,
fazem dos aproximantes um instrumento importante na extrapolacao para problemas de
natureza fisica. A existéncia de uma teoria da convergéncia dos aproximantes de Padé para
apenas uma classe de funcgoes, as fungoes Stieljes, figura como ponto negativo para essa
ferramenta matematica. Contudo, a possibilidade de aplicagdo, mesmo sem uma teoria

geral da convergéncia, fazem essa area uma ferramenta fecunda para novos estudos.
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ESPALHAMENTO ELETROMAGNETICO EM MEIOS
UNIDIMENSIONAIS, COMPLEXOS E NAO
HOMOGENEOQS

Neste capitulo desenvolveremos uma metodologia geral, baseada num método
perturbativo, para calcular o campo espalhado por um material de tamanho finito L e
constante dielétrica £(z). Abordaremos tanto espalhamentos fortes quanto fracos. Para
o tratamento dos termos divergentes da série de Born, utilizaremos os aproximantes de
Padé como ferramenta para garantir a convergéncia da série. Em seguida, mostraremos
os resultados obtidos apés o uso dos aproximantes de Padé em um conjunto de quatro
problemas unidimensionais de interesse fisico. A maioria dos materiais que serdao abordados
neste capitulo ja foram amplamente discutidos na literatura, s6 que sob outros aspectos
[24,64-68]. Os resultados mostrados neste capitulo foram publicados e podem ser vistos

na Ref. [52].

3.1 PROPAGACAO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS

Para entendermos o comportamento da luz espalhada por algum material, primeiro
precisamos saber como essas ondas se propagam. Ou seja, precisamos de uma equagao
de propagacao para ondas eletromagnéticas. Tendo em maos essa equagao, poderemos
inferir o comportamento do campo dentro ou fora do material. Além disso, conhecendo as
condigoes de contorno do problema, poderemos calcular a direcao da onda espalhada por

qualquer material.
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As equagdes de Maxwell na matéria, dadas por

V-D=p,
V-B=0,
VxE:—a—B,
ot
.~ . 9D
H = —
V X J+ ETR

com D sendo o vetor deslocamento elétrico, p a densidade de carga, B o vetor indugao
magnética, J a densidade de corrente, E o vetor campo elétrico e H o vetor campo
magnético, compoem as leis fundamentais do eletromagnetismo cléssico que, quando
combinadas, dao origem a equacao de propagacao para ondas eletromagnéticas.

Os vetores D e H sdo grandezas que encerram caracteristicas tanto da onda
incidente quanto da resposta do meio a interacao com esse campo. O vetor deslocamento
elétrico é tal que D = GQE + ]3, onde ¢y é a permissividade elétrica do vacuo e Pa
polarizacdo do meio induzida pelo campo. Ja o campo magnético pode ser escrito como
H=8 /1o — M , onde p é a permeabilidade do vacuo e M a magnetizacao induzida no
meio. Apesar de simples, essas expressoes para DeH geram dificuldades adicionais ao
problema, uma vez que incluem novas variaveis ao problema, Pe M. Logo, se nao sabemos
como P e M se relacionam com o campo incidente, teremos equagoes de onda que nao
dependem apenas do campo eletromagnético. Para resolver esse impasse, lancamos mao
de hipéteses simplificadoras, ou relagoes constitutivas. Essas hipoteses colocam 15, M e
J como varidveis proporcionais ao campo incidente, nas formas: P= eoxﬁ ) M = Xmﬁ
eJ=cFE , com Y sendo a susceptibilidade elétrica, x,, a susceptibilidade magnética e o
a condutividade elétrica do meio. Note que, aqui, y trata-se de uma escalar. Porém, em
muitos casos, essa variavel pode vir na forma de um tensor. A natureza tensorial de y
permite que apliquemos um campo elétrico em uma dire¢ao e produzamos polarizacao em
outra. Todavia, para meios isotropicos, que serao os tratados aqui, nao precisamos nos
preocupar com a natureza tensorial de x. O que foi discutido acima também vale para x,,
e 0. Agora que conhecemos a dependéncia de Pe M com os respectivos campos, podemos
reescrever o vetor deslocamento elétrico como D = €E, com e = e(l+x), e B = pH, com
i = po(1 4 xm), onde € e pu sdo permissividade elétrica e permeabilidade magnética do

meio, respectivamente. Por fim, podemos definir as grandezas € = €/¢g € Kk, = /o como
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a permissividade relativa (constante dielétrica) e a permeabilidade relativa (constante
magnética) do meio, respectivamente.

Tendo montado todas as relagoes de dependéncia necessarias, podemos agora deduzir
a equacao de onda para os campos eletromagnéticos que se propagam num material. Para
fins praticos, consideraremos um meio sem cargas e correntes livres, p = \ﬂ = 0. Além
disso, as dependéncias espaciais e temporais serao omitidas para fins de economia de
notagao. Assim, partindo da Lei de Faraday,

0B

Gui- 08
% ot

(37)

e aplicando rotacional em ambos os lados, temos

.- . - 9B  9(VxB)
E = — _ —_——
VX (Vx B) =V x — ]

onde podemos trocar a ordem do rotacional e da derivada, uma vez que posi¢ao e tempo

sdo varidveis independentes. Logo, fazendo V x B = u(V x H), podemos reescrever a

relacdo acima como

= SR 0 H
VX(VXE):—MM,
ot
Usando a Lei de Ampére,
- = 0D
VxH=—, 38
reescrevemos a relacao anterior como
S o o 92D
VX (VXE)=—pu——-.
X (VX E)=—p—s

Por fim, aplicando a identidade V x (V x E) = V(V - E) — V2E e a Lei de Gauss para

auséncia de cargas, V - E = 0, encontramos a equagao de onda para o campo elétrico,

. OPE

Seguindo os mesmos procedimentos acima, podemos encontrar facilmente uma equacao
para B.
Para o caso de uma propagacao unidimensional no eixo z, a Eq.39 torna-se

PE 1 0°E
922 v o2’ (40)

onde v = 1/,/ue é a velocidade de propagagdo da onda no meio. Sendo € = €/¢; e

Km = i/ 110, podemos reescrever a velocidade como v = ¢/, /K, com ¢ sendo a velocidade
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da luz no vacuo e dada por ¢ = 1/, /fg€g. Para meios nao magnéticos temos k,,, = 1. Assim,
a velocidade de propagacao da onda eletromagnética no meio material, para materiais nao
magnéticos, ¢ dada por

v = NG (41)

Logo, uma vez que a velocidade da onda no meio pode ser escrita como v = ¢/n, com n
sendo o indice de refragio do material, temos que n = /e, ou n = /1 + . Portanto, se
conhecemos Y, também conhecemos o comportamento de n. Conhecer a susceptibilidade
de um material significa saber o quao ele é susceptivel a polariza¢gdo quando sob o efeito
de um campo externo. Ou seja, materiais com altas susceptibilidades geram polarizacoes

intensas mesmo sob efeitos de campos fracos.
3.2 ESPALHAMENTO DE LUZ EM MFEIOS UNIDIMENSIONAIS FINITOS

Considerando uma componente monocromatica E(z, z;w) do campo elétrico po-

—twt

larizado em §, ou seja, E(x, z,t) = Re[E(x,y;w)e !y, e a aplicando diretamente em

Eq.(39), obtemos a equacao de Helmholtz, que pode ser escrita como
—— 4+ —— +k*(2)E =0, (42)
x

com k = w/c, ¢ a velocidade da luz no vacuo, w a frequéncia angular, £(z) = 1 + ax(2)
a permissividade elétrica relativa, y(z) a susceptibilidade elétrica linear do meio e a o
parametro perturbativo. O material teorizado deve ser o mais genérico possivel, bem
como limitado no espago. Ou seja, nosso material estd confinado entre 0 e L > 0, ao
longo do eixo z, conforme idealizado na Fig.3. Definimos nossa susceptibilidade linear
como x(z) = O(2)&(2), onde Or(z) é uma funcdo do tipo Heaviside, com Op(z) = 1, se
z€[0,L],eOp(z) =0, se z ¢ [0, L]. Dessa forma, limitamos nosso material no espaco, que
passa a ter um tamanho fixo L. Apés a redefinigdo de x(z), £(z) passa a encerrar todas as
caracteristicas do material. Portanto, para caracterizar um material, basta atribuir a ele

uma expressao para £(z), que pode ser complexa ou real.
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Figura 3 — Geometria de espalhamento. A onda plana incidente é caracterizada pelo vetor de onda k que
faz um angulo @ com a interface localizada em z = 0. A componente paralela k, a interface
do dielétrico é dada por k, = —ksin#.

=l

Fonte: Ref.[52]

Uma vez que também estamos interessados em incidéncias obliquas, como ja sugere

a Fig. 3, representaremos o campo como
E(z,z) = (2)e™, (43)

onde 1(z) é a amplitude do campo na direcdo z e k, a componente do vetor de onda

na diregdo x, perpendicular a diregdo de propagacao da onda. Uma vez que ¢ € (-7, 5)

corresponde ao angulo formado entre o vetor de onda e o eixo de propagacao z, a componente

x do vetor de onda é tal que k, = —ksin 6. Desta forma, substituindo (43) na equagao

original de Helmholtz, e tomando £(z) = 1 + ax(z), podemos reescrever (42) como

d*(2)

12 + k*9)(2) cos® § = =k ax(2)¥(2). (44)

A equacao acima pode ser reescrita numa forma integral utilizando a funcao de Green
adequada. Sendo nosso problema unidimensional, a func¢ao de Green mais adequada para
a propagacao em espaco livre ¢ dada por

eikcos@|z—z/|

Gz, 7) = 2ikcosf

(45)
Desta feita, a Eq.(44) pode ser reescrita na forma de uma equagao integral do tipo Fredholm

¢(z) — 6ikzcos9 _ ozk:2 /+oo dZ/G(Z,Z/)X(Z/)@/J(Z,)
I (46)

‘ L
_ ezkzcos@ _ ak2/ dz'G(z, Z/)é(zl)¢(zl)7
0
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onde o primeiro termo do lado direito da equagao acima corresponde a onda incidente
para o caso de auséncia de material espalhador (aw = 0). Note ainda que, da primeira para
a segunda linha, utilizamos a funcao de Heaviside para delimitar o espago ocupado pelo

material, [0, L], modificando os limites de integracao.

3.3 REPRESENTACAO DO CAMPO ESPALHADO EM TERMOS DA SERIE DE
BORN

Uma das formas de resolver a Eq.(46) é assumindo que o campo #(z) pode ser
escrito como uma série de poténcias de «, sendo este o parametro perturbativo do sistema.

Desta forma, temos

P(2) =D Pa(2)a”, (47)
n=0
com y(z) = e**¢s% sendo a solugdo para o problema nio perturbado com a = 0.

Aplicando a série de poténcias acima em (46), obtemos, para n > 1, uma relagdo recursiva

dada por
Un(2) = —k? /0 d2' Gz, V(2 Yn1 (). (48)

Segue dai que, aplicando diretamente a funcao de Green na relacao recursiva mostrada

acima, podemos dividi-la em dois termos:

wn<z) — Pn(z)eikz cosf 4 Nn<z)€—ikz COSQ' (49)

Note que os termos recursivos P,(z) e N,(z), dados por

ik e ik e e
— 1K S COS 50
P,(2) Seosd ds&(s)P,_1(s) + 5eosd ds&(s)Np_1(s)e (50)
e
ik L P 2
— 1K S COS 51
Nu(2) = gz [ ds(s)Paa(s)e P / dsE(s) N1 (), (51)

validos para a regiao 0 < z < L, descrevem as sucessivas transmissoes e reflexoes ocorridas
dentro do material. Note ainda que essas sucessivas reflexdes e transmissoes fazem com
que as Egs. (50) e (51) formem um sistema de equagdes recursivas acopladas. Para o caso
nao perturbado (propagacao do campo sem meio espalhador) temos Py = 1 e Ny = 0,

conforme também pode ser observado no sistema acima.
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Aplicando novamente a equagao de Green em (48), sé que para o caso z > L,
podemos escrever uma relagao de recursao para os termos da transmissao a direta do

material,

Un(2) = tpe™ s (2 > L), (52)
onde t,,, conhecida como amplitude de espalhamento de ordem n, é dada por

ik
" 2cosfh

[ /0 " dsE(s) Py (5) + /0 Y ASE(s)N,_y (s)e~2hseost | (53)

Da mesma forma que foi feito para a transmissao a direita do material, z > L, podemos
utilizar a funcao de Green para escrever uma expressao para o campo refletido a partir do

seu lado esquerdo, z < 0,

Un(2) = rpe*2es0 (2 < 0), (54)
com 7, ,conhecida como amplitude de reflexao de ordem n, dada por

ik
" 2cosh

[ /OL A€ () Py (5)e2hee050 /0 " dsg(s)Nn1<s)]. (55)

Uma vez que conhecemos as expressoes recursivas para a transmissao e reflexao do

material, podemos reescrever a série de Born como um somatoério desses termos,

t=> tha" =1+ ta+ta®+ ..,

n=0

o0 (56)
r= Zrna” =04+ ra+ra’+..,

n=0

com ty = 1 e rg = 0 sendo as solugoes para o problema nao perturbado. Para os problemas
propostos neste trabalho faremos o = 1. A amplitude ¢(r) é, portanto, a transmissao
(reflexao) total, isto é, a amplitude da onda transmitida (refletida).

Por fim, note que o uso de uma série infinita como solucao da equacao de Helmholtz,
além de distribuir o problema em outros menores, possui grande apelo fisico. Os termos da
série de Born sao fundamentais para o entendimento correto do processo de espalhamento
de luz por meios materiais. Cada termo da série representa um novo espalhamento, que
depende do anterior. A Fig.4 mostra de forma didatica os espalhamentos consecutivos que
ocorrem pelo material espalhador. Essa sequéncia de espalhamentos secundarios traz para o
centro do debate a problematica da forca do espalhamento. Ou seja, quanto mais interagoes
ocorrem entre o material espalhador e o campo elétrico, mais forte é o espalhamento. Isso

significa que, quanto mais complexo é o espalhamento que ocorre naquele material, mais
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termos da série de Born sdo necessarios para representa-lo. No caso contrario, quando
temos espalhamentos menos complexos, sdo necessarios poucos termos para caracterizar
tal espalhamento. Neste caso, dizemos que o espalhamento é fraco. O espalhamento fraco é
o mais discutido na literatura, [1,47-49]. Isso ocorre por esse tipo de problema precisar da
superposicao de apenas dois termos, o termo trivial (parcela que representa a solugao do
problema nao perturbado) e o termo de poténcia 1, para garantir uma boa representagao
do campo espalhado. A esse truncamento da série damos o nome de primeira aprozimagdao
de Born. Assim, sabendo do sentido fisico que os termos da série de Born possuem, e
dos seus usos conforme a forca do espalhamento, resta-nos atacar o problema dos termos
divergentes que podem aparecer nessa série quando estamos trabalhando problemas onde
a luz interage fortemente com o material estudado. Para isso, iremos langar mao dos
aproximantes de Padé como instrumento mateméatico capaz de reorganizar os termos

divergentes a fim de encontrar uma solucao finita para o problema.

Figura 4 — Interpretacao diagramatica da série de Born para um campo 3 sob a agao de um potencial
V. O propagador(fungdo de Green) é representado pela letra g.

Fonte: Ref.[69]

3.4 APROXIMANTES DE PADE PARA O CAMPO ESPALHADO

Como exposto anteriormente, os aproximantes de Padé, representados aqui como
P} correspondem a uma razao de polindmios de ordem [N, M]. O par [N, M] é formado
pela ordem do polinémio do denominador e numerador, respectivamente. Esses polinomios
sao poténcias do mesmo parametro utilizado para expandir a série de Born, «. Além disso,
para fins de célculo, é possivel fazer By = 1, sem perda de generalidade. Segue dai que um

aproximante de Padé de ordem [N, M] é dado por

M _ Zr]y:o Apa™  Ag+ Ao+ Asa? + ..+ ApaM
Mo ZnNzan@" B 1+ Bia+ ...+ ByaV

: (57)
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onde A, e B, sao os coeficientes desse aproximante. Lembremos ainda que, uma vez
conhecidos os termos da série divergente, precisamos de N + M + 1 termos dessa série para
encontrar todos os coeficientes do aproximante de ordem [N, M]. Isso pode ser facilmente
exemplificado para o caso de um aproximante de ordem 1 (N = M = 1) e uma série

infinita do tipo > 77, a,a™. Para esse caso, o aproximante de primeira ordem fica

Ay + Ao a’a
1 0 1 1

I S 58
! 1+ Bia o a; — G (58)

Fazendo a = 1, temos uma expressao para o aproximante de Padé de primeira ordem.
Outro aspecto importante que deve ser notado aqui é o tipo de aproximante utilizado. Por
critérios de velocidade de convergéncia, nos deteremos apenas nos aproximantes diagonais.
Isso significa que utilizaremos apenas aproximantes compostos por polinémios de mesmo
grau, N = M. Outro ponto a favor do uso dos aproximantes diagonais é a sua facilidade de
implementacao computacional, uma vez que podemos representa-los como um quociente

de determinantes de duas matrizes (N + 1) x (N + 1), Q e L, escritas como

ai D) T aN+1
Qg as T aAN+2
Q= :
ay aN+1 T a2N
apaN  agaN T+ aaY Zévzo ajocj
(59)
ai a2 TGN
a2 as Tt AN42
L=
ay an+1 -t Gaon
aN o oNl oL 1

Segue dai que o aproximante diagonal de Padé é tal que PY = det Q/detL. Apds essa
rapida digressao, podemos escrever as expressoes para os aproximantes de Padé para as

amplitudes de espalhamento transmitida e refletida pelo nosso material como

M Zﬁ/[:o Ana”
M7 14 yM Ban

(60)

Zﬁ/lzo Cn@n
1+ XM Doan’

(61)

-
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onde A, B,,C, e D, sao os coeficientes que serao determinados pelo equacionamento dos
aproximantes de Padé, mostrados acima, com as séries de Born definidas em (56).
Tendo definido os aproximante de Padé para a transmissao, Eqs.(60), e reflexao,
(61), utilizamos a série de Born, Eq.(56), para calcular os coeficientes A,,, B,,, C,, € D,,. Além
disso, esperamos que, uma vez definidos os aproximantes para cada problema proposto,
esses sejam convergentes para a solucdo exata quando N — oco. A convergéncia dos
aproximantes para um tunico valor, bem como sua validagdo por meio da comparacao
com uma possivel solugao analitica, sdo armas poderosas para entendermos como essas
ferramentas se comportam para diferentes fungdes de interesse fisico. Isso ocorre porque os
aproximantes de Padé tem sua convergéncia garantida, como dito anteriormente, apenas
para a classe das fungoes do tipo Stieljes, apesar de evidéncias que também possam
convergir para outros tipos especificos de fungoes [59, 60]. Logo, ainda sdo necessarias
mais pesquisas sobre a unicidade e convergéncia dos aproximantes de Padé para podermos

entender o alcance do seu espectro de aplicagoes.

3.5 APLICACOES

Nas subsec¢oes seguintes abordaremos os resultados das aplica¢oes dos aproximantes
de Padé em quatro problemas distintos; cada um correspondendo a um tipo de material
diferente. O primeiro problema trata-se de um material dielétrico homogéneo. Esse material
¢ bem conhecido na literatura por possuir solugdo analitica bem estabelecida [45]. A
metodologia utilizada para a validacao dos aproximantes de Padé, para esse material
e os demais, consiste em comparar a solu¢ao analitica com aproximantes de diferentes
ordens, observando a concordancia gradual entre as curvas. Essa metodologia, como dito
acima, sera aplicada em mais trés problemas, a saber: material linear, que consiste em
uma estrutura com &(z) variando linearmente ao longo do eixo z, material periédico
PT-simétrico, que possui uma solugdo bem estabelecida mostrada em Ref. [64], e um
material que combina caracteristicas de uma estrutura linear com uma periddica, chamado,
aqui, de material tipo Bloch. O ultimo material elencado ndo possui solugao na literatura,
portanto, seguimos, para a validagdo dos aproximantes de Padé, neste caso, com o critério

de convergéncia dos aproximantes.
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3.5.1 MATERIAL DIELETRICO HOMOGENEO

O material dielétrico homogéneo é caracterizado por uma suscetibilidade elétrica
dada por £(z) = b, onde b é um nimero que pode ser real ou complexo, independente de z,
e um tamanho finito igual a L. A caracterizagdo interna do material é feita pelo calculo

dos termos das Egs.(51) e (50), onde

1bkz
P1 (Z) = —,
2 cos 62
e?ik:L cosf __ e2ik:z cos ( )
N =b
1(2) 4 cos? 0

Segue dai que, pelas Eqs.(53) e (55), calculamos os dois primeiros termos da série de Born

para a transmissao,

kDL
L 9cos 6’
Zka ) L (62ikLcos0 _ 1) (63>
ty= 0 \ipr? -
27 8cos2 cos 6 + 2ik cos? 6 ’

e para reflexao,

b 2ik L cos O )
— i 1
" 4 cos? 0 (6 ’

b? 5L cos
Ry {eMLCOSQ(Qz'kL cosf — 1)+ 1}

(64)

Os dois pares de equagodes acima representam, respectivamente, os dois primeiros termos
da série de Born para a transmissao e para a reflexao. Foram escolhidos apenas os dois
primeiros termos para ilustrar a série de poténcias por se tratarem de equacgoes curtas e
faceis de analisar. Sendo assim, uma rapida analise dos termos acima mostra que b, por
assumir o papel de elemento perturbativo quando fazemos a = 1, aumenta seu expoente a
medida que os indices dos termos da série aumentam. Isso indica que, dependendo dos
parametros escolhidos para caracterizar nosso problema, podemos ter uma série divergente.

O primeiro resultado da eficiéncia dos aproximantes de Padé é mostrado na Fig.5.
Nessa figura comparamos o quadrado da amplitude da solugao analitica do material
dielétrico homogéneo com o quadrado da amplitude dos aproximantes de Padé, [tV|* e
|r¥|?, de diferentes ordens, N = 1, 2 e 3. Algo importante a se destacar é que a necessidade
de aproximantes de ordens cada vez maiores durante o ajuste das curvas significa que

a solucdo analitica do problema do material dielétrico homogéneo (veja Apéndice A)

nao corresponde a um quociente de polinémios [7]. Logo, os aproximantes de Padé,
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para esse caso, nunca poderao fornecer a solucao exata do problema, mas somente uma
aproximacao, embora de precisdo arbitraria. Sendo essa precisdo consequéncia da forma
analitica da aproximagao; um contraste evidente com aproximagoes numéricas [70-72].
Dito isso, podemos observar na Fig.5 um ajuste gradual das amplitudes quadraticas dos
aproximantes, representadas pelas linhas tracejadas e ponto-tracejadas, as curvas das
solugoes analiticas, representadas pelas linhas sélidas. Nos itens (a-c) da Fig.5 mostramos
a evolucao dos quadrados das amplitudes dos aproximantes de Padé em funcao da varidvel

adimensional kL, para £(z) = 4.
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Figura 5 — Amplitudes da transmissio e reflexdo para um material homogéneo £(z) = b como funcao de
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(a-c) kL, para b =4 e (d-f) b, para kL = 1. A linha preta continua é a solucdo exata (médulo
quadrado) para a amplitude transmitida e a linha cinza continua é a solugdo exata para a
amplitude quadrética refletida. As linhas tracejadas (ponto-tracejadas) sdo os aproximantes
de Padé para as amplitudes transmitidas (refletidas) (a, d) [t1|? e [r}|?, (b, e) [t3] e [r3|?, (c,
f) [t2|? and |r2|?. ParAmetros usados: a =1 e 6 = 0.
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A andlise realizada em funcao de kL permite observarmos o comportamento dos
aproximantes para materiais de qualquer escala, a medida que aumentamos o tamanho
da estrutura. A solugao analitica mostra um comportamento ja conhecido de maximos
e minimos [45], com pontos de ressonincia ocorrendo para certos valores de kL. Nesses
pontos a luz incidente é totalmente transmitida e a reflexdo vai a zero. Percebemos
ainda na Fig.5(a) que, para b = 4, os aproximantes de Padé de primeira ordem, |t|* e
|12, ndao conseguem reproduzir esses pontos de ressonancia. Desta forma, precisamos
de um aproximante de Padé de ordem maior para reproduzir esses pontos. Na Fig.5(b)
os aproximantes de Padé de terceira ordem mostram um ajuste melhor em relacao aos
aproximantes de ordem inferior, o que ja é esperado. Desta forma, a Fig.5(c), por fim,
mostra que, para a escala escolhida, ndo conseguimos distinguir a curva formada pelos
aproximantes de Padé e a solugao analitica. Ja nos itens (d-f) da Fig.5, mostramos o ajuste
das curvas das mesmas amplitudes quadraticas discutidas acima, s6 que desta vez em
funcao b e para um kL = 1. Esta andlise é necessaria, pois b é um parametro de forca
do espalhamento, portanto, decisivo nas caracteristicas de divergéncia da série de Born.
Os 6timos ajustes apresentados nesses itens dao indicios que, para materiais homogéneos,
os aproximantes de Padé sao uma boa ferramenta para reproduzir resultados finitos em
espalhamentos fortes ou fracos. Por fim, apesar dos resultados mostrados na Fig.5 serem
para uma incidéncia do tipo normal, = 0, a mesma qualidade dos ajustes foi encontrada
para incidéncias obliquas. Desta forma, figuras que mostram incidéncias obliquas sao
redundantes e nao trariam informagoes novas/relevantes para o problema; por isso nao as
colocamos.

A susceptibilidade elétrica (z) para a Fig.5 corresponde a um nimero real. J& na
Fig.6 mostramos novamente um material dielétrico homogéneo, agora com &(z) complexo.
Uma vez que é muito comum encontrarmos na literatura materiais formados por dois
blocos acoplados, homogéneos e finitos, onde um possui ganho, e o outro, perda [73-76],
convém estudarmos a aplicabilidade dos aproximantes de Padé para esses casos, mesmo
que desacoplados. Nos itens (a-c) da Fig.6 mostramos o comportamento dos aproximantes
de Padé para um material com £(z) = 4 + ¢, que corresponde a um material com perda.
O comportamento de perda, com a auséncia dos pontos de ressonancia e queda na
amplitude do campo, é reproduzido pelos aproximantes da mesma forma que aconteceu

na Fig.5. Quanto maiores os valores de kL, maior a ordem dos aproximantes necessarios
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para reproduzir a solugdo exata. Nos itens (d-f) da Fig.6, a solu¢gdo do material com
comportamento de ganho, caracterizado por {(z) = 4—1, é comparado com os aproximantes
de Padé de ordens N = 1, 3 e 5, para diferentes valores de kL. Da mesma forma que
ocorreu para os demais valores de £(z), temos uma progressao do ajuste das curvas com o
aumento da ordem do aproximante. Essa progressao na concordancia dos graficos sugere
que para trabalhar com valores de kL maiores, é necessario apenas aumentar a ordem do
aproximante.

Para finalizar a discussao sobre o material dielétrico homogéneo, construimos a
Fig.7. Nela mostramos como a série de Born diverge para os parametros utilizados. Na
Fig.7(a) mostramos o comportamento da amplitude quadratica das somas parciais dos
termos da série de Born para a transmissao a medida que kL varia, com b = 4. As somas
parciais sao representadas pela letra Sy(,), com um indice z identificando transmissao,
Si(n), € reflexao, Syny. O indice n, dentro dos parénteses, representa o ntimero de termos
da série usados para compor a soma parcial. Logo, Sy = > t; representa a soma dos
primeiros n termos da série de Born para a transmissao. Para S,,) = > iL,r; temos o
mesmo, s6 que para reflexdo. O comportamento em ambos os itens da Fig.7 mostra os
termos da série de Born divergindo, com a linha sélida preta representando a soma parcial
dos dois primeiros termos (primeira aproximacao de Born), e a linha ponto tracejada
a soma parcial dos cinco primeiros. Percebemos, a partir da Fig.7, que a inclusao de
novos termos da série de Born faz com que a série divirja mais rapidamente. Uma vez que
utilizamos b = 4, infere-se imediatamente que para b > 4 a série também divergira, uma
vez que a série é muito sensivel a esse pardmetro. Destacamos ainda que, para valores de
kL muito proximos de zero, a primeira aproximacgao de Born é suficiente para descrever
o sistema, o que ja era esperado, dado o aumento da poténcia de kL para os termos de

ordens maiores.
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Figura 6 — Amplitudes de transmisséo e reflexdo para um material homogéneo com (a-c) £(z) =4+i e (d-
f) £(z) = 4—i como fungdo de kL. A linha preta continua é a solucdo exata (médulo quadrado)
para a amplitude transmitida e a linha cinza continua é a solucdo exata (médulo quadrado)
para a amplitude refletida. As linhas tracejadas (ponto-tracejadas) sdo os aproximantes de

Padé para as amplitudes transmitidas (refletidas). (a, d) [t1]? e [r}|?, (b, ¢) [t3|% e [r3]? e (c,

f) [t2|? and |r2]2. Pardmetros usados: § =0 e a =1
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Figura 7 — Amplitudes das somas parciais para transmissao e reflexdo para um material homogéneo com
&(z) = 4 como fungéo de kL. A linha preta continua é o médulo quadrado da soma parcial
dos dois primeiros termos da série de Born para a (a) transmissdo e (b) reflexdo. A linha
cinza continua é o médulo quadrado da soma parcial dos trés primeiros termos da série de
Born para a (a) transmissao e (b) reflexao. As linhas tracejadas (ponto-tracejadas) sdo os
moédulos quadrados das somas parciais dos quatro (cinco) primeiros termos da série de Born
para a (a) transmissao e (b) reflexdo. Pardmetros usados: 0 =0 e a =1
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Fonte: Autor(2023)

3.5.2 MATERIAL LINEAR

O préximo material que serd discutido é do tipo £(z) = 1 + gz, sendo g uma
constante. Diferente do material homogéneo, esse apresenta uma variacao linear com z
no seu indice de refragdo. Portanto, para esse caso, a equagao de Helmholtz torna-se em
uma equacgao de Airy do tipo d*s(u)/du?® = uipy(u), cuja solugio geral é apresentada no
Apéndice B.

O procedimento seguido nesta se¢ao segue o modelo de analise feito para o material
dielétrico homogéneo. Portanto, os termos P;(z) e N1(z), que representam o comportamento

do campo dentro do material, sdo dados por

1kz
Pi(z) = 46080(2+92),
1 , ig ; g
N — 2ikL cos 6 { 2k (1 L } _ 2ikzcos6 { 2k (1 }}
1(2) 8k00829{6 cos@+ (1+gL)| —e (:089+ (L+g2)| 1

(65)
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com o0s primeiros termos da série de Born para transmissao e reflexdo dados por

ikL
1=7 (2+gL),
cos . . (66)
n= g et [ ok )] -2k L
8k cos? 0 cos cos 6

Diferente do que foi feito para o material homogéneo, aqui nao foi possivel escrever
ty e ro. Isso decorre do tamanho das expressdes produzidas para esses termos. Porém,
mesmo com a auséncia desses elementos, ainda é possivel perceber o papel do parametro
g nos primeiros termos da série. Assim, quando fazemos g = 0 em (65), de forma mais
evidente em P (z), retornamos para a Eq. (62).

Na Fig. 8 estudamos o comportamento dos aproximantes de Padé para o material
linear. Diferente do material homogéneo, optamos aqui por uma incidéncia normal, § = 0,
nas Figs. 8(a)-8(c), e uma incidéncia obliqua, com 6 = 7/4, nas Figs. 8(d)-8(f). Nos itens
(a-c) de Fig. 8 comparamos os aproximantes de Padé com a solugao exata do problema
quando kL variava e g = 4. O mesmo comportamento de concordancia entre as curvas
observado para o caso homogéneo foi observado aqui. Porém, para o material linear, o
intervalo dos valores de kL foi menor do que para o caso homogéneo, bem como a ordem
mais alta do aproximante utilizado para fechar o ajuste das curvas, N = 6. Para o caso
homogéneo, Fig. 7, para valores até proximos de kL = 4.5, bastava um aproximante de
Padé de ordem N = 5 para representar com precisao arbitraria a solucao exata do problema.
Contudo, para o caso linear, para um kL = 3.6 é necessario um aproximante de N = 6.
Esse comportamento era esperado, ja que o material linear exibe complexidades que o
material homogéneo nao possui. Nos itens (d-f) da Fig. 8 mostramos o comportamento dos
aproximantes para o caso de incidéncia obliqua e kL = 1. Realizamos a comparacao entre
os aproximantes e a solu¢do exata em fungao da variavel adimensional g/k. Da mesma
forma que b, para o caso homogéneo, ¢g/k esta relacionado a for¢a do espalhamento. Indo
mais além, g/k é importante para a linearidade do material. Ou seja, quanto maior seu
valor, maior o efeito do tamanho do material no espalhamento. Assim, os aproximantes de
Padé se mostraram capazes de representar, para o material linear, situagoes com materiais
de qualquer tamanho e em regimes de espalhamentos fortes ou fracos. Por fim, note que,
apesar de nao mostrado, o comportamento apresentado dos aproximantes de Padé para os
demais angulos de incidéncia mantém a mesma qualidade dos resultados mostrados na
Fig. 7. Logo, mostrar uma andlise para outros angulos nao traria novos elementos para o

resultado.
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Figura 8 — Amplitudes de transmissao e reflexdo para um material linear com £(z) = 1+ gz como fungio
de (a-c) kL, com g =4 ¢ 6 =0 e de (d-f) g/k, com kL =1 e 6 = w/4. A linha preta continua
e a solugdo exata (mddulo quadrado) para a amplitude transmitida e a linha continua cinza
é a solugdo exata (médulo quadrado) da amplitude refletida. As linhas tracejadas (ponto-
tracejadas) sdo os aproximantes de Padé para as amplitudes transmitidas (refletidas). (a, d)
[t112 e [r}|?, (b, f) [t3]2 e [r3]?, (c) |t8]? e [r§|? e (e) |t3|? e |r3|?. ParAmetros usados: o = 1.
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3.5.3 MATERIAL PERIODICO PT7-SIMETRICO NO PONTO DE QUEBRA DE
SIMETRIA

Agora discutiremos um material de amplo interesse tedrico e experimental [18,21,
32-37,40-43], o material periédico PT-simétrico. Esse material foi estudado anteriormente
em Ref.[64]. L4, sdo demonstrados diversos aspectos dessa estrutura, bem como a solugao
analitica do campo espalhado por esse material.

Os potenciais PT-simétricos foram introduzidos em 1998 pelo trabalho seminal
de Bender e Boettcher [16]. Nesse trabalho, os autores sugeriram que Hamiltonianos nao-
hermitianos poderiam ter espectros reais, desde que obedecessem as condicoes de simetria
PT. Isso significa que tais Hamiltonianos deveriam ser invariantes sob uma transformagao
PT, onde P é o operador paridade que, em uma dimensao, age sobre z, e um momento
arbitrario p, invertendo seus sinais:

PPt = —z,
(67)

PpP ! = —p.
Ou seja, o operador P age como um operador reflexdo. Ja T é chamado de operador
reversao temporal. Esse operador age invertendo o sentido natural do movimento,
TT ' =z,
ToT ' =—p,

(68)

sem alterar o sinal de z. Além disso, 7 é um operador antilinear. Logo, sob uma trans-
formacao T, temos i — —i. Assim, a agao conjunta desses operadores produz z — —z e

i — —i. Segue dai que, um Hamiltoniano, H, é dito PT simétrico quando
(PT)H(PT)™' = H. (69)

Contudo, apesar de Hamiltonianos invariantes sob simetria P7T poderem ter autovalores
reais, essa condicao sozinha nao ¢ suficiente. Em alguns casos, quando os Hamiltonianos
dependem de algum parametro «, é possivel haver um valor critico, a., tal que, para
a < a., os autovalores do hamiltoniano sao reais, e para a > a., sao complexos. Esses
parametros identificam os pontos excepcionais, que delimitam as regides de quebra de
simetria [28-30]. Além disso, sdo nas proximidades desses pontos que acontecem uma série

de fendomenos de interesse fisico.



3.5. APLICACOES 59

Discutiremos agora o comportamento dos aproximantes de Padé para o espalhamento
provocado por uma estrutura do tipo £(z) o cos(dz) + iAsin(dz), discutida inicialmente
em Ref.[25]. O pardmetro A\ define o ponto de quebra de simetria. Logo, para A < 1,
nosso material se encontra na regiao onde a simetria P7T é preservada. Ou seja, para
essa regiao temos autovalores reais. Consequentemente, para A > 1 ha uma quebra na
simetria. J4, com A = 1, nos situamos exatamente no ponto de quebra da simetria P7T .
Para esse valor de A podemos reescrever a susceptibilidade como uma exponencial, tal
que £(z) = be®* com b e d sendo niimeros positivos. Esse material é particularmente
interessante, pois Kulishov et al. [24] mostrou que no ponto da quebra de simetria essa
estrutura apresenta invisibilidade unidirecional, com a luz incidente totalmente transmitida
a partir de incidéncias a esquerda ou a direita e zero reflexdo a partir da esquerda. Mais
tarde, Feng et al. [32] mostra, experimentalmente, esse fenémeno para um material com
potencial semelhante ao estudado aqui. Mas, foi s6 em 2016 que Jones e Kulishov, em
Ref.[64], desenvolveram uma solugdo analitica exata para esse problema. Na solugao de
Jones e Kulishov [64] sdo consideradas incidéncias pela direita e pela esquerda; diferente
do proposto neste trabalho, onde a incidéncia ocorre exclusivamente pela esquerda. Os
resultados que servirao para validar os aproximantes de Padé para esse material foram

retirados diretamente de Ref.[64], sendo reproduzidos na Fig.9.

Figura 9 — Coeficiente de transmissao (T') (painel esquerdo) e de reflexdo & esquerda (Ry,) (painel direito)
para um material periédico com £(z) = be’®* como funcio de #.Pardmetros usados: o = 1,

d=2m | =2v24 §, _002¢ [ =84
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Fonte: Ref.[64]

Na Fig.9, no painel esquerdo, mostramos o coeficiente de transmissao (7') em fungao
do angulo de incidéncia 6. Para esse caso, T' é o mesmo independente do lado do material

que sofre incidéncia do campo. A solucao analitica mostra que a invisibilidade unidirecional
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se mantém para o intervalo —0,9 < 0 < 0,9, sofrendo uma violacao para regides fora desse
intervalo. Além disso, é importante destacar que a transicdo de T' < 1 para T > 1 ocorre
préximo ao angulo de Bragg (6p), o qual é aproximadamente 1,06, como indicado em
Ref.[64]. O painel direito da Fig.9 mostra a reflexao do lado esquerdo do material (Ry) em
funcao de theta. Da mesma forma que observado para T', o angulo de transi¢ao indicado
para Ry, é proximo de 0. Em Ref.[64] sdo discutidos apenas resultados para b da ordem
de 0,02, apesar dos autores afirmarem expressamente que a solugao elaborada também
serve para espalhamentos de ordens maiores.

Os aproximantes de Padé foram construidos para reproduzir os resultados mostrados
em Fig.9. Dessa forma, seguindo os procedimentos dos demais materiais, temos que os

dois primeiros termos da série de Born para a transmissao, ¢, e reflexao, r, sao dados por

t i (eiLd B 1) :

~ 2dcosf
w2 d (ede _ eil(d+2kcost) | 1) o (e2iLd B 1) cos 0 (eiLd _ 1)2
2= 8dcos?f | (d—2kcos)(d+ 2k cos ) * (d — 2k cos8)(d + 2k cos 6) + d
(70)
e
kb [eil(d+2kcost) _ |
" 5o [ d + 2k cos 0 ] ’
L2p2 [ e2il(dthcost)  2iL(d+2kcosh) d (71)
"7 Ydcos? 6 [ d+kcos®  d+2kcosf * (d+ kcosO)(d+ 2kcosb) |

Calculados os termos da série, reproduzimos na Fig.10 as amplitudes quadraticas dos
aproximantes de segunda ordem, Fig.10(a) e Fig.10(b), e de quarta ordem, Fig.10(c)
e Fig.10(d), como fun¢do dos adngulos de incidéncia #. Os pardmetros utilizados foram
retirados de Ref.[64] a fim de reproduzir os resultados mostrados na Fig.9. Note ainda que,
aqui, nao foi possivel realizar o ajuste progressivo entre as curvas da solugao analitica e dos
aproximantes de Padé, como feito para outros materiais. Essa impossibilidade decorre da
alta frequéncia de oscilacao das curvas. Contudo, uma rapida apreciagdo entre as Figs.9 e
10, j4 mostra que os aproximantes de Padé conseguem reproduzir as rapidas oscilagoes do
comportamento de espalhamento da luz pelo material periédico P7T -simétrico, bem como
os pontos de transi¢do para o regime sem a invisibilidade unidirecional. Esse resultado se
reproduz de forma evidente nos itens (a-b) da Fig.10.

Os resultados apresentados em Ref.[64] tratam apenas de regimes com espalha-

mento fraco. Dessa forma, os resultados mostrados nos itens (a-b) da Fig.10 também
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sao reproduzidos pela soma dos trés primeiros termos da série de Born. Isso indica que
b = 0,02 produz um espalhamento que ocorre dentro da regiao de convergéncia da série de
Born. Portanto, para podermos tensionar os limites dos aproximantes de Padé, precisamos
de um espalhamento que ocorra fora dessa regido, uma vez que ja constatamos que dentro
os aproximantes também convergem. Para obtermos uma série de Born divergente, fizemos
b = 1. Constatamos que para essa amplitude £(z), a série de Born diverge. Além disso,
para evitar oscilagoes rapidas nas curvas plotadas, fizemos L = 1,68. Esse valor para L
permitiu uma curva com menos flutuacgoes. O resultado da aplicagao dos aproximantes
para esses pardmetros é mostrado nos itens (c-d) da Fig.10. Nele vemos que o perfil de
invisibilidade unidirecional some, dando lugar a pequenos pontos de ressonancia para
angulos de incidéncia maiores que 0,5. Note ainda que, diferente do caso para b = 0,02, o
espalhamento com b = 1 s6 apresentou convergéncia entre os aproximantes a partir da
quarta ordem (N = 4). Ou seja, os aproximantes de Padé removeram a divergéncia da

série e conseguiram representar o resultado com apenas nove termos.

Figura 10 — Amplitudes transmitidas e refletidas dos aproximantes de Padé para um material periddico
com &(z) = be'®* como funcio de 0. (a) [t2]2, (b) |73|%, (c) |t}]? e (d) |r}|?. Parametros
usados: ¢ = 1, d = 2 | = 27v24 (a, b) b=0.02, L =84, (¢c,d) b=1e L =1.68.
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3.5.4 MATERIAL LINEAR-PERIODICO (TIPO BLOCH)

O material que sera discutido nesta secao retine caracteristicas de um material
linear com um material periddico. Salvo melhor juizo, nao ha solucdo analitica para
o espalhamento produzido por esta estrutura. Sua susceptibilidade é dada por £(z) =
Az + o cos(dz), com o e A sendo constantes reais. Cunhou-se para essa estrutura o termo
material tipo Bloch, devido sua semelhanca com potenciais da equagao de Schrodinger
que produzem oscilagoes do tipo Bloch. Na literatura, esse potencial é conhecido como
washboard (tdbua de lavar) [68]. Esse tipo de potencial tem seu apelo, principalmente, em
problemas envolvendo mecanica quantica, difusao de particulas e movimento Browniano
[65-68]. Logo, esperamos que esse tipo de material também possa ter relevancia para
futuros trabalhos envolvendo otica.

Para estudar o comportamento dos aproximantes de Padé para esse material, uma
vez que nao dispomos de sua solugao analitica, recorreremos a relagao de normalizagao
(conservagao de energia), |t|? + |r|* = 1, validando a solugdo disponibilizada pelos aproxi-
mantes. Além disso, também usaremos o critério de convergéncia. Logo, o aproximante
de Padé mostrado no tultimo resultado tratar-se-4 do primeiro na linha de convergéncia.
Sendo assim, seguindo o modelo das se¢Oes anteriores, temos que a primeira aproximacao

de Born para as amplitudes transmitidas e refletidas sao

1. I'L?  osin(Ld)
tl—zzksecel 5 + 7 1,

1 T ocl I'sec? 0 [(1 — 2ik L cos f))e?ikLcost 1} o
= Siksec e (72)

N [dsin(Ld) + 2ik cos(Ld) cos f]ae?*E<0s? — 2iak cos 0 }
d? — 4k2 cos? 0 '

Na Fig.11(a-c) plotamos o comportamento das amplitudes quadraticas dos apro-
ximantes de Padé para a transmissao e reflexdo em fun¢dao de kL. Com uma incidéncia
normal, # = 0, escolhemos o e A de tal forma que nosso sistema estivesse fora da regiao
de convergéncia da série de Born. No intervalo de kL escolhido, foi necessario até o Padé
de terceira ordem para que a condi¢do de normalizagao fosse respeitada integralmente. O
comportamento apresentado pela amplitude de espalhamento foi de rampa, caracteristico
do material. J& nos itens (d-f) da Fig.11, plotamos as mesmas amplitudes quadraticas, s6

que em fungao de o. Agora, para uma incidéncia obliqua, § = 7/4, vemos comportamento



3.5. APLICACOES

semelhante para os aproximantes até ordem N = 3, com a condi¢ao de normalizacao

integralmente respeitada.

Figura 11 — Amplitudes transmitidas e refletidas para o material ndo-homogéneo £(z) = I'z 4 o cos(dz)
como funcao de (a-c) kL, com o =2,0 =0, (d-f) o, kL = 1/2 e § = 7/4. As linhas continuas
pretas (cinzas) sdo os aproximantes de Padé para transmissao [t |? (reflexdo |[r{|?). A linha
tracejada é a energia total. (a) e (d) N =1 (b) e (e) N =2¢e (c) e (f) N = 3. ParAmetros
usados em todos os graficos: « = 1, d = 50 e I' = 20. As séries de Born correspondentes
divergem para este conjunto de pardmetros. A linha fina continua preta marca a unidade.
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3.6 CONCLUSOES

Os aproximantes de Padé conseguiram remover as divergéncias oriundas do uso da
série de Born, com parametros que produzem amplitudes de espalhamento fora da regiao
de convergéncia dessas séries. Além disso, por se tratarem de aproximacoes analiticas,
nao sofrem com a dependéncia de discretizacoes do material, como ocorre com solugoes
numéricas. Essas discretizagoes trazem erros intrinsecos que se acumulam quanto mais
complicado é o material. Dessa forma, solu¢cbes numéricas sao preteridas em relacao as
analiticas, e os aproximantes de Padé fornecem uma maneira de obté-las. Assim, neste
capitulo, mostramos que, para problemas lineares envolvendo ondas planas espalhadas
por meios complexos nao-homogéneos, os aproximantes de Padé se mostraram uma
ferramenta poderosa para o calculo da amplitude espalhada por materiais que interagem
fortemente com o campo. Isso justifica o interesse crescente nessa forma de aproximacao
analitica [1,7,52]. Por fim, verificamos que o formalismo baseado na teoria perturbativa,
e nos aproximantes de Padé, se configura como uma metodologia valida para materiais
lineares, arbitrarios, ndo homogéneos, e incidéncias obliquas, sendo, inclusive, facilmente

generalizado para mais dimensoes; como serd mostrado no capitulo seguinte.
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ESPALHAMENTO ELETROMAGNETICO EM MEIOS
TRIDIMENSIONAIS

Neste capitulo mostraremos os resultados obtidos apds a aplicagao dos aproximantes
de Padé em um sistema tridimensional formado por um dipolo P7T -simétrico, definido por
um par de deltas de Dirac representando dois materiais espalhadores pontuais possuindo
ganho e perda. Trabalharemos com os aproximantes de Padé dentro e fora da regiao de
convergéncia da série de Born. Compararemos os resultados obtidos pelos aproximantes
com os obtidos pelo uso direto da série de Born e uma solugao aproximada para a regiao
de campo distante. O material estudado neste capitulo foi e ainda é objeto de ampla
discussao na literatura [6,7,9,72,77-79]. Os resultados discutidos neste capitulo foram

publicados em 2021 na Physical Review A [7].
4.1 ESPALHAMENTO DE LUZ EM MEIOS TRIDIMENSIONAIS

Seja um campo escalar monocromatico de frequéncia w representado por um sinal
6tico complexo u(r,w) satisfazendo a equacao de Helmholtz

V2u(r,w) + k*e(r, w)u(r,w) = 0, (73)

sendo k = w/c o niimero de onda, ¢ a velocidade da luz no vacuo e e(r,w) a permissividade

elétrica relativa. Podemos reescrever a permissividade elétrica relativa como

e(r,w) =1+ ax(r,w), (74)
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onde x(r,w) é a susceptibilidade elétrica linear do meio e & um parametro perturbativo.

Substituindo (74) em (73), temos
V2u(r,w) + k*u(r,w) = —ak*x(r,w)u(r,w). (75)

Para a = 0 retornarmos a um problema sem objeto espalhador. Note que o parametro «
foi introduzido para gerar a série de Born, portanto, ao final de tudo, colocaremos o = 1
para obter a resposta do problema original (que ndo possui «), e(r,w) = 1+ x(r,w).

A forma integral da equacdo de Helmholtz inomogénea, Eq. (75), é obtida definindo

uma funcao de Green G(r —r’), tal que
ViG(r — )+ E*G(r —r') = =d(r — 7). (76)
A forma integral da Eq.(75) é uma equacao integral do tipo Fredholm, escrita como

u(r) = uo(r) + ak? / ()Gl — ), (77)

com ug(r) sendo a solugdo da equagao de Helmholtz homogénea, sem objeto espalhador. A

funcao de Green adequada aos nossos problemas tridimensionais é dada por

6ik|'rfr’|
A
G('l" -T ) = m

Considerando o campo como uma série de poténcias em «,

u(r) = i)un(r)a”, (79)

podemos transformar (77) em uma equagao de recorréncia do tipo

un(r) = [ X )G =1 D () (0= 1), (30)

T

simplesmente substituindo (79) em (77). No que segue, utilizamos uma aproximagao de

campo distante, tal que a funcao de Green passa a ser expressa como

eik\r—'r’\ eikr

—iksr! /
At|r — 7/ drr* (r>r), (81)

com § = r/r sendo o vetor unitario na diregdo observacao do campo e r = |r|. Para este

problema assumimos que a onda incidente é do tipo plana e representada, por
uo(r) = ™, (82)

onde a é um vetor unitario na direcao do eixo de propagacao.
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4.2 O DIPOLO PT-SIMETRICO

O material considerado é um dipolo, Fig. 12, formado por potenciais singulares do

tipo delta de Dirac, onde a susceptibilidade elétrica linear é dada por
X(r,w) = (o +i7)d(r —ro) + (0 —i7)d(r + o), (83)

com o e 7y sendo parametros reais positivos e +rg e —rg as posicoes dos espalhadores com
perda e ganho, respectivamente. Em 2017, Staliunas et al. [9] discutiram o comportamento
de uma onda plana espalhada por essa estrutura. Os autores buscaram uma solucao
analitica para o campo espalhado utilizando a primeira aproximacao de Born. Em seguida,
compararam os resultados obtidos com aproximagoes numéricas. A solu¢gdo numérica confir-
mou a validade da aproximacao de Born para espalhamentos fracos. Ja para espalhamentos
fortes, a aproximacao de Born mostrou desvios significativos da solugdo numérica. Em
2019, Brandao e Cavalcanti [6] voltaram a discutir o problema do dipolo PT -simétrico,
estudando o espalhamento de luz parcialmente coerente produzido por esse material. Nesse
trabalho, os autores mantém a primeira aproximacao de Born para inferir seus resultados,
limitando-se, dessa forma, a espalhamentos fracos. O problema em trabalhar para além
da primeira aproximacao de Born com potenciais do tipo delta, reside nas singularidades
que ocorrem nos termos seguintes da série. Esse é um problema antigo e a tinica solucao
analitica consolidada envolve técnicas de renormalizac¢ao [80]; apesar de esforgos recentes
na busca de solugoes livres de singularidades e que nao envolvam renormalizacao [72,78,79).
Além disso, técnicas de renormalizacao em processos de interesse fisico ainda necessitam
de mais estudos que viabilizem seus reais impactos na interpretacdo dos novos parametros
gerados no processo de remocao artificial das singularidades [81], o que torna esse tema

um assunto ainda em aberto.
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Figura 12 — Sistema espalhador. Uma onda plana monocromatica de frequéncia w viajando na direcao
de @, interage com um espalhador composto por duas particulas com ganho e perda (dipolo
PT-simétrico). A posicao da particula com perda(ganho) é +ry (—7r9).

Plane wave

Loss

+TIo O

Q>

O

Gain

Fonte: Ref. [7]

O objetivo desta sec¢ao sera encontrar uma solucao analitica aproximada e baseada
na aproximagao de campo distante. Nessa aproximacao faremos u,(r) ~ u¢%(r), onde c.d.
é a abreviacao para campo distante. Essa solu¢ao nos permite utilizar a funciao de Green
na aproximacao de campo distante para encontrar todos os termos da série. Acreditamos
na razoabilidade dessa aproximacao, pois, apesar de estarmos trabalhando com r» — oo, do
ponto de vista experimental, isso pode se tratar de milimetros, sendo, inclusive, intensificado
por um potencial com um raio que tende a zero. Porém, é evidente que reconhecemos as
6bvias limitagoes dessa aproximacao e entendemos que serdao necessarios trabalhos futuros
para a melhor compreensao fisica dela. Contudo, para a analise do comportamento dos
aproximantes de Padé para potenciais em discussao, essa aproximagao cumpre seu proposito
ao viabilizar a construgao dos aproximantes, dentro e fora da regiao de convergéncia da
série de Born. Assim, essa solugao aproximada sera comparada com os resultados obtidos
pelos aproximantes de Padé e pela série de Born. Para isso, procedemos substituindo as
Eqgs.(81) e (83) em (80), obtendo:

k2 ikr . o . -
un(r) = = (o 4+ i) 1 (ro)e 57 4 (0 — i)y (—r0)e™™] (0 =1,2,3,..).

CAmor
(84)
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Para encontrar nossa solugao analitica aproximada, seguimos com um processo de inducao,
calculando cada um dos termos da série de Born. Substituindo (82) em (84), temos que os
trés primeiros termos da série de Born sao dados por:

k2 eikr
A7 r

u (r) [Poe™™570 4 Qoe™ ], (83)

onde Py = (0 + i7y)e*a7m0 e Qy = (0 — i7y)e ka0,

k2 2 6ik:7" - -
uy(r) = <47T) r [Pre= k870 4 eEmo], (86)

onde P, = (0 + i) (Py + Que?* ™) 1y e Q1 = (0 — i7y)(Poe®*™0 + Q) /10; ©

L2 3 cikr o .
us(r) = (m) L ! (87)

onde Py = (0 + i7) (P + Q1€**) /ry e Qo = (0 — i7y)(Pre?*™0 + Q) /ry. Claramente é
possivel observar um padrao nas Eqs. (85), (86) e (87). Esse padrao persiste de tal forma

que podemos escrever uma equacao de u,, com

k‘2 nezkr iksro ikéro
w(r) = | ) o [Paae T 4 Q™ (n 2 1), (88)

onde
Pn = Dlpnfl + DQanl

Qn = D3Pn71 + D4Qn717

(89)

com Dy = (o +1i7)/ro, Dy = (0 + i7y)e?* /1o, D3 = (o0 — iry)e?* [rg e Dy = (0 — i7) /70.
Note que o sistema (89) é recursivo e acoplado com coeficientes constantes e condigoes
iniciais dadas por Py = (0 +1i7)e*™0 ¢ Qy = (0 — iy)e ™*4™0. Portanto, para encontrarmos
uma solucao para a Eq. (88) é necessério resolver o sistema (89).
Inicialmente escreveremos o sistema (89) em sua forma matricial:
P, Dy Dy| | Py
"= A (90)
Qn D3 D 4 anl
Aplicando as condigbes iniciais Py e ()p no sistema (90), de forma recursiva, podemos

reescrevé-lo como: .

P, D, D P P
_ P P of _pn|'0 7 (91)

@n D3 Dy| |Qo Qo
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onde D é uma matriz 2 x 2 com coeficientes D;. Aplicando o teorema de Cayley-Hamilton

[82], com os procedimentos descritos em [83], podemos reescrever D™ como:

A — A2 n—1 __ yn—1
71 21)-—-A1A2A1 AQ

D" =
)\1—>\2 /\I_AQ

1, (92)

onde A1 e Ay sdo os autovalores de D e 1 é a matriz identidade. Temos, entao, solugoes

gerais para P, e (), dadas por:

27n71
}%j: X (th%‘%Zl)ﬂQo—-LM}%)
V(D1 — D)2 + 4D, Dy

X

<\/(D1 — D)2 +4D,Ds + Dy + D4> - ( — (D) — Dy)? + 4Dy D5 + D, + D4) ]

+ Po\/(D1 — Dy)? + 4Dy D3 X [( — \/(D1 — Dy)?2+4DyDs + Dy + D4>

4 <\/(D1 — Dy)? +4DyDs + Dy + D4>n] } :

(93)
2—n—1
Qn = X <D4Q0 +2D3P — DlQo)
V(D1 — Dy)? + 4D, Dy
x (\/(D1 " Dy)? 1+ 4D,Dy + Dy + D4) - ( — \/(Dy = Dy)? + 4D, D5 + Dy + D4> ]

+ Qoy/(Dr — Da)? + 4D, Dy ( — J(Dy = Dy)* + 4D, D5 + Dy + D4>

+ <\/(D1 — Dy)?+4DyDs + Dy + D4>n] } .
(94)

As expressoes (93), (94) e (88), juntas, compdem a solucdo geral para os termos
com n > 1 da série de Born.

O campo total para o = 1 é dado por

u(r) = uo(r) + i_o:l up (7). (95)

Substituindo (88) na expressao acima, temos

ikr o0

ulr) = uolr) + 3 (k> (Pore 04 @ yeom), (96)

oA \4T
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Se olharmos com atengao as Eqgs. (93), (94) e (96), é facil perceber que os termos

no somatorio correspondem a uma série geométrica do tipo

o S

com |¢| < 1.

Aplicando o resultado de (97) em (96), temos
eikr
u(r) = up(r) + . T (r), (98)

onde
ay(r) = — Dy k*Qo + D4k* Py — 4k* P,
° DyDsk* — (D1k? — 4Am) (Dyk? — 4m)
Dk*Qo — Dsk*Py — 47k*Q,

+ ik:§~'l"0
D2D3k4 - (D1k2 - 471') <D4]€2 - 47T> ’

—1ks-rg

(99)

onde u4(r) corresponde a amplitude do campo espalhado. Existem ainda dois pontos
importantes que devem ser discutidos: o primeiro é que, apesar de a expressao ter dois
termos bem definidos, onde o primeiro esta multiplicado por uma exponencial que vem
de uma aplicacao direta da delta de Dirac ligada ao parametro de perda e o outro
estda acompanhado por uma exponencial ligada ao parametro de ganho, os termos que
multiplicam essas exponenciais estao acoplados. Ou seja, em ambas as parcelas aparecem
parametros relacionados tanto ao ganho quanto a perda. O segundo ponto de destaque
é que nosso sistema corresponde a um caso raro onde o n-ésimo termo da série de Born,
bem como a forma geral do campo, podem ser escritas analiticamente.

Uma vez que iremos comparar os aproximantes de Padé e a série de Born com
a solucao analitica aproximada, cumpre destacar uma nova variavel que ira auxiliar
essa andlise: a soma parcial dos N primeiros termos da série, Sy (r) = S, 1, (r), com
S1(r) sendo a amplitude do espalhamento da primeira aproximagao de Born. Nas sec¢oes
seguintes faremos uma rapia digressao sobre os aproximantes de Padé, discutiremos a
aplicacao desses aproximantes para o caso do campo espalhado e, em seguida, discutiremos

os resultados obtidos para o caso hermitiano (7 = 0) e nao-hermitiano (v # 0).

4.2.1 APROXIMANTES DE PADE DE ORDEM N

Quanto maior a ordem do aproximante de Padé que precisamos para obter uma

solucao aproximada do problema, maior é o tamanho do sistema que precisaremos solucionar.
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Embora haja métodos computacionais sofisticados para calcular aproximantes de Padé
de ordens mais altas [50], é interessante que tenhamos solugdes analiticas simples para
trabalhar em casos especificos. Pensando nisso, Van de Sijs et al. [1] deduziu uma expressao
geral, simples, para o calculo dos aproximantes de Padé diagonais de ordem N,

N A+ SNEA gm
PN(a) = ek m=1—m
v () l§ T AN Aarm

onde o termo A corresponde ao determinante de uma matriz de ordem N, com lei de

(100)

formacao
UNti-j, S€ 1> ]

[A]U — Yup, se 1=17: (101)

Un—j+i, se 1< j

onde N é a ordem do aproximante de Padé pretendido e ¢ e j sdo as linhas e colunas da
matriz, respectivamente. Ja o termo A,, corresponde ao determinante da matriz [A];; com
a coluna m substituida por um vetor coluna de N termos com lei de formacao —uny;.

Os aproximantes de Padé estdo na forma Py (r) = uo(r) + falui(r), us(r), ...,
com fy sendo uma funcdo independente de uy(r), e estamos interessados apenas nas
propriedades de espalhamento do campo, todos os resultados que se seguirao serao da
forma [PY (r) — uo(r)]/(e*" /r) = PY(r), onde PY(r) é o aproximante da amplitude do
campo espalhado. Ou seja,

ikr

PY(r) = uo(r) + . Pl (r), (102)

onde PY (r) é independente de 7.

Para finalizar, é importante lembrar que a ordem do aproximante escolhido depende
do problema que estd sendo trabalhado. Ou seja, para um problema A, um aproximante
de primeira ordem pode ja ser suficiente e convergir para a resposta correta. J4 para
um problema B, pode ser necessario aproximantes de ordens superiores. Ou, na pior
das hipdteses, pode ser que o aproximante nunca convirja para uma resposta correta,
pois nada garante que, se o Padé de primeira ordem convergir para a resposta certa, os
de ordens superiores também o convergirao. Lembremos que, infelizmente, a teoria dos
aproximantes de Padé s6 garantem a convergéncia de aproximantes de ordens superiores
para um grupo especifico de fungoes, chamadas Stieltjes. Apesar de desanimador, isso é
mais um motivo para aplicarmos os aproximantes a um numero crescente de problemas de

modo a entendermos melhor seu comportamento.



4.3. APLICACOES 73

/.3 APLICACOES

Nesta se¢ao discutiremos o comportamento dos aproximantes de Padé quando
aplicados ao problema do dipolo P7T -simétrico. Inicialmente discutiremos esse problema
para o caso onde v = 0. Isso significa que nosso dipolo serd composto apenas por duas
deltas de Dirac idénticas, sem ganho ou perda. Em seguida, discutiremos o comportamento
dos aproximantes para o problema do dipolo com simetria P7 . Ou seja, teremos dois
objetos pontuais, um com ganho e outro com perda, v # 0, representados por deltas de

Dirac.

4.3.1 ESPALHAMENTO DE LUZ EM UM MEIO HERMITIANO

Na situagao a seguir trabalharemos com o caso hermitiano, i.e., v = 0. Dado que o
dipolo escolhido é uma estrutura que possui simetria rotacional ao longo do eixo que passa
pelas duas particulas, podemos fixar o dngulo ¢ = 0 (considerando coordenadas esféricas)
com a certeza que nao perderemos informacao. Dessa forma, o sistema esta configurado
com a linha que liga as particulas do dipolo paralela ao eixo x, com o eixo y saindo do
papel. A distancia entre as particulas é zo = 1 e o centro do dipolo encontra-se na origem
do sistema de coordenadas. Por comodidade escolhemos £ = 1 e um sistema de medidas
arbitrario. A onda incidente estd na direcao 2.

A Fig. 13 mostra o comportamento das amplitudes da solugdo aproximada (linha
preta sélida), dos aproximantes de Padé de primeira, segunda e terceira ordem (linha
preta s6lida), da primeira aproximacao de Born (linha tracejada), e do somatério dos cinco

(linha pontilhada) e dos trinta primeiros (linha sélida cinza) termos dessa série.
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Figura 13 — Amplitude do campo espalhado como fungdao de ¢. Primeira aproximacao de Born (linha
tracejada) |Sy(r)|, soma dos cinco (linha pontilhada) e dos trinta (linha sélida cinza)
primeiros termos da série, |S5(r)| e |Ss0(r)|, respectivamente, aproximantes de Padé de 12,
22 ¢ 3* ordem (linha preta sélida), [Py (r)| (N = 1, 2, 3), e a solugio aproximada |ii,(r)|. As
tltimas quatro linhas sdo indistinguiveis na escala utilizada. Parametros utilizados: 6 = 7,
(b:O,k;:l,xo:%efy:O.
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Fonte:Ref. [7]

O comportamento linear da primeira aproximacgao de Born ja era esperado, visto

que o primeiro termo da série é proporcional a o,
]{32
$1(r) = (1) = o cos [kro - (a _ sﬂ (103)
™

Percebemos ainda que essa aproximagao s6 é valida para valores de ¢ muito pequenos.
Para valores maiores desse parametro, o — oo, a amplitude do campo tende ao infinito,
o que é um resultado nao fisico. A medida que aumentamos a quantidade de termos
da série de Born, a aderéncia a curva que representa a solu¢ao aproximada (linha preta
sélida) vai aumentando, como podemos observar para as curvas Ss(r) e Szo(r). Contudo,
essa aderéncia esbarra no raio de convergéncia da propria série de Born que, para oo = 1,
¢ aproximadamente 3,6, conforme podemos observar mais adiante na tabela 5. J& os
aproximantes de Padé, desde os de primeira ordem, demonstraram alta aderéncia a curva
da nossa solucao aproximada, nao sendo possivel, na escala adotada, diferencia-los. Note

ainda que a aderéncia persistiu a medida que as ordens dos aproximantes cresciam. Algo
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importante, e que deve ser destacado, é a capacidade dos aproximantes em emular o

comportamento do sistema mesmo quando este satura, o que ocorre para ¢ — Q.

Tabela 5 — Raio de convergéncia R, no plano complexo de « para a série de Taylor ) u,a™ para varios
valores de o. Pardmetros utilizados: ¢ =0,0 =5, k=1, 29 = % ey=0.

R,
3,57983
1,78991
1,19328

0,894956
0,715965
0,596638
0,511404
0,447478
0,397758
0,357983

© 01O U W~

—
(e}

Fonte:Ref. [7]

A tabela 5 mostra como o raio de convergéncia da série de Born muda a medida
que aumentamos os valores de o. Observamos ainda que, a medida que ¢ aumenta, o
raio de convergéncia no plano complexo diminui. Ou seja, para valores crescentes de o, a
eficiéncia da série de Born fica cada vez mais limitada. Isso também pode ser explicado de
outra forma: dado que cada termo da série de Born é proporcional a o elevado a poténcia
de ordem igual ao termo da expansao que a ele estd ligado (u(r) é proporcional a o,
ti5(r) proporcional a o2, @3(r) proporcional a 03 e assim por diante), quando somamos
esses termos retomamos um somatorio de poténcias que precisaria de um ¢ — 0 para nao
divergir.

Para uma comparagao entre a série de Born e os aproximantes de Padé, foi montado
a tabela 6. Nessa tabela fizemos 0 = 1 e variamos os valores de a. Em seguida comparamos
a solugao aproximada, para cada o, com os dois primeiros aproximantes de Padé, | P}| e | P%|,
e com a série de Born. Todos os calculos foram realizados dentro do raio de convergéncia
da série de Born para ser possivel verificar a eficiéncia da série e dos aproximantes. O que
se observou foi que, quanto mais préximo das bordas do circulo de convergéncia da série
Born, mais termos sao necessarios para a série convergir para a solug¢ao aproximada, o
que ja era esperado. Contudo, quando analisamos os aproximantes de Padé, percebemos
que eles convergem para nossa solucao ja a partir da primeira ordem, concordando até

a décima quarta casa decimal. Isso significa que todas as informacoes fisicas necesséarias
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para modelar o sistema estao contidas em apenas dois termos da série de Born (note que

excluimos 1y pois estamos tratando apenas do campo espalhado).



Tabela 6 — Comparagao entre a solucdo analitica 4 para a amplitude do campo espalhado e sua série de Taylor Sy e os aproximantes de Padé 15]]\,\’ . Pardmetros
utilizados: vy =0, k=1, ¢ = %, ¢ =0e = 7. Todos os valores de « estao dentro do raio de convergéncia.

oc=1
a Solugao analitica |Sn| (N) | P | P}
3,57 1,0090898257861656 1,0090877280387027(4000) 1,0090898257861698 1,009089825786168
1,79 0,40969141139798726 0,40969141139798715(100) 0,4096914113979872 0,40969141139798704
0,895 0,15828711442382187 0,15828711442382182(30) 0,15828711442382185 0,1582871144238218
0,447 0,06995869702491307 0,06995869702491307(20) 0,06995869702491307 0,0699586970249131
0,0357  0,0050302415730227356  0,005030241573022735(10) 0,0050302415730227356  0,005030241573022735

Fonte:Ref. [7]
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Para encerrar a analise do caso hermitiano, estudamos o comportamento do es-
palhamento ao longo do eixo x, variando o angulo polar 6, conforme mostrado na Fig.
14. Para podermos observar o comportamento divergente da série de Born escolhemos
o = b5, valor fora do raio de convergéncia da série. Com isso, observamos, novamente, a
série de Born alcancando valores crescentes a medida que acrescentamos termos. Note
que com apenas trés termos (linha sélida cinza) ja é possivel observar o distanciamento
da nossa solugao (linha sélida preta). A variagao ao longo de 6 nos permite observar a
série divergindo em toda a regiao espalhada, considerando a simetria do sistema. Por fim,
observamos, ainda, a alta aderéncia dos aproximantes de Padé a nossa solucgao, estando as
curvas totalmente sobrepostas, para a escala utilizada.

Figura 14 — Amplitude do campo espalhado como funcao de 6. Primeira aproximacao de Born (linha
tracejada) |S1(r)|, soma dos dois (linha pontilhada) e dos trés (linha sélida cinza) primeiros
termos da série de Born, |Sa(r)| e |S5(r)|, respectivamente, aproximantes de Padé de 1%, 22
e 3% ordem (linha preta sélida), |PY (r)|(N = 1, 2, 3) e a solugdo aproximada |ii4(r)|. As
ultimas quatro linhas sao indistinguiveis para a escala adotada. Pardmetro utilizado: ¢ = 0,
kzl,x0:%,0=5e720.
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Fonte:Ref. [7]

4.3.2 ESPALHAMENTO DE LUZ EM UM MEIO NAO-HERMITIANO

Consideraremos agora um sistema nao-hermitiano, P7-Simétrico, com ganho e

perda (v # 0) balanceados. Inicialmente, precisamos justificar o uso de o como pardmetro
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perturbativo, pois, diferente do caso hermitiano, para o caso nao-hermitiano nao ha uma
equivaléncia entre o e . Para o caso hermitiano, se fizéssemos o = 0, retomariamos o caso
nao perturbado (sem objeto espalhador). Dai surge a equivaléncia entre o e 0. J& para
o caso nao-hermitiano, se fizermos v = 0 ou ¢ = 0, ainda temos um objeto espalhador,
como podemos verificar em (83). Dessa forma, ndo poderfamos utilizar nenhum desses
dois parametros para expandir nossa série. Surge dessa problematica a necessidade de
escrevermos (74) como o fizemos.

Como feito para o caso hermitiano, procedemos analisando o comportamento do
campo espalhado calculado pelos diferentes métodos (solugao aproximada, série de Born e
aproximantes de Padé) a medida que variamos o e v, Fig. 15. Em seguida, calculamos o
raio de convergéncia da série de Born para diferentes valores de o e 7, como mostrado na
tabela 7. Por fim, analisamos o comportamento do campo espalhado ao longo de 6, Fig.
16, para diferentes valores de ~.

A Fig. 15 mostra a amplitude do campo espalhado em fungao de ¢ no item (a),
e em fungao de v no item (b). Algo que notamos de imediato é que para os casos o = 0
e v = 0 o campo nunca vai a zero, para nenhum dos métodos calculados. Isso se deve
a independéncia entre esses parametros, pois, uma vez que o = 0, ainda temos vy # 0
e vice-versa. Note ainda que, da mesma forma que ocorreu para o caso hermitiano, a
primeira aproximagao de Born (linha tracejada) traz uma representacdo pobre do sistema.
O mesmo comportamento do caso hermitiano também se repete nas séries de ordem mais
alta (linha pontilhada e linha cinza sélida), ou seja, o aumento de termos causa maior
aderéncia das curvas até proximo o raio de convergéncia, apds isso a série diverge. A
novidade na analise do caso nao-hermitiano esta na ordem do aproximante de Padé que
melhor representa a solucao analitica. Enquanto para o caso hermitiano o aproximante
de Padé de primeira ordem (linha trago-ponto) era suficiente para uma boa aproximagao
da nossa solucao, para o caso nao-hermitiano esse aproximante sé se torna uma opgao
viavel para valores de v e o menores que 1. Visto que o aproximante de primeira ordem
nao oferece um resultado adequado ao problema, partimos para o aproximante de Padé
de segunda ordem. Apds o cédlculo desse aproximante foi observado uma alta aderéncia
entre a curva da solu¢do aproximada (linha sélida preta) e as curvas que representam os
aproximantes de segunda e terceira ordem. Esses resultados concordaram de forma que

nao é possivel distinguir, para a escala utilizada, as trés curvas. A concordancia entre
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os aproximantes de ordem N > 2 sugere que os aproximantes alcangaram uma ordem a
partir da qual qualquer aproximante ird convergir para o mesmo resultado. Isso implica
que nao ¢ necessario calcular aproximantes de ordens superiores a segunda, apesar de

termos calculado para verificar tal suposigao.

Figura 15 — (a)Mesmo que na Figura 13 com v = 1 e (b) |is(r)|, [S1(r)], |Ss(r)], |Ss0(r)|, |PL(r)| e
|PY (r)| (N= 2, 3) como funcdo de v com ¢ = 1. Pardmetros utilizados: = %, ¢ = 0,
k=1exg= 1% Ascurvas de |P#(r)| e |P§(r)| sdo indistinguiveis da linha que representa a
solugao aproximada.

1.4}
1.2}
1.0f
0.8
0.6
0.4
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Fonte:Ref. [7]
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Apés analisar o comportamento do campo espalhado em funcao dos parametros o
e v, estudaremos a influéncia deste ultimo no raio de convergéncia da série de Born. A
tabela 7 mostra um encurtamento do raio de convergéncia no plano complexo a medida
que 7y cresce. Essa diminuicao do raio de convergéncia indica uma inadequagao da série de
Born para modelar sistemas com espalhamento forte. Essa aproximacao pobre é tanto pior

quanto maior o par (o,7).

Tabela 7 — Raio de convergéncia no plano complexo de « para a série de Taylor ) u,a™ para varios
valores de o e 7. ParAmetros utilizados: ¢ =0, 0 = 7/2, k =1 and z¢ = 0.5.

Ro(y=1) Ri(y=5) Ru(y=10)
2.86615 0,909877 0,471608
1,68626 0,827169 0,454939
1,1624 0,736475 0,435248

0,881973 0,64986 0,413585

0,709336 0,57323 0,39096

0,592808 0,508002 0,368237
0,508995 0,453362 0,346077
0,445866 0,407738 0,32493
0,396627 0,369507 0,305066
0,357158 0,337251 0,286615

05 © 00O Uk w9

Fonte:Ref. [7]

Demonstrar a impossibilidade da série de Born em modelar sistemas com espalha-
mento forte é uma tarefa importante, visto que nos incentiva a buscar novas ferramentas
aproximativas. Contudo, muitas vezes, também é necessario estudar como a série de Born
se comporta dentro de seu raio de convergéncia. Na tabela 8 comparamos a nossa solugao
do problema com a série de Born e os aproximantes de Padé, na regiao de convergéncia
da série. Como esperado, verificamos que, quanto mais proximo do limite da regiao de
convergéncia, pior o desempenho da série de Born. Para um a = 2,86 foram necessarios
3000 termos para uma aproximagcao razoavel. Ja os aproximantes de Padé, a partir da
segunda ordem, mostraram um resultado concordando até a 13 casa decimal. O apro-
ximante de segunda ordem precisa de apenas quatro termos da série de Born para ser
montado, o que ja configura uma economia gigantesca no uso computacional. Outro ponto
importante que deve ser destacado é o papel do aproximante de primeira ordem no caso
PT -simétrico. Apesar dele nao conseguir modelar o sistema para regides proximas ao
limite de convergéncia da série de Born, seja dentro ou fora dessa regiao, para alpha < 1

comegamos a observar uma convergéncia desse aproximante. Isso ocorre, pois, a medida
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que « diminui, a série de Born passa a necessitar de cada vez menos termos para fornecer
um resultado preciso. Sendo assim, os termos maiores da série passam a nao ter tanta
relevancia para o resultado, impactando diretamente na ordem do aproximante de Padé

que convergira primeiro.



Tabela 8 — Comparacao entre a solugdo aproximada s para o campo espalhado e sua série de Taylor Sy e o aproximante de Padé P]{,V k=120 = %, p=0¢ed
= 5. Todos os valores de « estao dentro do raio de convergéncia.

c=1,v=1

a Solucao analitica |Sn| (N) | P | P3| |P5)|

2.86 0,7033410417066716  0,7043237092362864(3000) 1,008376895441823 0,7033410417066689 0,7049399474872458

1,43 0,3980343662336995 0,3980343662336992(100)  0,42667412501982227 0,3980343662336992  0,39814262254852434
0,725  0,18228544344617278  0,18228544344617276(30) 0,1848242433424334 0,18228544344617276  0,18229087198641047
0,0725 0,015913207781144273  0,01591320778114422(10)  0,015914968978725994  0,015913207781144276  0,0159132081952227

Fonte:Ref. [7]
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Como feito para o caso hermitiano, procedemos com uma analise ao longo do angulo
polar 6. A Fig. 16 mostra uma caracteristica marcante dos potenciais nao hermitianos,
a assimetria no espalhamento. A partir dessa figura percebemos uma regiao de perda
acentuada em 7/2 e uma regido de ganho acentuado em 37 /2, localizagao dos espalhadores
com perda e ganho, respectivamente. Além disso, visto que temos dois parametros para
serem analisados, o e v, podemos aumentar os valores desse tltimo para observar o que
acontece com a simetria do problema. Em Fig. 16(b) percebemos que o aumento de 7
produz uma diminui¢do na assimetria. Isso fica mais evidente quando tomamos a expressao

assintotica do campo para v — oo,
fia(r) ~ 1o cos(krg sin 6) [z tan(kro) — 1} , (104)

que mostra o campo independente tanto de o quanto de . Outro ponto relevante é a alta
aderéncia dos aproximantes de Padé a nossa solugao (linha sélida preta). Da mesma forma
que ocorreu para o caso hermitiano, a linha que representa os aproximantes de Padé, para
a escala escolhida, mostrou-se indistinguivel da nossa solucao. Ja os termos da série de
Born, novamente, divergiram muito da solucao correta.

Por fim, apesar dos aproximantes de Padé representarem um avanco para problemas
de espalhamento forte, como mostrado nos resultados acima, ainda ndo podemos garantir
que ele seja adequado para os demais problemas. Inclusive, ainda persiste o problema
de sua convergéncia [50]. Apesar de termos verificado que para aproximantes de Padé
de ordem N = 2,3 ocorre convergéncia entre eles e para a nossa solucao, nao podemos
garantir que isso ocorrera para N — oo. Neste momento cabe lembrar que ainda nao
h& uma teoria fechada sobre os aproximantes de Padé no que tange a sua convergéncia,
exceto para um grupo muito especifico de fungoes: as fungoes de classe Stieltjes, como
mencionado anteriormente. Contudo, esse trabalho traz uma pista sobre esse problema da
convergéncia, visto que, se olhamos atentamente para a equacao (99), percebemos que ela
corresponde a uma equacao racional, com polinémios de ordem 2, tanto no numerador,
quanto no denominador. Acreditamos que esse formato "Paderizado"da nossa solucao seja

uma das razoes do "bom comportamento"dos aproximantes de Padé nesse problema.
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Figura 16 — (a)Mesmo que na Figura 14 com ¢ = 5,7 = 1 e (b) v = 5. Para |as(r)], [Si(r)|, [S2(r)],
|Ss(r)], [PL(r)] e |P{(r)] (N=2, 3) como fungdo de §. Pardmetros utilizados: ¢ = 0, k =1

e To = %. As curvas de |P§(r)| e | P (r)| sdo indistingufveis da linha que representa a solugao
aproximada.
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4.4 CONCLUSOES

Durante o estudo do campo espalhado por um dipolo P7 -simétrico em trés dimen-
soes, mostramos o comportamento dos aproximantes de Padé para regides além do raio
de convergéncia da série de Born. Para a validacao desses aproximantes, obtivemos uma
solugao construida a partir da aproximacao de campo distante da funcao de Green para
todos os termos de recorréncia da equagao de Lippmann—Schwinger. Os aproximantes de
Padé se mostraram eficientes, e uma alternativa viavel, para a representacao em regimes
de espalhamentos fortes e fracos. Isso implica que os aproximantes de Padé se destacam
enquanto ferramenta de substituicao de séries divergentes, bem como de otimizacao de
séries com convergéncia lenta. Logo, estudos que tensionem os limites dos aproximantes
de Padé em diversas situacoes de interesse fisico sdo de extrema importancia para a
melhor compreensao da ferramenta. Por fim, cabe destacar, que a solugdo aproximada
para o campo distante viabilizou uma aproximacao sem necessidade do uso de processos
de renormalizacao. Contudo, ainda sao necessarios esforcos na direcdo de uma melhor

compreensao das implicagoes fisicas dessa solucao aproximada.
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CPA laser e os aproximantes de Padé

Neste capitulo, discutiremos mais uma possibilidade de aplicacao dos aproximantes
de Padé em otica. Por se tratar de uma pesquisa ainda em desenvolvimento, faremos uma
breve discussao sobre suas bases tedricas e as potencialidades dos aproximantes de Padé;

focando sempre em questoes praticas e de aplicagao direta.
5.1 INTRODUCAO AO CPA LASER

A ideia do coherent perfect absorber (CPA) é recente, datando de 2010. Foram
Chong et al., em Ref.[33], que propuseram a ideia de um absorvedor perfeito como a
contraparte, sob reversao temporal, de um laser. Ou seja, o meio 6tico que produz o CPA é
obtido pela transformacao desse meio com ganho para outro que apenas absorve radiagao,
com zero reflexdo. Ainda no mesmo ano, S. Longhi [18] cunhou o conceito de PT-CPA
laser. Em seu artigo, S. Longhi mostrou que um meio com simetria P7T pode comportar-se,
simultaneamente, como laser e absorvedor. Ou seja, a mesma frequéncia wy que gera um
laser, pode gerar, simultaneamente, um absorvedor, desde que as ondas incidentes tenham
amplitude e fase apropriadas. E certo que isso trata-se de algo inovador, pois, em geral,
meios laser e meios absorvedores nao acontecem juntos. Apesar de concebidos teoricamente,
os CPA laser ja possuem avancos significativos na area experimental [84-89]

Para ilustrar como a simetria P7 de um material produz um P7T-CPA laser,
tomaremos um meio laser linear, finito, com tamanho L, e indice de refragado complexo 7(z).
Sendo o material um oscilador laser sem sinal injetado, com o campo para z > L/2 dado

iknoz

por Ey(z) = "% onde 1y é o indice de refragdo do meio externo ao material e k = w/cy,

—iknoz

com w sendo a frequéncia da onda emitida pelo material, e Fy(z) = ge , com ¢ sendo



5.2. MATRIZ DE TRANSFERENCIA E CPA LASER 88

uma constante que descreve o desequilibrio entre as duas ondas que saem pelos dois lados
da cavidade Otica, para z < —L/2. Aplicando o operador reversao temporal 7 ao sistema,
e em seguida o operador paridade P, produzimos uma nova solucao para o sistema, com
Eyi(2) = q*e7™*™* para z > L/2 e Ey(z) = *"* para 2 < —L/2. Note aqui que, por se
tratar de um material P7 simétrico, temos que n(—z) = n*(z). Isso faz com que Fi(z)
também seja uma solugdo da mesma equagao de Helmholtz que produz Ey(z). Por fim,
note que a solugao possui a mesma frequéncia de saida w; o que significa que, uma vez
que o material satisfaz as condi¢oes de simetria P7T, ele pode produzir para a mesma
frequéncia (simultaneamente) um meio laser e um absorvedor perfeito. A Fig.17 ilustra os

conceitos descritos acima.

Figura 17 — Tlustragdo do processo producio de um PT-CPA laser a partir de um material P7T simétrico.

T P
eiknoz q*eikngz . e—iknoz eiknoz q*e—iknoz
> i (2) =n(—2J@—— ——  7(z) |E——

q.e—iknoz

Fonte: AUTOR/(2023)

5.2 MATRIZ DE TRANSFERENCIA E CPA LASER

Para podermos discutir formalmente o CPA laser, precisamos entender o conceito
de matriz de transferéncia. Para isso, consideremos um material linear, finito, de tamanho
L, e indice de refragao n(z). O ponto zero do eixo z se encontra exatamente no meio do
material. O material possui campos, todos paralelos ao eixo z, entrando e saindo por
ambas as faces, conforme mostrado na Fig. 18. Para os campos que apontam para o sentido
positivo de z utilizamos o subindice f, significando foward, e para os campos que apontam
para o sentido negativo de z utilizamos o subindice b, significando backward. Ja para os
campos na regiao z < —L/2 utilizamos o subindice superior '—’, e para os campos na

regido z > L/2 utilizamos '+'. Dessa forma, temos os campos £, , campo para a esquerda

em z < —L/2 E}, campo para a direita em 2z < —L/2, E;f, campo para a esquerda
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em z > L/2, Ef, campo para a direita em 2z > L/2. Essa notagio se mostrard muito

importante quando implementarmos a matriz de transferéncia.

Figura 18 — Placa de tamanho L com incidéncia por ambos os lados.

Fonte: AUTOR(2023)

Sendo o campo FE linearmente polarizado na direcao y, tal que suas componentes

x e z sejam nulas, e sua componente monocromatica, E(z;k), obedeca a equagdo de
Helmholtz,
d*E(z; k) N n(z)%w
dz? c?

E(z;k) =0, (105)

onde c é a velocidade da luz no vacuo e w = ck, com k sendo o vetor de onda, podemos

escrever as equagoes para as trés regioes da Fig.18, tal que

E(z; k) = Ej?eikz + By e 2 < —L/2
= Cif(2; k) + Cog(zik) 2] < LJ2 (106)
= }reikz + Efeih ;2> L/2,

onde f(z;k) e g(z; k) sdo solugoes da equagao de Helmholtz (105) para dentro do material.
Sendo o campo e sua derivada continuos nas interfaces do material, z = —L/2 e

z = L/2, podemos igualar os termos do sistema (106), e suas derivadas, para eliminar

diretamente as constantes C e Cy, de modo a reescrevermos esse sistema como

Ef Ef

= M(k) , (107)

Ey E,
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onde M (k) é chamada matriz de transferéncia, sendo dada por

-1 !
et e (k) g5k ) (F(-5R) ol
ike*% _ike i*% (k) g5 )

I

M(k) =

onde f'(z;k) e ¢'(z; k) representam as derivadas de f(z;k) e g(z; k), respectivamente.
Se considerarmos agora uma incidéncia pela esquerda, E,” = 0, podemos definir

duas quantidades tteis: a transmissao,

E+
b, = E;i (109)
e a reflexdo complexa,
Ly,
= . 110
L E]T ( )

Assim, a transmitancia e reflectancia, para incidéncias pela esquerda, sdo dadas por
Ty, = |tr]* e Ry, = |rp|?, respectivamente. Substituindo E;” = 0 em (107), e resolvendo

para t7, e rz, [90], temos que

det(M)
- , 111
L Vo (111)
e
M21
rp = — 2 112
L Vo (112)

onde det(M) é o determinante da matriz de transferéncia, M (k).
Da mesma forma que foi feito para uma incidéncia pela esquerda, podemos encontrar

relagoes para a incidéncia pela direita, E; = 0. Logo, definindo a transmissao pela direita

como tp = g—‘;, e a reflexdo pela direita como rgr = E—i, temos
b b
1
th=—, 113
Vi (113)
e
My
rp=——12. 114
Vs (114)

Neste ponto é importante destacar que, sempre, para meios dielétricos lineares,
independente de possuirem perda ou ganho, o determinante da matriz M (k) é igual a 1,
fazendo que a transmissdo seja reciproca (t;, = tg) [18].

Retomando neste ponto o conceito de CPA laser, temos que o modelo da Eq.(106),
matematicamente, permite um sinal puramente de saida em frequéncia particular wy = ckg.

Assim, para um laser, temos E,” = E; = 0, enquanto E, , Ef # 0. Logo, pela definicao de

. —ikL ik
) e "3 e

_L _L
2 2
) \F(=5:k) g/ (=5:k))  \ike % —ike't
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tr, Eq.(111), e lembrando que para meios lineares det(M) = 1, temos que a emissao laser
acontece para Mas (ko) = 0. Devido a relacao entre My (k) e t1,, podemos reescrever isso
como

lim t; = oo. 115
Mzg(ko)%o L ( )

Ja, para o absorvedor perfeito, temos que M;;(k) = 0. Note que, em geral, My; e My
nao sao simultaneamente iguais a zero para a mesma frequéncia. Contudo, ja que para
um material P7T simétrico temos M*(k) = M (k) [18], segue que May(k) = M, (k). Isso
implica que se Mag(ko) = 0, Mi1(ko) = 0. Dessa forma, retomamos o resultado obtido por
S. Longhi[18], que afirma que um material P77 simétrico pode agir como laser e absorvedor

perfeito para uma mesma frequéncia wy.

5.3 APROXIMANTES DE PADE E O CPA LASER

Para o calculo dos aproximantes de Padé usaremos a metodologia mostrada no
Cap.3, uma vez que nossos meios sao todos lineares. Para calcular a frequéncia wy do
CPA laser usaremos a Eq.(115), com t; sendo substituido pelo aproximante de Padé
correspondente,

lim
M22 (ko)ﬁo

= 00, (116)
onde t¥ ¢ o aproximante de Padé de ordem N para a transmissdo. Indo a transmissdo
para o infinito, temos que (1/[t¥|) — 0. Assim, plotamos 1/[t}| sobre o plano complexo
e buscamos os pontos onde essa razao vai a zero. Quando esses zeros estiverem todos
situados abaixo do eixo real, $(w) < 0, dizemos que o laser estd abaixo do limite de
disparo, significando que nao temos uma frequéncia wy onde ocorre o CPA laser. Contudo,
quando esses zeros comecam a aparecer acima do eixo real, observamos o fenomeno de CPA
laser, para materiais P7T -simétricos ou simplesmente com ganho. Pretendemos estudar,
com isso, como os aproximantes de Padé reproduzem essas singularidades a medida que a
ordem N do aproximante aumenta.

Para fins de comparacao com os resultados obtidos pelos aproximantes de Padé,
usaremos as solugoes analiticas para os materiais e/ou a convergéncia dos aproximantes.
Oferecendo bons resultados, os aproximantes de Padé tem larga vantagem, quando com-

parado com as matrizes de transferéncia, por poderem trabalhar livremente com meios

continuos, sem a necessidade de discretizagoes que atribuem erros intrinsecos ao processo.
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5./ RESULTADOS

Nesta secao faremos uma discussao inicial sobre a aplicagao dos aproximantes de
Padé, como ferramenta, para o calculo da frequéncia de aparecimento do comportamento
de CPA laser para um material homogéneo e outro com dependéncia linear em z. Utilizando
a notagao do Capitulo 3, e lembrando que n(z) = /1 + x(z) para meios nao magnéticos,
e que para um meio finito fizemos x(z) — £(z), temos que o material homogéneo sera
caracterizado por £(z) = b, onde b pode ser real ou complexo, e o material com dependéncia
linear por £(z) = 1 + gz, onde g pode ser real ou complexo. Dessa forma, trazemos alguns
problemas do Capitulo 3 para serem trabalhados aqui. Lembramos ainda que a forma geral
para a transmissao e reflexdo desses materiais se encontram nos Apéndices A e B. Por fim,
cabe destacar que, no corpo deste capitulo, serao mostrados apenas os graficos para os
resultados analiticos desses materiais, ficando as figuras para os aproximantes de Padé no

Anexo A. Fizemos isso para fins de organizacao do texto.

5.4.1 MATERIAL HOMOGENEO

Para estudar o comportamento dos casos onde My (ky) = 0 para o material
homogeéneo, plotamos os resultados de 1/|t;,(kL)| sobre o plano complexo. Usamos kL, ao
invés de apenas k, para que a andlise seja independente do tamanho do sistema. Utilizando
a notagao do Capitulo 3 para a susceptibilidade elétrica, montamos o primeiro grafico para
um material com £(z) = 4, Fig.19. Por se tratar de um material homogéneo sem ganho e/ou
perda, nao ha frequéncia real para o aparecimento do fenomeno CPA laser. Logo, todos
os zeros, ficam localizados na regiao S(kL) < 0. A frequéncia do CPA! laser s6 aparece
para o material com ganho, £(z) = 4 — i, Fig.20, onde os zeros que se encontravam abaixo
do eixo real para o caso de um material sem ganho e/ou perda tem, agora, uma parte
real positiva. Quando passamos para um material com perda, £(z) = 4 + i, Fig.21, apesar
de termos zeros acima do eixo real, nao aparece nenhuma frequéncia real positiva. Para
examinar se esse material pode se comportar como um CPA?, devemos fazer My, (k) = 0,

como dito anteriormente. Contudo, agora, essa andlise foge do escopo desse trabalho.

1 De forma rigorosa, nio deveriamos usar o termo CPA laser para este caso, pois ndo se trata de um

material PT simétrico. Contudo, uma vez que podemos generalizar esse procedimento acoplando um
termo de perda a esse material, manteremos a notagao.
2 Lembre que CPA ¢ diferente de CPA laser.
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Figura 19 — Resultados de 1/|t1(kL)| para £(z) = 4 no plano complexo de kL.

S|k

RkL)

1]t (kL)

Fonte: AUTOR/(2023)

Figura 20 — Resultados de 1/|t (kL)| para £(z) = 4 — i no plano complexo de kL.

S[kL|
— B

1/[t (kL)

1.62 4.32 7.02 9.72 12.42 15.12 17.82 20.52

Fonte: AUTOR/(2023)

Figura 21 — Resultados de 1/|t(kL)| para £(z) = 4 + ¢ no plano complexo de kL.

S|k
- :

/[t (kL)

1.56 4.16 6.76 9.36 11.96 14.56 17.16 19.76

Fonte: AUTOR/(2023)
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Os aproximantes de Padé, mostrados no Anexo A, reproduzem os zeros para o caso
do material sem perda e/ou ganho, Fig.23, para o material com perda, Fig.24, e para o
material com ganho, Fig.25. Para todos os trés casos, observamos o aparecimento gradual
dos zeros, ao longo de uma linha, a medida que a ordem dos aproximantes diagonais
aumentavam. Para os trés casos, seguindo o resultado da solucao analitica, os aproximantes

de Padé reproduziram os zeros no plano complexo conforme a equagao
E(N)=N+2, (117)

onde Z(N) corresponde ao nimero de zeros ao longo da linha da solugao analitica e N a
ordem do aproximante diagonal. Esse padrao ¢ observado para todos os casos. Contudo,
além desses pontos que aparecem ao longo de uma reta, horizontal para o caso do material
sem ganho e/ou perda e inclinada para os demais, hd uma série de zeros que aparecem
em regioes mais distantes e que nao reproduzem as solugoes analiticas do problema. Nao

foram testados aproximantes de Padé fora da diagonal principal.

5.4.2 MATERIAL LINEAR

Para o material linear, diferente do que foi feito para o homogéneo, nao utilizaremos
variagoes com ganho e/ou perda. Nosso objetivo aqui é mostrar que os aproximantes
de Padé conseguem reproduzir os zeros para materiais nao homogéneos. Essa resposta
¢ importante, pois, uma vez que a série de Born diverge na nossa regiao de interesse, e
a matriz de transferéncia possui erros acumulativos intrinsecos a sua estrutura, quando
tenta reproduzir meios nao homogéneos por meio de discretizagoes, os aproximantes de
Padé despontam como grandes favoritos para ocupar esse vazio. Portanto, os aproximantes
de Padé, conseguindo reproduzir bem os zeros no plano complexo, para um meio nao
homogéneo, abre espaco para andlises para materiais mais complexos.

Na Fig. 22, como esperado, percebemos que todos os zeros estao abaixo do eixo
real, (kL) < 0, indicando auséncia do fen6meno de CPA laser. Mais uma vez, isso ocorre
por se tratar de um material sem ganho e/ou perda. Quando analisamos os aproximantes
de Padé para esse material, Fig.26, percebemos o mesmo comportamento no surgimento
dos zeros com o aumento da ordem do Padé, observado para o material homogéneo. Ou
seja, a relagdo da Eq.(117) se mantém. Além disso, o surgimento de zeros fora da linha da

solugao analitica também foi observado para esse material.
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Figura 22 — Resultados de 1/t (kL)| para £(z) = 1 + gz, com g = 4, no plano complexo de kL.

S|k

1]t (kL)

Fonte: AUTOR/(2023)

5.5 CONCLUSOES

Neste capitulo mostramos a possibilidade do uso dos aproximantes de Padé para
o calculo da frequéncia de surgimento de uma intrigante propriedade dos materiais PT
simétricos, o CPA laser. Os resultados mostrados nessa secao fazem parte de um esforco
inicial e, por isso, tem carater qualitativo. Logo, é necessario um esfor¢o na direcao da
consolidagao numeérica desses resultados, bem como a investigacao do comportamento dos

aproximantes fora da diagonal principal.

RkL)
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Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese estudamos o comportamento dos aproximantes de Padé aplicados a
problemas de espalhamento em materiais uni e tridimensionais. Os aproximantes foram
utilizados dentro e fora da regidao de convergéncia da série de Born. Quando dentro dessa
regido, eles se mostraram capazes de acelerar a velocidade de convergéncia da série. A
capacidade dos aproximantes de aumentar a velocidade de convergéncia de uma série é bem
conhecida [50,59,60]. J&, quando os pardmetros de interesse do problema se encontravam
fora da regiao de convergéncia da série de Born, os aproximantes de Padé demonstraram uma
de suas mais importantes caracteristicas, a continuacao analitica. Apesar dos aproximantes
de Padé nao possuirem uma teoria geral de convergéncia e unicidade, eles tem demonstrado
bons resultados quando aplicados a problemas de interesse fisico [1,7,52-54,57,58].

Junto a aplicagao dos aproximantes de Padé, foi elaborada uma nova abordagem,
baseada na teoria da perturbacao, para o calculo do espalhamento de luz. Essa nova
metodologia ¢ particularmente importante, pois surge como uma alternativa as matrizes de
transferéncia. Essas matrizes, apesar de bem estabelecidas na literatura [70], apresentam
erros intrinsecos e acumulativos quando tratam de meios nao homogéneos. Esses erros
aparecem devido ao intenso processo de discretizagdo do material, que pode comprometer
muito o resultado dependendo da complexidade do indice de refragdo do material. Os apro-
ximantes de Padé, associados a essa abordagem, conseguem trazer solugoes analiticas para
os problemas trabalhados. Ou seja, a metodologia aplicada consegue fornecer resultados
com precisao arbitraria.

Os materiais utilizados para estudar o comportamento dos aproximantes de Padé
compoem uma biblioteca diversa. Foram estudados materiais hermitianos e nao-hermitianos.

Dentre esses ultimos, destacamos os materiais PT simétricos. Devido suas intrigantes
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propriedades, eles foram objetos de andlise nos Capitulos 3, 4 e 5. Em todas as anélises,
os aproximantes de Padé mostraram conseguir reproduzir o comportamento do campo
espalhado, dentro e fora da regidao de convergéncia da série de Born. Observamos ainda
que, quando incluiamos a simetria P77 no material, a ordem dos aproximantes de Padé
necessaria para reproduzir a solucao analitica do problema aumentava.

Como ultimo exemplo, no Capitulo 5, estudamos a possibilidade de aplicacao dos
aproximantes de Padé para problemas envolvendo CPA laser; essa caracteristica dos mate-
riais PT simétricos de produzir um material que se comporte como laser e absorvedor para
uma mesma frequéncia. Apesar dos resultados mostrados serem qualitativos, os aproxi-
mantes de Padé se mostraram capazes de reproduzir os zeros que indicam o aparecimento
da frequéncia de CPA laser. Observamos que a medida que a ordem dos aproximantes
diagonais aumentava, o nimero de zero no plano complexo também aumentava, na relagao
N + 2, ¢ a ordem do aproximante diagonal. Esse resultado mostra o potencial dos aproxi-
mantes de Padé para essa aplicacdo, indicando a necessidade da consolidagao numérica
dessa analise.

Por fim, como sugestao de futuros trabalhos, sugerimos a generalizacao da aborda-
gem apresentada nessa tese para problemas nao lineares e o aprofundamento da andlise

sobre o CPA laser.
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Solucao exata para o material finito homogéneo

Neste apéndice, fornecemos a solugao exata para as amplitudes do campo no sistema
de dispersao composto por uma placa com tamanho L e permissividade elétrica {(z) = b. Os
campos totais nas regides z < 0,0 < 2z < Le z > L sao dados por ¢, = gihzcos0  po—ikzcosd

; 2 i/ 2 ; .
Wy = dyetkzveos®otab g pmikzveostOtab o q), — ¢eikzc0s0 pegpectivamente. Para conectar os

Y

pardmetros 7, t, di e dg, utilizamos o fato que a amplitude total do campo (z) e sua
derivada di(z)/dz sdo continuas em z =0 e z = L. A primeira condi¢do de continuidade
decorre diretamente da continuidade do campo elétrico paralelo a interface. A segunda
condigao de fronteira é uma consequéncia direta da equagao diferencial satisfeita por ¥(z),
ou pode ser vista como uma condicao de continuidade para o campo magnético.

Igualando o campo e suas derivadas, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

1+7r= dl + dQ,
dleik'yL + dze—ikz'yL — teikL 00597

(118)
(1 —r)cost = ~(dy — dp),

,Y(dlezk'yL o d26—zk'yL> — tcos eesz COSB7

onde v = v/cos? 0 + ab. Resolvendo o sistema obtemos as amplitudes

2(y + cos ) cos
(7 + cosf)? — (y — cos )22k’

dy = (119)
2(cos — ~y) cos

dy = —,
2 (v — cos )2 — (v + cos f)2e2kvL

(120)

A partir da primeira (segunda) equacao em (118) obtemos a amplitude refletida (transmi-

tida) r (¢).
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Solucao exata para o material finito linear

Neste caso, onde £(z) = 1 + bz, a solugdo exata para a amplitude do campo 1(2),

dentro do meio, ¢ dada por
Ya(2) = c1Ai(u) + eBi(u), (121)

onde ¢ e ¢y sdo constantes,

—bk2za — (1 + 2a + cos 26)
(bak?)?/

u =

e Ai e Bi sao fungoes de Airy definidas como solugoes independentes da equacao de Airy,

Ai(u) = i 3”52F<n+1>

— m™n! 3

27 n
X sin {S(n—k 1)} u”,

o 3%5* n+1
Bi(u) = 3 r( . )
n=0

mn!

(122)

X { 1 + sin {2(4714— 1)” u”,

onde I' é a funcdo Gamma. Ambas as séries convergem no plano complexo, pois a equagao
diferencial ndo possui singularidades. Igualando as solugoes para o espaco livre para z < 0
e z > L em ambas as interfaces, obtemos as amplitudes transmitida e refletida (escritas

em termos das fungoes de Airy e suas derivadas).
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Figuras dos aproximantes de Padé para o CPA

Figura 23 — Resultados de (a) 1/|t}(kL)|, (b) 1/[t3(kL)| (c) 1/|t3(kL)| e (d) 1/|t;(kL)| para £(2) = 4
no plano complexo de kL.

S(kL)

1/t (kD)

SkL|

Fonte: AUTOR/(2023)
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Figura 24 — Resultados de (a) 1/[t}(kL)|, (b) 1/[t3(kL)| (c) 1/|t3(kL)| e (d) 1/[t3(kL)| para £(2) = 4+
no plano complexo de kL.

(kL]

R[EL]
R[LL]
R[kL]
R[kL)]

LItk
0.76 3.04 5.32 7.60 9.88 12.16 14.44 16.72 19.00 21.28

Fonte: AUTOR/(2023)
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Figura 25 — Resultados de (a) 1/[t}(kL)|, (b) 1/[t3(kL)| (c) 1/|t3(kL)| e (d) 1/[t;(kL)| para &(2) =4 —i
no plano complexo de kL

(kL]

R[EL]
Ik
| I
0.32 0.64 0.96 1.28 1.60 1.92 2.24
RkL]
RkL]
RkL]

1/It3(kL)|
0.77 3.08 5.39 7.70 10.01 12.32 14.63 16.94 19.25 21.56

Fonte: AUTOR/(2023)
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Figura 26 — Resultados de (a) 1/|t1(kL)|, (b) 1/|t3(kL)| (c) 1/[t3(kL)| e (d) 1/|t;(kL)| para £(2) = 1+gz,
com g = 4, no plano complexo de kL.

(kL]

R[EL]
I

RkL]

RkL]
VI

RkL]

Fonte: AUTOR/(2023)
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The scattering of light by localized three-dimensional dielectrics having gain and loss defies the usual Born
approximation, since the material can increase the amplitude of the incident field within the scatterer, making
the weak-scattering assumption invalid. The convergence of the Born series is rarely discussed in analytical
treatments, as the state of exhaustion is reached after calculating the very first few terms of the series. Even if all
the terms are obtained, the series will certainly be of a divergent type in general, thus invalidating the equality
of the scattered field to its Taylor-series representation. We present here a simple localized material model of a
dielectric having parity-time (P7") symmetry, consisting of a P77 -symmetric dipole, such that all the terms in the
Born series are analytically evaluated and a closed-form expression is obtained in the far-zone approximation.
The scattered field is then analyzed by using Padé approximants in order to obtain convergent representations of
the scattered radiation and to compare with the exact solution. This allows us to study the role of the gain and
loss parameter in strong-scattering regimes and to demonstrate the remarkable properties of Padé approximants

when applied to scattering.

DOI: 10.1103/PhysRevA.104.063514

I. INTRODUCTION

The scattering of radiation by dielectrics is one of the most
important techniques available to obtain information about
the inner structure of unknown objects and also to control
the scattered wave field emanating from known dielectric
material distributions. The mathematical theory behind it is
very rich and has many levels of sophistication that permeates
almost every field of physics [1]. In one of these ramifications,
approximate solutions can be found by using perturbation
theory. The idea is to represent the total field as a power-series
expansion (Taylor series) in terms of some parameter such
that if this parameter is set to zero, one obtains the solution
to the unperturbed problem, representing the system without
a scatterer. The advantage of this representation is that the
coefficients of the Taylor series are usually easy to obtain, at
least for the first few terms, and one hopes that they represent
a good approximation to the exact answer as long as the
expansion parameter is small in some sense (weak scattering)
[2-10].

The disadvantage is that in some cases one is willing to
obtain information in strong-scattering regimes, where the
material strongly interacts with the incident radiation. If the
Taylor representation is the only tool available, a large number
of terms must be computed to obtain accurate results. This
procedure is certainly to be done using computers and numer-
ical approximations. Furthermore, the radius of convergence

*jalvesreboucas @ gmail.com

2469-9926/2021/104(6)/063514(8)
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in the power-series representation may not be easy to obtain
since the analytical formula for all coefficients in the expan-
sion is generally unknown. Even if the convergence radius
is known, the physically reasonable numerical parameters
can be such that the series diverges. Another representation
which has been proven to be very useful arises if we replace
the partial sums of the Taylor terms by Padé approximants.
In this case, the function being sought is represented by a
fraction of two polynomials [11-13]. There has been some
work involving Padé approximants in quantum scattering
theory [14-18] and in classical electromagnetic scattering
[19,20]. Our approach closely follows a recent treatment
involving one- and two-dimensional scattering with lossy
materials [21].

Since the initial exposition of the remarkable effects of
parity-time (P7) symmetry [22,23] in optics [24-31], the
scattering of light by non-Hermitian materials with gain and
loss has developed a new twist. In one-dimensional systems,
effects such as unidirectional reflectionless materials [32]
and the P7T-symmetric laser absorber [33] are among the
most drastic ones highlighting the non-Hermitian aspect of
photonics. In these one-dimensional systems possessing ho-
mogeneous material layers, the transfer and scattering matrix
formalism are the most suited to obtain exact results for the
transmittance and reflectance amplitudes [34]. However, in
three-dimensional settings the lack of a general formalism
forces us to deal with the Born series and the problem of its
convergence. This is especially important if the material has
gain because it could invalidate the weak-scattering assump-
tion (first Born approximation).

©2021 American Physical Society
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Plane wave

S
+
=
o
o

—rg

Gain

FIG. 1. Scattering system. A monochromatic plane wave of fre-
quency o traveling in the direction specified by the unit vector a
interacts with the scatterer composed of two point particles with gain
and loss (P7T -symmetric dipole). The position of the particle with
loss (gain) is +ry (—rp). All quantities plotted have arbitrary units.

Our aim here is to demonstrate how the Born series can
be directly summed to obtain the exact closed-form solution
to a three-dimensional scattering problem with a scatterer de-
scribed by a PT -symmetric physical dipole (see Fig. 1). This
exact solution allows us to study the behavior of the scattered
radiation in strong-scattering regimes. With the analytical so-
lution at our disposal, the Padé representation of the scattered
field is analyzed in order to highlight its remarkable properties
over the Taylor-series representation. In Sec. II we present the
general scattering formalism for a scalar field, the Born series,
and the exact closed-form solution to the scattering of light by
a PT-symmetric dipole. Section III is devoted to a detailed
discussion of Taylor and Padé approximants to the scattered
field amplitude and its relation to the gain and loss parameter
present in the scatterer. In Sec. IV we present a summary and
our conclusions.

II. SCATTERING THEORY AND BORN SERIES

Consider the scalar representation of a complex optical
wave field u(r, ) of monochromatic angular frequency w
satisfying the differential equation

V2u(r, w) + k*e(r, o)u(r, w) = 0, (1)

where k = w/c is the wave number, with ¢ the speed of light
in vacuum, and &(r, w) represents the complex-valued relative
permittivity of a localized scatterer. By writing the relative
permittivity as e(r, w) = 1 + ax (r, w), with x (r, w) the lin-
ear electric susceptibility and « the perturbation parameter,
the differential equation satisfied by the wave field u(r, w) is
given by

V2u(r, o) + Ku(r, o) = —ak*x (r, o)u(r, 0).  (2)

The original problem we want to solve is recovered by setting
a = 1. To obtain the integral form of Eq. (2), we view the
right-hand side as an inhomogeneous term and define the
Green’s function G(r, r’) = G(r — r’) as a solution of

VG —r)+kKGr—-r)=—-8r—1) 3)

such that it is possible to write

u(r) = uo(r) + ak? / x(@u()Gr —1r)d’r',  (4)
-
where ug(r) is the solution to the homogeneous equation,
which is obtained from (2) with &« = O (unperturbed problem).
The explicit form of the Green’s function G(r — r’) that is
physically acceptable is given by

. ,
ezk\r—r |

Gr—r) (5)

Cdmr—r/|
To apply perturbation methods, we assume that the field
can be expressed as a power series in ¢,

u(r) =" u,(r)e", (6)
n=0

where uy(r) is the solution to the unperturbed problem with
o = 0. Equation (6) is known as the Born series. The unper-
turbed wave field u((r) satisfies the homogeneous Helmholtz
equation V2uq(r) + k?uo(r) = 0 and represents the total field
in the absence of the scatterer. We assume that the unperturbed
wave field is given by the plane wave

up(r) = €*4r, (7)

where 4 is a unit vector indicating the incident direction.
After substituting Eq. (6) into (4), we obtain the recursion
relation between the expansion coefficients u,(r):

mnzﬁfxwwm—ﬂmmwww =D ®

The first correction u; (r) to the total field u(r) is known as the
Born approximation. In what follows, we will be interested in
the scattered field far beyond the region where the scatterer
is located (far-zone approximation). Therefore, the Green’s
function represented by Eq. (5) can be approximated by
oiklr—r| ok

—_— _e
4rr — 1|  4mr

—ik§-r'

(r>r), 9)

where § = r/r and r = |r|.

The localized material is represented by a P7T -symmetric
dipole, given by the dielectric constant e(r,w) =1+
ax (r, ), with the linear electric susceptibility x (r, w) writ-
ten as

x(r,®) = (o +iy)8(r —ro)+ (0 —iy)s(r+rp), (10)

where o and y are positive parameters and +rg (—rp) is the
position of the scatterer which has loss (gain) [35,36]. After
substituting Egs. (9) and (10) into (8) we obtain
2 ikr
up(r) = —

4T r
+ (0 = iyg_1 (1)) (n=1,2,3,...).
(D

Since we are interested in the scattered field ampli-
tude, it is more convenient to write the total field

[(0 + iy i1 (rg)e*T0
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as r
14r
u(r) = uo(r) + uy (Ve + up(r)a’ + - - - ;
ok 1.2 *
= up(r) + —— [l (X)er + iy (r)a® + - -] 1of
ikr i
= uo(r) + — iy (r), 12y %
where ii(r) is the scattering amplitude, and deal directly with o
ii;(r), which is independent of r. In the Appendix we demon- 04F
strate the induction process employed to obtain a closed-form i
expression for i, (r) and iis(r). Although the expressions are ~ 02[
a bit involved, this is a rare example where the nth term oo
of the expansion can be written analytically for a scattering 0 2 4 6 8 10 12

three-dimensional problem. The closed-form expression for
ils is given by

l:is (I') — e*ikf-l‘o

—Dyk*Qy + Dsk*Py — 4 k?P,
" DaD3k* — (DK% — 47 )(Dak? — 477)
D1k*Qy — D3k*Py — 4mk>Qq
DyDsk* — (D1k? — A7) (Dyk? — 47)’
(13)

where Py = (0 + iy)e*@, Qy = (0 — iy)e T D =
(0 +iy)/ro. Dy = (0 +iy)e™ ™ [ry, D3 = (0 — iy)e* ™ /1,
and D4 = (o — iy)/ro. One final quantity that will be of inter-
est is the partial sum Sy of the first N terms in the Taylor-series
representation, Sy (r) = Zf:’:] it, (r), with S; (r) the scattering
amplitude in the usual Born approximation. In the next section
we discuss the relationship between the closed-form expres-
sion for #i,(r) and the correction terms ii, along with its Padé
approximants for the scattered radiation.

+ eikﬁ-ro

III. TAYLOR AND PADé REPRESENTATIONS
FOR THE SCATTERED FIELD

This section is devoted to a more detailed discussion in-
volving the exact solution obtained in the preceding section
and its connection to Taylor and Padé representations. The
following discussion is divided between passive scatterers
with y = 0 (Hermitian scattering) and active scatterers with
y # 0 (non-Hermitian scattering).

A. Hermitian scattering

Consider the situation without the presence of gain and/or
loss in the scatterers, i.e., ¥ = 0. An important issue to be
addressed is how the scattering amplitude, in a fixed direction
(0, ¢), behaves as we increase o, thus making the transition
between weak- and strong-scattering regimes. The exact an-
swer to this question cannot be obtained if one is working with
the first Born approximation since, in this case, the scattering
amplitude is a linear function of ¢ and so it predicts an infinite
amplitude in the limit 0 — oo:

2
S1(F) = i (1) = 0 cosfkry - (@ —B)].  (14)
21

Figure 2 shows the plot of |S;(r)| (first Born approxima-
tion) as a function of o for a fixed scattering direction (dashed

FIG. 2. Scattered field amplitude as a function of o. The dashed
line shows the first Born approximation |S;(r)|, the dotted line
|Ss(r)|, the gray solid line |S3o(r)|, and the black solid line |15,{}'(r)|
(N =1,2,3) and the exact solution |it;(r)|. For more information
see Table II. The parameters are 0 = %, ¢—0,k=1,x = %, and
y = 0. All quantities plotted have arbitrary units.

curve). The picture also shows the plots of the sum of the first
5 and 30 terms in the Taylor series, |Ss(r)| (dotted curve)
and |S30(r)| (gray solid line) along with the exact solution
for |us(r)| (black curve). Curiously, as we increase o, the
field amplitude increases and it reaches a maximum value
around o =~ 4 before it saturates to a constant amplitude. As
expected, we obtain better accuracy as we add more terms into
the Taylor partial sum. Notice, however, that the discrepancy
between the first Born approximation and the exact solution
is very pronounced even for small values of o. To explain the
behavior of the partial sums displayed in Fig. 2, we calculate
the radius of convergence of the Born series in the complex
a plane. The first column of Table I shows several values of
o and R, is the convergence radius for the respective values
of o. Since the original problem is restored by choosing
o =1, Table I indicates that the Taylor series diverges for
o > 3.579 83, approximately. Since the Taylor representa-
tion is not suitable to obtain information in strong-scattering
regimes, we turn our discussion to another representation. A

TABLE I. Radius of convergence R,, in the complex « plane for
the Taylor series ), u," for several values of . The parameters are
$=0,0=%k=1,x=13%andy=0.

2

R,

Q

3.57983

1.78991

1.19328

0.894956
0.715965
0.596638
0.511404
0.447478
0.397758
0.357983

= 0 00 QNN BN =

o
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TABLE II. Comparison between the exact solution i, for the scattered field amplitude and its Taylor Sy and Padé PY representations (with

o =1). The parametersare y =0,k =1, xy = %, ¢ =0,and 0 = %

All values of « are inside the radius of convergence.

o Exact solution ISy| (N) 1B} ||

3.57 1.0090898257861656 1.0090877280387027(4000) 1.0090898257861698 1.009089825786168
1.79 0.40969141139798726 0.40969141139798715(100) 0.4096914113979872 0.40969141139798704
0.895 0.15828711442382187 0.15828711442382182(30) 0.15828711442382185 0.1582871144238218
0.447 0.06995869702491307 0.06995869702491307(20) 0.06995869702491307 0.0699586970249131
0.0357 0.0050302415730227356 0.005030241573022735(10) 0.0050302415730227356 0.005030241573022735

Padé approximant P}) of order (M, N) is defined as the ratio
between two polynomials with degrees M and N,

Zf;l:() A, (r)a”
> o Ba(am’

where we define By = 1 without loss of generality. The re-
maining M + N + 1 coefficients A, and B, are related to u,
of Eq. (6) after the first M + N + 1 terms in the Taylor-series
expansion of Pjy match the first M + N + 1 terms of the power
series (6). There are well-known algorithms to efficiently
perform such operations [11,13]. In what follows, we only
consider the diagonal approximants with M = N. We have
performed numerical simulations (not shown) and verified
that the off-diagonal approximants Py *' and Pj/,, indeed
converge to the exact answer in the appropriate limit.

As an elementary example, the approximant P/ (r) is given
explicitly by

Ph(r) = (15)

Ap(r) + A (r)a
1+ Bi(r)a
u? (r)o

up(r) — up(rya’

Pl(r)=
(16)
= up(r) +

Thus, to obtain PI{,V (r) we need the first 2N + 1 coefficients in
the Taylor representation. Our claim is that the approximants
approach the correct answer as N increases. We discuss this
point later.

All diagonal approximants are of the form PJ(r)=
up(r) + fylui(r), up(r),...], where fy is a function inde-
pendent of the incident field uo(r). Since we are mainly
interested in the properties of the scattered field, all the results
displayed below refer to [Py (r) — uo(r)]/(e*" /r) = Py (r),
where P} (r) is the approximant for the scattered field am-
plitude. In other words, all Padé approximants are of the form

eikr

P (r) = up(r) + — Py (r), ¢¥))

r

where P} (r) is independent of .

Figure 2 shows the plot of [P} (r)| for N =1, 2, and 3.
In the scale used, the lines for the approximants are indistin-
guishable from the line representing the exact solution. This
amazing match is due to the fact that the exact solution is
already in a Padé form, being represented by a fraction of
two second-degree polynomials in the variable o. The truly
remarkable thing to note here is that only two coefficients (i1
and iip) are necessary to construct P!, which agrees with the
exact answer in ten decimal places for some values of « (or o).

Table II compares the exact solution with its Padé and Taylor
representations for a fixed scattering direction.

In this Hermitian configuration we expect the scattered
radiation field to possess a symmetric profile in relation to
the scatterers. Figure 3 shows the plot of the scattered field
amplitude as a function of the polar angle 6. Again, the first
Padé approximant P} is able to retrieve information about the
scattering directions from the exact solution by using only two
coefficients of the Taylor series. The figure also displays the
first, second, and third Born approximations along with the
exact solution to the problem. The plotted lines of |P](r)],
|f’22 (r)|, and |ii;(r)| are indistinguishable from one another in
the scale adopted (black curve).

B. Non-Hermitian scattering

Consider now an active P7 dipole with balanced gain and
loss (y # 0). This system has been studied under the first
Born approximation [35,36]. The first thing to note is that
we can no longer consider o or y as an expansion parameter
since we are unable to recover the unperturbed problem (no
scatterers) by letting ¢ or y vanish independently. By the
same reasoning as in the Hermitian case, we ask what happens
to the scattered field amplitude for a fixed direction as we
increase o or y. Figure 4 displays the behavior of the exact
solution, the Padé approximants, and the Taylor summation

|S5(r)]

3'5?““““

— las()], |PY (r)] = = |Si(x)] -+ |Sa(r)]

FIG. 3. Scattered field amplitude as a function of 8. The dashed
line shows the first Born approximation |S;(r)|, the dotted line
[S2(r)|, the gray solid line |S5(r)|, and the black solid line |15,{}'(r)|
(N =1,2,3) and the exact solution |ii,(r)|. The parameters are
¢=0,k=1,x=4,0=5,and y = 0. All quantities plotted have
arbitrary units.
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FIG. 4. (a) Same as in Fig. 2 but with y =1 and (b) |ii,(r)|,
IS1(0)1, 1S5 (r)], [S30(r)], [P} (r)], and |B (r)| (N = 2, 3) as a function
of y with 0 = 1. The parameters are 6 = % ¢ =0, k=1, and
xo = 1. The line plots of |P7(r)| and |P;(r)| are indistinguishable
from the line representing the exact solution. All quantities plotted

have arbitrary units.

as a function of o (for y = 1) in Fig. 4(a) and as a function
of y (for ¢ = 1) in Fig. 4(b). In this case, even though the
closed-form solution is already in Padé form, the P} approx-
imant is not able to return accurate results, as the dot-dashed
curve in Fig. 4 demonstrates. However, the second diagonal
approximant P; agrees almost exactly with the correct answer,
its plotted line being indistinguishable from the line of ||

(black curve). Thus, with only four coefficients of the Born
series, it is possible to obtain very accurate results by varying
o and/or y. We conclude that Padé approximants also work
for dielectric systems with gain. To explain the behavior of the
partial sums Sy, the reader can consult Table III, which shows
the radius of convergence in the complex « plane for several
values of y and o. For example, by inspecting Table III one
can explain the divergence of Sy in Fig. 4(a) for o &~ 3.5. This
table also suggests one general behavior, that is, increasing y
decreases R,. Thus, gain and loss directly influence the radius
of convergence of the Born series.

Physically, as the gain and loss parameter y increases, the
scattered field amplitude saturates to a constant value inde-
pendent of o. This can be verified by inspecting Eq. (13) in
the limit y — oo, which gives

its(r) ~ rocos(kry sin 0)[itan(krg) — 1]. (18)

Since the Born approximation is formed by retaining the first
term in the Taylor expansion, it predicts an infinite amount
of energy to the scattered radiation when y (or o) increases,
which is clearly nonphysical. Curiously, we also verified that
in this limit, the scattered field profile turns out to be sym-
metric in the sense that it scatters light like its Hermitian
counterpart (the scattered field amplitude being an even func-
tion of 6). Thus, even though the system is non-Hermitian in
character, it can generate a scattered field with symmetrical
properties.

Regarding the directional properties of the scattered radi-
ation, Fig. 5 shows the non-Hermitian version of Fig. 3. It is
seen that the symmetric character of the field is broken as a
result of the gain and loss present in the scatterer. In general,
more radiation is emitted in the direction where the scatterer
with gain is located (9 = %, ¢ = 0). The first diagonal Padé
approximant f’f is again not accurate enough to represent the
analytical solution. On the other hand, the second diagonal
Padé approximant P; displays remarkable agreement with the
exact solution |ii;| in the far zone. All high-order Padé ap-
proximants P for N > 3 give even more accurate numerical
values. In order to expose some numerical values from this re-
markable match between Py and |ii,|, Table IV demonstrates
the agreement between partial sums Sy, Padé approximants
15]1\," , and the closed-form expression |ii;| for several values
of «.

TABLE III. Radius of convergence in the complex « plane for the Taylor series Y, u,c" for several values of o and y. The parameters are

¢$»=0,0=m/2,k=1,and x, = 0.5.

o R,(y =1) R.(y =5) R.(y = 10)
1 2.86615 0.909877 0.471608
2 1.68626 0.827169 0.454939
3 1.1624 0.736475 0.435248
4 0.881973 0.64986 0.413585
5 0.709336 0.57323 0.39096
6 0.592808 0.508002 0.368237
7 0.508995 0.453362 0.346077
8 0.445866 0.407738 0.32493
9 0.396627 0.369507 0.305066
10 0.357158 0.337251 0.286615
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TABLE IV. Comparison between the exact solution i, for the scattered field amplitude and its Taylor Sy and Padé P representations (with

o = 1and y = 1). The parameters are k = 1, xo = % ¢ =0,and 6 =

All values of « are inside the radius of convergence.

o Exact solution [Sy| (N)

2.86 0.7033410417066716
1.43 0.3980343662336995 0.3980343662336992(100)
0.725  0.18228544344617278  0.18228544344617276(30)
0.0725 0.015913207781144273 0.01591320778114422(10)

0.7043237092362864(3000) 1.008376895441823

0.1848242433424334
0.015914968978725994 0.015913207781144276 0.0159132081952227

1P| P3| |75
0.7033410417066689  0.7049399474872458
0.42667412501982227  0.3980343662336992  0.39814262254852434

0.18228544344617276  0.18229087198641047

In closing, a few remarks about Padé approximants are
in order. We have emphasized that the approximants become
very close to the actual answer but we have not proved such
a claim. This is a very difficult question since there are no
theorems on the convergence and uniqueness of Padé approx-
imants in the general case for an arbitrary function [11]. There
is only one class of functions for which the Padé approximants
are known to converge to the exact answer and that is the
class of Stieltjes functions. However, there is evidence that the
approximants converge to the exact answer (in this scattering
scenario at least) and our results suggest that this indeed
happens [21]. A more formal and general discussion in this
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(@) — o) Y ) = L22w) = <1500+ 520|150 1

3.0F ]

25F 1

0.5 | | ‘\ \7 ‘\ -\
0 T T 3 - 27 3 i 25
4 2 4 4 2 4
0
;"b‘ T LI T T T T T T T T T T T T T T T T ]
{ )_\ﬁs(rﬂ:lﬁi\f(r)\' =P =S |Se(e) ] Ss()] ]
4.0 1
30f ]
20F .
L0f o= m =S ey 1
0.0 C ‘\ _T '''' "!' """" = \—
0 I x 3 - an 3x In 924
4 2 4 4 2 4
0

FIG. 5. (a) Same as in Fig. 3 but with 0 =5 and y =1 and
(b) y =5, for |i,(r)], [Si(r)], [S2(0)], [S3(r)l, |2} (r)], and |BY (r)|
(N =2, 3) as a function of 6. The parameters are ¢ = 0, k = 1, and
xo = 1. The line plots of |P}(r)| and |P(r)| are indistinguishable
from the line representing the exact solution. All quantities plotted
have arbitrary units.

direction, involving light field amplitudes satisfying Eq. (1),
is still lacking in the literature.

IV. CONCLUSION

We have studied the scattering of a monochromatic plane
wave by a P7T-symmetric dipole. An explicit closed-form
expression for the scattered wave amplitude in the far-zone
was obtained. The Padé approximants and the Born approx-
imation were compared with the closed-form expression and
we stressed the limitations of the Born series in the strong-
scattering regime. The Padé approximants were shown to be
a remarkable and accurate alternative for treating weak- and
strong-scattering regimes. The approach using Padé approx-
imants may be more suitable for problems that do not have
an exact solution and when the Born series diverge. There-
fore, we believe that our results contribute an important step
towards scattering in strong regimes.

One possible experimental implementation of our scatter-
ing system could be realized as in Ref. [37], consisting of a
photonic structure with holes filled by semiconductor junc-
tions, as also suggested in Ref. [35].
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APPENDIX: CLOSED-FORM EXPRESSION FOR ii (r)

In this Appendix we demonstrate the induction process
used to obtain a closed-form expression for ii; and u,, in terms
of uy. Starting from Eq. (11), the explicit form for the first
three corrections are given by

2 ikr
w1 (r) = ——[Pye™ ™" 4 0y’ ™}, (A1)
4 r
where Py = (o + iy)e*@™ and Qy = (o — iy )e @™o,
k2 zeikr - .
o= <_) [Pre=™T0 + Q] (A2)
4 r
where Py = (0 +iy)(Py+ Qoe**)/ro and Q) = (0 —
iy )(Poe* ™ + Q) /ro; and
K2\ pikr » .
= <_) [Pre™ ™8T + Q™) (A3)
4 r
where P, = (0 +iy)(P; + Q1%*0)/ry and Q) = (0 —

iy)(Pie¥* 0 + Q1)/ry. Thus, the general formula for u, can
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be written as

k2 "eikr . »
un(r) = (—) [Pn_le—lkf‘ro + Qn_lelks-ro]’

4 r (A4)

where

Py =D\P—y + D201,

Qn =D;3P, 1 + D4Q,1,1,
with Dy = (0 + iy)/ro, D2 = (0 + iy )™ Jry, D3 = (o —
iy)e*ir [y, and D4 = (0 — iy)/ry. Equations (A5) represent
a system of difference equations with constant coefficients

and initial conditions Py = (o 4 iy)e*®™ and Qp = (0 —
iy )e~*@T0_They can be solved by writing the system as

]-[2 »][e]-7a]
On| D3 D4| |Qo| Qo |’

where D is a 2 x 2 matrix with coefficients D;. By using the
identity

(A5)

(A6)

A\ )Ln—l _ )Ln—l
Dn — 1 2D _ )\'1)\‘2 1 2
)\,1 — )\2 )¥1 - )\2

where A and A, are the eigenvalues of D and 1 is the identity
matrix, the general solution is given explicitly by

27}171
P =
V(D1 — D4)* +4D,D;
X ((D1Py + 2D, Q0 — D4Fy)

x {[V/ (D — D4)? + 4D,D5 + Dy + D4]"

— [—V/(D1 — D4)> + 4D2D; + D + D4]"}

+ Pov/(D1 — D4)? +4D,D5

x {[—v/ (D1 — D4)? + 4D1D3 + Dy + Dy]"

+ V(D1 — D4)? +4DyD5 + Dy + D4l"}), (A8)

1, (A7)

2—n—1
/(D = Dy)? +4D,D;
X ((D4Qo + 2D3Py — D1 Qo)

On

x {[V/ (D1 — D4)2 + 4D,D5 + D + Dy]"

— [~/ (D) — D4)* +4D;D5 + Dy + D41"}
+Q0V/ (D1 — D4)? + 4D1 D3

x {[—v/(D1 — D4)? + 4D2Ds + Dy + D4]"

+ V(D1 — D42 + 4D2D5 + Dy + D4]"}). (A9)

Equations (A8) and (A9) together with (A4) represent the
general solution for the Born series. The total wave field is
given by the sum of the incident and scattered waves (with
a=1),

u(r) = up(r) + Y _ y(r), (A10)

n=1
where, after substituting Eq. (A4) into Eq. (A10), we obtain
ikr ©© 2\"
e k
u(r) = uo(r) + — Y (—)

r 4
n=1

% (P 7167”(&1‘0 + Qn—leik§-r0)~

(Al1)

It is easy to see that all the summation terms in Eq. (A11) can
be put into a geometric series form Y oo, {" = 1%{, with ||
< 1. Thus, (A11) can be written as

ikr
u(r) = up(r) + . iis(r), (A12)
where
ﬁs(r) — e*ikf-ro
—D»k*Qy + Dsk*Py — 47 k>P,
X
D2D3k4 — (D1k2 — 47{)(D4k2 — 47'[)
+ ki
D1k*Qy — D3k*Py — 4mk?
1k" Qo 3k*Py — 4mk=Qy (A13)

X
D2D3k4 — (D1k2 — 47T)(D4k2 — 47T)

is the closed-form expression for the scattered wave in the far-
zone approximation.
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Perturbation theory is applied to one-dimensional scattering systems consisting of a general class of inho-
mogeneous and isotropic slabs having size L described by the relative permittivity e(z) = 1 4+ o x(z), where
x (2) is the electric susceptibility and « the perturbation parameter. The transmitted and reflected amplitudes are
shown to be written as Born series in powers of o and Padé approximants are used to obtain analytical results
with a high and arbitrary degree of accuracy. The approach is very general and can handle oblique incidence.
Examples are given for the transmission and reflection amplitudes of plane waves interacting with Hermitian and
non-Hermitian structures with known and unknown exact solutions.

DOI: 10.1103/PhysRevA.106.043503

I. INTRODUCTION

A very important theoretical problem in optics is the exact
and analytical determination of the scattering amplitudes, for
the transmitted and reflected plane waves, after interacting
with an inhomogeneous material described by the relative
dielectric permittivity &(z) and occupying a finite extension
of size L. If the slab is composed of several dielectric layers,
with constant but distinct values of ¢ in each layer, there are
well-known procedures, such as the transfer and scattering
matrix formalism, that can be used to obtain exact results,
usually by performing numerical operations involving matrix
multiplication [1,2]. By using matrices to obtain the scattered
amplitudes, one has the obvious advantage in that it can be
easily implemented in computers and give fast results. The
disadvantage is that one loses track of what is going on during
this process, especially if there are a large number of layers,
and the procedure will ultimately depend on the numerical
algorithm, which behaves like a black box without a more
intuitive feeling about the process. Moreover, if the material
is intrinsically inhomogeneous, this method can still be used
but at the expense of introducing numerical errors arising from
approximating the continuous material by piecewise constant
parts.

Another method that is generally valid in scattering
systems is perturbation theory [3]. Perturbation methods sub-
stitute a very hard problem into a sequence of (presumably)
much easier ones. The approach taken to obtain the scattered
amplitudes in the majority of cases, especially in two or
three dimensions, is almost always dependent on the Born
approximation, which is used under the assumption of a

*jalvesreboucas @ gmail.com
paulo.brandao @fis.ufal.br

2469-9926/2022/106(4)/043503(8)
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weak scatterer. The Born approximation is obtained from
perturbation theory by rejecting all terms in the Taylor ex-
pansion of the scattered field except the first nontrivial one.
Unfortunately, if the objective is to go beyond the Born ap-
proximation, in most cases the perturbation series diverges in
the formal sense. Since it is highly desirable to derive results
under regimes where the scatterer strongly interacts with the
incident field, there are two main routes to take from here: (i)
to choose another formulation, relying on heavily numerical
computations or (ii) to sum the divergent series. This paper is
based on the second route applied to one-dimensional scatter-
ing involving inhomogeneous isotropic materials.

Analytic or semianalytic scattering theories for plane
waves interacting with inhomogeneous slabs were consid-
ered before [4—11]. Particular importance was given to the
work of Bremmer [4] who studied this problem from a very
physical point of view by discretizing the slab, calculating
the refractions through the material, and then performing the
continuous limit to obtain an analytical solution to the prob-
lem. The solution obtained by Bremmer has the form of a
series whose first term is the WKB approximation [4,5]. The
convergence of Bremmer series was also addressed [6].

One-dimensional inhomogeneous slabs have found nu-
merous recent applications in optics due especially to the
emergence of non-Hermitian photonics [12—14]. The fact
that a quantum system described by a non-Hermitian Hamil-
tonian having parity-time (PT) symmetry can give real
eigenvalues [15] has a direct consequence in optical-analog
systems. Effects such as lasing modes in active cavities [16],
unidirectional invisibility [17,18], slabs with random prop-
erties [19], anisotropic reflection in Bragg systems [20] and
PT-symmetric laser absorbers [21-27] were considered in
this context. Thus, the development of analytical methods
are useful in that one can explore a more general class of
inhomogeneous materials.

©2022 American Physical Society
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I

? L

FIG. 1. Scattering geometry. The incident plane wave is charac-
terized by the wave vector k, which makes an angle 6 with the normal
to the interface located at z = 0. The parallel component k, to the
dielectric interface is given by k, = —ksin6.

This paper is organized as follows: In Sec. IT A we develop
the Born series for the scattering problem by using perturba-
tion theory. Section II B introduces the Padé approximants
for the reflected and transmitted amplitudes. Section III is
devoted to the application of the formalism in a variety of
slabs: Sec. III A, homogeneous slab; Sec. III B, linear slab;
Sec. III C periodic slab; and Sec. III D, slab without known
closed-form analytical solution, consisting of a combination
of the linear and periodic cases (Bloch-type slab). Finally, in
Sec. IV, we state our conclusions.

II. THEORY

This section is composed of two subsections. The first one
deals with the development of the Born series through the use
of perturbation theory. The second subsection introduces the
idea of a Padé approximant to represent the transmitted and
reflected amplitudes of the scattered waves.

A. Born series for the Helmholtz equation

A monochromatic component E(x, z;w) of the electric
field polarized in the y direction satisfies the Helmholtz equa-
tion

’E  9’E

) tog T k*e(z2)E =0, (D
where kK = w/c, with ¢ being the speed of light in vacuum,
w the angular frequency, €(z) = 1 + ax(z) is the inhomoge-
neous dielectric constant, x (z) is the dielectric susceptibility
and « the expansion parameter that we put equal one at the end
of the calculations. We assume that the material is confined in
the region between 0 and L > 0 and write x(z) = ©1(2)§(2),
where ©;(z) = 1ifz € [0, L] and ®;(z) = 0ifz ¢ [0, L]. We
leave £(z) unspecified for the moment but it can be a real or
complex function of z. The real electric field is obtained from
E(x, z,t) = Re[E (x, y; w)e ' 19.

To take into account effects arising from the incident angle
of the plane wave, the field is written as (see Fig. 1)

E(x,2) = ¥ ()™, 2)

where ¥ (z) is a z-dependent field amplitude and k, is the
wave-vector component perpendicular to the propagation di-
rection. If 6 € (=%, 7) is the angle formed between the

incident wave vector k and the z axis, then k, = —k sin 6 and
the differential equation satisfied by v (z) can be written as
d*y(2)

+ K2y (2)cos? 0 = —k*ax )V (2). (3)

dz?
The Green’s function method can be used to cast Eq. (3)
into an integral relation. The Green’s function G(z, ') for the
slab-free Helmholtz equation is obtained in the usual way. The
result is given by

eikcosG\z—z’I

Giz,7) = ———,
@ 2) 2ik cos 6

“)

and (3) can be rewritten as

+o0

Y(z) = e — akZ/ d7G(z, )x (@Y (@)

—00

L
_ oot _ g2 / d2GE DEWE),  6)
0

where the first term on the right-hand side is a unit amplitude
plane wave, which is the solution to the homogeneous prob-
lem with ¢ = 0 (no scatterer).

To proceed, the field amplitude ¥ (z) is assumed to be
written as a series expansion in powers of «:

Y@@ =Y Yu@e", (6)
n=0

with 0(z) = €*2¢°5? being the solution to the unperturbed
problem with @ = 0. The remaining coefficients i, (n > 1)
are related recursively by

L
V(@) = —K2 /0 4G W @), (D)

Thus, to obtain the reflected and transmitted fields it is neces-
sary to solve the integral inside the scatterer. Direct use of the
Green’s function allows us to write

Wn(z) — Pn(z)eikZCDSQ + Nn(z)efikzcosg’ (8)

valid in the region O < z < L, where P, and N, are determined
recursively through the system of equations

ik [*

Pe) = K / d5E(5)Par (s)
2cosb Jy

ik

2cosf

/ zds&(s)zvnfl(s)e*"k”“‘% )
0

k L )
Ny(@) = —— / ds& (5)P,—1 (s)e**scos?
2cosf J,
n ik
2cosf

with the initial conditions Py = 1 and Ny = 0.
Finally, the transmitted field in the region z > L can be
calculated by using

1/fn(Z) — tneikzcosa

L
/ ds&(s)Np-1(s), (10)

(z> L), (11)
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where ¢, is given by

. L
= [ / dsE(5)Por (5)
0

- 2cosb

L
+ / dsé(s)an(s)eZikS°056:| (12)
0

and the reflected field in the region z < O can be calculated
from

wn(z) — rne—ikzc:OSQ

with r, given by

(z <0), (13)

ik
Iy, =
2cos6

L
|:/ dSS(S)P”_l(S)EZikSCOSO
0

L
+ f dsf(s)NM(s)}. (14)
0

For a given material distribution £(z), Egs. (9) and (10)
can be solved by iteration and the coefficients #, and r, are
calculated by using Eqgs. (12) and (14). The total transmitted ¢
and reflected r amplitudes are given by

o0
t = Ztna" =1 +tHa+ba®+ ..,
n=0

o0
r= Zrna" =04 ra+rna®+.., (15)
n=0

where ryp = 0 and #y = 1 are the solutions to the unperturbed
problem (wave is fully transmitted) and (¢, r;) are the first-
order Born approximations for the transmitted and reflected
amplitudes. By the end of the analysis we substitute o = 1
to obtain the scattering amplitudes for the original slab with
e() =14 x(2).

B. Padé approximants

By following the recipe presented in the previous section,
one obtains the transmitted and reflected amplitudes repre-
sented by a Taylor series expansion in powers of ¢«. In most
cases of interest, however, the series will be of a divergent type
when o = 1 is substituted in the expressions, invalidating the
equality between ¢(r) and ), t,&" (3, r,a”). Therefore, it is
important to ask if there is another representation available
that yields accurate and convergent results in a larger region
in the complex « plane.

One such representation seems to handle these issues very
well. The Padé approximants Py are a family of rational
functions whose denominator and numerator are polynomials
of degree N and M, respectively:

Yoo Anet" _Ag+ A+ A + . 4 Ay

PM — =
N ZQIZOB”O[” 1 +Bl(1 + ...+ BNO[N

16)

where A, and B, are coefficients and By = 1 is assumed
without loss of generality [3,28-30]. Given a Taylor series
Zf;o a,a”, the idea is to match the first N +M + 1 coef-
ficients in the Taylor expansion of the Padé representations

with that of its corresponding Taylor series. For example, the
first diagonal (N = M = 1) Padé approximant P is given
explicitly by

Ao +A ao
1 0 1 1
= —gy+ — 17
! 1+ B« 0 an

a) — ao
In the particular case of diagonal Padé approximants (N =
M), the representations can be obtained directly by perform-
ing the division between the determinant of two (N + 1) x
(N + 1) matrices Q and L, given by

aj ap an+1
a as aN+2
Q= |
ay an+1 T a)N
_ N i
apaN  ape¥ ' + ajoN ijo ajo’
ai a Aan+1
a as aN+2
L=1|]: : e (13)
ay  Aan4i to asN
(XN aNfl . 1

Thus, we can identify PY = detQ/detL. More general ma-
trices can be viewed in Ref. [28]. We hope that the Padé
approximants become closer to the exact answer as N, M —
oo. In what follows, we consider only the diagonal ap-
proximants with N = M. The transmitted ¢ and reflected r
amplitudes have Padé representations given by

M
—o A"
ot = oA (19)
1+, Bt
M
Cat”
= —Z"j(; p— (20)
1+ Dy

There are well-known algorithms, which relates A, and
B, (C, and D,) with 1, (r,) [3,28-30].

The most remarkable property of Padé approximants is that
they are able to represent a given function in a larger region
in the complex « plane, when compared to the convergence
region in the Taylor representation of the same function.
In other words, the approximants approach a limit even if
the Taylor representation diverges. Moreover, they converge
faster than Taylor approximants (partial sums) in most cases.
It is also verified that only very few initial terms in the Taylor
expansion must be known to form the first approximants, and
this represents a major advantage since one is usually not in
possession of all the terms in a general perturbation problem.
More explicitly, the first 2N + 1 coefficients in the Taylor
series are necessary to form the approximant Py .

Unfortunately, there are no general theorems on the ques-
tions of existence and uniqueness of the approximants to
arbitrary functions with the exception of Stieltjes functions.
Nevertheless, there is a large amount of evidence that the
approximants can handle a variety of functions other than
Stieltjes. Research in this direction is still ongoing.

III. APPLICATIONS

To validate the above formalism and the Padé repre-
sentations for the transmitted and reflected amplitudes, we
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consider a few applications involving dielectric systems with
known and unknown exact solutions. Recent works on the
use of Padé approximants in classical optics can be found in
Refs. [31-33].

A. Hermitian and non-Hermitian homogeneous dielectric slab

The first example we consider is the most simple one where
&(z) = b with b a real or complex number, independent of z.
The scatterer is a homogeneous dielectric slab of size L. In
this case, the first two coefficients P, and N;, obtained directly
from Eqgs. (9) and (10), are given by

Pi(o) = ibkz
=5 cose’
2ikLcos® __ e2ikzc039
N; =b 21
1@ 4cos? 0 @b

From Eqgs. (12) and (14) we obtain the first two corrections to
the transmitted and reflected amplitudes,
_ ikbL
"~ 2cosf’
ikb? , L
= ———|ikL” —
8cos? 0 cos 6

151

15}

(€2ikL cosf __ 1)
+ , 22
2ik cos? 0 22)

and

_ b
" 4cos?o
2

D = ———
8cos* 6

r (e2ikL cosf __ 1 )

bl

[€2ikLCOSH(2ikLCOSQ — l) + 1], (23)

which represent the first and second Born approximations,
respectively. This iterative procedure can be carried out until
one reaches a desired approximation order. Explicitly, with
(to, t1, ) and (ry, r1, r2) given above, the first-order Padé
approximant can be readily obtained by using Eq. (17). More
coefficients are necessary to construct high-order approxi-
mants.

We present in Fig. 2 several plots of the approximants |t/
and |rY|> for N = 1, 3, and 5 along with the exact solution
(see Appendix A). First of all, since the exact solution for the
scattered amplitudes is not a quotient of polynomials in ¢,
the Padé approximants can never return the exact answer in
this case. Nevertheless, it is remarkable how they are able to
adapt to the exact solution as N increases. In Figs. 2(a)-2(c)
we display the scattering amplitudes as a function of kL. The
approximation becomes better as N increases, as expected,
and for N = 5 we already obtain a very accurate result for the
range of parameters used. Notice that to calculate t55 and rg
only 11 terms in the Taylor expansion are used. Figures 2(d)—
2(f) display the behavior of the scattering amplitudes as a
function of b. This case is more remarkable because ¢, ~ b"
and r, ~ b" (which is expected since for a homogeneous slab
we can take b as the perturbation parameter) so the Taylor
representation is certainly to be of a divergent type, especially
for values of b as large as 40. Indeed, a plot of the partial sums
of the power series in « having the same number of terms

| 2

L 10 ; 10
=08 =081\ /\
= 06 06 NN -
Lo /X AN
202/ w02 \ TN
-~ 00” ~ 0.0%
0 2 3 4 0 10 20 30 40
kL b
(b) (e)
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T 04r N YN m 04 AR
2 021/ L/ oz N :
00 : o0t
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10 1.0
08 F 0s o
=06 0.6 \
20 04f /7 ~ 04 \
~ 0.0Y = 8T ol
o 1 2 3 4 0 10 20 30 40

FIG. 2. Transmission and reflection amplitudes for a homoge-
neous slab £(z) = b as a function of (a)—(c) kL, with fixed b =4
and (d)—(f) b with fixed kL = 1. The continuous black line is the
exact (absolute squared) solution for the transmitted amplitude and
the continuous gray line is the exact solution for the absolute squared
reflected amplitude. The dashed (dashed-dotted) lines are the Padé
approximants for the transmitted (reflected) amplitudes (a), (d) |tl1 |2
and |r}%, (b), (e) |5I* and |13, (c), (D) |£5|* and |rZ|*. Parameters
used: « = land 6 = 0.

as in the corresponding Padé representations diverges wildly
(not shown). Nevertheless, the Padé approximants are able to
recover the true behavior. We remark again that there are no
numerical errors associated with these results in the sense that
they represent analytic approximations.

To see how the Padé’s handle gain and loss, Fig. 3 shows
the plot of [£|? and |y |* as a function of kL for homoge-
neous slabs with loss and gain, i.e., £(z) = 4 % i. Clearly, the
approximants have no trouble in dealing with a lossy or active
layer.

B. Linear slab

Another interesting class of dielectrics are the linear
materials described by the profile £(z) =1+ gz, with g
being a constant parameter. The Helmholtz equation for
this case can be recast into Airy’s equation of the form
d*yry(u)/du® = uyr(u) and we provide in Appendix B the
exact solution. By following the same recipe as in the previous
section, one obtains the approximants to a desired order of
accuracy.

The comparison between the exact scattering amplitudes
and their Padé representations is shown in Figs. 4(a)—4(c)
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FIG. 3. Transmission and reflection amplitudes for a homoge-
neous slab with (a)—(c) £(z) =4+ i and (d)-(f) £&(z) =4 —i as a
function of kL. The continuous black line is the exact (absolute
squared) solution for the transmitted amplitude and the continuous
gray line is the exact solution for the (absolute squared) reflected am-
plitude. The dashed (dashed-dotted) lines are the Padé approximants
for the transmitted (reflected) amplitudes. (a), (d) |¢!|* and |r}|?, (b),
() |£51* and |r3]? and (c), () [¢3|* and |r2|*. Parameters used: § = 0
andoa = 1.

as kL varies. Again, the Padé’s are able to approximate the
exact answer with an excellent precision, even for an oblique
incident plane wave with 6 = %. In Figs. 4(d)-4(f) we plot
the transmission and reflection as function of g for g values as
large as 50.

C. Periodic slab having PT symmetry at the
symmetry-breaking point

Let us now turn to a more interesting and complex inhomo-
geneous slab, which, nonetheless, has been found to posses an
exact analytical solution for the scattered amplitudes [34].

In 1998, Bender and Boettcher suggested that non-
Hermitian quantum Hamiltonians can have real-valued spec-
tra if they satisfy the condition of PT symmetry [15]. In
quantitative terms, the one-dimensional potential energy func-
tion V(x) is PT symmetric if V(x) = V*(—x), since the
combined action of P and T is to replace x — —x and i —
—i. This condition, however, is not sufficient to guarantee
the reality of the spectrum. The most common situation is
that of a Hamiltonian depending on some parameter o of
the system such that if o < o, all eigenvalues are real and
if @ > «, all eigenvalues are complex-valued. The value o,

0.0~
0.0 0.51.01.52.0253.035

(0.0 et 0.0 ' '
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 0 10 20
kL g/k

FIG. 4. Transmission and reflection amplitudes for a linear slab
with &£(z) = 1+ gz as a function of (a)—(c) kL, with g =4 and
6 = 0 and of (d)—(f) g/k, with kL = 1 and 6 = 7 /4. The continuous
black line is the exact (absolute squared) solution for the transmitted
amplitude and the continuous gray line is the exact solution for the
(absolute squared) reflected amplitude. The dashed (dashed-dotted)
lines are the Padé approximants for the transmitted (reflected) ampli-
tudes. (a), (d) |t} 1> and |r{|?, (b), (f) I£5]* and |r5 %, (c) |££]* and [rS]?
and (e) |t?|* and |r?|?. Parameters used: o = 1.

represents the symmetry breaking point (exceptional point)
of the system, where there is a phase transition between real
and complex-valued eigenvalues. For an introduction of PT
symmetry in quantum and classical mechanics, the reader can
consult Refs. [35-39]

Due to the mathematical analogy existent between nonrel-
ativistic quantum mechanics and the paraxial wave equation,
it was soon suggested that the refractive index n(x) of
inhomogeneous material could be engineered to simulate
analog quantum effects [12]. In this section, we explore
the scattering of plane waves by one PT-symmetric slab at
the symmetry-breaking point. Our interest in this particular
potential is that it exhibits the peculiar phenomenon of uni-
directional invisibility, meaning that the reflection from one
end is diminished while it is enhanced from the other, and
the transmission coefficient is very close to one [17], thus
making it relevant to the development of diodelike photonic
devices.

We thus consider a slab having PT symmetry at the
symmetry-breaking point, described by &(z) = be'??, with b
and d positive numbers. The first- and second-order Born
approximations for the transmitted ¢ and reflected r ampli-
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FIG. 5. Transmitted and reflected amplitudes for a periodic slab
with £(z) = be'™ as a function of 6. (a) [t3]2, (b) |72[%, (c) |t]|*, and
(d) |r{|*. Parameters used: @ = 1, d = 5, k = 235 (a), (b) b=
0.02,L =8.4,(c),(d)b=1and L = 1.68.

tudes are given by

kb iLd
= =),
' 2dcosh (e )
k2b2 |:d(62iLd _ zeiL(d+2kcosﬁ) + 1)

" 8dcos?d | (d — 2kcosH)(d + 2k cos )
2k(e¥™4 — 1) cos 6 i 1)
(e )co n (e ) 24)

(d — 2k cos0)(d + 2kcosH) d
kb |:eiL(d+2kcos€)) _ ]]

= 2cos6 d + 2k cos 6

k2b2 eZiL(dJrkcosG)
2= 4d cos? 6 |:d+kc0s9 " d +2kcosf

d
+(d—|—kcos0)(d+2kcos€):|' 25)

eZiL(d+2k cos )

. 1,k 0 rr? N o sin(Ld)
1= 21 sec ) p s

[ sec? O[(1 — 2ikL cos 0)e>kLcos? _ 1] N [d sin(Ld) + 2ik cos(Ld) cos 8]o e*s¢ _ Digk cos O

We discuss only one aspect of this slab, which is the behav-
ior of the scattered amplitudes as functions of the incident
angle 6. By using the same parameters as in Ref. [34], we
obtain the Taylor series and construct the Padé approximants.
Figures 5(a) and 5(b) display the approximants [¢5|* and |73 |°.
The exact solution is not shown along with the approximate
one because both oscillate too fast and it would be very
difficult to compare. We refer the reader to consult Fig. 5 of
Ref. [34].

With the particular numerical values taken from Ref. [34],
the first three terms in the Born series actually reproduce the
exact behavior quite well. This is due to the fact that the
amplitude of x(z) is very small (0.02). Thus, we increase
this amplitude in such a way that the Taylor series no longer
converges and plot in Figs. 5(c) and 5(d), |tjf|2 and |rf:|2 with
b = 1. Again, the approximants converge and display an inter-
esting behavior consisting of strong peaks in the transmission
and corresponding troughs in the reflected amplitude. It is
remarkable how the quotient of two polynomials can capture
this rich dynamics. Note that only the first nine terms of the
Taylor series are used to construct the plots shown in Figs. 5(c)
and 5(d). We close this section by stating that PT-symmetric
media has been engineered in laboratories and the effects
discussed here have been verified in optical experiments
[40-42].

D. Bloch-type slab

For this last example we consider a permittivity profile
such that the Helmholtz equation has no known analytical ex-
act solution. The profile £(z) = 'z + o cos(dz) has the form
of a linear ramp superposed with a periodic modulation (o
and I' are constants). It resembles the potential function of
Schrodinger’s equation that generates Bloch oscillations.

Since in this case we have no grounds for comparison with
exact solutions, we choose the normalization condition |¢]? +
[r|> =1 to guarantee that the scattered amplitudes remain
bounded. The first Born approximation for the transmitted and
reflected amplitudes are given by

1
1 =§iksece{ 12

Figures 6(a)-6(c) show the plot for the amplitudes as func-
tions of kL. They resemble the amplitudes for the linear slab.
However, there are small lumps present in the plot that do
not appear in the linear case. This behavior arises from the
oscillatory nature of the material. Figures 6(d)-6(f) plot the
scattered amplitudes as functions of ¢ and we see once again
the remarkable convergence properties of the approximants.
In all cases the energy is conserved for sufficient large values
of N.

. (26
d? — 4k2 cos? 0 } (26)

IV. CONCLUSIONS

We demonstrate the usefulness and importance of Padé
approximants in problems involving scattering of plane
waves by inhomogeneous complex media. By using regular
perturbation theory to obtain the reflected and transmitted am-
plitudes, divergent series are obtained, which can be summed
by constructing the approximants. The formalism is valid for
arbitrary inhomogeneous materials and can handle oblique
incidence.
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FIG. 6. Transmitted and reflected amplitudes for the inhomoge-
neous slab £(z) = I'z + o cos(dz) as a function of (a)—(c) kL, with
fixedo =2 and 6 = 0, (d)—(f) o with fixed kL = 1/2 and 0 = 7 /4.
The continuous thick black line (continuous gray line) are the Padé
approximants for transmission || (reflection |r¥|?). The dashed
line is the total energy. (a) and (d) N =1 (b) and (¢) N =2 and
(c) and (f) N = 3. Parameters used in all plots: « = 1, d = 50, and
I' = 20. The corresponding Born series diverges for these set of
parameters. The continuous thin black line marks the unitary value.
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APPENDIX A: EXACT SOLUTION FOR A
HOMOGENEOUS SLAB

In this Appendix we provide the exact solution to the field
amplitudes in the scattering system composed of a slab with
size L and homogeneous dielectric permittivity £ (z) = b. The
total fields in the region z <0, 0 <z< L and z > L are

given by ¥ = eikzcost | o—ikzcosd Wy = di e /cos? O+ab n
b
. 2 ) .
dze—zkz»\/ cos” O+ab and w3 — telkz cos9, reSpeCtlvely. To connect

the parameters r, ¢, d;, and d, one uses the fact that the
total field amplitude 1 (z) and its derivative dv(z)/dz are

continuous at z = 0 and z = L. The first continuity condition
comes directly from the continuity of the electric field parallel
to the interface. The second boundary condition is a direct
consequence of the differential equation satisfied by 1 (z), or
it can be viewed as a continuity condition for the magnetic
field.

After straightforward algebra, the following system of
equations is obtained:

14+r=d +dy,
dleikyL 4 dzefikyL — teikLcosG,
(I =r)cost = y(d — d»),

y(dleikyL _ dzefikyL) — fcos geikLCOSQ’ (Al)

where y = v/cos? 0 + ab. By solving the system we obtain
the amplitudes

. 2(y +cosf)cosH
" (y +cos0)? — (y —cos9)2edikrL’

d, (A2)

_ 2(cos@ — y)cosH
~ (y —cos0)? — (y + cosf)2e2krL’

> (A3)

From the first (second) equation in (Al) we obtain the re-
flected (transmitted) amplitude r (¢).

APPENDIX B: EXACT SOLUTION FOR A LINEAR SLAB

In the case where £(z) = 1 + bz, the exact solution for the
field amplitude ¥, (z) inside the slab is given by

V2(z) = c1Ai(u) + c2Bi(u), (B1)
where c; and ¢, are constants,
—bk*za — £ (1 + 2 + cos 20)
‘= (—bak?2l3

and Ai and Bi are Airy functions defined as the linearly inde-
pendent solutions of Airy’s equation,

o0 n—2
. 3 (n+1
Al(u)zzﬁr( 3 )

n=0

27
X sin [T(n + 1)i|u",

o0 n—2
. 373 n+1
Bl(u)zznn'r< 3 )

n=0 :

x [ 1—|—sin[%(4n+ 1)]] W', (B2)

where I is the Gamma function. Both series converge in the
finite complex plane because the differential equation has no
singular points. By matching the free-space solutions for z <
0 and z > L at both interfaces one obtains the transmitted and
reflected amplitudes (written in terms of Airy functions and
their derivatives).
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